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INTRODUCERI 
А, DEFINIȚIA SI DIVIZI NILE MECANICII 

Mecanica este uni i 'e cele a1 schi iint 1 : ; ; 
АТТИН күөн EH БУН Mur VIRA evoluția ei, ca 91 
producție, Mecanica S-a "format t stii k dem 1 dezvoltarea forțelor de 
generalizürii experienței ia Ў шй de-a lungul timpului, pe baza 
ge! д à olidite de oameni în procesul activității con- 
Ştiente efectuate pentru satisfacerea nevoilor de a capta si a utiliza forțele 
киет а cládi, de a uşura muncile grele, de a construi mașini etc. 

Оё oltarea teoriei s-a produs în strînsă legătură cu nevoile practicii 
soclal-istorice, în procesul dialectic de cunoaştere a realității obiective, 
de la observarea realității obiective la gîndirea abstractă și de la aceasta 
la verificarea prin practică. Conţinutul mecanicii, în fiecare stadiu de dez- 
voltare istorică, s-a îmbogățit cu noi cunoștințe teoretice, care s-au adăugat 
la cele vechi sau au aprofundat cunoștințele existente. 

De-a lungul a peste 2500 de ani, mecanica s-a dezvoltat ŞI perfecționat 
necontenit, dezvoltarea Mecanicii împletindu-se strîns cu dezvoltarea civi- 
lizaţiei omeneşti. 

În cele ce urmează, ne vom ocupa de Mecanica teoretică, numită ac 
seori Mecanica rațională, iar uneori Mecanica generală. Mecanica teoretică 
fiind legată inseparabil de practică, de tehnică, vom arăta şi unele din 
cele mai importante aplicaţii corespunzătoare teoriei expuse. 

Mecanica teoretică este una dintre Științele naturii; ea studiază leg 
obiective ale mișcării mecanice a corpurilor materiale. 

Mecanica teoretică este o diviziune a Fizicii. 

Scopul Mecanicii teoretice este de a stabili legile obiective ale feno- 
menelor de mișcare mecanică a corpurilor materiale în vederea aplicări 
lor în producție, în interesul omului, cu maximum de randament. 

Este necesar să explicăm de la început ce se înțelege prin mişcare 
mecanică şi. corp material. 


$ 1. Mișcare mecanică, sisteme de referință. Mişcarea mecanică a ünui 
corp material este schimbarea în timp a poziției corpului sau a unei părți 
a acestuia în raport cu un alt corp solid ales ca sistem de referinţă: Ni 

Aceasta, spre deosebire de mișcarea înțeleasă în sens larg, аак 
sensul oricărei schimbări în starea corpurilor materiale, a erone i nh 
a societății ete,, mişcare care este universală si cotat isi ы Че: € 
al diferitelor ştiinţe, cum sînt chimia, biologia, ştiinţe e acinis stg m 

Materia este într-o continuă mișcare, ата inceput M ү ЖОНУ pei 
риге materiale pe carele studiem, ca părți componente ale ma 
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versale, sint 


$1 ele într-o continuă mi: 
nica 


ca miscare mecanică a lor 


;Care Și, de i 
existente, în raport 


va fi modificarea ийе 


е referință dat, în 
prescurtat, 


ceea ce va studia Meca- 


stări de 


cela ca 


CU un sistem d 
à fi numită 

Sistemul de Vejevință este ales arbitrar dar de f 
Să fie determinat pe deplin faţă de anumite тереге 
pentru a exista posibilitatea ca, în raport cu el, î 
interval de timp, să se poată stabili їп | 
mişcare, 


fnișcare 


Mișcarea mecanică + z- neaga; 


miscare, 

iecāre dată ү; 1 
(alte COfptifi mate 
п decursul ипи 


тоа precis poziția corpului 
] 


Alegerea Sistemului de re 
deoarece, la rindul sáu, 
cu alte sisteme de 

Sistemele de re 


reperului) este foarta 


importantă 
1}й poate fi în 


mișcare în raport 
ferinfá se numesc fixe, atunci cînd пи 
de un sistem conside al ca imobil $i se 
atunci cînd se mişcă în raport cu sistemul convențional, 
Din cele de mai înainte rezultă şi definiția stării de Tepaus, 
area lui de imobilitate în raport 
iar repausul unui sistem de puncte mate- 


toate punctele lui vor fi în repaus, 
Se vede, deci, că mișcarea și repausul sînt stabilite în raport cu anu- 


апи 


au miscăr 


ama în studiile ре care le facem, Repaus 
absolut nu există. vns 
În legătură cu mișcarea corpurilor s-a pus problema Copa af с 
. . v . = —AE 
produc mișcarea considerată, mai exact problema cauzelor care pfo ис poi 
ficarea stării de mişcare existente a corpurilor. Această problemă a Ча 
naştere la multe discuții și asupra ei vom mai reveni în cele 5 — - 
: Trebuie sí amintim, totusi, cá multá yreme i aa e lrept 
ișcării i Mai tí - statat cá pot e 
cauze ale mişcării numai forțele. Mai ia 5 a conta Воље 
mișcări și fără intervenția forțelor, de exemplu mis $ 
mișcări 1пег{1а1е). і Sa бры ET -— 
шешш АН UEM idealiste consideră forța că e ind origine ДАНЫН 
x д 1 2 aun S ate 
înd legătură cu materia. De fapt, forţa are totde é Ub ror 
HOD cS i iunii i corp asupra altui corp. I 
rială; ea apare cu ocazia acțiunii unui co р ОЕ с e ae 
j i i ca 
i ba starea de migcare pe ; 
nu-si poate schim а е i use i 
ă i un alt corp 1 1 2 a ME 
dacá asupra lui nu acfioneazá ао рша а аген de midi 
атша acționează forța is - d 
Corpul asupra căruia : celuilalt corp. Engels spune d 
mecanică datorită Lori кыйсса кщ xpresia abstractă pentru mi 
aceasta: „Forţa este, prin urmare, Ee T re ROME și uniform 
DD COR" ; avin 7 A X aa ea hò 
a T 1 corpu x azX fsi facea 
ișcării”, Мита l acționează. f i 
transmiterii m О forti forțele ċare Îl a улаа 
і rfá sau ы > nu ar îi actions 
e ionat de nici-o forță sau f 3 уса Dm 
lib n TR revine la o situație similară aceleia în ce 
2 deu a 41. Acesta est 
ое Á. 1 forinid 4n vial. 4 cest: j l 
deese SALA la noţiunea de sistem Maie) oe heinfluentatà de 
Ө аш Is care o particulă materie fiue «i umil 
o referinti fată de care i i iscare rectilinie si ў 
пека ЦА i, Mecanica clasică, are мт M norms ыр 
, 1 materiale, 'erintá, care se miscá rec ER іч 
alte corpur te sisteme de referință, care se, mi > de referiutà inert 
formă. Orice alte petten i inerj il dup sînt tot sisteme de re 
sistem de refer h 
de un siste 
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$ 2. Larticulă materiali, [punet material, corp material, Parlicula 
materială este о părticică a corpului, atît de mică încît dimensiunile ei 
se neglijează uneori, iar particula poate fi asimilată cu un punct, Mig- 
carea ei este pe deplin determinată de mişcarea acestui punct, fapt care 
tace ca, în acest caz, particula materială să fie numită, în mod abstract 
punci material, 
Menţionăm că este posibil ca şi pentru corpuri mari, cu dimensiuni 
apreciabile, Să se reducă studiul la examinarea mişcării unui punct maleríal, 
atunci cînd nu interesează forma corpului si dimensiunile lui; masa corpului, 
în acest caz, se consideră concentrată în punctul material (punctul geo- 
metric) studiat, 
Punctul material este deci un punct geometric, dotat cu о masă proprie, 
determinată, Noţiunea de punct material este un concept matematic, care 
ușurează mult calculele. 
Un sistem de puncte maloriale este constituit din totalitatea punctelor 
materiale luate în considerare, mișcarea fiecărui punct depinzínd de poziția 
ŞI mişcarea celorlalte. 
Corpul material, despre care va fi vorba în Mecanică, va fi considerat 
ca fiind format dintr-o infinitate de puncte materiale legate între ele, astfel 
încît distanțele dintre puncte să rămînă invariabile, Conceput în acest fel, 
corpul material — numit gi corp solid sau corp rigid — nu este decît un 
sistem de puncte materiale legate invariabil, rigid, intre ele, o formá 
abstractá a corpului solid real. E 
În timp ce la corpul solid real schimbările formei şi volumului nu pot 
fi neglijate, la corpul rigid din Mecanică acestea nu se iau în consideraţie, 
Mecanica teoretică se foloseşte de această abstractizare cu scopul de a 
simplifica studiul într-o primă fază. În faza următoare, aceea a Mecanicii 
aplicate, vor trebui luate în considerare deformaţiile corpului, 
Forma corpurilor: după forma lor, facem în Mecanică următoarea cla- 
sificare a corpurilor: ym pel S 
Corpurile care au una dintre cele trei dimensiuni foarte mare in raport 
cu celelalte două, se numesc bare (fig. 1, a). d 

Cînd două dimensiuni sint foarte mici în raport cu a treia, iar corpul 
este flexibil sub acţiunea forțelor exterioare și poate lua FA gere ата 
а opune o rezistență sensibilă la încovoiere, avem cazul fire ar ( ig. PUE 

O bará este definitá prin axa ei $1 prin legea de variație Sec E a 

transversale în lungul axei barei. Bara este generată priu deplasarea sec 
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Fig. 5. 


După aceleași criterii ca la bare, prin extinderea noțiunii de axă 
avem la plăci suprafața mediană. | 

Cînd suprafața mediană se poate suprapune unui plan, avem o placă 
plană sau о dală; cînd se suprapune pe o suprafață curbă, avem o Placă 
curbă (fig. 4). ч 

In fine, cînd toate trei dimensiunile corpului sînt de mărimi aprecia- 
bile, comparabile între ele, se obține un bloc (fig. 5). 

In sistemele pe care le studiem, va trebui sá distingem forma cor- 
purilor cu care lucrám, deoarece forma corpurilor influenfeazá asupra meto- 
delor de calcul pe care le aplicám. 


$ 3. Diviziunile Mecanieii. Problema generală a Mecanicii constă în 
stabilirea unor relații între forțele care acționează asupra unui sistem de 
corpuri materiale şi mişcarea mecanică realizată de aceste corpuri. Meto- 
dologic, convențional, ținînd seama de tele două elemente de bază care 
intervin în studiile si aplicaţiile corespunzătoare, forțele şi mișcarea meca- 
nică si ліпа seamă si de dezvoltarea istorică a acestei ştiinţe, Mecanica 
teoretică se consideră ca avînd trei mari diviziuni: Statica, Cinematica 
51 Dinamica. | Же 
Slalica studiază transformarea sistemelor de forțe ex! e e ar 
cate corpurilor în sisteme echivalente și condiţiile de echilibru ale 
temelor de forţe, m 
Statica studiază 
acțiunea forţelor exterioare care-l acțioi N repau ` 
sub acțiunea forțelor exu отроор pip, » miscare rectilinie şi uniformă. 
cu un sistem de referință determinat, sau are o mişca lin antichitate, prezen- 
Această parte a Mecanicil ега cunoscută încă € n ап n M , POR 
d T » 3 S Pi < ~ LOT. QC десс AS A 
tínd un interes deosebit pentru tehnica construc 


ti 


` ) 
un caz particular al mişcării: cazul сіце corpul, 
едй, rămîne în repaus in raport 


DEFINITIA ST DIVIZIUNILI MR 


VNICTI е 


studii temeinice în ceea ce priveşte Statica 


; з făcute încă înaintea ere; e 
de Arhitas, Aristotel, Arhimede € incă inaintea erei noastre, 


| Vitruvius si alţii, 

„Cinematica studiază mişcarea punctului sau 
în timp, din punct de vedere geometric Я 
neazà asupra punctului sati sistemului, 


а sistemelor de puncte, 
independent de forțe le care actio- 
Geometria. Mecanicit (Phoronomia), Desi itor A А Mi Е а 
ocupat si anticii cu studii geometrice БНС y м хн A 
matica a fost creată în timpurile moderne De aBla Чат н pue 
Vinci, Galilei, Newton si MEGA ja ^ ie a bi a «eonardo da 
Cinematicii. | ; Б” ве poate vorbi de studii specifice 
Dinamica Studiază mişcarea corpurilor materiale tinind seama de for 
tele care acționează asupra acestora, Această parte a Mecanicii stabileste 
cele mai generale legi ale mişcării corpurilor materiale sí este de o deo- 
sebită importanță pentru tehnica maşinilor, construcțiilor etc. 
Dinamica s-a dezvoltat, îndeosebi, începînd de 1a Galilei, Newton 
ŞI Lagrange; ea capătă o dezvoltare din ce în ce mai amplă în prezent, 
cînd calculul mașinilor complexe si al marilor construcții nici n-ar mai 
îi de conceput fără a ține seamă de solicitările dinamice, 
-— De fapt, Mecanica este un tot si este destul de dificil să se facă 
impărțirea arătată mai înainte. Mereu trebuie să se treacă de la o divi- 
ziune la alta. Numai convențional şi pentru a se da posibilitatea unei 
insușiri treptate a materialului, se procedează la această împărțire. S-a 
mai ținut seamă, їп această împărțire, şi de dezvoltarea istorică a acestei 
științe. 
În dezvoltarea prezentei lucrări se vor face aceste împărțiri numai 
în măsura în care va fi nevoie pentru înțelegerea treptată a fenomenelor. 
În concluzie, Mecanica teoretică studiază legile obiective cele mai gene- 
rale ale mișcării mecanice a corpurilor rigide, considerate ca simple puncte 
materiale sau ca sisteme de puncte materiale legate invariabil între ele. 
Sistemele la care distanţele dintre punctele materiale se schimbă su 
acțiunea diferitelor solicitări, sînt studiate în Mecanica aplicată sau Me 
nica corpurilor deformabile: Rezistenţa materialelor, Elasticitatea, Mecanica 
fluidelor etc. Mecanica teoretică stă la baza calculului construcțiilor, masi- 
nilor etc. si are o importanță deosebită pentru producție. 


Vom face observaţia, asupra căreia vom reveni mai tîrziu, că Mecanica, defir 

înainte, priveşte mișcarea corpurilor rigide „macroscopice“ a căror mișcare se produce cu vi 
x г . N C мог 
obișnuite pentru om $i mult inferioare vitezei luminii. 

Este ceea ce numim Mecanica clasică, spre deosebire de alte Mecanici mai noi, în care 

de exemplu, vitezele corpurilor sînt foarte mari, apropiindu-se de cea a luminii (Mecanica 

Лабу А 4 і і і “ м; іс: d m un ММ 

relativistă), sau în care se studiază corpuri „microscopice“! (Mecanica cuantică, Mecanica 

statistică), 

^ УСУГ 1 > + *vile. cele 

Instrumentul de calcul în Mecanică îl constituie matematicile ce К 

mai avansate, în deosebi Analiza matematică, calculul vectorial si са 

ansate, 


FĂ ex PT m P T^ aste | prie deoarece în Mecanica 
1 Denumirea de ,microscopice", utilizată adesea, este improprie de (elec 


М "m N ^ ол › 
cuantică se studiază partienle mult mai miei decit cele care se văd lu microscop 


troni ete.) 
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culul tensorial; adeseori s-a spus chiar cá Mecanica 


n nahi ‘ava Var ă af? v М Я lost matei iz 

ш chip exagerat. Pástrind o legătură strîns cu numeroasele Поа 

care intervine Mecanica, acest pericol poate fi evitat | Sa: 
В. NOȚIUNI ŞI PRINCIPII FUNDAMENTALA: ALE MECANICII 


Mec: ы: NE ч salaln ta ati? E ^l м ‚ 
K SET К за ec. SE, isi bazează teoria pe citeva noțiuni 
, р! І undamentale — noţiuni şi principii stabilite pe baza unei înde 
lungate experiențe — care pot fi verificate în. lucrările ce веле E RE 
baza proprietăților lor, dar care nu pot fi reduse — cel puțin în poe 
clasicá, cu cunoştinţele pe care le avem pînă in prezent — la alte лонаи! 
sau principii mai simple, 

Studiind mișcarea mecanică a corpurilor materiale, noțiunile funda- 
mentale care intervin în Mecanica clasică sînt: spațiul, timpul și masa: 
iar principiile fundamentale sint: principiul. inerjiei, principiul indepen- 
denlei acțiunii fortelor si Principiul egalității acțiunii cu veacțiunea. | 

„Mecanica clasică a fost creată de-a lungul a peste 2 000 ani şi este 
folosită, în tehnica curentă, la calculul construcțiilor și mașinilor obiş- 
nuite, în care intervin viteze cu mult inferioare vitezei luminii. În Meca- 
nica clasică se atribuie spațiului. şi masei proprietăți, care, de cele mai 
multe ori, pot fi verificate de simțurile omului sau cu aparate nu prea 
complicate. În Mecanica clasică se aplică geometria lui Euclid si Analiza 
matematică curentă, teoria Mecanicii clasice constituind o primă aproxi- 
matie pentru a face “cercetări și calcule cu privire la fenomenele curente, 
la scara omului. Mecanica clasică se mai numește si Mecanica newtoniană 
(fiind bazată pe principiile enunțate de Isaac Newton în 1686). 

Începuturi în teoria Mecanicii clasice au fost făcute încă din anti- 
chitate, de Arhitas, Aristotel, Arhimede, Vitruvius etc. ; dar prima ei fun: 
damentare științifică au făcut-o Galilei si Newton, în secolul al XVII-lea. 
După aceea au urmat numeroase precizări si perfecfionári, care continuă 
și în prezent. 

În ultimul secol au apărut și alte mecanici, care fin seama de viteze 
foarte mari, de alcătuirea materiei pînă la microparticule şi de alte DEO 
prietáti ale materiei, descoperite în ultimul timp. Mecanica азуы, 
cuantică, ondulatorie, statistică etc. sint astfel de mecanici, dar care nu 
constituie obiecte de studiu în cadrul acestei lucrări. 


$ 1. Notiunile fundamentale ale Meeanieii. Noţiunile fundamentale de 
care ne ocupăm în Mecanica clasică sînt: spațiul, а aquae m 
De spațiu, timp şi masă ne dăm seama, pe baza prac Чен, x o 
in mod obiectiv, în realitatea înconjurătoare: trăim ine ed NOR 
în jurul nostru sînt diferite obiecte la care ajungem e aa › 
au o masă de care ne dăm seama cînd vrem să le mu MS RS XE 
Cu timpul, prin generalizarea unui numür mare dum ресе nn 
asupra realității din jurul sáu, omul a reuşit să formuleze АС 


ACA $ ADR E ~ fenomene aparfiuind rea- 
7 tă în mintea sa a unor tenc | | Ee 
ca o reflectare generalizată її EP CAD UE Ia] cunoașterii 


le 


litáfii pe care o tráia, Bineinfeles, in 
ştiinţifice i-a permis aceasta in diferite epoci 


ist orice. 
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CRUS " Lr 

Spațiul, timpul, masa ȘI mișcarea constituie unitatea dialectică a 
materiei. Ele reprezintă diferitele forme de existență, ale realității obiec- 
tive din jurul nostru, care este materia, 
, , Aceasta, spre deosebire de concepfia lui Newton, care considera spa- 
Иш, timpul si masa. ca fiind complet independente și fără nici o legătură 
între ele. Această mentalitate a durat multă vreme și mai există si astăzi 
în concepția idealistă care nu vede legătura spațiu-timp-masă-mișcare și 
care rupe aceste noțiuni de realitate. Mecanica clasică admite si ea lipsa 
de legătură dintre spațiu, timp și masă, 

,, Materialismul dialectic a arătat în mod clar falsitatea acestor afír- 
maji şi a dovedit interdependenfa dintre spațiu, timp, masă și mișcare, 
Totodată a dovedit realitatea obiectivă a materiei și faptul că materia 
este într-o continuă mișcare, fără început 91 fără sfîrşit. 

În cele ce urmează vom examina pe scurt aceste noțiuni și vom arăta 
anumite pr prietifi care li se atribuie în „Mecanica clasică.” 

Spaiiul este una dintre formele obiective de existență a materiei, 

De spaţiu пе dăm seama direct, prin simțurile noastre. „Formele de bază 
ale oricărei existente — spune Engels — sînt spaţiul si timpul, sí o exís- 
tentá în afara timpului este o absurditate tot atit de mare ca si o existență 
în afara spațiului“ (Fr. Engels, „Anti-Diihring”, Bucureşti, Ed. P.M.R., 
1952, ed. a II-a, p. 61). 

Noţiunea de spațiu oglindește spațiul real existent în mod obiectiv. 
Spațiul Mecanicii clasice se consideră ca avînd următoarele proprietăți: 

— este infinit, adică nu are nici o limită: iar pentru a preciza poziția 
ocupată de un corp trebuie să ne raportăm la un alt corp, care constituie 
corpul-reper; : 

— este tridimensional; 

— este continuu, adică nu se poate trece de la un punct al spațiului 
la altul, fără a trece printr-o infinitate de puncte intermediare foarte 
apropiate; scs Y 

— este omogen, adicá diferitele portiuni ale lui nu se deosebesc unele 
de altele; : Pda айсы. Я 

— este izotrop, adică proprietățile după diferitele direcții care pleacă 
dintr-un acelaşi punct nu se deosebesc între ele; z E a. 

— permite mărirea sau reducerea figurilor, dacă se păstrează unghiurile 
neschimbate și se menține un raport de proportionalitate între dimensiuni; 


Я A fi i 
se obțin in acest mod 1guri asemenea. 
Spatiul astfel definit constituie spatiul geometriei euclidiene, permi- 
x 5 


Ипа aplicarea metodelor geometriei clasice și calculului infinitezimal 


p ас mai noi, aceste proprietăți se modifică într-o сетесае 
măsură, Astfel, spațiul rămîne infinit şi tridimensional, SSF auans гече 
omogen sí izotrop. Cînd se consideră, că formează 19 unitate ct pul s 
masa, își schimbă si unele proprietăți în оше SM 

Timpul este şi gl o formă obiectivă de ae pan ani Ju Nes ines 
de timp oglindeste timpul real existent in mod ol lec трете орох e 
ne dăm seama în mod practic, cu simțurile noastre, în legături 


siunea evenimentelor din natură, 


„дарыла reram 
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in legătură cu timpul, deoarece ne däm 
„a un loc la altul, într-un anumit timp 
să este: nelimitat, continuu, omogen se 
reversibil). er^ 
reazá față de o origine 


Chiar spaţiul este perceput tot 
seama de spaţiu, parcurgîndu-l de lc 
Timpul în Mecanica clasi 
Scurge intr-un singur sens (este i 
Durata fenomenelor se т 
ў ate DT se repe a ti i, aleasă 
EE a timpului, aleasă 
Mecanicile mai noi păstrează, 


în general, aceste Xroprietáti c 
DOE | acest t u unele 
modificări, in ceea ce priveşte omo ei ; E 


| genitatea. 
Masa corpurilor măsoară inerția lor. 
masa reală a corpurilor, existentă în mod 
unde se măsoară, Simturile no 
directă a existenței substanței. 
In strînsă legătură cu noțiunea de masă este no 
este noțiunea care apare în legătură cu schimbare 


de repaus relativ) a unui corp.. Forţa caracterizează direcția si inten- 
sitatea acțiunii unui corp material asupra. altui Corp material, căruia îi 
schimbă starea.de mișcare mecanică pe care o are (existentă); forța măsoară 
transmiterea mișcării mui corp asupra altui corp. 


Adeseori forța a fost considerată ca a treia noțiune fundamentală 
a Mecanicii în locul masei; în acest caz, masa ar deveni o noțiune derivată 
din forță. Studiind însă mai îndeaproape fenomenul, observăm că, pentru 
un același corp, forța variază după mărimea intervalului de timp în care 
voim să producem o anumită deplasare a corpului. Cu alte cuvinte, forța 
depinde și de variaţia de viteză pe care o capătă corpul. Newton — primul 
care a introdus noțiunea de masă în Mecanica clasică — a conchis, la acea 
epocă, că orice corp are un element caracteristic al existenței sale; acest 
element caracteristic îl constituie masa, — forța fiind funcție de acest 
element si de accelerația mișcării pe care o capătă corpul. А 

Ca noțiune fundamentală, masa este o noțiune ireductibilă în Mecanica 
clasică şi se măsoară prin raportul dintre forța care acţionează corpul (îi 
modifică starea de mișcare) şi variația de viteză (accelerația) pe care o 
capătă acel corp. : : ЕФ лар 

Dacă se consideră greutatea corpului, aceasta imprimă corpului lăsat 
să cadă liber o variație de viteză sau o accelerație numită accelerația gra- 
vitatiei; masa corpului este egală cu raportul dintre зена e corpului 
(forță) 51 accelerația gravitației (v—9,81 m/s?, la latitudinea țării noastre 

1 iv árii). i : 1 

а I MR ET masa era consideratá ca o proprietate ungaria: 
bilă a substanței şi deci identică cu materia. Mecanicile mai plecată nd 
că masa nu este invariabilă, ci depinde Si de viteza cu care se misc 
corpul a cărui masă se ia în consideraţie. 


„Noţiunea de masă oglindește 
obiectiv și independentă de locul 
astre percep masa ca pe o caracteristică 


fiunea de forţă, Forța 
a stării de mișcare (sau 


iii OAIN ics "asicd se ba- 
$ 2, Principiile fundamentale ale Meecanieii. Mecanica ОСЫ: E 3 
zează pe un număr de legi sau principii fundamentale, numite une $ 
postulatele sau axiomele Mecanicii clasice, " edic Complet pe. cale 
2 Aceste principii fundamentale nu pot Aida pacat MEG BN SECO 
icá si nici : fi reduse, pînă acum, la < 
і talá sau teoretică $i nici nu pot fi reduse, pină acur 
x De entală sau teoretică $i nici nt i use, ph ылда 
сре aple, Dar, са şi noţiunile fundamentale, principiile tundame 
legi mai Simple, , 9 
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tale js Maie in Mecanica clasi in toate împrejură 
ves мей л ата, principile fundamentale sint adm 
dea о altă formă, ол Ра Pină cind descoperiri noi vor 
3 Este adevărat că anumite fenomene mecanice nu-și 
саў satisfăcătoare în Mecanica clasică si — în timpul « 
explicarea acestor fenomene cu caracter deosebit & principii 
clasice au suferit modificări: aceste fenomene, însă, nu in 
studiilor care formează obiectul acestei lucrări si, de aceea. nu 
asupra lor, a ETT 
E In cele ce urmează, se va face doar o scurtă expunere 
cp d за se revină cu unele precizári asupra lor mai 
rincipiile fundamentale ale Mecanicii clasice sînt urm: 
a) Principiul înerției. Recunoscut pentru prima dată de Ga 
formulat explicit, mai tîrziu, de Newton, principiul are următorul c 
1 » Un corp isi păstrează starea de repaus sau de mişcare rectili 
atit timp cit nu intervine vreo forță care să-i modifice această sta; 
omne perseverare in statu suo quiescendi vel movendi uniformit 
tum, nisi quantenus illud a viribus impressis cogitur statuum suum 1 
Newton numește acest principiu, în „Principiile matematice 
zofiei naturale” — capitolul „Axiomele sau legile mișcării”, Leg 
prima). 
Acest principiu, care guvernează în Mecanica clasică 
corpurilor cît și echilibrul lor, are ca idee fundamentală co 
atît timp cît nu intervine o cauză exterioară, corpul are o misc 
și uniformă — și în subsidiar ideea că, drept cauză modificatoare 
cărilor se consideră forța. : 
b) Principiul independenței actiunii forțelor. Indicat de Galilei n- 
cipiul а fost formulat iniţial de Newton, astfel:, Accelerația unui cor; 
proporțională си forța motoare aplicată și este îndreptată în direcția « 
care acționează forta”. [Mutationem motus proportionale esse vi motri 
impressae et fieri secundum lineam rectam qua vis illa imprimitur . 
Newton numește acest principiu: Legea II (Lex secunda). 
Ín comentariul acestei legi, el aratá că, dacă o forţă produce 
lerație, o forță dublă va produce o acceleraţie dublă si asa m 
fie că, față de prima forță este aplicată „laolaltă şi deodată 


nai 


I 
1 
і 


opm 


sau „ 


și succesiv”. ) 2 : 
Pornind de la această observație, . 
masá, ca raport intre modulul forței F şi modulul accelerației 
20 px 
Poo În forma F-ma, principiul exprimă ecuația fundamentată 
a d 1 
mici. 


Newton a introdus по 


к= " Į i cC ;statàá m1 lacă 

la s i scrie: F—— . Newton mai constată cà, dac 

Aceasta se mai scrie: F a; Un) e 98 
$c cC»leratia axs- 

corpul are o accelerație, aceasta se va aduna algebric cu accelerația e e: 

З f P XA Pi x pat aa a ae 5 A оправе 

tentă în cazul cînd direcțiile celor două accelerafii coincid şi se va compune 

zeometric în ca: Ji irecfiile sint diferite. 

geometric ín cazul cînd direcţiile lor є 

ferindu-se la corpurile cereşti 


1 Newton înţelegea prin. 
care în problemele de astronomie sint adesea consi 


„corpus“ punctul materi al, re 
lerate ca puncte materi ue 


lo Gases tastei 
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Comentariul principiului al II-lea c 
lelogramului forțelor: cînd asupr i i 
2100 pelor: cînd asupra unui t material acționează sí 
ИИТ i 1 punct material acționează simultan 
а torţe avind direcții diferite, efectul este acelasi ca si cînd asupra punc 
M SE +8 da m" CH Mcr: T 
tului ar acfiona o forță unică denumită rezullantd si care are ca mir 
стое cin diagonala paralelogramului avînd drept laturi forţele con 
Siderate, Acest comentariu este cunoscut s E “l 1 
€ S scut sub numele de Coro г 
lui Newton. le e AA 
БА; v . (pc A 
: Pin nd seama de cele arătate, principiul II, într-o formă sintetică 
mai nouă, se enunță $1 astfel: efectul unei forle asupra инші corp este inde- 
pendent de viteza lui, precum şi de acțiumile altor forțe. 
c) Principiul. acțiunii si. veacfiunti. Acest principi t f 
puma Și veacțiumi. Acest principiu a fost formulat с 
Newton astfel: ! is 
„La orice acțiune corespunde totdeauna o reacțiune egală 51 contrară: 
sau acțiunile reciproce a două puncte materiale sînt totdeauna egale și 
A Д A Las .)? "n а 1 Y З "s eU 
| indreptate in sens contrar". [Actioni contrariam semper et aequalem esse 
reactionem: sive corporum duorum actiones in se mutuo semper esse aequales 
et in partes contrarias dirigi]. 
Newton numește acest principiu: Legea III (Lex tertia). 


. Principiul se aplică în Mecanica clasică atît în: cazul contactului 
direct dintre corpuri cît si în cazul acțiunii de la distanță. 


A 4 B ; Astfel, un corp aşezat pe o masă 
acționează asupra mesei prin greutatea lui; 
la rîndul ei, masa exercită asupra corpului 
o forță egală cu această greutate si de 
aceeași direcție, însă de sens contrar. 


uprinde astfel și principiul para- 


[24 


Fig. 6. De asemenea, un corp A care atrage 
alt corp B este la rîndul său atras de acesta 
н cu o forță egală cu aceea exercitată de А, cu aceeași direcţie, însă de 


sens opus (fig. 6). 


Observaţie. Fiindcă am vorbit despre forte, este important să arătăm o clasi- 
ficare simară a forţelor pentru a ușura înțelegerea denumirilor care se vor utiliza in cele ce 
urmeazá. 

Fortele se clasificá dupá natura lor, in: 

— forțe exterioare date (externe date sau active), care se aplicá punctului material sau 
corpului material, din afara lor; 

— forte exterioare de legătură (externe de legătură, pasive sau reacțiuni), care se produc 
în legăturile punctului material sau corpului material considerat cu mediul înconjurător 
(ca reacţiuni ale corpului de care se leagă); i ; ў è idees 

— forțe interioare (eforturi), care apar in interiorul corpului, legind particulele e: 
între ele, două cîte două. Forţele interioare sint două cite două egale şi de sensuri ref 

— forțe de iner[ie, care apar datorită inerfiei corpurilor; ele acţionează asupra age 
motor (corpul care a produs mișcarea corpului considerat). SRR о 

Din punct de vedere al modului cum se aplică și se transmit, forie e pc зд M d 

— forțe concentrate, care se considerá cá sint aplicate $1 acționează într-un singur p 
(teoretic); 

— forțe repartizate, сате se consideră că se aplică 
sau suprafață; repartizarea poate fi uniformă (egală), triung! 

— forțe masice, care acţionează asupra unor mase 

eutate rilor). 
xemplu greutatea corpur T 
7 per acestor definiţii și asupra modului cum lucereaz 


şi acţionează pe о anumită lungime 
hiulará, trapezoidală, curbilinie ete.; 
avînd volumul diferit de zero (de 


ă forțele se va mai reveni. 


i 
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C. SCURT ISTORIC 


Evoluția Mecanicii 
fartelo i ^ 1. i 
forțelor de producţie, 

Nevoi i i 
ana MO mai mari ale omenirii — in le 

: au impins oamenii la perfectionar à 

are 


ca si evoluti ft stiinte este 1isolt egatá de dervollarea 
9 аа 
to: Б fe, este inc ibil legat ] €, 
5 "t 


gătură cu tidicarea € 1 7 
C e ria 
nivelului t ate 1 Și 


practică tot mai lărgită ^ a forțelor d ттт 
е gită, prin i e producție şi simtă i 

, prin generalizarea experienței, la а, їп consecință, printr-o 

me area, cu timpul, a teoriei; 

; soriei; 


în primul rînd în domeni 
enit etii 
Dezvoltarea s-a CER ESTO apoi al maşinilor, mijloacel 
observarea realității 1а gîndi ре calea dialectică de cunoaștere PEATA poate ri ЫЫ: 
Astfel, conținutul Me gindirea abstractă si, de la aceasta, fna, realității obiective: de Ја 
ERES l Mecanicii, în fiecare stadi те Dol la verificarea practică 
cunoştinţe teoretice, care, fie că stadiu de dezvoltate, s-a îmbogăți а isi 
tinfele anterioare. , că s-au adăugat la cele vechi fie că po edat EAE 
Miski a , tie са au perfecționat сппоз- 
ЕС canica, ca știință, apare o dată cu acumul i 
e elor mijloace de producție a mie кыа ШЫ 
1 primul rînd a apărut S/atica, 1 { 
din antichitate. - atica, dezvoltarea ei fiind legată de arta constructiilor, încă 
Formatiunea soci i gn ; 7 
s ocial-economică sclavagistă 
m 8 avagistă — istică T ; 
printr-o tehnică redusă aproape numai la енн de pă s mp LE 
Problema studiului dinamic al mișcării ИЕН БЕН ае ridicare şi deplasare a greutăților. 
static. De aceea se vorbește mai mult despre forțe dé it Черте Eme Rn UST LT 
Notiunea fundamentalá a staticii — forta — pare pina 
muscular, de care omul îşi dă seama pri уа — apare ca urmare a constatării efortului 
Бас 1 CET s prin practică. Tot practica împinge la i iei 
g „Şi planului înclinat. Începutul secolului al IV-lea î giu crezi e 
unor teorii privitoare la compunerea fortel i енден ык i xo 
Arhitas din Trent (430—365 i REUS "filo Ж Miete есин 
: E .e.n.), filoz i i 
mele probleme teoretice ale Mecanicii; lui i 4 ze оза mi AD GO Cerro éE ра 
Aristotel (384—322 ie) а Am x е atribuie descoperirea scripetelui şi șurubului. 
marca ehil brila RI să stii ră u к considerații juste asupra staticii, îndeosebi 
această problemă a tratat-o metatizic, Sabor dio exem Voi сыл rele. est 
său din natură“. Tot el este primul ИШЕН care abate ias bler E AHAS eis IG 
БЕЗЕ BASAS 1 filoz ordează problema relativității mişcării 
2 t el, materialistii atomisti Democrit, Ері i iu 2 ы E 
ЖЕМС dal our apcoplate de redit işti Democrit, Epicur şi Lucrețiu au dezvoltat 
М alitate. Materialiştilor atomisti 1 i i i ii 
ОЕШУ ерш улы eicit ALETTA і sti le aparţin primele afirmații 
UE Ade. Я а А азр = Genuss un asupra structurii materiei etc. 
PANE AE : po ec. al ] еа î.e.n.) a trăit Arhimede, pe care Engels l-a numit 
п reprezentanții „cercetării exacte şi sistematice“ ai antichităţii. Arhimede (287—212 
кеш.) а trăit la Siracuza. Mare geometru şi mecanician, adevăratul întemeietor абаа 
el rezolvă aproape toate problemele mecanice care s-au pus în timpul său. În lucrárile sale 
„Despre pîrghii“, „Cartea reazemelor" şi „Despre echilibrul suprafețelor“, dă teoria pirghiilor 
rezolvă echilibrul sistemului format din două greutăți suspendate pe o bară care se poate 
roti în jurul unui punct, elaborează regulile compunerii şi descompunerii forțelor paralele 
dă definiţia centrului de greutate, stabileşte unele legi de bază ale hidrostaticii şi dă indi- 
catii cu privire la ceea ce, mult mai tîrziu, va fi numit momentul forțelor. 
, Sfirgitul orinduirii sclavagiste se caracterizeazá in Mecanicá prin lupta dintre teoriile 
znetafizice şi teoriile progresiste ale materialistilor atomisti, primele iesind adeseori invin- 


xperienfeí în epoca 


gátoare. 
În timpul formațiunii social-economice feudale nu apare ceva excepţional în Mecanică, 


estei epoci, — cînd se fac unele ipoteze noi asupra mișcării, se studiază 
egătură cu construirea fortificațiilor, se studiază 


hilibrului. 


pînă spre sfîrşitul ас 
mașini de irigat terenurile agricole si, în 1 
mai îndeaproape natura forțelor si problema ec 

O dată însă cu dezvoltarea construirii orașelor şi drumurilor, mestesugurilor, comerțului, 
fortificațiilor, navigaţiei etc. se dezvoltă şi Mecanica. În deosebi, în timpul Renaşterii — o 
dată cu înflorirea artelor şi celorlalte ştiinţe — Mecanica ia un avînt considerabil, Acum se 
face saltul de la Statică la Dinamică. Studiul mișcării şi al forţelor apare pe primul plan. 
Se stabilese formulele privitoare la mişcarea uniform variată şi la mişcarea curbilinie a 
punctului material. Їп secolul al XVII-lea și al XVIII-lea se formulează principiile funda- 


mentale ale Mecanicii. 
Marelui artist și învăţ 
dintre ideile originale gi îndrăzneţ 


at Leonardo da Vinci (1452 — 1518) ii datorează Mecanica multe 
voltare in viitor. Leonardo 


e care i-au trasat căile de dez 


INTRODI CERE 
da Vinci execută primele c 
introduce noțiunea de moment, sub denumirea de 
Leonardo da Vinci găsim unele indicaţii cu ptivite 
echilibrului, la egalitatea acțiunii cu reacţiunea ct 
reguli privitoare la frecări, 
Evenimentul ce] mai 
N. Copernic (1473- 1543) asupra sistemului 
lui Johann Kepler (1571—1630) cu privire ] 
trei legi ale lui Kepler, 
: Insă, întreaga epocă e dominată de 
cei mai Mmari învățați ai epocii, luptător neinfricat împotriva învățăturii oeocentrie 
scolasticii, descoperitor al multor legi de bază ale Fa T TA 
Galileo Galilei formule 


ercetári experimentale asupra căderii libete a 
„IMoinento* 

la Principiul de 
© 


unui сотр greu 
Sau pirghie potențială. J 
plasărilor y irtuale 


ul dep , la legile 
el studiază ciocnirile si 


tabileste une] 
revoluționar a] acestei epoci 
heliocentric 
a mişcarea p] 


îl constituie 
al lumii și 
anetelor în 


apariția concepției 
tot acum apar lucr 
jurul Soarelui: сеје} 


lucrările lui Galileo Galilei (1564 — 1642), titul dintr 


și a 


Mecanicii clasice 
1 : аха noțiunile principale ale Cinematícii 
$1 stabileste formula căderii corpurilor; el introduce Noțiunea 


$1 emite ideea relativității mișcării, 
Se poate spune că istoria Dinamicii 


începe de la Galilei. 
aproape sub forma în care o cunoaștem și astăzi, teori 


înclinat, legile mișcării corpului lansat ( 
vid, sub un unghi oarecare față 
a Mecanicii, el arată că — 
pierde în viteză. 


Un merit deosebit al lui Galilei constă în faptul că el atribuie o deosebită 
experimentării practice, dovedind toate afirmaţiile sale prin experiențe; el aduce, în ace t 
mod, în ştiinţă, o poziție materialistă, în locul scolasticii — bazată numai pe textele an 
cilor — care se practicase pînă la е1. 

În continuare, ucenicul lui Galilei, E. Toricelli (1608— 1647) dezvoltă teoria mișcări 
corpurilor grele și a stabilității echilibrului, rezolvind s 


și unele probleme de hidrost 
Simon Stevin (1548— 1620) utilizează geometria la rezolvarea problemelor de Meca 


şi clarifică modul cum trebuie folosite momentele forțelor la studiul sistemelor în echili 
elaborează principiul compunerii forțelor; dă metoda de calcul a presiunii apei'pe f 
Si peretii vaselor. ; à же = 
G. Roberval (1602— 1675) isi axează statica sa pe studiul сазо (resin 
E A К x e : EET 
balante, masini de impletit fringhii etc.) si alte probleme practice ale te е gene 
realizările anterioare, în special în ceea се priveşte calculul momentelor © compu па. 
= = Е i ARETE AER 2 
R. Descartes (1596—1650) emite noțiunea cantității de пате deși E De 
cupá de teoria ciocnirii corpurilor; arată caracterul infinitezima 2 pe. 
virtuale si studiazá indeaproape problema mișcării corpurilor şi problema і 1 as m 
Cr. Huygens (1629— 1695) a formulat sub o formă incipientă noțiunile de e 
х SESI 3 căi i ie. A s ia a nea mișcările oscilatorii 
centrifugă și centripetă și de moment de inerție. A шаві de ar șcă 
osci i i fizic, ciocnirea corpurilor elas 3 е 
E ME CAI CRUS E zone cele trei Puch fundamentale ale Mecanic - 
Isaac Newton ( — 1727) a E à i Pee Re 
i i elor; a studiat si descoperit legile funda al 
sice; a aprofundat studiul Et D se Беке peestudiar uat: 
i infinitezimal. Mecanica ană s azeaz 
a pus bazele calculului in „Me i retine 
i i e simt de generalizare : 
ЕРЕ а сон ru f ndatorii Mecanicii clasice. E ) 
с ARREST, d Y. od geometrice în statică, a definit complet 
E dea 20) аларса metode = " despre momentul rezultantei fortel 
noțiunea de moment al forței si a dat cunoscuta teoren a E Pe jean eter tari Și de 
i 3, 03 determinat experimental relat de made 
„isa 922 09 MUS] C E 2 1684) a studiat incovoierea grinzilor p 
la corpurile elastice, iar E. Mariotte (1620— ur done Mecanicii gazelor şi li 
ERU стык ишаа D це: Li СУШ bazele Mecanicii erau temeini 
ў În acest fel, către sfîrşitul secolului al хү T ee TER 
lite, Mecanica devenind de acum înainte o Meis осв C 
us itá zv ea ulter 
1 eosebitá pentru dezvoltare: 
O importanță deosebi UNT INO 
> x iti or tratate de Mecanică ar > Stei 
pere Ira эмд aplicarea cunoștințelor mecanice în practic 
Ta W. «E Vade Poinsot, єр Уо KOV OSEN US elle producţiei n 
A UEM E x f atorită studiilor făcute pen aa aa а 
$ а III-lea, datorită + i ре сосет j A 
În secolul al XV ! iaatiei cercetări as ice alui testa) 
ii mtr voile navigație A canieii punctului me 
: с{її etc. — şi pentru nevo P oae arre alor" Mecanicii E 
сой ii erale pentru rezolvarea ] 
elaborarea de soluții generale p 


(viteza şi accelerația 
de forță ca agent mecanic 
El formulează leg 
a mişcării corpului greu I 
demonstrind că traiectoria unui proiectil 
de orizont, este o parabolă). Sub forma 
în ceea ce privește mașinile mecanice — 


є 


„tegul 


cît se cîştigă în forță 


importanţă 


a Mecanicii teoretice а are i 
sistematizează realizările e 
i Astfel sint tratatele 


şi corpului solid, 
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Astiel, 7 Euler (1707 — 1783) а dezvoltat dinamica punctului material 
lele analitice si diferențiale. Т] este creatorul | 
metoda mișcării corpului solid cu ajutorul celor trei unghiuri cunoscute sub numele de unghiu 

Го hi Euler RD este londatorul Hidrodinamicii şi al teoriei stabilității barelor elastice. De 
asemenea, a tăcut importante cercetări în domeniul Rezistenței Materialelor (de exemplu 
momentele de inertie) si Mecanicii ceresti 

Daniel Bernoulli (1700 — 1782) a dat it 
tale pentru Hidraulică, 

C. d. Coulomb (1736 — 1806) a stabilit legile experimentale ale frecării de alunecare 
şi de rostogolire, a studiat torsiunea fitelor stabilind legile torsiunii ete 

Pierre. Simon Laplace (1749 1827) s-a ocupat cu Mecanica cer 
mita sa lucrare „Tratat despre Mecanica cereasc 
la geneza sistemului solar. 

M. V, Lomonosov (1711 1765) studiază problema interacțiunii a două corpuri, face 
tormulări ale bazei teorici cinetice a propagării căldurii si este primul care formulează princi 
piul conservării energiei, 

Spre mijlocul secolului al XVIII-lea incep a [i formulate şi principiile 
Mecanicii, 

Astfel, în 1744, Р, Maupertuis (1698— 1759) formulează Principiul minimei acțiuni, pe 
care îl aplică la explicarea legilor reflexiei si refracției luminii şi la teoria ciocnirilor. Demon- 
Stratia matematică a acestui principiu a fost dată însă de Huler, iar generalizarea a fost 
tăcută sub prima formă de Lagrange și complet de Jukovski. 

Problema importantă a deplasărilor virtuale, ca principiu care reflectă condițiile gene- 
rale de echilibru ale sistemelor, își găsește formularea în secolul al XVIII-lea, sub o primă 
formă (care pornea de la lucrări mai vechi ale lui Galilei și ale altora) în lucrările lui Jean 
Bernoulli (1667 — 1748); cel care îi va da formularea Științifică va fi J. Lagrange, mai tîrziu. 

Tot în această epocă d'Alembert (1717— 1783) publică „Traite de Dynamique*, unde 
este formulată celebra sa metodă privitoare la rezolvarea problemelor de dinamică prin 
metoda cinetostatică. 

Acela care a dezvoltat însă considerabil partea teoretică a Mecanicii a fost J- Lagrange 
(1736 —1813), în deosebi în lucrarea sa fundamentală „Mecanica analitică“ (1788). Lagrange 
a creat Mecanica analitică pe baza principiului deplasărilor virtuale; a încercat să demon- 
streze analitic, atît cît era posibil, principiul deplasărilor virtuale; a demonstrat analitie 
principiul lui d'Alembert; a rezolvat problema oscilaţiilor mici ale unui sistem de corpuri 
ete. Se poate spune că apariția „Mecanicii analitice“ a lui Lagrange a determinat direcțiile 
principale de dezvoltare ulterioară a Mecanicii analitice. 

Paralel s-au dezvoltat, în noile condiții de producție, si alte capitole ale Mecanicii. 
Într-adevăr, capitalismul — pentru а obține profituri maxime — cere mijloace de producție 
mai puternice și cu randament mai bun, cere construirea de fabrici şi uzine mari, cere mij- 
loace de transport rapide si căi de comunicație bune. Toate acestea necesită mașini complexe 
51 construcții mari, deci si teorii noi ре baza cărora să se poată calcula maşinile şi construc- 
fille. Aceasta va duce la dezvoltarea rapidá a Mecanicii teoretice şi aplicate. 

3 L. M. Navier (1785 — 1836), В. de Saint-Venant (1797 —1886) si G. Гатё (1795 — 1870 
fac studii aprofundate de Staticá, de Rezistenţa Materialelor $i de Elasticitate. у 

M. V. Ostrogradshi (1801—1861) studiază legăturile dependente de timp, introduce 
noţiunea de legături exprimate analitic prin inegalităţi şi aplică pentru astfel de legături, 
principiul deplasărilor virtuale. Ostrogradski a dat o nouă formă ecuației generale a Dina- 
micii, ecuaţie care integrată în raport cu timpul va duce la expresia cea mai generală a prin- 
cipiului Hamilton — Ostrogradski, | У Me T RUP E 

W. R. Hamilton ,(1805— 1865) aplică calculul variafional în Mecanică şi formulează 
principiul care-i poartă numele. A af cd r SADE Соз Ассаи 

Mijlocul secolului al XIX-lea se caracterizează prin dez voltarea metoc elor genera 9 
integrare а ecuaţiilor diferenţiale ale Dinamicii. In această privință, dau metode noi 
S. Poisson (1781—1840), N. С. Iacobi (in 1866) şi alţii, ж). ^ A Y x 

Ín secolul al XIX-lea, au fost $i alți corifei ai Mecanicii: ДА Foucault (1819 — 1863 
ñ de a dovedi, fără cercetări astronomice, rotația 
zilnică a Pămîntului: în 1888, matematic iana rusă 5, V. Kovalevskaia (1850- 1891) a кеха 
încă um caz privitor la problema rotației corpului игеп în jurul uuui punct fix; in 15a 
1, M, Liapunou (1857 — 10918) a demonstrat că cele trei cazuri ale mis ui 
range $1 IKovalevskaia) sînt cazuri unice 


utilizînd calcu- 
Mecanicii corpului solid, studiind, primul, 


1 sHidrodinoimica cunoscutele ecuații fundamen 


ă, publicind remu- 
їп care face cunoscutele ipoteze prívitoare 


variationale ale 


care demonstreazá posibilitatea princip 


inatematicianu] rus / Iul | 
corpului rigid cu un punct fix (studiate de Euler, Lag 


t 


ме: 


r 


"Ezstou тте} urp gjurn op Iopmomeo tijizodsrp ер asnd 

350] ne 3199 arenomarradxo op eovo[frur o[o[dure пә 'eyejurnur DIPOJEIOAEI oprou ur әзпезло@шт 
әр їїчә$оәр Hpn3s oov; mynd ne-s pup 'cpgy edup тәтиеоәуү уеп] е jIq9soop FAL UN 

`щштрпүш әп әттә no r3$orourS8ur r1e1on[ oseorournu 

323noexe ne 15 gjerde r$ 01391093 ROFUROOW әр rpr3s ojuejiodur j?se[ ne oieo *nasadapig 

"шз “YD "naseuo] иот ‘NISIMIYIDOJ v24pu yr ‘олон пај “бидитс 1248uy od *e3eor[d* 1$ 951321093 
FOEN рушәшор шу “лор vojegrArjoe nijuod mrguorjuour gs әрә 'ejseou eiej uy 

‘тәш 

E3903 ШІ ejnosoumo ourq 3015 16 rou ropueoonr әјѕәәв әр 93e39[ 501745 3015 :0јә 00j10DA “уол 

‘2убол9 ep “оит xoyr “идора `y XOIUEAES әјәштқ әјә 9013513235 тогиеоәуү SOET 

-прпо тәриеоәуү ‘воупепо LIMEN "EJSIATje[9I ворпеәәуү :redv 'pjuroosuoo o ео 'eusrmojA ou 

норгедәрү errdrourzd 16 әрәләў әгушр эзиш к2®әптш®хәәз os eo[-X XK үе [n[ooos щ *orrqeorpdxeur вә 
neərede zorse[o LIe Пр 9129 eueurouoj oseoroumu vor[dxo veojnd e әр еголәп шс 


zjeur[d ъшп:ӣ зпәләр e əreo "Eorursoo e$3eqoer ешп: 6961 9nenuer g ер rer ‘mugg 


эр 1039912 рош m; oje3[oAzop — 11109} 93s95* ej әр puruioq "($667 —/s81) 145104101 “T "x ap 
Fiepunzorde 3503 e axe 'oArjovor ILrgo$rur ror1093 EZeq еә 314195 в PŢIQeŢIEA gseur no mpn3ound. 
Пәршешр ® еуеләпәЗ vrjenos "„RIIQEITEA psem no [er1o3eur тарот €OIUIPUT[* BS BALIMI ur 
(€261 —6<81) 7454295997 "T "A. op osnd 3505 n? EIIQEȚIEA вещ no io[rindioo IIIROSTUL тәглоә} 
?I?ZEg 'ZIIqeIIPA psem no 1o[rmmdioo тотшеш([ ‘Orie e einurer gnon o I$ oed y 


00872рируү “Т ‘әтошост ‘үу 'a0wndvyT m] әјәшип әр әҙвЗә 
Е әўрєшоўпт тттр[8әл 'Hormmpo3orjoop4 әүе 've[-X үе [n[ooss ur 'eque31odum әүәзәлЗолд 
"(0961—6881) аоиюфос “A *4 op zonoqm 
23210479р 3503 ne AomdvrT үпү ojrpnjg (681) »Hreosrur rivarqeas v grexouos europqo1q* ves 
РӘЈӘ] up 'oowndpvy 'рү сү 150} 9 тә vOIUATOZOI птупәй opojour Ә[ӘЈӘПӘ8 reur Ə 1$ wr10093 
3€919 9 16 тттробтш 29323119835 Бвол1Йтт увтрп15 v ores T99 Teq ‘әв ur 1o[ouvorAe 93»jeirIIQ3S vr 
mende 16 112392122 2927 (IZ6] — Zpgr) Wsnoun "зт * Nr хе “Тәти 3orrríeproso ерозәш purorpde 
pago Inr 393231119036 ФӘПӘШӘБР әр ?ZVrpnjs "oy "sr :(6981— 9081) INUNA "qo әр әуеге 
-9U93 35603 2 AI3VAI9SUOS Inpnuro3ers mpuqrmqoo 1193111438 v Rorjeurojeur voreijsuour(r 
'әЗивл8®'т op Rony o3ndoour ру oprrpnjs *mruqrmqoo 
123119938 ?ule[qoxd 16 2752 e2odo poor er eund os әлвә omorqoad opopodrourid oxjurp vun y 
Y^ Я ) "919 (0961—6981) a014437 "N "V. “(3681 —8a81) 
P4S020I "A "N әр DEAŢOZOI 16 osnd 150} ne 'oreorio]xo H9HsHeq ae rou euopqoxq , 


q ONQONINI gue YI 


——— 


өй) 
3 fx 
amod этазәттоәй Sadu op yiomon I 
"pod 213390093 o1jion] op juoubout 97 
iere 2132798 әзләп op 3namour Л} ey 
'onjeuros3 әдәп op упәшош 1 
^ оз әр NINDIUDISUI рилупәо 1 
our peur ү 
*910 Hi 

SII urp 
М numis; в p[ojuozrio v3uouoduroo H 
:30]2$203 pnnoSod п тлоой vjuv3srp H 


1spidurr H 


nij І MIND т mpOIzopoo3 remon 5 
'xnoqie( үптрәтлу ur 


piezezdus v] упә8пеў [nuv[d Пү JOSI2A 


E 


*m[ndioo v23v3n218 


қу 


11910311218 vrjeio[oooe 


| 55 


‘тпр 


=> 


"Presa ojjo?1je op vjuvjsuoo 


= 


‘е}пәләәлу Jt 
*IHIIUOOIO 
pdu mp әгрәш Zjue3pmzor vjrog “ir 
‘SHOLO in( e #1®ўпәшәүїшоә ғјлоу dir 
'31005102) әр #теўпәшәүїшоә giro ^r 
‘puben [e 103 $^ 
"E»npn'» |njuouropo тр psnpor з}лоу D^, 
‘aerae aunda 
әр mn::ojers ope 91901193UI 2110j 17 dr 
4 PHO) v s[erjnoSuv3 vjuouoduroo * 7 
КД E f[emomnm vjuouodiuoo ^g 


BIOTOUWIS. * rbv. 


{# х0 


2 ,.fl (1 
орхо od оу 1040 911921021 d l ад: 
10410; Vr Tar t 
‚әўе1оттупәэхә 2 
9; ш „ 
‘тәривәәти 21219112 a 
!gorjouro ә18ләпә “әт8ләпә ZI 


‘N 1r9rjoung [e 2juo3sixo әр [nruonop (eq) 


'psrz-nrIdord 3njnjuoo тоў 2 
!9123nd reo аә 
“IOŢIȚIE 231235109 2 

*qio[oseur [uijuoo 'oj?3jno13 
ор [nijuo2 'ope]ered io[ojio; [ni3uo5 2 
:pedrounid einqino әр [nijuoo 2 

‘FI 
-norze 0193515 mm I0pəeq [nreurnmu Q 
:1937j10; rerje]roso vonrpnjr[dure Y 
"плозвоѕо півобпи eourprigr dure D 
*SIȚOIIOD erjexo[eooe 2 
'9zodsuezy op vrjexo]oooe Tp 
*BATj9[891i vrjero[oooe "p 
*E3n[osqe вцегәтәоәв 2 
"ML хүр Pon} әр pier г пош 3 
mmp] e O puspo vrjeropoooe 9» 


тәг}ет 


o 
"S[9»? ae roesunur o[njooroud 9» 


199H9js o3jeuop 


71009 ur v rorjvxo[ooo? o[prrjooroid tip «wp <a 


D 
{Зх 

o[oxe od v rorjexopooot eprjoeroxd 2» “Ap Ty 

forjvaopooov D 

„AIR V 


fo[orio]vur олоп 9p uojsis (p) 


\ 


———A > 


і rază de inerție (girafie); 


D raport de transmitere; 
Jy centrul instantaneu al acceleratiilor; 
J moment de inerție mecanic: 


Joa Jyp Ја Ja momente de inerție axia- 
le; 
Joy Jyoz Jzox momente de inerție pla- 


nare; 


Jay Una J;; momente de inerție centri- 


fugale; 


Jv J» Ja momente de inerție principale; 


Jo moment de inerție polar; 

Jon momentul de inerție redus al mașinii; 
R coeficient de elasticitate; 
‘k coeficient de restituire (coeficient de 


elasticitate la ciocnire); 


K moment cinetic; 

K curbura; 

KR, torsiunea curbei; 

1 lungime; 

JE lucru mecanic; 

105 lucru mecanic motor; 
L, lucru mecanic rezistent; 
Lu lucru mecanic util; 

Lp lucru mecanic pasiv; 
т; masa punctul A;; 

M masa sistemului de puncte materiale; 


M eg masa redusă la elementul conducător 
al mașinii; 

nm modulul roţilor dințate; 

Ло momentul forței F în raport cu 
punctul О; 

V vectorul moment rezultant al unui 
sistem de forţe; 

Mai moment încovoietor; 

M, momentul cuplului de frecare de 
rostogolire; 

M, momentul cuplului de frecare de pi- 


n 
votare; 


7L 


n 


N 


moment giroscopic; 


momentul cuplului motor (la roata 
motoare) ; 


turatía; 

versorul normalei 1a suprafață în 

triedrul lui Darboux; 

numărul nodurilor unei grinzi cu ză- 
brele; 

reacțiune normală; 

tensiunea din fir; 

originea sistemelor de axe; 

forță de legătură; 

percusiune; 

pasul surubului, pasul roților dințate; 

putere mecanică; 


putere motoare; 


putere utilă; 

putere pierdută; 

forța repartizată asupra firului; 

forța rezistentă a unei maşini simple; 

vector de poziție; 

raze; 

viteza punctului definit de 7; 

accelerația punctului definit de 7; 

vectorul rezultant al unui sistem de 
forte efectiv aplicate; 

reacțiune (forță de legătură); 

spaţiu, arc; 

spațiu initial; 

cursa pistonului 

secunda; 

viteza; 

acceleraţia; 

coeficient de frecare la rostogolire; 

moment static; 

timp; 

perioadă; 


tensiune; 
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„AA A te жирда NOTAȚII, SIMBOLURNI 


6g rază de curbură geodezie: 
versorul vectorului de poziţie y; 


Versorul tangentei $n {нейи lui 
Frenet; 


"ij tensor simetric; 


(Е)  torsorul forţelor; 


e unghi de frecare; 

Ф unghiul de rotaţie proprie (dintre cele 
trei unghiuri ale lui Euler) ; 

Ф latitudine; 

Ф forță de aderenfá; 

ф unghiul de precesie (dintre cele trei 


unghiuri ale lui Kuler); 


о viteza unghiulară: | 
6) accelerația unghiulară; | 
Oy, viteza unghiulară medie (de regim, 


nominală) a imaginii; 


O paz) Valorile extreme ale vitezei unghiu- 

а @ he І 
о gf lare la o maşină; 
[D] pulsaţia mişcării periodice; 4 
Q viteza arcolară; 
oi vectorul asociat al tensorului antisi- 


metric o; 


27 tensorul antisimetric; 


7 randament mecanic, 


PARTEA ÎNTIIA 


GENERALITÁTI 


Г. NOȚIUNI DE CALCUL VECTORIAL 
А, NOȚIUNI INTRODUCTIVE 


; S lx Seulari, Vectori. Există mărimi care pot fi definite complet 
prin cîte un Singur număr, valoarea lor numerică nedepinzind de un reper 
anumit, Astfel de mărimi se numesc märimi scalare sau simplu scalari. 
Studiul lor se face de obicei în aritmetică. 

S-a constatat însă, de-a lungul timpului, că mărimile scalare nu sînt 
Singurele care intervin în ştiinţă si în tehnică, și că mai pot fi si altfel 
de mărimi, de exemplu mărimi prezentînd un caracter geometric, cunos- 
cute sub numele de marimi vectoriale sau simplu vectori. Mărimile vectoriale 
intervin foarte deseori, după cum vom vedea, în Mecanică. 

Vom.presupune.cá spațiul de care ne ocupăm aici, în care au loc feno- 
menele mecanice, este spațiul euclidian E, cu trei dimensiuni. De multe 
ori, însă, va fi avantajos să simplificăm spaţiul E, reducîndu-l, în mod 
conventional, la două dimensiuni E, sau la o dimensiune Ё,. 

Spatiul euclidian E, este linia dreaptă oarecare D, avînd o directie 
dată. Dacă se fixează pe dreapta D un sens de deplasare — de exemplu 
sensul de la A la В (fig. 1.1) — dreapta devine;o axă (şi zicem аха A). 
Cum orice dreaptă este susceptibilă de a avea două sensuri de-a lungul 
ei, unul opus celuilalt, rezultă că o dreaptă poate fi considerată ca suportul 
а` două axe. 

Poziţia unui punct „Р pe axă ne sugerează să folosim distanța y de 
la un punct O al axei (pe care îl vom lua drept origine, reper) ca element 
determinant. Punctului P îi va corespunde o distanță 7 şi un sens de la 
O spre P. Dacă acest sens este acelaşi cu sensul axei, se va lua distanța 
7 cu semnul plus; în caz contrar, se va lua 7 cu semnul minus. În acest 
mod, poziția punctului P va fi perfect determinată pe axă, cu ajutorul 


distanței 7 afectată de semnul conventional + sau —. Distanța r; astfel 
D EU p р" 
те тейт аттестати 
Fig. i1 


determinată, constituie vectorul de pozitie al punctului P pe dreaptă şi se 
înseamnă cu y. Putem marca in P o săgeată pentru а pune $i mai mult in 
evidență caracterul vectorial al mărimii r(=0P). Valoarea poziţivă аш 
tanfei.z este valoarea absolută sau modulul vectorului r, pe cînd distanța 
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r afectată de semnul | 


sau 
absolută a vectorului p 


este valoarea scalară а vec 
xin Simbolul Д 

speci: \ si i 
de Opin ра m 3. punctul U situat la o distanță egală cu 
Na d ; & pozitivă a dreptei. Vom însemna vectorul de pozi- 
уе а acestui: punct си 7: acest Vector unitar se numeşte versoy 
va putea reprezenta şi sensul 


torului y, Valoare 
se notează 1 V 
Vom considera, în 


unitatea, 


SOT 
Versorul + axei A, încît se poate scrie 
1=Vers A, 
notăm cu x distanța OP prevăzută 
cum vectorul de poziţie ғ 
o cantitate algebrică, o m 
mea scalavă 


Să 
cu semnul + sau — după 
are sensul lui 7 sau nu, Mărimea x este, evident 
Xa, > ў "y 1 ică P A 
arime scalară. Ea este identică de altfe 


mi 2t 1 си mári- 
а vectorului 7 definit mai înainte, 


Vom conveni a serie 


indicind prin aceasta că vectorul 7 este determinat de mărimea algebrică x 


şi de versorul ș. Observăm astfel că mărimea vectorială este de fapt o mărime 
orientată, avînd un suport, o origine și o intensitate scalară, 


Punctul О este caracterizat de x—0; vectorul corespunzător de pozitie 
este vectorul zero pe care-l vom însemna tot cu 0, ca în aritmetică. 

Dacă ne putem imagina o a doua axă similară A” avînd versorul res- 
pectiv j, atunci vectorul 7’ de poziție al unui punct В de pe A^ va fi dat de 
formula analogă S х 

(== 
unde y este o mărime algebrică analogă lui x. 
Spatiul euclidiam E, cu două dimensiuni este planul. Un punct 


1 
al planului este determinat prin vectorul său de poziție 7 față de un punct 
O din plan, 


7—04A. 


Totodată, ne putem folosi de două axe 
pentru a caracteriza vectorul de poziție r 
Fie axele Ox si Oy perpendiculare in 0 
una pe alta (fig. 1.2) şi fie # şi 7 versoru 
respectivi, adicá 


41 x 


Fig. 12 {= vers Ox, j=vers Oy. 


‚ OA, va fi vectorul de poziție 
КУЛ à în mod univoc 
nit mai înainte 


4 pe Oy, vectorul 
punctului 4 în plan, 
dindu-ni-se x4 $4 УЛ 


Dacá Á 1 este рт oiectia yunctului A De О; \ 
; , i j vectorialá care determin 
al ]uí А, ре Ox, adicá mărimea un comen: LATA 
ia ui A 2€ 10) п însemna, pé H 
71 1 > Ux, O VOI ) \ С ~ 
20711 1 


Д TH ' n 
е 2 et 1а 1 unctt 
rin X4 Ín TI d og 4 fiind p O1 ) 
10 ana 7 rOK 1 t ilui 
) 1 1 1 


său de poziţie va fi y). Aşadar, 
obținem vectori 


dîndu-ni-se poziția 


T. A : .1 reciproc, 
Мы ATA nod univoc, ȘI re 
i xi gi yj in 1 , 
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obținem in mod univoc punctele A, si As, Şi, prin construcția geometrică 
in fig 9 ` Tant mh s С 

din fig. 1.2, punctul A, Vectorul de poziție 7 al punctului А аге compo- 
nentele xi 91 yj, iar punctul A, coordonatele x şi у faţă de sistemul хОу, 


сеса ce putem serie sub forma 


r= xi-r-yj. 

Această formă se numește forma hipercomplexd а vectorului y în baza Í, 7. 
Mărimile algebrice x, y sînt valorile scalare ale vectorilor xi si respectiv 
yj, adică ale componentelor lui 7 după axe, 

Axele Ox, Оу din fig. 1.2 constituie un sistem drept pentru că, presu- 

А S SES : ; 

punind că ele se află într-un plan orizontal, rotația axei Ox de 90° pentru 
a se suprapune peste Оу se face în sensul invers mersului acelor unui cea- 
sornie (dimpotrivă, sistemul format de Ox si de prelungirea axei Oy ar 


fi un sistem stîng). 

Observăm că si în acest caz coordonata x a vectorului y după Ox 
este un număr pozitiv sau negativ, după cum vectorul x; are același sens 
sau nu cu versorul 7 al axei Ox. Dacă însemnăm cu (r, 1) unghiul (Z0, 
xx) pe care-l fac cei doi vectori 7 si 7 între ei, vom avea 

х= | у | cos (r, 1), 
unde am insemnat cu I | lungimea pozitivă a vectorului OA, valoarea. abso- 
lută sau modulul vectorului 7. În mod analog vom scrie Я 2 


y=| | cos, 7): 


Aceste două formule ne dau relația evidentă 


p2— 2 y?! 
Observăm că mai putem serie: 
Г Ер OC 
cos (7, =, cos (7, J)— m 
Ir] A 


Pentru cazul special în care lungimea y este egală cu unitatea, vec 
torul de poziție 7 devine un versor, iar coordonatele sale după axe devin 
chiar cosinusurile directoare ale vectorului. Eo 
Alt caz special, 7—0), arată cá vectorul zero poate avea orice directie. 
Spațiul euclidian Ез cu trei dimensiuni are trei àxe. A treia axă este 
perpendiculara Oz, în O, pe planul хОу si fie ^ versorul ei 


hr vers Oz. 


tt sensul rotației axei Ox, pentru 


J st sist Td este з întrue 
astfel de sistem se numește drept, întru l 
АУ rotit un şurub drept peutru 


a coincide eu Oy, corespunde cu sensul în eare « 


A 
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à avansa în sensul versorului Ё. (Dacă în loc 
аха, prelungirea lui О» dincolo de 


de Oz am fi luat d 
Vom întrebuința de 


О de planul xOy, am fi avut 
regulă sistemul drept, 


fept a treia 
; Un sistem stîng) 

j vemplu. Potrivit acestei definiţii, 
dirijată de la S la N este rotatia unui tri 
drept axă O normala la planul eclipticii, 


rotatia diurnă a P 
edru drept în jutul axej O2, De 
91 anume semidreapta care 
cu axa polilor SN, 
tică este dete 


Amíntului în jurul axei polilor 


asemenea, Înînd 
face un unghi 
mişcarea Pămîntului pe 
tminată de fotația unui 
drept în planul +0y, 


iscufit 


ec 


ttiedru | 


‚ Vectorul de poziţie 7 al unui punct 
A din spaţiu (fig. 1.3) se va determina 
cu ajutorul proiectiilor « 


sale pe axe. 
Vom proiecta punctul A în A, pe 

Ox, în A, pe Oy, în A, pe 02, Punctele 

43, A5, Аз sînt univoc determinate, deci 

$i vectorii respectivi de poziţie zi, yj, zh 

Reciproc, cunoscînd punctele A,, А,, А», 

se determină în mod univoc punctul A 
Vom conveni să scriem 


7— Xi 4-yj--zk (1.1) 
si vom spune că vectorul de poziţie 7 are componentele xi, 
tul A, coordonatele x, y, 2 faţă de axele triedrului Oxyz ( 
sînt valorile scalare ale vectorilor. xj, yj, zk). 


De 1а vectorii de poziţie se poate trece la un vector în general, păstrîn- 
du-i însușirile următoare: o. lungime AB afectată de o direcţie şi de un 
sens. Așadar, vectorul este asimilat unui segment dirijat AB, 
sens. 


v—AB. 


yj zk, iar punc- > 
acestea din urmă 


22 
Proiecfiile punctelor A si B ре axe : 
vor determina trei vectori 7:1, vy, 
v,k, astfel încît putem scrie 


=, = = 
7—J721--Vyj--Vzgk. (1.2) 
Acești trei vectori sînt componentele ; | 
d TE м „ м * . 3. 
vectorului v după axe, iar mărimile $2 A 
Vz, Vy, vzsînt coordonatele vectorului 
7 după aceleași axe: pady DE 
1 1 ? SCA 
natele vz, Vy, v; Sint valorile кн е 
ale vectorilor vz, vyj, Vel; ele sin 4 КЕМЕ ч, 
а mite, uneori $i proiecţiile vectorului pe а le Coor ca mălai 
VEU ] 4) este punctul de aplicație, iar punctul В es Se Sta bea 
Б ; i 5; 2 aC iune < 
А | M. v; dreapta AB face parte din suportul sau, JURA (ise ee a Rem 
тени în 1 8 ho abstracție de punctul de aplicaţie € 
1 $ se face apstre 
rului. Cind $ 


<\ 


Fig. 14 M 
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а avansa în sensul versorului д. (Dacă în loc de 0z 
axă, prelungirea lui Oz dincolo de planul xOy, 
Vom întrebuința de regulă sistemul drept, 


am fi luat drept a treia 
am fi avut un sistem sting), 
Exemplu. Potrivit acestei definiţii 


dirijată de la S la N este rotația unui t 
drept axă Oz normala la planul eclipticii 


s rotația diurnă a Pămîntului în jutul 
riedru drept în jutul axei Oz, De 
‚ 981 anume semidreapta care face un unghi ascuțit 
cu axa polilor SN, mígcarea Pământului pe eclip- 
tică este determinată de rotația unui teledru 
drept în planul #Оу, 


axei polilor 
asemenea, luînd 


Vectorul de poziţie v al unui punct 
4 din spaţiu (fig. 1.3) se va determina 
cu ajutorul proiecțiilor sale pe axe, 

Vom proiecta punctul A în A, pe 
Ox, în А, ре Oy, în Аз pe Oz. Punctele 
43, А», Ag sînt univoc determinate, deci 
91 vectorii respectivi de poziţie xi, yj, zh. 
Reciproc, cunoscínd punctele 4;, А,, Az 
se determină în mod univoc punctul А. 

Vom conveni să scriem 


r—3xi- yj4-zk (1.1) 
si vom spune că vectorul de poziţie 7 are componentele xi, 
tul A, coordonatele x, y, z față de axele triedrului Oxyz 
sînt valorile scalare ale vectorilor Xi, y), zk). 


De la vectorii de pozifie se poate trece la un vector in general, păstrîn- 
du-i însușirile următoare: o. lungime АВ afectată de o direcţie şi de un 
sens. Așadar, vectorul este asimilat unui segment dirijat AB, 


Jj zk, iar punc- 
(acestea din urmă 


v—AB. E 
i Pd 
Proiectiile punctelor A si B pe axe 7 
vor determina trei vectori vai, vyj, 
vk, astfel încît putem scrie 3 
v—7 ai H vyj- F vR. (1.2) 


Acești trei vectori sînt componentele 
vectorului v după axe, iar mărimile DAA 
Yz, Vy, V, Sint coordonatele vectorului 27 
P * 3 
7 dupá aceleasi axe: Asadar, coordo- FE lÀ 
natele vz, vy, V; sînt valorile scalare 
i 2, vy], Vh; ele sînt 

ale vectorilor 027, vyj, 020; e 4 аР, A 
numite, uneori, și proiecţiile vectorului pe axele de pere Qnae: конс] 
А (fig 1 4) este punctul de aplicaţie, iar punctul B este extremi atea : 

1 y 1211. a ^ › $ ran 0- 
torului v; dreapta AB face parte din suportul sau, linia de aenant a yecto 
rului Cînd se face abstracție de punctul de aplicaţie al vectorului, : 


M 


* 


(Pa de ——————— 7 
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vectorul liber. În cazul cînd vectorul este le 
avem vectorul legat (sau fixat); în acest caz, 
de poziţie al punctului său de aplicație, pentru determinarea completă 
a vectorului. În fine, cînd punctul de aplicaţie se poate lua oriunde pe 
suportul vectorului, avem vectorul alunecdloy (glisant), 

е Vectorul р de lungime egală cu unitatea, situat ji 
v şi avînd acelaşi sens cu V, este versorul lui v: 


gat de punctul său de aplicaţie, 
va trebui să se dea si vectorul 


oe suportul vectorului 


p=vers v. 


' Punctul de Ја infinit а] suportului unui vector 7 îi determină directia, 
Doi vectori paraleli între ei au aceeași direcție, sensul putînd fi însă diferit, 


$ 2. Proiecţii. Proiectia A’ a unui punct A pe o dreaptă D (fig. 1.5) 
sau pe un plan Р (fig. 1.6) se află 1a intersecția proiectantei cu dreapta, 
respectiv cu planul considerat. De obicei, proiectanta va fi o perpendicu- 
lară prin A (pe dreaptă sau pe plan) afară de cazuri excepționale în care 
se va menționa caracterul special al proiectantei. 

Proiecfia unui vector v (=MN) pe o dreaptă D (fig. 1.7) sau pe un 
plan P (fig. 1.8) se va găsi proiectîndu-i extremitățile; se obține astfel 
cîte un nou vector, al cărui sens va fi determinat prin sensul de deplasare 


* id 
| 
| 


7E 
Fig. L5 
N 
A 
| 
H | | 
| k 
| | | 
| | 1 
Ы аЙ Pit Гр 
Im а n 
Fig. 17 Fig. 1.8 


a proiecției a punctului A de pe vectorul v, cînd A se deplasează de la 
M 1а N. 


iecti і tor v pe că i .9), care se înseamnă cu 
Proiecíia unui vector v pe o аха A (fig. 1.9), 


pr, v, 


URIPIDE 


15 e 


| Alcest 


* 
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26 
este dată de relaţia 
pra” |v | C08 7, (1 3) 


4 


în care am notat eu о unghiul dintre versorul p al vectorului v și versorul 
р U 9 150 


бо Al axei A, adică 


e — 
Mp. 0 
) » = (0, бу), 
7 | 
M | Observăm că putem scrie 
E | 
5". | | Ug--przv 
| c 4 
A = » U;—ptz v, 
Fig. 1.9 dacă notăm си рг; proiecția ре аха Ox 


etc; iar mărimile шу, Uy, Vz Vor fi proiec- 

[itle vectorului v pe axele veperului Oxyz. 
SN În cazul cînd vectorul v este un versor (vector unitate) relația (1.3) 
devine 


pr,u—cos d, (1.5) 
iar relaţiile (1.4) vor dă 
> 
Uz=CoS (v, 1), 
М 
(1.6) 


vy=cos (v, j), 
— 


vz=cos (v, k). 
Cu ajutorul teoremei lui Pitagora vom scoate din (1.4) 
pA ETE. (1.7) 


Relaţiile (1.3), (1.4) ne dau posibilitatea să calculăm proiecţiile pe 


axe cînd ni se dă vectorul în lungime, direcție şi sens. Invers, dindu-ni-se 
М. — 


(v, i) ) 


(1.7) si pe cos (v, i), cos (v, 7), 


proiecfiile vz, vy, vz, putem calcula pe [v] din 


cos (v, £) din (1.3), (1.2). Excepţie face vectorul de proiecţii nule v= 1v ;—0, 
adică vectorul zero (pe care-l vom însemna cu 0); direcția si sensul acestuia 
rămîn nedeterminate, dar lungimea sa este nulă. d 
Schimbarea axelor de coordonate. În cazul cînd vectorul liber v este 
determinat prin proiecţiile sale, trebuie să observăm că aceste proiecții pot 
fi luate în mod arbitrar, trei mărimi scalare oarecare. Trebuie totusi sà 
menționăm cá ele se deosebesc de scalarii obişnuiţi, întrucît valoarea lor 
se schimbă o dată cu axele de coordonate la care raportăm vectorul. Dacă 
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ne raportám la vectorul de poziţie al : " 
І : al punctului P (fig. 1 10) t 

NU Tr PESE 2e [ gl ne putem da 
pa Б de sacepată proprietate. Într-adevăr, vectorul de poziţie 

al puncti are \ farli ; i E 
ено Send ea ы proiecții cele trei coordonate carteziene ale 
Р шүү aya Се axe; іа o schimbare a axelor de coordonate (păstrînd 
de pildă, originea 0), coordonatele punctu r ut + i 
lui P se schimbă si formulele de transfor- 


mare sint - 
Sta Bayaz, "TA 
y =w- у-ү, (1.8) | 
8 cus -- Bay az, | 
Y ^ ү | 
dacă isemnăm cu x’, y’, 2” coordonatele fuer - 
punctului P față de noile axe de coordonate © РС SUE * 


ŞI CU оц, Bi, Yu (/—1, 2, 3) cosinusurile direc- $ 
toare ale noilor axe față de cele vechi, con- 


form tabelei Fig. 1.10 
Ox Оу Oz 
Oa! 9 È Bi Ya 19 
Oy! А | Ь Ys (1.9) 
Oz! =з | Bs Үз 


Vedem deci, că proiecţiile vectorului de poziţie se transformă potrivit 
formulelor (1.8). Cum însă orice vector v poate fi considerat ca fiind vectorul 
de poziţie al extremității sale față de un sistem de axe avînd originea în 
punctul său de aplicaţie, deducem că formulele (1.8), puse sub forma 


Uy! — 030 z-l- Q32 y F 2? г, (1.10) 


Va oa F.B Vy FYV, | 
e \ 
02==0302--030у--Үз02, _) 


vor da transformarea proiecfiilor Vs, Uy, Vz în Væ, Vy, 0; la schimbarea axelor 
de coordonate, după tabela (1.9). Așadar, proiecţiile vz, vy, Vz sint scalari 
de o natură deosebită întrucît ei nu sînt invarianți ai grupului de transfor- 
mări (1.9); sînt mărimi pseudo-scalare, ceea ce însă nu ne va împiedica să 
îi tratăm ca pe adevărații scalari. 

Relaţiile (1.10) de transformare pot fi privite ca formule caracteris- 
lice pentru vectorul de proiecţii uz, vy, Vz în sensul cá, dacă mărimile 
25, Vy, Vz suferă transformarea (1.8), la o schimbare (1.9) a axelor de coor- 
donate, putem spune că ele reprezintă realmente un vector prin proiecţiile 
sale. Într-adevăr, considerîndu-le drept coordonate carteziene, ele ne dau 
un punct a cărui poziţie este independentă de axele de coordonate, Vec- 
torul are, deci, o existență intrinsecă, adică independentă de sistemul de 


axe la care-l referim, 


CE 


2 
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y 5. Invarianți, Potrivit celor de mai inainte, modulul unai vector 


trebuie să rămînă neschimbat fată 
să ri | Б at Таја de o transforma 
coordonate. adică X Ee din axelor de 


ї 


$29 1.49 
vy ) 2 


02— 95, | y2 L2 


| vt 
Aceastá condiție este satisfăcută de formulele (1.10), cum se const {51 
diat dacă se tine seama de relaţiile та асинер 


Хо? 20%— Y49—]. ув. i ) 
; Н ү; 15 268ү; XY: Zop,-0, (i= lj 2, 3), (1.11) 
Mărimea 021.02.102 este dani "Wai і | 
^ Va | aeos deci un vnvariant al grupului de transformări (1.9). 
um legile Mecanicii — în genere, legile fizice — trebuie să fie 
independente de axele de coordonate la care le raportăm, rezultă că, în 
acest caz, ele se vor exprima sub forma unorinvarianfi ai grupului de trans- 


tormări (1.10). 


$ 4. Expresia hipereomplexă a vectorului. Operații algebrice. Dacă 
ne referim la formulele (1.1) şi (1.2), vectorul ne apare formal ca un 
număr algebric hipercomplex cu trei unități. E 

Expresia hipercomplexá a vectorilor ne ușurează ín multe cazuri 
operaţiile cu ei. De aceea, analog cu ceea ce se face în algebra numerelor 
hipercomplexe, vom încerca să definim operaţiile dintre vectori folosin- 
du-ne de expresia lor hipercomplexá. 


Doi vectori a si b sînt egali 


a—b, (1.12) 
sau : à 3 - 
а= ал а bui +byj b k (1.13) 
prin definiție, atunci cînd coordonatele lor sînt corespunzător egale 
Gg—bz, dy=by, az=bz. (1.14) 


Aşadar, cele trei relații scalare (1.14) pot fi reprezentate vectorial 
printr-una singură (1.12) folosind notația vectorială, care permite o scriere 


concentrată a ecuațiilor. 

Relaţiile (1.14) arată că toţi vectorii paraleli cu o direcție dată, avînd 
aceeași lungime şi același sens, sînt egali între ei. Această observație este 
de altfel în concordanță cu faptul că în operaţiile analizei vectoriale apar 
aproape exclusiv vectori liberi. Cu această rezervă se poate spune că coor- 


donatele az, ay, az ale unui vector a determină acel vector a. 


B. ALGEBRA VECTORILOR 
$ 5. Adunarea. Fie a(az, ay, а») şi b(br, by, bz) doi vectori cam 
7 Р 1 у afo 1 f a 1 A E ti А 
Vectorul c ale cărui coordonate cz, cy, cz sint determinate prin relaj b 
Ca=aztbz, Cy=äyt by, С:=а-{1-5:, (1.15 


se consideră că este suma vectorilor a şi b, ceea ce se notează prin egalitatea 
C (1.16) 


= 
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Operația prin care c se deduce din a 
că numerele су, ( 
relațiile (1.10). 
Adunarea definită în 
$i adunarea dintre scalari. 


ŞI d se numeşte adunare. Este evident 
у» Ce date de (1.15) reprezintă un vector. Ele satisfac 
acest mod cuprinde, ca pe un caz particular, 
À i | Intr-adevár, dacă vectorii a $i h degenerează 
їп vectori pe o singură axă, de pildă pe Ox, cele trei relații de definiție 
(1.15) ale vectorului c se reduc la Una 
singură, de exemplu, la prima dacă 
luăm axa Ox ca direcție comuni a vec- 
torilor a şi 0. 

Sumele dintre scalarii (1.15) fiind 
comutative, rezultă că si operaţia 
(1.16) este comulativă 


a-- b—--a. 


.. Operația adunării este suscepti- 
bilă de a avea o reprezentare geome- 
trică de o mare valoare practică, 
Vectorul c este segmentul dirijat AC 
(lig. 1.11) care închide linia poligo- Fig. 1.11 
nalà obținută punind cap la cap cei 
doi vectori, a(—4 B) si b(= BC), sau este diagonala trecînd prin A a para- 
lelogramului ABCD construit pe segmentele dirijate AB si AD ca laturi. 
Proprietatea aceasta rezultă imediat din relaţiile (1.15). Cum însă con- 


strucția- geometrică a sumei c este independentă de axele de coordonate 
la care raportăm vectorii, rezultă că operația adunării este un invariant 


față de grupul schimbărilor de axe sau, mai precis, că vectorul c definit 
prin relaţiile (1.15) уа suferi aceleaşi transformări pe care le suferă şi vec- 
torul de poziţie în cazul cînd se face o schimbare a axelor la care se referă 


vectorii a şi 0. Construcţia din fig. 1.11 se numeşte regula faralelcgramuluz. 
În calcule vom fine seama de identitățile 


а+0=0-ра=а. 
Dacă se întîmplă ca vectorul с să fie nul, adică 


a--0—0, 


atunci cei doi vectori, a, б, au aceeaşi direcție, aceeaşi lungime, dar sen- 
suri opuse. În acest caz n : 

b=—a, 
sau М A 

a= 


ll 
- 


ceea ce dă totodată si regula pe baza căreia se poate trece un termen dintr-o 
parte în cealaltă a unei egalitáji. 
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. Dacă avem m vectori 01, 09, ss An (п>2) 


; cu coordonatele 
"ж e гу n), atunci vom defini sim 


- t (Hg, Mys 
a lor ca fiind vectorul 


67:047] ago ад (1.17) 


cu proiecţiile 


п п 

A ^l A ы 

Са == у dia Су == y Atys Cg » liz (1.18) 
psi іа 1 


ре cele trei axe, Se verifică imediat că: 

„1, Operația este asociativă, adică putem înlocui o parte din vectori 
prin suma lor (sumă parţială), fără ca suma totală să s 
am grupa sumele parțiale. În particular, ( 

2. c poate fi reprezentat geometric prin segmentul dirijat ОЛ, care 
închide conturul poligonal format din vectorii puşi сар Ја cap într-o ordine 
oarecare, începînd din punctul O si sfirsind în Apn. În particular, condiția 
necesară si suficientă ca o sumă (1.17) de vectori să fie nulă este ca linia 
lor poligonală să fie închisă (О=А n) 


ї e schimbe, ori cum 
4,-- 45) -- 45 444 (az-a). 


Observații., 1°. Adunarea vectorilor se mai numeşte si com- 
punerea lor, suma lor se mai numește si rezultantă, a; fiind conside 
vectori şi purtînd numele de componente. 


2°. Orice vector a poate fi considerat ca suma componentelor sale 
de pe axele de coordonate 


та{і ca 


a—a5i--ayj-4-a zm ‹ 


expresia hipercomplexă а vectorului obţinînd astfel un sens operațional 
cu ajutorul adunării. 


3°. Dacă adăugăm vectorul —b de ambele părți ale unei identități 


obținem 


deoarece a--b —b, în virtutea asociativitátii, este egal cu а. Această obser- 
vafie ne dá regula pe baza căreia se poate trece un termen dintr-un membru 
în celălalt. 

4^. Proiecfia sumei unor vectori pe o dreaptă D sau pe un D 
este egală cu suma proiecfiilor acelor vectori pe JD). respectiv pe P. panmi 
că dacă suma vectorilor este nulă, atunci si suma proiecfiilor va fi nulă. 
Reciproca nu este întotdeauna adevărată. M m 

5°. Din proprietățile adunării deducem cá vectorii alcătuiesc un grup 
aditiv abelian sau un modul, față de operaţia adunării, deoarece гаша 
este comutativă, asociativă, vectorul zero lasă neschimbat orice vector şi 
oricărui vector а îi corespunde vectorul invers —a. 
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$ 6. Înmulțirea, Produse. Produsul unui scalar cu un vector, Să 

considerăm un scalar ») și un vector a. Prin definiţie, vectorul c avînd pro- 
jectiile 

Ca Ma, Cy— may, C;—a; (1.19) 

este produsul dintre m şi а și-l vom însemna cu ma. Operația согеѕрип- 

zătoare o vom numi înmulțire, multiplicare sau amplificare, m şi a fiind 


factorii inmulpirit. 


De altfel, se vede imediat că cy, Cy, Сг reprezintă un vector, deoarece 
aceste mărimi satisfac relațiile (1.10). 

Din felul cum se determină proiecţiile cz, су, c; se vede că vectorul с 
are aceeași direcție cu a, are mărimea absolută |та] si. sensul acelasi 
sau contrar cu al lui а, după cum este pozitiv sau negativ. 

Așadar, vectorul c fiind susceptibil de a fi reprezentat printr-un seg- 
ment dirijat, independent de axele de coordonate, operația care i-a dat naş- 
tere are o existență intrinsecă. 

Vom defini produsul am ca fiind egal cu ma. 


Ca urmare a acestei definiții, putem spune că produsul ma este co- 


mutativ. 
Din definiția produsului se deduc identitățile 


(m--n)a—ma--na, | 


m(a-- b) —ma--mb, (1.20) 


n fiind un scalar si b un vector. Aceste identități arată cá produsul este 
distribuliv relativ la ambii factori. 
Deducem, de asemenea, 
mna) =n(ma) = (пт)а, 
adică produsul este si asociativ. з 
În fine, dacă unul dintre factorii produsului ma este пш sau dacă 


ambii factori sint nuli, produsul este nul şi invers, pentru ca produsul ma 
să fie nul trebuie ca cel puţin unul dintre factori să fie nul. | 


Observaţii. 1°. Vectorul а se mai poate serie 
а=ар 
dacă însemnăm cu р versorul suportului lui а si cu а scalarul reprezentînd 
proiecția vectorului а pe аха р, adică valoarea scalară a vectorului a pentru 


versorul p. 

Simbolul azi capătă astfel un înțeles operational ca şi expresia hiper- 
complexă X i (aee 
а=411-4-ау]4-а,№. 

92, Dacă vectorul a degenerează într-un scalar, atunci produsul ma 
devine un produs obişnuit dintre doi scalari, Din acest punct de vedere 


EE m 
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se poate spune că produsul dintre un scalar si un vector generalizează 
noțiunea obișnuită de produs din algebra scalarilor M 
Jie] DM ` :0nlar as ^ H 1 1 

ESEON Produsul sealar sau produsul interior a doi vectori, Fie a gi b 
doi vectori. Vom numi produs scalar al celor doi vectori mărimea scalară 
Gaba--ayby--a505, scriind . 


ab aab s--ayby-|-a 2b a. (1.21) 
Operația se cheamă 4nmullire sau multiplicare scalară, iar vectorii 
a şi b sînt factorii înmulţiri. 
Det сүт 0 vanilinat АХ тугае т 
. Este ușor de verificat că expresia (1.21) а produsului ab rămîne ne- 
schimbată față de transformarea (1.10) adică însemnînd cu da, йу, ag 
2 , D , 


ŞI б», by, bz proiecţiile vectorilor a ṣi 0 față de axele Ox'^y'/z', avem 


aba Fayby-Fagb p —asbs--ayby-4-a zb. 


Produsul scalar este, așadar, un invariant al grupului de transformări format 
prin schimbarea axelor de coordonate. Această proprietate era de altfel 


necesară, după cele ce am stabilitla $1, pentru ca produsul scalar definit 
prin formula (1.21) să'aibă un sens. 


Din definiția (1.21) a produsului scalar a doi vectori putem deduce 
următoarele proprietăţi: 


1. Produsul scalar este o operație comuativd, 
ab=ba. 
2. Produsul scalar este o operație distributivă 
Ж erm 
ceea ce se vede imediat dacă se observă cá ab este o funcție liniară si 


omogenă, atît în raport cu proiectiile vectorului a cît si în raport cu acelea 
ale vectorului б. 


> 


Expresia geometrică. a produsului scalar. Notînd cu (v, i), (о, 7), (v, А) 
unghiurile formate de vectorul v cu axele Ox, Oy, Oz şi observind că 


— = ~ 


74— cos (v,i), vy—vcos(v,j), Vz=vcos (v, k), 
formula (1.21) se mai poate scrie 


~ 


аб= |а| |5 cos (a, b), (1.29) 
dacă ținem seama de formula cunoscută 


cos (4, 7) cos (b, î)--cos (a, 7) cos (b, j)--cos (а, А) cos (b, №) =соз (a, 0) 


~ 
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gi deci notăm cu (a, b) unghiul format de vectorii a si b. Formula (1.22) 


ne dá pentru produsul scalar o expresie care este, evident, independentà 


i 
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de axele de coordonate incă o verificare a proprietății că produsul scalar 
este un 2nvariant al grupului format de schimbările axelor de coordonate 
si că deci operația care-i dă naştere are o existență intrinsecă 

орча MERI enţă intrinsecă, 

Din formula (1.22) mai deducem următoarele proprietăți ale pro- 
dusului scalar: : А 

Q, > А OA j , 2 1 7 1 ҮЛ 

. 3a) Produsul scalar dintre doi veclori diferiți de zero este nul cind cei 

dot vectori sint perpendiculari. Se spune în algebră că factorii unui astfel 
de produs sint divizori ai lui zero. 

Q T TT» " 7 1 Y 15271 т Н 

3b) De asemenea, avem urmăloarele identități, Privind cazul în care 
unul dinte factori este zero sau ambii factori sînt zero: 


а.0=0.а=0, precum si 0:0=0, 
PPS ч A > T E . LY) g P 
A. Produsul scalar ab poate fi un scalar pozitiv sau negativ, după cum 
unghiul dintre cei doi vectori este mai mic sau mai mare decit т]2, 
5. Produsul scalar ab a doi vectori a si b este egal cu valoarea absolută 
a una dintre ei înmulțită cu Broiecha celuilalt pe acesta 
ab |a| pra б= [2| рі a. 


De.aici deducem cá produsul scalar al unui vector 4 cu un versor 
este egal cu proiecția vectorului pe versor; de exemplu 


daci, ау=ај, az=ak. 


Tot.de aici-se deduce că, înlocuind în produsul scalar 25 unul dintre 
factori, de exemplu pe а, prin proiecția sa pe un plan oarecare trecînd prin å, 
valoarea produsului nu se schimbă. 

6. Produsul scalar al-umui-veetor prin el însuşi este egal cu pătratul valorii 
sale ăbsolute. Se poate serie deci 

аа (a)*—| a |2—a2. 


7. Cu versorii i, ў, k se pot forma următoarele produse. scalare 


4—1, jj—1l, kk—l, jk—kj—0, Ri—ik-O0, ij—ji—0. (1.23) 
Cu ajutorul acestor formule si bazindu-ne pe proprietatea de  distribuitivitate 
a produsului scalar, putem efectua produsul scalar dintre a si 6, aplicind 
regulile alezebrei scalarilor asupra operatiei 
ab— (азау) а zh) (bat -- bujt b zh). 


Obţinem astfel, • 29 
ab=azbatâybytaâzbez, 


ceea ce constituie o verificare a proprietăților produsului scalar. 


Observaţii. 1°. Produsul scalar al vectorului a41-F-ay?-4-d;& 
prin b se obține înlocuind iu expresia lui a pe d, 7, А respectiv prin Bz, 
by, bz. 


5 — Mecanica leorelică 
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Dacă m este un scalar, atunci 


(na) b=a(mb)=mţai). 


În special, pentru m=] avem 


(—a)b=a(—)) (ab). 


Dacă vectorii a si 


Qo 
ә, 


h е 4 H 1 
0 au ambii o aceeaşi direcţie, atu 1 fi 
HENN S a i as t nci ei pot fi 
М ^ «NW ^ " ч 
ЧУА са e d scalari, iar produsul lor scalar devine un produs obisnuit r 
e scalari, Din acest punct de vedere, se poate spune cá si produsul 
scalar, са $1 produsul dintre un scalar si un vector, poate fi privit ca o gene- 
ratisare a produsului din algebra scalavilor. eds 

4° ч X о9 5 М N 

P. Relațiile (1.23) ne arată că produsul scalar nu ne permite să pri- 
vim vectorul VSVaitujkvsk oarecare ca fiind un număr hipercomplex 
în înțelesul оозуна din Algebră, deoarece produsul scalar a doi vectori 
nu mai este un vector. 


Aplicaţii. 1°: Se dau vectorii a—7-|-2j-- 44, b—2i--3j —24. Să 
se calculeze produsul scalar ab. 
Avem 


ab—2--6 —8—0. 
Observăm că vectorii sint perpendiculari. 
2°. Să se simplifice expresia Ы 
Е= (a —0)(а —с)4-(0—0)(0—а)--(2—а)(2—0). 
Se desfac parantezele, se reduc termenii asemenea şi se obține 
Каур O Rc pos): 
$ 8. Produsul vectorial sau produsul exterior a doi vectori. Se defineste 


produsul vectorial al vectorului a prin vectorul 5 ca fiind un al treilea vec- 
tor c, ale cărui proiecții sînt date de expresiile 


Cz—üyb;—a;by; Су=а bs —azbz, С.а: ауа. (1.24) 
Operația se numește înmulțire sau multiplicare vectorială si se notează 

prin — EN NA > 
a xb—c (1.25) 


Vectorul c se numeşte produsul vectorial sau exterior al vectorilor a si ё, 
aceştia fiind factorii produsului. a SES 

Pentru ca definiţia produsului vectorial să aibă un sens, va trebui 
ca numerele cz, Cy, Cz, date de formulele (1.24), să fie susceptibile de a 
reprezenta un vector. Proprietatea aceasta a lor se poate arăta cu ajutorul 
formulelor (1.10) aplicate expresiilor ayb ; —a zby, à zbe — ab z, azdy —ayb;. 
Servindu-ne de relaţiile (1.11) dintre o, fi, y; şi făcînd un calcul simplu 
vom găsi că între expresiile 

арбаа бу, a vba —azeba, абу, —aybp 
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: АҢА T 0, x e, Ту t Ж 
$i expresiile (1.24) există relațiile de transformare (1.10), Am însemnat 
CU Agt, Gyr, ..., bz ceea ce devin cantitățile az, ay, ..., bz prin transfor- 
márile (1.10). 

_ Зе constată din formulele (1.10) că proiecţiile cz, cy, cz ale vectoru- 
lui c sint determinanfii minori de ordinul al doilea ai matricii 


| 


da ау a z| 
ba by bal 


Punind vectorul c sub forma 


c—i(ayb 2— zby) 4- (8 zbe —a50 2) 4-k(a5b —a yb), (1.26) 


observăm că el poate fi considerat egal cu determinantul 


аЗ Е j Ё 
c=| az ay- а, |, (1.27) 
by by “ba 


dezvoltat după elementele primei linii. 

Produsul vectorial a doi vectori a şi b fiind un vector c, rezultă că 
la o schimbare (1.9) a axelor de coordonate, vectorul c nu-şi schimbă nici 
lungimea nici poziția față de figura geometrică alcătuită de vectorii a, b. 
Această observaţie ne dá dreptul să luăm un sistem particular de axe, astfel 
ca expresia vectorului c prin proiecţiile sale să apară mai simplă si, deci, 
calculul elementelor geometrice ale vectorului să fie sensibil ușurat. Vom 


lua suportul vectorului a drept axă Ox si anume, astfel încât vectorul b 
să fie situat în planul xOy în partea y>0 a planului; axa Ox va fi astfel 
univoc determinată. Faţă de aceste axe vom avea 


44742—07—0, az 50, by>0- 
Formulele (1.24) ne vor da 
бв=0 565—070 25 020220 
Rezultá cá vectorul c este dirijat in sensul pozitiv al axei Oz. Observind 
relațiile evidente 
z EEA 
az=|a], by=|b| sin (a, b), 
pentru valoarea |с|=с« a vectorului с, vom obţine 
таас ETN E 
le|=la] |b] sin (a, 5). a (1.23) 
Deducem următoarea regulă intrinsecă pentru determinarea produsului vec- 


toríal c dintre vectorii й, 6: + Y ; 
Produsul vectorial с dintre vectorii a şi b este un vector de modul 


TS 55: 05 EIU ea e PPR ZA Y Une Pa o 
ja] |Ё| sim (a, b), normal pe ambii factori gi dirijat astfel, încât triedrul а, b, © 


2 
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să fie drept, adică rotația vectorului a în planul (a, b) cu un unghi egal cel mult 
cu т pentru a-l suprapune peste b, să coincidd ca sens cu sensul pozitiv. de 
odație în jurul axei c (sensul drept), 
Formula (1.28) este susceptibilă de o interpretare geometrică de care 

ne vom folosi adesea: valoarea absolută a produsului vectorial c este egalá 


e ача paralelogramului construit pe cei doi vectori a, b, sau cu dublul. ariei 
ighiulut. construit cu cet doi vectori. 


Proprietăţi, Din relațiile (1.24) se deduc identitățile 


a (6) 1 а) х= ~ (a x), 
sau, mai general, 
aX (m b) —(m a) x b =n (axb), 
m ind un scalar oarecare. 
Apoi 
а-хб= —(b xa). 

Aşadar, produsul vectorial ти este comutativ; el își schimbă semnul cînd 
schimbăm ordinea factorilor. Din cauza aceasta se zice că produsul vectorial 
este anticomutativ. 

Dacă cei doi factori au aceeași direcție,: atunci din (1.27) deducem că 
Produsul vectorial este nul. De altfel, condiția necesară ca un produs vectorial 
a doi vectori (5:0) să fie nul, este са ei-să aibă aceeași direcție. În particular, > 
avem 


a xa=0. 


În limbaj algebric se spune că produsul vectorial permite existența 
-unor divizori ai lui zero. 
Vom observa si identitátile 


ах0=0ха=0,  0x0-0. 
"Cu versorii axelor vom putea forma produsele 


00-0, j;xj—0, ЁхЁ=0, 
LIO XS C ONES Ж v Tx. TED uec БЕ 337 (1.29) 
jxh——hkxj—i kxi-—ixk-), 4xXj—-—]xi-k. 


Deoarece proiecţiile produsului vectorial sint funcţii liniare, omogene 
față de proiecţiile factoriior, rezultă că operația este disiributivd 


2 a x (b--c) —a xb--a xc. 


Cu ajutorul acestei proprietăţi şi a relațiilor (1.24) putem dezvolta 
produsul vecţgrial dintre а şi b, pus sub forma 


(azi--ay] A- ask) X (bai4- 534-02 В), 


pentru a obține expresia (1.26) ca o verificare a proprietăților găsite. r i 
Observaţie, Relaţiile (1.29) ne dau produsul versorilor intre ‹ 
ei doi cîte doi, sub forma pe care о întîlnim la numerele hipercomplexe 


— 
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din Algebră. Am văzut că vectorul nu poate fi privit ca un număr hiper- 
complex față de operaţia produsului scalar, deoarece acesta schimbă tipul 
factorilor: din doi vectori se obține un scalar. Produsul-vectorial menține 
tipul factorilor, adică din doi vectori se obține tot un vector prin produsul 
vectorial, Însă niei acest produs nti îngăduie identificarea vectorului cu 
un număr hipercomplex, asa cum este el definit în Algebră, deoarece pro- 
dusul vectorial nu este asociativ. Într-adevăr, avem de pildă 
i X(6 Xa Xkz —), 
(i x1) xj—0. 
Această constatare nu ne va împiedica totuşi de a dezvolta consecvent 
o Algebră a vectorilor bazată atît pe produsul scalar a doi vectori cît ṣi 
pe produsul vectorial. Ea nu va fi, desigur, o Algebră de numere hipercom- 
plexe, însă va putea întrebuința cu folos expresia hipercomplexá a vectorului. 
Expresia unui vector a cu ajutorul unui vector normal b. Ca aplicaţii 
ne propunem să arătăm că dacă doi vectori a, Ё sînt ortogonali, atunci 
se poate determina un al treilea vector, c, astfel încît să avem 


a=b xc. 
Vom aráta| mai întîi că dacă am determinat un astfel de vector c vom 
putea găsi o infinitate. Într-adevăr, fie со vectorul care satisface relația 
precedentă, Atunci soluţia generală c va fi dată de ecuația 


b хс= хс 
sau incá ESO 
bx (c— 69) —0, 
relație satisfăcută dacă vectorul o—c are direcţia lui b, adică dacă 
с=су-ЕЛ8, 


X fiind un scalar arbitrar. Am demonstrat astfel că dacă putem determina 
un vector cQ putem determina o infinitate de vectori care să satisfacă 


relația a=b xc. 
Pentru a găsi valoarea particulară cy nu avem decît să luăm un vec- 

tor со normal atît pe a cît şi pe б, аза fel ca triedrul a, b, c să fie drept, 
f 22 .. У а gem 9 . . - pe 
valoarea absolută a lui cp fiind -egală cul . Se verifică imediat cà ce 
corespunde condiției 


a=b хс. 
Aplicaţii. 3°. Se dau vectorii 
a—i—5j--9k, b= —15 1-25 7--30 &, с=8 1—20 j--6 А. 


» ; з Ае RO 
Să se calculeze produsele, vectoriale a xà, b xc, c Xa şi să se arate 
că vectorii a, b, c se găsesc în acelaşi plan. 
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Avem 
1 ^ 
б==а Хф 1-5 9 375 1 —165 41—505 
15 25 30 
Analog obtinem 
Vg 0 x0==750 121-330 5-100 ) : 


U =ċ Xü —150 í —66 ; —20 $. 


Se observă că 


TA, ТАА | 


Эл түү 


$1 deci vectorii v,, v, si v, sînt paraleli, iar a, 5, c sint coplanari. 
4°. Să se simplifice expresia 


E— (a4-0) x (a4-c) + (04-0) x (91-2) -- (c4-a) x(t). 
Se desfac parantezele si se obfine 
E=a xc xa4-6 xb: 
$ 9. Produs mixt. Expresia 


a (ò xc) 
reprezintă produsul scalar dintre vectorii a şi b хс. Este evident un scalar 
şi se numesrte produs mixt al vectorilor а, b, c. Dacă proiecţiile vectorilor 


a, b, c sînt respectiv 
ат, Gy, Gz, bz, by, bz, Cz, Су, Cz, 
atunci, potrivit formulei (1.26), 
PA ez E 
Бхс== da by bz 
€z Cy Cz 


si produsul scalar a(b xc) se va putea scrie: 


au ay аз 
a(b xc)— | öz Ьу. bi |. (1.30) 
Cr Cy Cz 


SEE А A 3 
Sub această formă se vede imediat că, finind seama de eem n 
elementare ale determinafiilor, putem interverti ordinea operafiilor de 


înmulțire scalară si vectorială fără ca valoarea produsului mixt să se schimbe 
adică avem identitatea 


y 


(1.31) 


(a xó)e-a(b xc). 
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Vom însemna produsul acesta mixt cu (4, 0, с) sau simplu (abc), Este 
evident că prin această notație nu se produce nici o ambiguitate grație identităţii 
(1.31). Mai mult, cele trei probleme mixte, (а, d, c), (c, a, b), (b, c, a), 
obținute prin permutări circulare, sînt egale între ele. Pe de altă parte, 
avem (a, b, с) = —(a, c, b), încât se vede că cele $ase produse mixte ce se 
pot forma сї trei vectori (а, 0, с) au toate aceeași valoare absolută, trei 
fiind de un semi si celelalte trei de 
semn contrar. 

Relația (1.30) conduce la o in- 
terpretare geometrică interesantă si 
anume: valoarea absoluld a produsului 
mixt este egală cu de şase ori volumul 
tetraedrului construit pe cei trei vectori 
ca machit, sau cu volumul paraleli- 
Pipedului construit pe aceeaşi vectori 
(fig. 1.12), de unde vine şi explicaţia 
egalității celor trei produse. 


b E 4 
Fig. 1.12 


Observaţii. 1°. Dacă ver- 
sorul vectorului a Xb face un unghi 
ascuţit (<) cu т, atunci produsul mixt (a, b, c) este evident pozitiv. În 


acest caz, se zice că vectorii a, b, c formează, în această ordine, un sistem 
drept. În ordinea 5, a, c ei vor forma un sistem sting. Aşadar, cu vectorii 
4, b, c se pot forma trei sisteme drepte şi trei stîngi. 


2°. Dacă cei trei vectori a, 5, c(=£0) sint coplanari, adică paraleli cu 
un plan, atunci produsul lor mixt este mul. 


Într-adevăr, se vede că produsul d xc fiind normal pe planul vecto- 
rilor b si c, va fi normal 51 pe vectorul а. Dacă, în particular, doi dintre 
cei trei vectori sînt coliniari (adică au aceeaşi direcţie), atunci produsul 
lor mixt este nul. Reciproc, dacă produsul mixt (a, 5, с) este nul, vectorii 
a, b, c sînt coplanari. Mai întîi cazul cînd unul din vectori este nul verifică, 
evident, proprietatea. Dacă пісі unul nu este nul, însă dacă toţi trei sînt 
coliniari, adică au aceeași direcție, proprietatea este iarăşi verificată. 
În fine, dacă b şi c nu au aceeași direcție, produsul ё xc este diferit de 
zero, Pentru cà produsul sáu scalar prin a să fie nul, trebuie ca a să fie nor- 
mal pe b xc, adică să fie paralel cu planul (5, c). 

Putem deci enunfa următoarea proprietate: 

Condiţia necesară și suficientă ca (rei. vectori a, b, c sd fie coplanari 
este ca produsul lor mixt sd fie nul. 


^ 
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Minind seama de expresia (1.30) a produsului ci "T 
AP у ЖЕЗ; є à Є t t i IXI CO иа ne 11 
$1 sulicientá са trei vectori | fie coplanari e poate pt üb forn 
ах lo La! 
| da hy b. | =0 1.39 
y y a | 
г | 
З", Folosind regula obişnuită de ridicare la + itrat a i let t 
deducem din (1.30) formula | 
aa 
(abc)? ba 1 € | 1.38 
| ca cb сс | 
Determinantul diu membrul al doilea este cunoscut sub numele di er- 


sminaniul lui Gramm. 


fo 


Aplicafie, 5*. Sá se calculeze produsul mixt (abc) pentru 


a-i--2j-- 3k, ® =21--8/--4Е, T=3 1471.58. 


Avem 
2 3 
(ab)—- |2 3 4 | =0. 
3 4 5 


Rezultatul se explică prin faptul că vectorii a, 5, c 
Într-adevăr, 


= —a--2b. 


$ 10. Produs dublu. Produsul a x(b xc) format cu trei vectori а, £ 
trebuie înțeles în felul următor: se face mai întîi produsul vectorial 


şi apoi produsul vectorial al acestuia prin a. Operația se numeşte jr 
dublu vectorial sau numai produs dubiu. Formula care se foloseşte de obi 
pentru expresia acestui produs este 


a X (b xc)= b(ac) —c(ab), (1.34 
numită „formula produsului dublu”. Ea arată că acest'produs este un 
situat în planul vectorilor d, c, ceea ce era evident şi fără această 
deoarece vectorul a x (b xc) fiind normal pe vectorul b xc, adică pe norma! 
planului format de 6-51 c, se va găsi în planul vectorilor d, (uM А 

Demonstrația formulei se poate face efectuînd proiecţiile ei pe cele 


trei axe de coordonate si constatind că astfel se obţin trei identități. Pe 
axa Ox, expresia din stînga va avea proiecția 


Ay(bzCy —bycz) —a z(b c5 —baCz), 
iar cea din dreapta 
ba(aaCa-l- a yCy-l- à 26 s) —Ca(a252-- aub ,-l- 8254). 


wy 


Uns 
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Cele două expresii sint, ev ident, identice. Cum аха Ox nu ate o poziție 
specială față de vectorii а, b, c, rezultă că şi proiecţiile pe celelalte două 
axe (pe Oy şi Oz) conduc la identități, l'ormüla este demon strată. | | 

, Obs ervaj ii. 1°, Produsul (а х0) хс este egal cu С « (a x b) 
deci poate fi calculat după regula obișnuită Er ; 


(a 0) xce —a(bc) (ас). 


Este evident că, în genere, produsul a x(b xc) va fi diferit de (a xb) xc 
adică produsul vectori É EPET j өе. 
adică produsul vectorial nu este asociativ. 

99 Tine i ‹ ^ s i $ xoi : 

2°. Formula (1,84) a produsului dublu ne dă identitatea 


а X(b xc)-- x (c xa) 4-с x (a x5) --0. (1.35) 


9^ Cu ajutorul formulelor (1.31) si (1.34) se pot deduce, fără nici 
o diticultate, formulele 


(a xb) (сха) =а[ь x (c ха) ]= (ac) (bd) — (ай) (бе) (1.26) 
(a xb) x (c xd) — (dac)b — (d8c)a— (dab)c — (cab) | e 

Din ultima identitate se deduce 
(абс) (dbc)a+ (dca) -1- (da?)c. (1.37) 
Aplicaţie. 6°. Se dau vectorii а, b, с orientaţi respectiv după 
muchiile VA, VB, VC ale unui tetraedru regulat VABC avînd muchia 
egală cu l. Să 'se arate că dublul produs vectorial a x(b xc) este un vector 


paralel cu BC. © e 6 pen 
Să notăm a=AVA, b—XAVB, c=AVC. Avem 


^ 


deci ў 
= 2 ——- = 2 — 
j-999 (yp—ycj— A39" СВ. 


Rezultă cá vectorii d si CB sînt paraleli, iar 


ZA us 3 b 
aj ist =. 


DA. 


& 11; Deseompunerea unui vector după direcţii date. Adunarea vecto- 


rilor 4,, dz, -.., ап este tot una cu compunerea lor într-o rezultantă. Ope- 
rafia compunerii a n vectori 44, da, „i, Gg într-o rezultantă с este totdea- 
una posibilă și numai într-un singur fel. У 

Să considerăm acum operaţia inversă, Ni se dă vectorul e si se cere 
să se determine vectorii 41, astea an a căror sumă să fie c. Această problemă 
prezintă, în general, un mare grad de nedeterininare, Pentru a limita nede- 
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terminarea, vom presupune că direcpiile componentelor ау, a 


E Д 9, see An Sint dale, 
Se cere, deci, să se desc 


j ^» y. | 4 + , n 
ompund vectorul c fn n componente după direcțiile date, 
Lie g versorul vectorului dtm 52, v, n). Ínsemnínd cu 4, valoarea, 
scalară a vectorului aj, putem serie 


a Uj. 


эү {үү ^S 11 , 1 А 

Problema descompunerii vectorului с în componente după direcțiile 
4 үт df = 
date чү se reduce la rezolvarea ecuaţiei 


C= ttait ... аи 


ns 


in care scalarii a; trebuie consideraţi necunoscuți, iar vectorii c, 4; cunoscuți 
E RN S * . ЖУ су е 4 pot 
Proiectind ecuaţia pe cele trei axe de coordonate, obținem 


Ca = Ai zoo ***-- ti nz, 
Cy y us yl t) guy, 
Сааи z-- tl z+" - nto г, 
unde am însemnat cu uU, у, Uiz proiecţiile vectorului щ pe axe. Avem 
astfel un sistem de trei ecuaţii liniare cu n necunoscute scalare (ЖУ ЖУЛУУ PT 
Cazul n—1. Ecuațiile precedente se reduc la 


Cz—041412, Cy— ay, 022201117; 
de unde se vede cá problema nu este posibilă decît cu condiția ca 


Ca Cz 


=— 5 


12 


op iy 
uz “у, “ 


care e tot una cu condiția ca vectorii с si u, să fie coliniari. Dacă această 
condiție este îndeplinită, atunci problema are o soluție unică, anume 


c 
z 
а,=—— 
1и 
12 


Se vede geometric că vectorul a trebuie să fie egal cu c. 
Cazul 1—2. Ecuațiile în a; devin 


Ca = Ati zFAotloz, Су=а4үнүу-Е@әМоу,  Cz—4 zF silo z. 


Sistemul de trei ecuații cu două necunoscute nu are soluție decît dacă 


Cz taz Maz 
Cy иүу usy | —0. 
Cz tz "зг 


Presupunînd că cel puţin unul dintre cei trei determinanfi de ordinul 
al doilea formaţi cu coeficienții necunoscutelor este diferit de zero, vom 
putea determina necunoscutele a,, ау, folosind cele două ecuaţii corespun- 


NOTIUN J 
NOȚIUNI Di CALCUL VECTORIAL 43 


zătoare determinantului diferit de zeto. Dacă însă această a dou Îi tí 
nie A È limită e IAN ax aa a иа condiţie 
TO ide апа, adică dacă toți cei trei determin: infi de ordinul al doilea 
m MU A Su vectorii sint colini: ari, iar p ( roblema se reduce la cazul 
a=] studiat anterior. а caz 


Geometric problem: ЄС ‚=, 
1 ma descompunerii vectorului c în două componente 


å, $1 ag revine la a construi un paralelogram căruia і s ctiriosc diagonala 


si directiile laturilor. 
Cazul n —3. Pentru 1—3 relafiile în a; vor fi 
Cg — 0,6 g-- att, z-| alfa y, 
Cy — 41 уау Gata y, 
Саа, -- 031 2-+ gaz. 


Presupunind cá este indeplinitá condiția 


Шух Изд lizz 
iiy “әу “зу| +0, 
Uiz iz ТРА 


ecuațiile considerate vor admite un sistem unic de soluții ау, az, az; cu alte 
cuvinte, dacă vectorii u, мә, Из пи sint coplanari, problema descompunerii 
vectorului c în trei componente are o singură soluție. Geometric, problema 
revine la a construi un paralelipiped căruia i se cunosc diagonala si direcţiile 
laturilor. 

_Dacă determinantul de mai înainte este nul, adică dacă cei trei vec- 
tori 14, Uz, ug sint coplanari, atunci problema nu este posibilă decît dacă 
si c este _coplanar CU uj, üs, Мз. În acest caz, dacă am considera numai 
vectorii 11, Up, făcînd abstracţie de cel de-al treilea, из, am da peste cazul 
7—2; prin urmare, vectorul c ar putea fi descompus, în general, într-un 
singur fel după direcţiile иу, w,; adáugind la această soluție şi un vector 


arbitrar din lungul lui из si înlocuindu-l apoi prin componentele sale după 


direcțiile 35, из, problema capătă о infinitate de soluții. Dacă doi sau toți trei 


vectorii 44, Us, из sînt coliniari, problema revine la cazurile n=2 


sau =]. 

Cazul п>3. După cum se ştie din teoria ecuațiilor liniare, acest caz 
conduce la nedeterminare sau incompatibilitate. Dacă există cel puţin trei 
vectori 144 care să nu fie coplanari, avem nedeterminare; problema comportă 
о0"—2 soluții, În cazul contrar, toți vectorii и; ar fi coplanari, astfel încît 
—2) problema nu-i posibilă decît dacă şi c este coplanar 


iarăşi nedeterminare (0o? soluții). Pentru 
posi- 


(ca si în cazul » 
cu vectorii 4, cînd avem, evident, 
cazul cu totul special cînd vectorii u; ar fi coliniari, problema nuar fi 
bilă decit dacă c are direcția comună cu иң rezultă o ne determinare de 


nul » —1(cen-1 soluţii), 


ordi- 


15 


| Alcesti 


URIPIDE 
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$ 12. Momentul і ү hei { 
$ 12. ] entul unui vec 'i › i Să ideră 
ш un ector Hi raport eu un punct. Să considerăm 
un vector legat a cu originea în A si un punct oarecare 0. (fig. 1.13) 
24 "с “je Д ` 
Produsul vectorial ОА ха se numește momentul vectorului în raport 
cu punctul O si se notează cu 


91a—04 ха, 


: Vom privi simbolul M ca un „operator” 
aplicat vectorului 4, asa încît momentul vecto- 
rului a apare ca rezultatul operafiei efectuate 
asupra lui a. 

Din formula care precede, se deduce că mo- 
mentul vectorului a în raport cu О este un vector 
perpendicular pe planul OA B, dirijat astfel, încât 
rotația indicată de vectorul а faţă de О să se facă 
А în sens pozitiv în jurul vectorului moment. Punc- 

Fig. 1.13 tul O se numește originea sau polul momentului. 
Din înşăşi definiția momentului deducem: 

Condilia necesară si suficientă ca momentul unui vector în vapori cu un 
punci să fie nul este ca polul momentului să se găsească pe suportul vectorului. 

Notatii.Vom nota în cele ce urmează cu $) „operatorul” moment. 
Cînd va fi necesar se va indica și polul momentului printr-un indice; de 
exemplu Mo înseamnă „momentul față de polul О”. Vom folosi adeseori 
simbolul M pentru a desemna „vectorul moment". De pildă | — 9a. 

Reprezentarea geometrică a momentului. Momentul, fiind produsul vec- 
torial dintre doi vectori, este egal în valoare absolută cu aria paralelogra- 
mului construit pe cei doi vectori sau cu dublul ariei triunghiului OAB 
construit cu ajutorul vectorului şi al originii O a momentului. Astfel, se 
deduce, pe altă cale, condiția necesară și suficientă enunțată mai înainte 
ca momentul să fie nul. 

Ne vom ocupa acum de variația momentului: 

a) cînd schimbăm punctul de aplicație al vectorului; 

b) cînd schimbăm polul momentului. 

a) Schimbarea punctului de aplicatie. Dacă mutăm punctul de apli- 
cafié al vectorului a, din A într-un punct oarecare А” (fig. 1.14) atunci mo- 


mentul devine 


OA" xa-0A xa-4-AA"x4, (1.33) 


adică, insemnind cu J momentul vectorului a cu punctul de aplicaţie în Я 
$i cu Jl’ momentul aceluiași vector avînd însă punctul de aplicație în 4°, 


уот avea СЕМЕ e 
l Л!'=Л-+АА'ха. (1.39) 
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Di ` 
Din această formulă deducem că prin mutarea punctului de aplicaţie 
al vectorului a din A în А’, momentului M faţă de О i se adaugă vectorul 


AM Xa care Ee fi considerat ca momentul vectorului 4 cu punctul de 
aplicație în A” față de vechiul punct de aplicație A. Petitrü ca momentul 


să nu se schimbe "=. Л.) trebuie să avem 


4AA'xa-0, 


adică trebuie ca А” să se afle pe suportul vectorului A B(=a). Deducem: 


B 


Fig. 1.14 Fig. 1.15 


Momentul unui -vector AB (=а) se schimbă dacă-i mutăm punctul de 

aplicație din A în A’, afară de cazul cînd А" s-ar afla pe suportul vectorului. 
n consecință, putem defini momentul unui vector alunecător ca fiind 
momentul vectorului luat într-o poziție oarecare a sa pe suport. 

Așadar, operatorul ,moment" are un înțeles bine determinat, atit 
pentru vectorul legat cit şi pentru vectorul a/unecător. Dimpotrivă, momen- 
tul unui vector liber nu are un înțeles determinat. De aceea nu vom con- 
sidera decît momente de vectori. legati şi de vectori alunecátori. 

b) Schimbarea orent momentului. Dacă se mută acum polul momen- 


tului din О în О” (fig.1.15), avem 
Moa=0A xa-0'0 xa4-0A xa=0'0 xa+- oa, (1.40) 


adică momentul unui vector a în raport cu un punct О" este egal cu momentul 
vectorului a în raport си О, la care se adaugă momentul în raport cu О” al 


aceluiași vector a, considerat însă cu originea în О. 
Pentru ca momentul să nu se schimbe, va trebui ca produsul ОО xa 


să fie nul. Lásind la o parte cazurile fără interes a—0 si О” 0'0—0, deducem: 
lul momen- 


Pentru ca momentul să rămînă neschimbat, cînd se schimbă a n 
telor, este necesar şi suficient ca-polul О sd se mute pe directia vectorului a. 
Aplicaţii. 7°. Expresia momentului în funcție de proiecţiile 
sale pe trei axe ortogonale se poate scrie imediat. Dacă O este originea axe- 
lor, 7 vectorul de poziţie al punctului A de coordonate x, y, 3 Şi аг, dy, dz 


proiecţiile vectorului а, vom avea 
#Лоа= > xa=(yaz —zay)i+ (saa — xaz) J+ (xay —yaa)&* (1.40) 
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Qo x TA: 5 i 

8”. Dacă originea О a momentului nu coincide си originea О, a axel 
de coordonate (fig. 1.16), ci are coordonatele x, y, z expresia 01 
tului devine 0» Jo» ^9; CXpresia momen- 


Moa=0A xa- [(y —yyaz — (z —4))@ у] [02 —2)as —(x — 49) ЕВ 
-+ [(x —X )@ y— (y —У%6)@ ]Ё. (1 42) 


Observaţii. 1°. Momentele a doi 
vectori egali, de sens opus și avind acelasi 
suport, sînt egale și de sens opus. Proprietatea 
rezultă imediat din definiția momentului, 

2°. Momentul rezullantei mai multor 

Y vectori concurenți este egal cu suma momente- 
lor componentelor (teorema lui Varignon). 
Proprietatea este o consecinfá a distributi- 
vitátii produsului vectorial. 

$ 13. Momentul unui vector in raport 
cu о axă. Am văzut la $ 12 cá dacă se schimbă 
0; polul momentelor din О în 0” , avem re- 
latia (1.40) 


Жо = Moa+0'0 ха. 


0 (Xp,gg, 29) 


Fig. 1.16 


Să considerăm axa O'O(— A) avînd sensul versorului м (fig. 1.17) si să facem 
proiecția egalității precedente pe această axă. Fiindcă produsul O'O ха este 
normal pe axă, vom avea 


Pra ord=pradho а. 


Pyoiectia pe o axă а momentului unui vector a față de un punct O al 
axei, are o valoare independentă de pozitia lui O pe axă. 
Însă, se va putea scrie 


рта оа —u(Wtoa) (0А ха)= (и, 0А, а). 


Așadar, produsul mixt (и, OA, a) nu depinde de poziția punctului O | 
pe axă. El poartă numele de momentul vectorului a fată de axa A, notindu-se 
7 (1.43) 


92ла= (и, ОА, a). 
Mărimea Maa este pozitivă sau negativă; după cum sistemul de vectori 


„a =: == 
и, ОА, а 


este drept sau sting (Observafia 1° de la $9), adică după cum а are un 


sens de rotaţie de la dreapta la stînga în raport cu и sau invers, de la 
stînga la dreapta. De aici deducem că momentul lui a în raport cu Oz | 
este pozitiv sau negativ, după cum vectorul a arată tendința unei rotații 
spre stînga sau spre dreapta față de axa A. 
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Observaţii 1. 
punctul O' (fig. 1.18), 
proiecţiile punctelor А 
Vom avea evident 


1. Fie P un plan perpendicular pe axa A în 
4' proiecția vectorului а pe planul Р; A' si B’ 


51 B, respectiv pe plant 1 Р(АВ=а, А'В'=а/). 


OA=00'4+04'+44, a—À4'- L2 BB. 


Fig. 1.17 


Fig. 1.18 


Înlocuind pe OA şi a din expresia (4, OA, a) prin valorile de mai înainte 


şi observînd cá vectorii ОО”, AA’ si BB' ne dau produse vectoriale nule 
cu 4, obținem 


(u, ОА, га) (и, 0'A', а) -u(O"A' xa’). 
Insă produsul O^A'xa este momentul vectorului a' față de O'; 
este dirijat- normal pe planul P. Rezultă de aici următoarea сс 
Momentul vectorului a fată de аха A este egal cu momentul protecției 
vectorului a. pe un plan perpendicular pe A, luat în raport cu punctul O* 
unde A înțeapă planul P. 
2°. Fie 0,44 (fig. 1.18) perpendiculara comună dintre axa A si supor- 


tul D al vectorului a, si Не Q planul format de A si de dreapta D' dusă 
prin Оу, paralel la D. Se vede că dreapta- 0,4, este normală la О, încât 


Po, a este un vector conţinut în planul Q. Să însemnăm cu Ө unghiul 
dintre D' si A. Atunci z — 0 va filunghiul dintre vectorul Moa şi аха A, 


deci proiecția acestui moment pe axa A, în valoare absolută, va fi egalà 
cu Valoarea sa absolută înmulțită cu sin 0, adică cu ad sin 0; insemnind 
cu d distanța O,A4,. Aşadar, valoarea absolutd a momentului unur vector 
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fală de o axd oavecave este egală cu lungimea vectorului immulfitd cu distanta 
Ра vector si axd si cu sinusul unghiului dintre vector ȘI axă, : 

Acest moment va fi pozitiv sau negativ, după cum va avea tendinţa 
unei rotații spre dreapta sau Spre stînga faţă de axa A, aşa cum s-a sta- 
bilit mai înainte, 

Rezultă ed, dacă momentul unui vector față de аха A este egal cu 
zero, atunci suportul vectorului sau intilneste аха A (d: :0) sau este paralel 
сч axa A (00, 0m). Aceste două condiţii se pot concentra astfel: 

Condiția necesard. si suficient ca momentul unui vector ín raport cu 
0 axd sd fie egal си ero este ca vectorul să se găsească în acelaşi plan cu axa. 
3, Am găsit mai înainte relaţiile (1.41) care dau proiecţiile momen- 
tului Moa pe cele trei axe de coordonate Ox, Oy, Oz. Din cele ce preced 
rezultă că aceste expresii vor fi tocmai momentele vectorului a față de 
Axe, adică vom avea 


Woya 7 yas —2a y, УЛ оуй==2@5 —2xa, Wtoa—xay—Pya;. (1.44) 


\ 14, Coordonatele unui vector alunecător. Torsor. Fie F un vector 
alunecător pe dreapta D (fig. 1.19), proiecţiile sale pe cele trei axe de 
coordonate fiind X, Y, Z. Se inte- 
lege cá numerele X, Y, Z nu sînt ín 
stare ele singure să determine vec- 
torul alunecátor F. 

Fie 7 (x,y,z) vectorul de pozitie 
al punctului A de aplicaţie al vecto- 
rului F. Dacă însemnăm cu L, M, N 
proiecţiile pe axele de coordonate ale 
momentului M al vectorului F față 
de originea O a axelor de coordonate, 
vom avea ; 


L-—yZ-—zY, 
Fig. 1.19 M-zX —xZ, (1.45) 
N=xY —yX. 
Se vede că între X, Y, 7, L, M şi N există relația 
LX+}MY+NZ=0, (1.46) 


care arată că produsul scalar F. M este nul, ceea ce de altfel este evident, 
fără nici un calcul, deoarece factorii F si // ai produsului F- sînt 
ortogonali. S ERR | 

Reciproc, dacá ni se dau doi vectori R(X, Y, Z) si M (L, M, N) 
perpendiculari între ei, @ fiind diferit de zero, atunci există un vector 
alunecător F si numai unul, egal cu 2 51 avînd momentul M. față de O, 


Е= Ф. 


ян 
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Rámine să-i determină y 
mine să-i determinăm vectorul de poziție 7 al punctului de apli- 


cafie; așadar să determinăm pe 7 din ecuația 
yr xh. (1.47) 
Multiplici actoria аселе Ala: ^ $ 
Л plicind vectorial această re latie, cu /* la stînga, obținem 
EX JF x (rxF), 
sau încă 
EX M=rF?—F (Fr), (1.48) 
conform formulei produsului dublu vectorial. Vom pune pentru 7 condiția 
suplimentară de a fi normal pe Ё, adică 
Е7=0). (1.49) 
În acest caz, relația (1.48) devine 
Fx M=r,F?, 
insemnind cu 7, valoarea particulară a vectorului y corespunzătoare con- 
ditiei suplimentare (1.49). Deducem 


(1.50) 


Vectorul zy astfel obținut este o „soluție particulară a ecuației (1.47). Vom 
avea, deci, 
M=, x EF: (1.51) 
Scăzînd membru cu membru relațiile (1.47) si (1.51) obținem 
0—(r—7)xE, 
de unde deducem 


T= HAF, (1.52) 
A fiind o mărime scalară arbitrară. 

Expresia -(1.52) а lui 7 este cea mai generală soluție a ecuației (1.47), 
după cum se arată la $ 8. Ea exprimă proprietatea cá locul punctelor 
care au vectorul de poziție 7 dat de relația (1.52) este dreapta D trecînd 
prin punctul determinat 7, şi fiind paralelă cu F. p 

Dreapta D va fi suportul vectorului alunecátor F. Rezultă cá vec- 
torul alunecátor F este determinat prin cele sase márimi X, Y, Z, L, M, N, 
) între care există relația (1.46) si dintre care primele trei nu sînt toate nule. 
Ele mai poartă numele de coordonatele Plücker ale vectorului alunecător F. 


i 2 я perechea de vectori 2, At caracte- 
Din cele ce preced, deducem cá perec OR M II 


t rizează un vector alunecător F. Vom numi acest comp 
torsorul în O al vectorului alunecător şi-l vom însemna 
) zF sau TF, M Я 
privind simbolul т sau Т ca un operator aplicat vectorului 4. Se ша! Kus 
A că am făcut „reducerea” vectorului F în O. Produsul scalar @ „se numeşte 


4 — Mecanica teoretică 
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scalarul tovsorului, încît putem spune că 
alunecátor este nul. 

Observafie. Din cele ce preced rezultă cá torsorul defineste 
perfect un vector alumecălov, în sensul că, dacă se cunoaste torsorul ШШ 
astfel de vector, se pot determina proiecţiile vectorului si suportul sáu. 
Însă torsorul nu poate determina un vector legal. Íntr-adevár, determinarea 
unui vector legat implicá cunoasterea a sase parametri scalari independenți 
între ei, pe cînd torsorul unui vector alunecător nu implică decît cinci 
parametri scalari independenți între ei. 

Este evident că torsorul unui vector liber nu are nici un înțeles, 
rece momentul unui vector liber este nedeterminat. 


$ 15. Momentul reciproc a doi vectori. Să considerăm doi vectori alu- 


necători F, si Е, determinaţi respectiv prin torsorii |, Mı $i R, M ín О. 
Vom avea evident 


scalarul torsorului. unm vector 


deoa- 


RM —0, P, M; —0. (1.53) 


Să presupunem că A, este punctul de aplicație al primului vector 


alunecător FE, si A, al celui de-al doilea, F, (fig. 1.20). Vom numi momentut 
reciprocal celor doi vectori alunecători, produsul mixt 


(К, 4145, Fa). (1.54) 


Observăm că această expresie își păstrează valoarea dacă mutám punctele 
de aplicație A, şi А, în lungul liniilor de acțiune ale vectorilor alune- 


cători. Într-adevăr, înlocuind în expresia (1.54) a momentului reciproc, 


S: vectorul 4,4, prin vectorul А;4/;, 
JE 2 
7 


43143—434314- 414 51-4543, 


vom observa cá aportul termenilor 414, 
Si 4,45 în această expresie este nul. 
N Mai observăm apoi că produsul 
7] N i mixt (1.54) îşi păstrează valoarea dacă 
| ¥ N scbimbăm ordinea factorilor 


(ү, A145, F,)—(Fs. А4}, F). 
X 42 ES Aceste douá proprietáti ale expresiei 
(1.54) erau necesare pentru ca definiția 
Fig. 1.20 momentului reciproc a doi vectori alu- 
necători să'aibă un înțeles determinat. 
În fine, mai observăm că valoarea acestui moment este egală cu 
volumul paralelipipedului construit cu cei trei vectori Li, Aida Fa sau 
cu de șase ori volumul tetraedrului construit pe cei doi vectori alunecă- 
tori F, şi F,, luat cu plus sau minus după cum sistemul de xsetari m 
ordinea precedentă constituie un sistem drept sau sting. În special, 
dacă vectorul almmecător F, este versorul axei A, atunci momentul 


e 
Pd 
NW 


~r 


м. ho pi n 


) 


reciproce al vectorilot alunecători 
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Fi şi F, este chiar momentul vec- 


torului alunecător 7, față de аха A. 


Să revenim la cazul gene | să scri i 5 
a cazul general şi să scriem in (1.54) 


О fiind originea axelor de coordonate. Vom avea 


I 


Gy didi Fy-(5, ОА,, Lol, 4,0, F) =E Ma Fa (1.55) 
sau incá, tinind seama de relațiile (1.53), 


(Еу, Ada, Е.) (7) (A+A). (1.56) 


Dacă intrebuintám notaţiile 
(--Q,— 9, M+M, =M 


şi dacă numim (Ф, M) torsorul rezultant al celor doi vectori, proprietatea 
exprimată prin relația (1.56) se poate enunfa în felul următor: 

Scalarul torsorului rezultant a doi vectori alunecátori este egal cu momen- 
tul reciproc al celor doi vectori. 

Această proprietate este susceptibilă de a fi generalizată. Fie (Ri Mi) 
torsorii a » vectori alunecători (7—1,2, =., n). Vom avea, evident, 


RiıiMı=0 (i=1, 2, ..., n). (1.57) 
Punînd 
RN Ri л=У Л, (1.38) 
i-1 i=l 


vom spune că (@, M) este torsorul rezultant în O al vectorilor considerați. 
'Tinind seama de relațiile (1.57) vom putea scrie 


R M= @, Mi= У (Ri «+ Ra Mi) (Т, &—1, 2, ..., м), (1.59) 
k 


i 


ceea ce Înseamnă că: И e 
Scalarul torsorului vezultant a m vectori alunecători este egal cu suma 


momentelor reciproce a tuturor vectorilor luați doi cîte doi. 


D. SISTEME DE VECTORI 


$. 16. Definiţii. Fie A; (/—1, 2, ..., n), n puncte, fiecare fiind punctat 
de aplicație a n, vectori Vij (721, 2, Le ni) -Mulfimea tuturor vectorilor ij 
laolaltá constituie un sistem de vectori. Se înţelege că este îngăduit a pe 
supune că pentru vreunul dintré punctele A considerate nu există eventua 
nici un vector vyj care să aibă punctul de aplicație, în Ах. 
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Vom însemna prescurtat un asemenea, sistem da vectori prin (v). Vom 
nota cu ( —v) sistemul vectorilor . -vız aplic afi respectiv în aceleaşi puncte, 
Mai general, vom însemna cu (Ао), à fiind un scalar oarecare, sistemul 
vectorilor Aviz pástrind punctele de aplicație. Vom conveni să întrebuințăm 
și notația A(v) pentru a reprezenta sistemul (А). { 

Dacă sistemul (v) este aplicat în punctele 4, (i=1, 2, ..., n) şi (0) 
în punctele By (k—1, 2, ..., ж”) unele dintre punctele 44 putind coincide 
cu unele dintre punctele By, atunci sistemul (v^) compus din tofi vectorii 
sistemului (v) aplicaţi in A; si din toți vectorii sistemului (0) aplicaţi 


in By este, prin definiție, suma celor doud sisteme (v) şi (v). Vom scrie 


(07)+-(0)=(w) (1.60) 
Înţelesul pe care-l asumă semnul = în această relație este acela al unei 
identități. 
Operația este, evident, comutativá 
: 2 @+@=@7) 
51 omogenă, de gradul întîi 
OHO) — ^^. 


Din definițiile ce preced, deducem înțelesul operației 


(0)+0w)), 
ceea ce este tot una cu 
| HAG). 
Pentru cazul special A= —1, obținem operația 
pe care convenim a o reprezenta mai simplu 
(0) —(»?). 


‘Observăm că fiecare dintre vectorii v;; poate fi considerat ca un sistem 
de vectori redus la unul singur, încît sistemul (v) compus din toți vec- 
torii v apare ca fiind suma sistemelor (v4) compuse din cîte un vector vij 


=) (04), 
5j 


$ 17. Operații elementare de echivalență. Sisteme echivalente. Dacă 
înlocuim vectorii vg(j— 1, 2, ..., m), avînd toţi punctul de aplicație în di, 
prin vectorii vig (F —1, 2, A avînd același punct de aplicație A; şi 


îndeplinind condiția 
тц ni 
У-У) шу, (1.61) 
j=1 jmt 


9 
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vom spune că siste rio ; 
ENG SERE dne (v) a fost supus la o operație elementară de echi- 
i „o hu mai reprezintă o identitate ca în relația (1.60), ci 


numai o „echivalență 
Definiție етајіеі e 1 

a TER i operației elementare de echivalență cuprinde si cazul în 

e : 1 1 4, nu ar fi punctul de aplicație al vreunui vector din sis- 

temul (v), în care caz condiția (1.61) devine 


ni 
02M viy. (1.62) 


j'=i 

Vom însemna си w о operație oarecare elementară de echivalență, 

Operafiile elementare de echivalență constituie un grup, deoarece 
suma a două operații о-о, este echivalentă cu o operație analogă оз, 
operația inversă — о; este de aceeași natură si, în fine, operația identică 
a=] face parte din grup. Îl vom numi grupul operațiilor elementare şi-l 
vom însemna cu С. 

Sistem de vectori legați. Dacă toți vectorii 7] alcătuind sistemul (2) 
sint vectori legați, atunci sistemul (v) se numeşte sistem de vectori legati. 

Fie (v' un sistem de vectori legați care se poate deduce din siste- 
mul (v) de vectori legati supunindu-l pe acesta la un număr de operații 
elementare de echivalență. Vom spune că sistemul (w este echivalent cu 


sistemul (v) si vom scrie 


(»^)— (v), (1.63) 
ceea ce este de altfel tot una cu 
()— (v) 
Dacá, in particular, avem 
ni 
У; 2;=0, pentru ;—1,2, ..., * 
ј=4 


sistemul (о) va fi echivalent cu zero. > : 
Sistem de vectori alunecátori. Dacă toţi vectorii vi; alcătuind siste- 


mul (v) sînt vectori alunecători, atunci sistemul (v) se numeşte sistem ae 


vectori. alunecátori. 4 

Pentru sistemele de vectori alunecători noțiunea de echivalență este 
lărgită cu o nouă operație elementară de echivalență, anumoimutar nib mS 
tului de aplicație al unui vector oriunde în lungul suportului respec D am 
necarea vectorului pe suport). Grupul G astfel lărgit (cu alunecare си 
ruluí pe suport) se numeşte grupul lărgit al operațiilor elementare. 


РЯ A ОО а 
însemna си С’, iar operaţiile care îl alcătuiesc cu о . T 
sidera decît aceste două categorii 


În cele ce urmează nu vom con х S 
Y “сї ei e pec necatori. 
sisteme de vectori; sisteme de vectori legați şi sisteme de vectori alunec 
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Așadar, cînd vom spune sistem de vectori, vom înţelege un sistem de vec- 


tori legați sau un sistem de vectori alunecátori, 


Proprietăţile sistemelor echivalente, 1°, Dacă (v) si (v') 
echivalente de vectori legaţi sau alunecători, 


(0) (v) 
şi (w) un al treilea sistem, vom avea 


(v) 4 (w) = (v^) -- (vw). 


2°. Dacă (v) este un sistem echivalent cu zero, vom avea 


(v) (v) -- (v^), 
X fiind un scalar oarecare. 
3°. În cazul foarte frecvent cînd nu se cere discriminarea sistemelor 
echivalente între ele, toți vectorii v;; aplicaţi aceluiași punct Ду, se pot 
înlocui prin unul singur, v;, astfel încît să avem 


ni 
= У) Vij. - 
iz 
În consecință, vom putea reprezenta totdeauna un sistem de vectori (v) 
printr-un sistem de n vectori v; aplicaţi respectiv în punctele А; (/—1, 2, ... 
+- п); se obține astfel o formă mai simplă a sistemului (v). 


E. TRANSFORMAREA PRIN ECHIVALENTÁ A SISTEMELOR 
DE VECTORI ALUNECĂTORI 


$ 18. Reducerea la un sistem de trei vectori. Fie (v) un sistem de ж 
vectori alunecátori v; aplicaţi respectiv în punctele A; (1—1, 2, ..., n; n>3). 
Grupul de operaţii care i se aplică este G’. Sistemul (v) este un invariant 
al acestui grup. 

Ne propunem a arăta că sistemul (v) este echivalent cu un sistem 
compus din trei vectori a, b, c aplicaţi respectiv în trei puncte О,, Oa, Оз 
arbitrar luate în spațiu, îndeplinind numai condiția de a nu fi coliniare. 
Va trebui să arătăm deci cá, prin mijlocirea unor operaţii o^ apartinind 
grupului G^, sistemul (v) se transformă în sistemul alcătuit de vectorii a, b, c. 

Să ne fixăm atenția asupra unui anumit punct А; si să-l unim prin 
trei drepte cu punctele 0,, О„, Оз. Presupunînd cá nu se află în planul 
determinat de punctele O,, О, Оз, cele trei drepte 4:01, 41:03, А:Оз vor 
determina un unghi solid. Vectorul v; aplicat în A; va putea fi înlocuit 
prin cele trei componente ale sale din lungul muchiilor unghiului solid — 
cu o primă operaţie о’. Însă aceste componente pot aluneca in lungul 
muchiilor-suport, astfel încît punctele lor de aplicaţie să tie respectiv 


sînt două sisteme 


"me 


— 
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? "v — a lo a T 1 , А ^ 

Cr О, in noua operație o^. Procedind la fel cu toate punctele Aş, 
rom o e in fiecare tim A E 2 1 
CoL “o © mu punctele 01, O,, O, cite n componente. Însă, 
componentele din О, pot fi înlocuite prin suma lor, datoritá unei ope- 


ot aşa cele din O,, precum si cele din Оз. Rezultă că sistemul (v) 


sform: 1 E > à x 10 Е 3 7 ; 
A ns ie їп altul compus din trei vectori а, b, c aplicaţi respectiv 
in O,, О», Os. 


a iost tra 


Dante > - ati aceac ‹ ` a ă Її 

EA E "nS euros aceasta am presupus cá А; nu se află în pla- 
nul Va Vas. Daca s-ar intimpla ca A, să se afle în planul 0, 020, 
atunci am muta punctul de aplicaţie al vectorului v; pe suportul său în Af; 
1 vom putea folosi demonstrația noastră dacă Ai nu se află în pla- 
nul 0,0,0}. 

е În cazul cînd si A; s-ar afla în acest plan, atunci vectorul v’ se va 
afla în planul 0, 0,0,, aşa cá el va putea fi descompus după două 
oarecare din cele trei drepte 4,0,, A105, 410,. 


$ 19. Reducerea la un sistem de doi vectori. Vom arăta acum că 
sistemul de trei vectori alunecători a, b; c aplicaţi respectiv în 0,, Oz, 0, 
este echivalent cu un altul compus din doi vectori. Într-adevăr, fie D 
intersecția planului P determinat de vectorul b 51 de punctul 0,, cu pla- 
nul Q determinat de vectorul c şi de punctul 0}. Dreapta D va trece, evi- 
dent, prin O,. Fie O' un al doilea punct al dreptei D. Dreptele 0,0, si 0,0” 
se vor afla în planul P în care se află și vectorul 8, deci acest vector va 
putea fi înlocuit prin componentele sale în lungul dreptelor 0,0, si 0,0. 
Aceste două componente pot însă aluneca pe suport pentru ca punctele 
lor de aplicație să ajungă în О, si respectiv O’. Procedînd la fel cu vec- 
torul c din planul Q, ajungem să inlocuim sistemul vectorilor a, b, c prin- 
trun alt sistem: trei vectori concurenți în O, si doi în O’. Înlocuind vectorii 
concurenți prin sumele lor, se obțin în definitiv doi vectori, unul avînd 
punctul de aplicație în O,, celălalt їп 0”. 


F. TORSORUL UNUI SISTEM DE VECTORI (LEGAȚI SAU ALUNECĂTORI). 
AXĂ CENTRALĂ 


$ 20. Definiţie. Fie (v) un sistem de vectori (legati sau alunecători) 
7 == Do ^i) aplicati în punctele A; (/—1, 2, ..., n). Vom construi 
doi vectori R, M cu ajutorul operațiilor următoare: 


= Уо, = Ут хэц, (1.64) 
Lj ij 


însemnînd cu 7; vectorul de poziție al punctului А; față de sistemul de 
axe de coordonate cu originea în O. 

2 este vectorul rezultant al sistemului, 
JA este momentul rezultant al sistemului. 
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Operația prin care am obținut aceşti doi vectori o numim 107807, punctul 
O fiind originca sau polul torsorului. Vom zice cá am efectuat torsorul în „О 
al sistemului (v). 

Așadar, torsorul în O al sistemului (v) este vectorul dublu (2, M). 
Vom scrie 

т(й)=(@, M). 

Uneori — cind este necesar — vom indica, printr-un indice atașat simbo- 
lului т, polul torsorului, scriind 


zo(v)=(2, M). 


Însemnînd cu т0(у torsorul în О al vectorului Vij, vom putea scrie 
т(ф)=} wy, (1.65) 
i 


adică torsorul sistemului (v) este-egal-cu suma torsorilor vectorilor (viy) alcă- 
tuind sistemul (v). 

Dacă cei doi vectori Ф. şi M sînt nuli, se spune cá forsorul ín O 
al sistemului (v) este nul, ceea ce se ntimplă, de pildă, cînd toți vectorii Фу 
sînt nuli. 


$ 21. Schimbarea originii torsorului. Dacă aplicăm torsorul în 07 ace- 
luiași sistem (v), vectorul @ nu se va schimba, pe cînd vectorul M va 
deveni _/' dat de relaţia. 


Myo, 
unde 7'; este vectorul de poziţie al punctului A; față de O’. Dar deoarece 
rr +00 
relația precedentă devine 
N'=M+0'0x2. (1:66) 


Formula (1.66) exprimă faptul cá schimbînd originea din О în O* mo- 
meniul vezultant se măreşte cu momentul fată de О” al vectorului Ф avind 
punctul de aplicatie în О. кр 

Observând că produsul vectorial 0'Ох Ф este normal ре Ф deducem 
din formula (1.66): : fon e 

Protecția vectorului M’ pe R este egală cu proiecția vectorului M фе Ф 
sau, finind seama de invarianfa vectorului @: 

Produsul scalar R M este acelaşi oriunde am lua originea torsorului. 


Produsul scalar (9 M se mai numește si scalarul torsorului ; el este deci 
un invariant al grupului de transformári care ne dau schimbarea originii. 


m 
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к ai uh u i , i proiecţiile vectorului (2 pe axe și cu L, M, N 
acelea ale vectorului My Scalarul Ф — 2 

ү Ао АСА > Mo al torsor 2 7 
unui trinom 0 orsorului va lua forma 


(e JI; --LX--MY--NZ A (1.67) 


din care cauză el mai este denumit „trinomul invariant”, 


= S " 
l'ot din (1.66) deduc ü і 101 
ух j ucem că, mutînd originea di în O' ; 
nu se schimbă dacă 9 umi in 


a) vectorul rezultant @ este nul: 
L D i 

Р) н se mută pe direcția vectorului rezultant 2. 

п Specie acá tors î este 1 1 1 1 

in special, dacă torsorul în O este nul, el va fi nul în oricare alt 
punct O”, 

829 FR { inimă + © : " У ч : 

$ 22. Forma minimă a torsorului. Axa centrală. Să reluám síste- 
mul (v) de vectori (legati sau alunecátori) avînd torsorul în О, 


Vom presupune 0-0. 
Descompunînd vectorul M în două componente. (fig. 1.21), una Р 


după (Q si alta 0 normală la 7 avem 
MN=P+Q. 

Valoarea absolută a lui M este evident, (P?-- Q8). 

Am văzut la $ 49 că, mutind originea torsorului din О în O', com- 
ponenta Р nu se schimbă, astfel încît, dacă s-ar întîmpla ca în 0” valoarea 
componentei Q să se anuleze, vectorul M ar deveni egal cu Р; el ar lua, 
evident, valoarea sa minimă. Cum (Q este un invariant al grupului de 
transformări de origine (0,0') vom putea spune că însuși torsorul (0) îşi 


ia forma minimă în О”. Valoarea scalară a momentului My corespunză- 
toare acestei poziţii de minimum a torsorului, va fi evident egală cu sca- 


larul @ Mlo divizat prin valoarea absolută a vectorului rezultant (2 


@ ЛЬ _ LX+MY+NZ (1.68) 
| VXx2cYspzs Y 


24 


Dacă O' dá torsorului forma minimă, atunci, in virtutea propri- 
etájii b) de Ја $ 19, se vede, că orice punct de pe dreapta D, paralelă la R 
şi trecînd prin O' luat ca origine, îi procură torsorului forma minimă. 
Se vede, de altfel, că dreapta D este locul geometric al tuturor punctelor 0”, 
avînd această proprietate. Dreapta D se numeşte axă centrală a sistemului (0). 

Din cele ce preced, rezultă că este suficient să găsim un singur punct 0: 
al axei centrale pentru a o avea determinată în întregime. Acel punct 
îl vom afla în modul indicat la $[$Ў. Anume, pe perpendiculara VU 


(fig. 1.21) pe planul (Р, О) — identic cu planul (Q, Ло) — vom lua 


LI 


1 
H 
1 
| 
n 
3 
$ 
À 
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punctul O” astfel ca distanța O'O să fie egală cu citul dintre valorile abso- 
lute ale vectorilor Q si 2 


ra 
070-19! 
|| 


Vom lua ре 0” de partea care realizează un sistem drept din vec 
torii R, Q, ОО”, în această ordine. Punctul 0; astfel determinat, înde- 
A plineste condiția cerută, iar pa- 

ralela dusă prin 0' Іа Ф va fi, 

4р evident, axa centrală а sistemu- 
lui. Dacă O este originea axelor 
de coordonate, atunci se verifică 
ușor că vectorul de poziţie al 
punctului O” este dat de expresia 


yi (1.69) 


încît ecuația vectorială a axei 
centrale va fi 


7=7/-1-)‹@, (1.70) 


Fig. 1.21 


^ fiind un parametru variabil. 


De altfel, ecuația precedentă poate fi pusă și sub altă formă, în care 
să numai apară à. Într-adevăr, multiplicînd vectorial cu @ ambii membri 


obținem zs 
rX(Q—r'xq. (1.71) 

Partea dreaptă a acestei relații se poate pune sub forma 
Ma 
R 


finind seama de expresia (1.70) a vectorului 7 precum și de expresia cunos- 
cută a produsului dublu. Ecuația (1.71) devine 


M—R 


ә 
` 


rx di Ж—Ф@ t 


care este o altă formă a ecuaţiei axei centrale. 


з (1.72) 


$ 23. Ecuațiile carteziene ale axei centrale. Fie X, Y, Z proiecţiile 
vectorului (Q pe trei axe de coordonate si L, M, N acelea ale vectorului Æ. 
Se înțelege că, dindu-ni-se sistemul (v) de vectori (legați, respectiv alune- 
cători), mărimile X, Y, Z, L, M, N pot fi presupuse cunoscute. Însem- 


м 


vd. 


"ү 
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nînd си х, у, 2 coordonatele unui punct curent de pe axa centrală — adică 

proiecţiile lui 7 — ecuația (1.72) proiectată pe axele de COE AO Ca pa 
2Y —y2+L=RX, | 

E ч . X -yX -M=kY, (1.73) 


as unde 
l- 5 
LX--MY--NZ 2 
h= № 
t mim om m, (1.74) 
l~ *cuatii a с^; A ; 
s „Ecuațiile (1.73) nu sint independente între ele, ceea ce se vede imediat 
: multiplicîndu-le respectiv cu X, Y, Z Și adunîndu-le. Ele se reduc la două 
n ecuaţii, care se pot pune sub forma 
1 
: zcY—yZ-L xZ—zX-M YX—Y+N E. 
a JENE LZK EM LIX YEN, (1.75) 
X Y Z 
Acestea sint ecuațiile axei centrale în coordonate carteziene, Valoarea 
) comună a raporturilor este 4. 
$ 24. Torsorul este un invariant. Să observăm că o operație o^ lasă 
3 3 Ste ш. p 
1 neschimbati vectorii (Q si M. Deducem: 
T'orsorul este un invariant al grupului lărgit С". 
| : Proprietăți funcționale ale torsorului. "Torsorul este un operator liniar. 
) Aceasta înseamnă cá el satisface relatiile functionale urmátoare: 
«[()-F (») ](») (07), (1.76) 
E «(2v) 2A«(v), (1.77) 
x (v) si (0°) fiind două sisteme oarecare de vectori (legati sau alunecători) , 
iar A un scalar. 
) Consecinte. Din (1.76) rezultá 
т( )= Уто 
LE) 
în conformitate cu relația (1.65) de definiţie, iar din (1.77) 
r z(—v)= —«(). 
Din proprietatea de invarianță şi din ipoteza 
(0) — (v^), 
) deducem 


(0) (v^), 
sí ; ; articular, dacă 
adică torsorul a două sisteme echivalente este același. În particular, dac 
7 (2/)—0, adică dacă (v) este un sistem echivalent cu zero, avem 
Li 


«(v) 0, 
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adicá 
R=0, M=0. 


$ 25. Proprietăţi caracteristice sistemelor de vectori alunecători, 
Ultima proprietate, anume aceea că relația (0) = (07) implică relația «(v) 
=r(v'), are o reciprocă în cazul sistemelor de vectori alunecători, adică 
relația «(v) —«(v/) implică relaţia (0) = (v). 

O vom demonstra mai întîi pentru cazul particular 7(v)=0, 

Dacă lorsorul unui sistem de vectori alunecdlori (v) este mul într-un 
punct О al spațiului, atunci sistemul (v) este echivalent cu zero, 

În acest scop, vom transforma sistemul (v) prin operații o' într-un 
sistem de doi vectori, w, aplicat în В, $1 w, aplicat în В». Torsorul fiind 
un invariant al grupului С’, el va fi nul $i pentru sistemul compus din 
vectorii у, wp, adică vom avea în special w,--w,—0, adică w,— —1. 
Momentul rezultant fiind de asemenea nul, vom avea 


Mai z 020, 


adică Mp w=0, deci w, va trece prin Bi. Aşadar, cei doi vectori vor fi 
egali, de sens contrar si situafi pe același suport, adică sistemul lor este 
echivalent cu zero. Teorema este demonstrată. 

Se poate trece acum la cazul general: Dacă (v) şi (v') sînt două sis- 
teme de vectori alunecători, astfel încît torsorul lor este acelaşi (într-un 
punct oarecare), ele sînt echivalente. 

Într-adevăr, din relația 


vom deduce 
sau încă 


deoarece avem 


în virtutea relaţiei (1.77). Însă relația precedentă se poate pune sub forma 
*[(») 4- (—9')]—0, 
aplicînd identitatea (1.76). Rezultă că sistemul (v)--(— 


А SENE y — Аа S 
cu zero avînd torsorul nul. Conchidem că sistemele (v) si (v') sint echi 
válente: (v)—(v^). : : 

Din aceste proprietáti deducem: N T CAE: 
1. Condiția necesară și suficientă ca două sisteme (v) şi (v') de vectori 
alunecátori- să fie echivalente între ele este 


т(й)=т(2') (1.75) 


v’), este echivalent 
) 


pentru un punct din spafiu. 


= 


иаа ААНАШАААААВ 


ыу а 


ас 
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— ——————— 


În particular 


2. Condiția necesară si suficientă ca un sistem (v) de vectori alunecátori 


© 
5, 


fie echivalent си zero este 


т (0) =0 


pentru ип punct oarecare. 


G. VECTORI VARIABILI. ANALIZA VECTORIALĂ 


$ 26. Derivate. Un vector care îşi schimbă v 
metru oarecare, se spune că este о funcție de 
sidera în Mecanică, în general, vectori c 


aloarea o dată cu un para- 
acel parametru. Vom con- 
: : are isi schimbă valoarea în mod 
continuu, adică vectori care încearcă o variație ori cît de mică pentru 
о variație îndeajuns de mică a parametrului, ambele variaţii tinzînd simultan 
la zero. 

Fie a un astfel de vector şi / parametrul scalar de care depinde. Pentru 
valoarea £-- Лі a parametrului, A? fiind o mică variație a lui /, vectorul a 
devine a'—a-LAa, unde Ла înseamnă un vector care adăugat lui 4 să ne 
dea pe a+Aa (fig. 1.22), deci variaţia lui a în intervalul Aż. 

Proiectiile sale pe axele de coordonate, considerate fixe, sînt AZz, 
Aay, Aaz, adică variațiile în intervalul Af pe care le încearcă proiecţiile 
ат, Gy, az ale vectorului а. Printr-un proces de trecere la limită, analog 


NES ; А; А A gets . Aa ^ с 
celui din Analiza scalară, vom zice că limita raportului "Ap; Cînd această 


limită există, este derivata vectorului a în raport cu parametrul t şi o vom 
însemna cu ` 
O h 
< dime At 
At 0 

În cazul cînd parametrul f este chiar timpul, această derivată se poate 
nota si prin а. 

Cum proiecţiile vectorului Ag pe 
cele trei axe sînt respectiv Аах, Ла, 


Ра 2 ARD га 
Аа» rezultă că proiecţiile vectorului ar 


vor fi 


sau, în cazul în care parametrul + este timpul, 


dz, йу, а=, 
adică: proiecţiile vectorului derivat pe cele trei axe sint tocmai derivatele 
Proiechilor vectorului a. 
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Din felul cum am introdus noțiunea de derivată (independentă de 
axe) deducem că mărimile az, ay, а, satisfac relaţiile (1.10) la o transfor- 
mare a axelor de coordonate, dacă mărimile az, dy, а satisfac acele relaţii. 


In expresia hipercomplexă a vectorului variabil, 
A=taz+jay+ kaz, 
vom presupune că versorii 7, J, k sînt constanți, ре cînd proiecţiile az, 45, 27 
variabile. Conform celor de mai înainte, vom avea 


aia ја, лаз, (1.79) 


adică vom deriva după regulile obișnuite din analiza scalară. 


$ 27. Derivata funcțiilor de vectori. Se verifică imediat că derivata 
unei sume este egală cu suma derivatelor 


5a. (1.80) 


De asemenea, din cauza distributivitifii produselor cu vectori, vom avea 


dem ec 
-ar (na) =та--та 

(a5) — аб+ађ (1.81) 
2 (ах 0)—ax b+ax b. 


Prin urmare, regulile de derivare pentru sumá si produs din analiza 
scalară se mențin si în analiza vectorială pentru sumă şi pentru cele trei 
feluri de produse. 


$ 28. Derivata unui vector de 
modul constant. Ne propunem a dedu- 
ce expresia derivatei unui vector de 
modul constant. 


A: 


Să presupunem că vectorul OA =a 

(fig. 1.23) rămîne constant în modul. 
Rezultă că dacă О este fix, locul 
0 geometric (А) al vârfului A al vecto- 
а rului se va găsi pe sfera cu centrul 


Fig. 123 in O si cu raza OA. Asadar, a care 
Ё este dirijat ре tangenta la (4), în 
A, va fi perpendicular pe a, ceea ce se vede și din relația 


' aa=const, 
derivată în raport cu timpul 
аа=0. 


maa; 


^ 


a 


a 
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оаа о poziţie a vectorului vecină cu ОА (fig. 1.23) şi fie ЛӨ 
unghiul (ОА, ОА”) dintre cele două poziţii vecine. Vom avea 
а Да, | Aa | адб, 

dacă unghiul ДӨ este foarte 


ui mic; am notat cu a valoarea absolută | a | a 
vectorului a. Deducem 

> : aA — a d ~ 

а= пи ext t, 

Atao At dż 
însemnînd cu e versorul vectorului 44" 1а limită. 
Vom putea scrie, deci 
а-—=@бє (1.82) 


unde 0 înseamnă derivata їп raport cu timpul a unghiului 0 format de 


vectorul a cu o dreaptă fixă din plan. Deducem că derivata unui vector a, 


ve 
constant in modul, este un vector normal фе a avînd valoarea scalară е 


cu modulul a multiplicat cu 6. 


Însemnînd cu р versorul lui a, vom avea 


TX (1.83) 
Şi. deci, în virtutea relației (1.82), 


LAE (1.84) 


formulá care dá derivata unui versor 51 care de altfel poate fi privită са 
un caz particular al formulei (1.82). 


Aplicaţii. 9. Se consideră în planul хОу vectorul de poziție 
OM —r—(A sin o£-- B cos ot)i-- (4, sin Qi--B, coso?)?, (А, B, Ау, Bye, 
sint constante, iar / este timpul). 


Se cere viteza 7, acceleraţia y si traiectoria mobilului M. 


Viteza 7 a lui M este f 


v—r—o (A cosct—B sin of)i--o(4, cos ot —B, sin o£) ў, 
iar accelerația 7 este 


a=vy= —o? (A sin ot+ B cos ot) 1—02 (A, sin ot-I- B, cos ot) j. 
Rezultă: 


а= —o. 
i i 1 igi iar mărimea 
Deci direcția accelerației trece necontenit prin originea О, iar mă 


i 1 а i OM. . , 
te proporțională си distanța : е ы TAR 
96 Тео А se obține eliminînd timpul între coordonatele x şi : 


i M ; 
punctului дау um Вух— By ) 1, 
[2542 4уВ— АВ, 


adică o elipsă cu centrul în О, 
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10°. Se dau vectorii 


v - : - | 
u= yk, D= yz 2X2 -- Жуй, | 
A ^ sà . 4 TI | 
in care x, у, z sînt funcţii de timp. Să se verifice relațiile | 
"3 du T di хуз), v dus :od(xyz). d(:v) — ad (zyz) | 
au dt 1g; dż dt „Амат d 
În adevăr, | 
du dx dy | dz ђ 
ТЕТТЕ АТМ, 
| oi 
lp, = yz 0 pa йе (уг) 
а 02 = tgp 2X px di me es | 
I8 Se observă că ultima relație cerută se poate obține prin adunarea 
Gg primelor două. і 
e < pi : * ^t B ) 
E $ 29. Formulele lui Frenet. Fie (D) (fig. 1.24) o curbă ale cărei | 
puncte P sînt determinate de lungimea arcului corespunzător s socotit de | 
la o origine Р. Vom numi unghi de contingentă unghiul =#0 format de | 
versorii т si 5,(—7,) în două puncte P, P, vecine (arc PP,—As). Limita C i 
. Е A H v { 
a raportului A, cînd As tinde către zero, | 
& CE mies, i 


As 
As 0 


se numeşte curbura curbei (V) în 
punctul P. O vom presupune 
totdeauna pozitivă, adică vom 
presupune că traiectoria nu este 
rectilinie, ci o curbă avînd un 
număr finit de puncte de infle- 
xiune (pe care le vom excepta) 
Şi că arcele s cresc în sensul 
indicat de т. 

Inversul p al márimii C se 
numeste raza de curburd a curbei 


(D) £n $unctul P i 
1 ERAS f 
Fig. 1.24 Сы tale 


| Planul determinat de versorul х (in P) si de versorul ту paralel prin 
| P la 7, din P, tinde către planul osculator al curbei în Р cînd As tinde 
către zero. Este evident că tot către acest plan tinde și planul ce trece prin т 
$1 P,, sau, în fine, planul ce trece prin trei puncte P, P,, P,, vecine pe 
curbă, cînd punctele tind să se confunde. În cazul cînd curba (Г) este 
planá, planul osculator este chiar planul curbei. 


m. 


Tea 


теј 
de 
de 


a C 


dă alb B 
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Variația vectorului cînd se trece din P în P, este vectorul care 
uneşte capetele vectorilor 3 Și ta adică un vector așezat în planul 
(т, тз), avînd valoarea absolută е, 


La limită, pentru As-.Ü, vom avea 


dr Y E 1 g 
d; =” lim ду=С», (1.85) 
unde am însemnat сї 


| у Versorul normalei 
al curbei și dirijat 


pe т aşezat în planul osculator 
inspre concavitatea ei, 


Axa care trece prin P şi care 


meste normala Principală a curbei în punctul P, Rela- 
ROM Ra ; у 
Па (1.85), care se mai poate scrie și 


are versorul v se nu 


dc 1 = on 
s p (1.86) 
este prima formulă a lui Fyenet. P 


unctul О situat pe normala principală, 
în sensul lui v, la distanf 


à p de P se numește centru de curbură. 
Fie B versorul normal pe planul osculator în P, aşa fel ca triedrul 
(7, v, B) să fie drept. Vom avea 


ёт= 
şi deci, prin derivare în raport cu s, 
=; ав 2% = 
*——-- 0—20 
vas ^ P gs 


Gai : з ат . ; = . 
Să înlocuim aici pe a- Prin valoarea sa din (1.85). Vom obține 
$ 


2B 
tds 


+СВу=0 


sau, tinind seama cá Ву este nul, 


Pe de altá parte, din relafia 88—1, deducem, prin derivare in 
raport cu s, 


852—0. (1.88) 


Vectorul 26 este deci normal versorilor 4 51 В, potrivit relațiilor 
S 


(1.87) şi (1.88); el trebuie, deci, să aibă direcția lui v, adică 
3B Ty (1.89) 


unde T este un scalar. Semnul lui T este astfel luat, incit 7 să fie 
pozitiv pentru о rotație pozitivă a triedrului natural în jurul lui т. 


5 — Mecanica teoretică 
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Pentru curbe plane (d8 —0) el va fi nul. Făcînd al 
particular, vom presupune cá .7 este un număr pozitiv sau negativ (+0) 
care se cheamă 7ovsiunea curbei. Inversul torsiunii, 


se numeşte raza de torsiune a curbei. Formula (1.89) este a doua formulă 
a lui Frenet. 


A treia formulă se deduce din relația 


У = тх р, 
prin derivare în raport cu s, 
ду. ат. B eS ар 
ааа оса? 


Folosind relaţiile (1.85) si (1.89), egalitatea precedentă devine 


dv a 
= —Ca+ TB, (1.90) 


care este a treia formulă a lui Frenet. Scrise laolaltă, ele prezintá o símetrie 
evidentă 


ат = 

AC, C=1/g 

18 == 2 E 

ŒI, Pio (1.91) 
d v = z 


Axele determinate in'punctul P de versorii =, v, B formeazá un triedru 
ortogonal — /riedrul axelor intrinseci ale curbei (Г) numit si reper natural. 


El este un /riedru variabil de la punct la punct pe curba (Г), adică un 
reper mobil. : 


$ 30. Expresiile sealarilor C si T. Din relaţia (1.85) se deduce 


zi dio 
eei 
Însă т РЕ =z) are proiecţiile x', у’, z’ pe axele de coordonate, 
notînd prin accente derivatele în raport cu s. Vom avea, deci, 
C — ("2 фу" 24-2"), 1.92) 


Scalarul Т se poate scoate din relația (1.90) multiplicînd-o scalar 
cu p, Vom obţine, astfel 


— 


т Бау 
D= p 


—— 


stracfie de acest caz 


"y 


dà 
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sau, cu (1.86), 


= 
Az 
o 
a 
o 
1 
о 
— 


Înlocuind pe B prin тҳу, von avea 


"Iu m d?r / dr 
] et, У, si el, y, |. 


ds 
Dar vectorii v si t 


| ) ап aceeași direcţie în virtutea relației (1.86) și 
deci produsul mixt (т, y 


‚ *') va fi nul. Rezultă 
T-o(*, v, т") 
sau, cu (1.86) si cu ту, 
Г руи, y^, y"). (1.93) 
$ 3l. Dilerentiale. Cantitatea simbolică 


ROI — 
Оаа di—a dt (1.94) 


se numeşte diferenţiala vectorului a. Din regulile de derivare date la $ 26 
se deduc imediat regulile de diferenţiere. 


Ca aplicație vom stabili o formulă utilă. Produsul scalar z dj 
se poate scrie 


a db—a vers a d (b vers 0), 
sau incá 


adi=adb vers à vers b--ab vers a d (vers 0) 


Dacă cei doi vectori a și b au aceeași direcție, ultimul termen din 
dreapta va fi nul, asa încît vom obţine 


a db— +a ар. (1.95) 


Vom lua în dreapta semnul + sau — după cum vectorii a si d au sau 
nu același sens. 5 


$ 32. Integrale. Analog integralelor din Analiza cantităților scalare, se 
pot introduce integrale si în calculul vectorial. 

Fie a un vector, funcție dată de parametrul / în intervalul închis (ёо, 2). 
Divizăm intervalul de la /, la 7 în n intervale parțiale (tii, ti), (#=1, 2,..., 
2, Ж, tn=t) şi facem suma 


i=n _ 
Y ai(ti =ң—)у), 


i? 


presupunînd că а; este valoarea medie a vectorului a în intervalul («= dd. 
Această sumă poate tinde către o limită cînd n tinde către infinit, astie 


24] 
d 
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ca fiecare dintre cele » intervale să tindă către Zero, oricare 


ecar | | | ar fi modul 
de diviziune a intervalului (fo; 0). Cînd limita există, 


ea se înseamnă ctt 
ГА 
a di 
Jj 
şi se citeşte integrala din ardt de la lg la t. 
Integrala aceasta este, evident, un vector, Sá-1 notăm cu 4. 
Dacă dăm, acum, limitei superioare / o creștere d/ si socotim cresterea 
lui 4 corespunzătoare acestei creşteri d, obţinem 


dA=a d, 
de unde deducem că integrarea şi diferențierea sînt două operații inverse 
una alteia, Regăsim astfel regula de integrare din analiza scalară, 

Este evident că proiecţiile vectorului A pe cele tr 


61 axe de coordonate 
sint respectiv 


^ [4 Li 
| ах d, | Ay dt, | а: dL, 
Ja 


h EH 


dacă însemnăm cu ау, ау, а: proiecţiile vectorului а pe axe. Deci vom 
putea scrie 


A=i | аъ 4-7 ( ау di-- ( а, d. 
* fo "de * fo 

$ 33. Lucrul mecanic. O altă formă de integrală ce se intilneste adesea 
este dată de noțiunea de lucru mecanic. 

Pentru a introduce noțiunea foarte importantă de lucru mecanic, voin 
considera drumul rectiliniu PP" (fig. 1.25, a) descris de mobil în sensul 
de la P la P', şi-i vom asocia un vector constant F, de exemplu o fortá. 
Vom numi lucru mecanic al vectorului F pe drumul РР” produsul scalar 
dintre vectorii F si PP', 

Lpp'—F.PP'. 


În cazul general cînd mobilul descrie un arc de curbă AB (fig. 1.25, b) 


căreia îi este asociat în fiecare punct al ei un vector (constant sau variabil) F, 
vom înscrie în arcul AB de curbă o linie poligonală 44145 ... AnB şi vom 
face suma produselor scalare 


FiAiÀ (5, (AA, A5 B), 


însemnînd cu F; valoarea forței în punctul As. Fácind acum pe n să tindă 
către infinit şi în acelaşi timp fiecare latură A ;A t+ı către zero, suma poate tinde 
către o limită. Această limită, cînd există, se numeşte lucrul mecanic al 
vectorului F pe drumul AB si se înseamnă 


Laus | F dr. (1.96) 
(AB) 


_, 


| 
| 
| 
| 
| 

| 

| 
| 
| 
{ 


te 


m 


м“ 


E 
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Expresia din dreapta este o inta LA dX 2229. ELO 
1 pta este о integrală curbilinie de-a lungul liniei AB, 


еше de integrare F dp se numește Ж суи mecanic elementar al vectorului F 


si se notează 
ТТА ТЯ (1.97) 

), m 4 РИ * T + { 11 { 
Dacă Fe, Еу Е, sint proiecţiile vectorului 4^, iar dx 
vectorului dr pe cele trei axe de coordonate 
mai poate scrie 


dy, dz ale 
lucrul mecanic elementar se 


dL—F dr—F,d-LF, dy-LF, dz. (1.98) 
7 7 у 
P 
3) ^i —— a à9— -— 
IN VEN 
N 9х 
4; / st P Y 
A b) соч ma 
Fig. 1.25 Fig. 1.96 


El este о mărime Scalará, asadar un invariant al grupului de transformári 
ale axelor de coordonate. 


Tinind seama de relația 


dr—v dé, 
unde v este viteza mobilului р? traiectorie, expresia lucrului mecanic devine 
dL—F-v dt. (1.99) 


În cazul cînd vectorul F este suma mai multor vectori Jap F,, Eas 
putem enunță următoarea proprietate: 

Lucrul mecanic al sumei а п vectori este egal cu suma lucrurilor mecanice 
ale componentelor pe drumul considerat. Justificarea ei apare evidentă dacă 
ținem seama de proprietatea de distributivitate a produsului scalar. 

De cele mai multe ori vectorii F; sînt forțe. Vom da mai departe ($ 36) 
exemple de lucru mecanic de forte. : $ 

Aplicaţie. 11°. Să se calculeze lucrul mecanic al forței plane 


F— (24 99)7-2xy] 


(axele de coordonate fiind ortogonale), cînd punctul său de aplicaţie se 
deplasează; i 

a) pe аха Ox de la A(x=+1) pînă la В(х== —1); 

b) pe semicercul x?-y?—]1 între aceleasi puncte; MINUS 
с) pe parabola x?—] —2y între aceleaşi puncte şi să se explice rezultatul, 
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Se utilizează formula (1.96), 
În cazul dreptei AB: 


| 


E 1 г J 
| Li h= | Е dp = | 4* dye =>; 
“н “ы е | 

În cazul semicercului: 


К==(х%--у%)ї--9хуу, dr-dxi4 ду}, X2+y2=1, xdx-Fydy-0, 


t ri -1 =i » 
f LaB= | (x*-- y3)dx--2xy dy =f dx4 | — 2x? dy= —-— 
dM J4 “+ +! i 
| N În cazul parabolei: 
= F> (x24 y3)7-I-2xyj, dr=dx i Fdyj, 
x*—] —2у, de unde yet xda— — dy, 


га | чао wf | с | dx 2 (а з 3 


Rezultatul se explică prin faptul că expresia (1.98) | 
dL-—F, dx--Fy dy-FF, dz— (x?-J- y2)dx--2xy dy 


este diferenţiala exactă a funcției 


U(x, s=% xy? 
şi deci 
L4g—U(—1,0) —U(-1,0)— —3. 


$ 34. Cimp de vectori. Dacă un vector poate fi determinat pentru 
orice punct din spațiu ca funcție de poziția punctului, totalitatea valorilor 
pe care le ia vectorul in tot spațiul constituie cîmpul vectorului. De pildă, 
vectorul de poziție 7, care uneşte originea O cu un punct A din spațiu, are Р 
un cîmp uşor de determinat. Cele trei proiecții ale lui y pe axele de coordo- 
nate sînt coordonatele x, y, z ale punctului A. 
Forțele din Mecanică ne dau prilejul definiției unor atare cimpuri 
de vectori, adică a câmpurilor de forie. De exemplu greutatea corpurilor care, 
după cum se ştie, este dirijată pe verticală în jos, va avea într-un spațiu 
pii finit, redus, cîmpul — pentru un corp de greutate G — format de un vector G 
| constant în mărime, direcție şi sens pentru tot spațiul. El este un cîmp 
| constant sau un cîmp uniform. 
| TA Alt exemplu ni-l oferă atracția proporțională cu distanța pe care ar 2 
PE exercita-o originea О a axelor de coordonate asupra unui punct material 


орк 
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& vector de poziție у(х 4 si aan. no. să e . 
Rer în Mese RUE o forță elastică, intrebuintínd un nume 
consacre ed SNDU] de vectori сосок TE А 

` 1 ‚ e : espunzátori v; reprezentat 
prin funcția vectorială l ri va fi reprezentat 


unde А este o constantă scalará 


: pozitivă. Proiee iile cîmpului pe cele trei 
axe de coordonate sint } ] pe cele trei 


respectiv 
— kx, —hy, —hz. 


Dacă în originea О а 


| axelor de coordonate ar fi pl 
masă M acesta ar exercit 


n asat un punct de 
а о atracție newtoniand F asupra punctului material P 


de masă m, situat la distanța > de O (0P=r), forţa F avînd expresia 


r ` Мт — = " ZETA 
F= -f > p р = vers r—vers OP, 
unde am insemnat cu f o constantă pozitivă. Cîmpul acestui vector F are 
proiecţiile 
„Ми Ж f Mm y Mm 2 
-J JE a —f ifr 


y? Y yt Y 


In electrodinamicd , vectorul cimp electric E si vectorul cîmp magnetic H 
dau nastere in mod analog cimpului electromagnetic сате joacá un rol fun- 
damental în /eoria electricității. 

Linii de vectori. Linii de forță. Curbele care au tangentele dirijate după 
vectorii cîmpului formează o congruentă ; ele poartă numele de linii de vectori. 

Determinarea lor.analiticá se obține prin rezolvarea unui sistem de 
ecuaţii diferențiale de ordinul întîi. Dacă шу, Vy, V; reprezintă proiecţiile 
vectorului v pe axe, atunci liniile corespunzătoare cîmpului v vor fi date 
de ecuațiile 


respectiv pe axele de coordonate Ox, Oy, Oz 


(1.1C0) 


unde vz, vy, Vz trebuie date ca functii de x, y, z. 
În cazul cînd vectorul v este o forță F, liniile respective se numesc 
linii de fortă. е 
Exemple. Forţa greutății raportată la un sistem de axe avînd pe Oz 
dirijat vertical în sus, G (0, 0, —G), ne va da liniile de forță satisfácind sis- 
temul de ecuații diferențiale 


adică congruenfa de drepte 
201) En; 


ji itrar ^i liniile de forță vor fi formate de con- 
су, Ca fiind constante arbitrare, Deci liniile de forță vor fi fc 
gruenfa dreptelor verticale, 
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E 
Liniile corespunzătoare forței elastice vor satisface sistemul | 
dx EX dz | 
—hx Ry EN ps 
adică vor fi date de ecuaţiile | 
у= 221057, 
Су, Ca fiind constante arbitrare. 
„Deci liniile de forță, în acest caz, vor fi formate de congrüenfa de raze | 
pornind din origine. 


Forța gravitației universale, avînd punctul atractiv în origine, con- 
duce la aceleași linii de forță ca și în cazul forței elastice, 

Liniile de forță joacă un rol important în Fizică și în Electricitate. 

Aplicaţii. 12°. Se dá în planul хОу cîmpul de forte 


F= (ax. ji ay | 17. 


Să se găsească linia de forță care trece prin punctul M(x,, уу). 
Ecuația diferențială a liniei de forță este 


dx s dy 
e p 
y y X X t 
de unde se obține linia de forță căutată { 
i bees 1 | 
a ро | 
Expresia axy--b cu care s-a simplificat ecuația diferențială, egalată. cu | 
zero, reprezintă locul geometric al punctelor în care forța este nulă. | 
13°. Se consideră cîmpul de forțe 
— Ay - 1 - 
К=——-=—1-+—- у. 
en T pisi, 
Să se determine à astfel, încît liniile de forță să fie: 
a) cercuri, ы 
b) elipse, f 
c) hiperbole. 
Liniile de forță sînt date de 
dr - dy 
ЕТ 
VS is 1A 
de unde s 
x?-E2y?—c?. 
Pentru à=1, liniile de forță sînt cercuri, pentru A20 sînt elipse, pentru і 


^ 


4-0 sint hiperbole, 
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$ 35. Gradient, Nabla, lun 
un cîmp de vectori în mod foarte 
lie U(x, У, 2) o funcţie scalară, uniformă si derivabilă de coordona- 
tele X, d intr-un anumit domeniu D (о porțiune a spațiului) Derivatele 
parțiale ale lui U în raport си y, y, z sînt în fiecare punct trei mărimi care 
ansformare în cazul unei schimbări de axe, 


сто de forţă, Potential. Se poate obține 


> =, — Sec “tă с; "Olectiilo i í 

0° a ga Se comportă ca proiecţiile unui vector la o schimbare de 
axe de coordonate, Această proprietate se verifică imediat dacă ținem seamă 
de formulele (1.8) de trecere de 1а coordonatele x 


*, y, 4 la coordonatele z', 
[4 


v. Rezultă E atei С QU. QU. 30 " ; 
У, 2. Rezultă de aici că derivatele Эт! 077 КЛ pot fi considerate ca de- 
NUS ч g^ 
tinind un vector cu aceste proiecţii pe axele de coordonate, Acest vector se 


numeste gradient al funcfiei U. Scriem 


F=grad U (1 101) 
sau 
к=\у 0, (1.102) 
unde am pus 
FATA A 
Vy | 757 koz (1.103) 


Semnul V se citeşte „nabla”, El este un operator vectorial care transformă 
un scalar într-un vector; se mai numește 91 operatorul lui Hamilton. 


Gradientul joacă un rol important, mai ales în reprezentarea anumitor 


forte, F—grad U. În acel caz U se numește funcție de forță. 
Funcția —U pe care o vom însemna cu V, 


— UV. (1.104) 


se numeşte energie potențială sau simplu potențial (această din urmă numire, 
întrebuințată des în electricitate, fiind rezervată mai ales cazului ín 
care masa punctului material este egală cu unitatea). Vom avea, deci, 


= —grad V. (1.105) 


Nu orice fortá se poate pune sub formá de gradient. Fortele care admit 
o astfel de reprezentare se numesc forțe conservative, iar celelalte se numesc 
forțe neconservative. Se obișnuiește a se spune că forțele conservative admit 
о funcție de forță sau că ele derivă dintr-un potențial. à; ke 

Este ușor de verificat cá suma a două forțe conservative este tot o forţă 
conservativá, Dacă U, si U, sînt funcțiile de forță ale celor două compone п 
atunci U,--U, este funcția de forţă a rezultantei, Aceasta revine [а a sp 
că operatorul Y este distributiv 


V(U+U)= VU, VU. 
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Să considerăm de pildă greutatea G raportată la un sistem de axo 


avind pe Os dirijat vertical în sus, Proiecpiile lorfei G, pe cele trei axe 
coordonate, vor ЇЧ 


U, 0, G, 


Wvident că putem luu pe —6: drept funcpie de forţă corespunzătoare, încât 
von ауса 


Gea (Go) — V Ga G7. 


Alt exemplu ni-l oferă forpa elastică 


Ji hr, 
Proiccţiile ei tind 
Ra, —hy, —hz, 
funcția de torță va fi, evident, 
Маул дез 
V -— 2 Li 
iucit vom ave: 
= hr 
pL—y. 
У 


Pentru fora de atracție newtoniană considerată la $ 34 vom avea 
funcția de forță corespunzătoare 


Мт 


U-j 7^, deci F = grad | У 


Funcţia U se poate determina (cînd este posibil) cu aproximafia unei 
constante aditive care, se înțelege, nu influențează valoarea componentelor 
с ; X х ^ : An. 
forței. Bunăoară, în exemplele date, putem lua —Gz--C, respectiv — —--C, 


drept funcții de forță, C fiind o constantă arbitrară. 
Insă trebuie să menționăm încă o dată că numai în mod excepțional 


poate fi reprezentată o forță F prin gradientul unei funcții scalare de x, у 2- 
Cu alte cuvinte, pentru ca о forţă să fie conservativă, proiecţiile ei pe axe 
trebuie să îndeplinească anumite condiţii care, după cum se ştie din 
Analiză, sînt 

9F, ӨР, oF; 


v, (1.106) 


d ду, дх 


Ele sînt suficiente pentru a putea determina ре U. Funcţia U se va 
obține integrind ecuația diferențială 


dU —Fsdx--Fydy--P a de, 


de 


+ 


ry 
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» )lica LAN 4? M \ то i і ii f H 
A 1 pii 14°, Să se determine gradienfii funcţiilor: 


nei Ua 


9 үз ", ? 
Ug In (хуз). 
Se aplică funcțiilor operatorul Y si se obţine 
VU,-(2x—a)i 4 (2y —b)j -+ (22 —с), 
pa fpe A АЗАК КАЛД ҮЕ 
VI а= [5 к) [п | |) Ит. Е | j) E, | 
Uses py ly 
Э yg 
15°. Să se calculeze potențialul cîmpului de vectori 
VI +. (2y 1n x)7-- (22 1n х). 


Notind cu V potenfialul, avem 


QV. hts NA о, el) Vl x 
ox UIS xum A In x, а 22 In x. 
5 Rezultă 
AA s: V= —(y*-Fz2)1n x. 
. . 8 36. Supraiete eehipotentiale. Să considerăm două puncte în spațiu P 
şi P' vecine, avînd coordonatele x, у, 2, respectiv x+dx, у-у, z+d:. 
Valorile pe care le ia U în aceste două puncte sînt U(x, y, 2), respectiv 
: U(x--dx, уау, z--dz). Între ele există relația dată de o cunoscută dez- 
unei voltare în serie pe care o vom limita la termenii de ordinul întîi 
elor 7 U QU 
C U(x-F-dx, y--dy, z--dz) —U(x,y, J+% dx m dy HA х5 
IGA ] : E 
4 adică 
U QU QU 
dU —9U qy 97 ay L8 dz, 
nal ДОО АУДЫ Шу 
/, 2 notind cu dU variația funcției U corespunzătoare deplasării din P iu P'. 
^W Sá insemnám vectorul PP' cu dr. Vom putea scrie 
in Qu 
dU=grad U dr—F dr—F?dr, 
06) dacă notăm cu F forța egală cu grad U, F, fiind proiecția vectorului F ре 
| direcţia și sensul vectorului PP”, iar dr, lungimea PP’, Relaţia precedentă 
ne dă = 
va Wr (1.107) 
f Ee pnt 


dr 
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cpm dU í Mes А 
Mărimea d, 5° numeşte derivata funcției U în sensul dr (— PP") 


încît relația precedentă se poate exprima în felu] următor: derivata lui U 
în sensul dr este egală cu proiecția forței pe divecție, 
funcţiei de forță este o generalizare а relaj 
grad U, 


Această proprietate a 
iilor de definiție a vectorului 


We зн 

БТ T) ду E y» ài 2 

Ea ne confirmá caracterul vectorial al mărimii YU. 
Să considerăm acum suprafața 


U(x, y, z) —c, (1.108) 


unde c este o constanti. Această suprafață are proprietatea evidentă 
că funcția de forță U ia aceeaşi valoare în toate punctele ei. O astfel de 
suprafață se numeşte suprafață echipotențială sau suprafață de nivel. Numele 
de „echipotențială” ce i se dă este în legătură cu proprietatea ei de a repre- 
zenta locul punctelor de același potențial. 


Două astfel de suprafețe care corespund la două constante diferite C, 
$i C, nu pot avea nici un unct comun. Într-adevăr, dacă ar exista un 
> 2 
punct Milxo Уо, 20) coniun celor două suprafeţe, ar urma să avem 


U (xo, Yo 25) — C1, 
U(xo, yo, 2)=С,, 
de unde ar rezulta 
©л==@, 


ceea ce contrazice ipoteza Су-#С„ (funcţia U fiind presupusă uniformă), 
În cazul greutății G, suprafefele echipotenfiale sînt planele orizontale, 
iar în cazul forței elastice, sau al fortei de atracție gravitaționale, suprafețele 
echipotentiale sînt sferele concentrice, cu centrul în punctul atractiv O. 
Să presupunem acum că deplasarea din Р în Р’, considerată mai 
înainte, se face chiar pe o suprafață echipotentialá.- Atunci variația dU a 
funcției este, evident, nulă, încît relația (1.107) devine 


o: 


Cu alte cuvinte, proiecția forței F pe orice direcție situată pe o suprafată echi- 
potențială este nulă.. Aceasta înseamnă cá forța F este normală la suprafața 
echipotenfialá. Așadar: ; 

Forța t care derivă. din funcha de forță U jeste normală la suprafata 
echtpotentialá ) 

 =—@ 

Congruenfa liniilor de forță este normală familiei de фев ве. 
potențiale; liniile de forță sînt, deci, traiectoriile ortogonale ale familiei de 
suprafețe date de (1.108), 


~y 


мр 


\ 
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Forța este dirijată în sensul 


à ' in care U crește si, după cum se vede 
din relația (1.107), este aplicată în « 


lirecția normalei (dr=dn) 
dU 


da F. 

Dacă PF este pozitiv, trebuie 
sensul de creștere al funcției U. 

А plica i e. 


ca $1 dU să fie pozitiv, adică F indică 


16°. Se consideră cîmpul plan de vectori 
0— (43— Ray) (у3_ kx*y)j, 
unde k este o constantă. Să se determine 4 astfel, încît curbele de nivel 
să fie: 
a) cercuri cu centrul în origine, 
b) hiperbole echilatere. 


In acest caz, 


QU, Qu, 
——— V kyy 
ду ox 


Deci 


2 


viria 24,2 
dU—=vzdx+vy ауа" Ree] 


xit yt k xy? 
U——UX 5— + const. 


Curbele de nivel: 


Ау а?у? 
==—————— — const. 
ett 2 


Pentru k=—1 se obțin cercurile cerute 
х? y?-— const. 

Pentru k=+1 se obțin hiperbolele cerute 
x?— y?— const. 


$ 37. Notatii vectoriale. Operatorul nabla are caracterul unui vector, 
astfel încît se pot face operaţii cu V asa cum se fac de obicei S un v сон 
În special, putem face produsul scalar sau vectorial al vectorului ү cu 


alt vector а. Pentru produsul scalar vom obţine 


1 Fu a » divergentă 
un scalar care este cunoscut în analiza vectorială sub numele de divergen! 


şi se înseamnă obișnuit div a. 


l 
е 


ч 
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Citeodatá se întrebuințează si produsul scalar 
0) 0 ð 
aV =a, ау a 
V un | y Qy BL 04° 
саге reprezintă un operator diferențial scalar. 
Produsul vectorial dintre ү si a, 


yxa 5% x] | js. e] | ДЕ 32]. 
9 9) “los 9ow)' ca дуў 


reprezintă un vector cunoscut sub numele de volor de a; notația obișnuită: 


rot a, 
Simbolul ax V reprezintă un operator diferențial vectorial 


Е 0) ( C C 
axy С а; 2) | 148. а... | ia, 3- — tty 2. 


In fine, produsul scalar V V — V* este egal cu operatorul 


care se mai înseamnă si cu A si se numeşte operatorul lui Laplace sau 
Laplaceian. 

Operatorul A este echivalent cu aplicarea unei divergențe la un gra- 
dient 

AU=div (grad U). 

Aceste mărimi au o aplicaţie curentă mai ales în Electricitate si 
in Hidrodinamicá. 

Iată cîteva formule utile care se pot verifica ușor: 

1°. div (rot a)=0 sau ү (ү ха)=0 

2°, rot (grad U)—0 sau Vx(VU)= 

3^. grad | (div a)—rot (rot а) + Va— V (Va) 

4^. grad ИЕМ grad V--V grad О sau V(UV)=U(yU)+V(yU) 

9^, grad [/(U)]=/'(U) grad U 


6. V (a0) — (а\/)5-+- (б\/)а-Еа x (V x Box (V x a) 
7. у (ах 5) =0(у xa) —a(y x?) 

8°. a(V V х0) = (ax V)b 3 А 

9°. уе ү T Vbja— (aV -- 7a) 


b)= 
=b% vias eoru Rta div b— [2:2 -+ усы. 35 bra; 3^] Баъ a 
10°, v(U 4)= (98; +4(У U) 
11°. V х (Ua) -U (V xa)—a x (WU) A 
12°, V x (V ха) = V (Na)— NV *a—rot (rot a) 
3°. (aV)a 5 V/a!—ax (V xa) 


EM POLIROM 
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m - - E ELE EE E E UST T ad 
Aplica pi 175, 96 dag cîmpurile de vectori: 


1) 


17 (ax 4- b)i- (cy-I-d)7 — (а 4 C)zk, 


x 
Va = 


y r 

"ve a1- 111—937] -F————— # 
(x? |324 22) hı (д? | y* 4-22) h (22 } y*-4 Zh - 
Să se calculeze: 


Vu, Vw, Ухо, V Xv, 
(divergenfa $i rotorul), 


Prin aplicarea operatorului diferenfial sí vectorial, se obţine 


v U 
Su d ur AE 
Q7 ЭЛАЗ: аг М0) 


977 dy ( 97,5 212 0 Wy 97, ( 
dy àz д dz AY ду" 
V xv,—0 
Analog, Vv,—0, V X v$—0. 
18°. Să se calculeze Laplaceienii funcțiilor 
1 1 1 = 1 
> уу, Оо (х2 у2 22), -U з=-=———. 


Se obţine 


QU, 1 9?U, 2 
PT uU. o a Cie. 
ЕЛЕЕ 
AU.=2| Ї ys cimus |. 
Analog, 
2 
DNU para! A U,—0. 


19°. Să se calculeze Laplaceianul AY al vectorului 


т;_ “ут, у zx- 
аал 
- z x y 

51 să se verifice relația 


AV-grad (div V) —rot (rot V). 
Avem Mt AR EE E Dm 
AV — ДУ + AVyj- A Vii, 
adicá у 


e. 


у 


AV = а) (ur) (1 
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Pe de altá parte 


rot (rot =? 


Relația pentru verificare se mai poate scrie 


AV V(VV)—wv x(V х). 


H. NOȚIUNI DE TEORIA GEOMETRICĂ A ȘURUBURILOR 


$ 38. Noţiunea de surub. În capitolul precedent s-a tratat problema sistemelor de vec- 
tori alunecători si s-a arătat cá pentru ca două asemenea sisteme să fie echivalente este nece- 
sar şi suficient ca ele să aibă într-un anumit punct О același torsor, adică același vector 
rezultant si acelaşi moment rezultant. S-a arătat că, dacă reducerea se face în raport cu un 
punct de pe axa centrală a sistemului, atunci cei doi vectori, R şi M,, sînt coliniari. 

Putem, pe baza acestor considerațiuni să grupám sistemele de vectori în clase de echi- 
valență, adică să punem împreună toate sistemele care au același torsor în punctul O (sau 
aceeaşi axă centrală şi aceleaşi elemente R şi M,). Din punct de vedere al efectului pe care 
un sistem de forte îl are asupra unui rigid, așa cum se va arăta în dinamică, nu este esențială 
structura sistemului de forțe (numărul de forțe, modulul, suporturile si sensurile lor) ci tor- 
sorul sáu. Astfel noțiunea de torsor devine extrem de importantă in mecanică. 

În anumite probleme speciale de mecanică teoretică şi aplicată, cum ar fi aceea а for- 
mulării generale a condiţiilor de echilibru ale unui rigid, aceea a condițiilor pe care trebuie 
să le îndeplinească suporturile a n forțe în echilibru, a condițiilor pe care trebuie să le îndepli- 
neascá suporturile reactiunilor unor reazeme simple pentru a imobiliza strict un rigid, problema 
mobilității unui lant cinematic etc. este necesară însă o noțiune mai generalá decît aceea de 
torsor şi anume aceea de șurub (din punct de vedere geometric). 

Pentru a ajunge la noțiunea de şurub, vom considera o mulțime formată din torsori, 
de exemplu sub forma lor minimă. Un torsor din această mulțime poate fi caracterizat, asa 
cum s-a arătat mai sus, prin axa sa centrală A, prin vectorul rezultant R şi prin momentul 
rezultant minim M,. Ín locul a doi vectori, dat fiind faptul cá ei sint coliniari, putem utiliza 


numai pe unul dintre ei, de exemplu vectorul rezultant R și raportul dintre valorile vecto- 


rilor M, si R, raport ce poartă numele de parametrul şurubului și pe care-l vom nota cu s. 


Ca urmare un.torsor poate fi reprezentat prin ansamblul (A, Р, s). 

Să grupăm acum în aceeași clasă toti torsorii care au aceeași axă centrală (A) şi 
același pas s, vectorii R putînd diferi de la un torsor la altul. Se ajunge astfel la noțiunea 
de surub (din punct de vedere geometric). Pentru a sesiza și mai bine această noțiune să 
considerăm că vectorul R ar reprezenta o viteză unghiulară, iar vectorul М, o viteză de 
translație, Acești doi vectori, împreună pot caracteriza mișcarea unui şurub obişnuit, care 
înaintează şi se rotește în jurul aceleiaşi axe (A). 

Un anumit gurub se poate roti cu diferite viteze unghiulare. Mărimea vitezei unghiu- 
lare nu constituie deci o caracteristică a şurubului, Caracteristic este faptul că la fiecare 


—— 
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viteză unghiulară imprimată şurubului, acesta înaintează cu o viteză bine determinată pro- 
portionalá cu viteza unghiulară, factorul de proporționalitate fiind parametrul s. 

Definiția geometrică a şurubului apare atunci în mod natural ca fiind elementul carac- 
lerizat prin ansamblul (A, s) format de o dreaptà A — axa centrală a şurubului — si un scalar s — 
parametrul surübului, $ 

Dacă s> 0 şurubul se zice »drept“, dacă s< 0 şurubul se zice stîng“, iar dacă s=0 
atunci şurubul degenerează într-o dreaptă. Așadar, dreptele pot fi privite din punctul de 
vedere al teoriei suruburilor ca elemente geometrice particulare. Multe din proprietățile mul- 
timilor de şuruburi pot fi particularizate pentru mulțimile de drepte, 

Din definiția dată mai sus şurubului rezultă că toți torsorii care 


cS Bl au aceeaşi axă cen- 
trală si vectorii M, și R în acel 


ași raport s, definesc un același șurub. Altfel spus vectorii AR 


şi AM, unde Л este un parametru variabil, diferit de zero, împreună cu axa A definesc același 


şurub. Dacă în loc să folosim torsorul minim folosim torsorul într-un punct О, atunci 


vom putea spune că şurubul este elementul geometric comun mulțimii de torsori AR, мМ.) 
unde 50 este un parametru variabil. Așadar un surub poate fi caracter zat prin două coor- 
donate vectoriale omogene, spre deosebire de torsor, care este caracterizat prin două coordonate 
vectoriale R si M, bine definite. Acestor coordonate vectoriale omogene le vor corespunde 
şase coordonate scalare omogene. 

Noţiunea geometrică de șurub poate îi definită riguros cu ajutorul calculului analitic 
după cum se va.vedea. 


Fie и, v, w proiecţiile pe axele unui triedru cartezian ale vectorului rezultant al unui 
sistem de vectori alunecátori si 7, m, n proiecţiile pe aceleaşi axe ale momentului rezul- 
tant. S-a arătat la $ 22—23 că vectorul rezultant, vectorul moment rezultant minim (cal- 
culat în raport cu un punct de pe axa centrală) și ecuaţiile axei centrale pot fi scrise cu 
notatiile de mai sus sub forma 


R= +V\u? ow? ; (1.109) 
M,= E mU EAM (1.110) 
Vu3 v2 Fu? 


1—1wy--vz MUZA NVU. 
u 0 w 


(1.111) 


Putem deci caracteriza un sistem de vectori alunecátori fie analitic, prin cele şase 
componente scalare и, v, w, l, m, n ale torsorului în O, fie geometric, prin scalarii vecto- 
rilor R 51 Mr şi prin axa sa centrală. LE 5 q 

Componentele u, v, w, l, m, п poartă numele de coordonatele plükeriene ale siste- 
mului de vectori. S he $ 3 

Să presupunem acum că aceste coordonate pliikeriene sînt omogene. Ele vor determina 
o familie de sisteme de vectori alunecători căci, notînd aceste coordonate cu Ли, Av, A, A, 
Am, în, unde Х-=0 este un parametru, observăm cá pentru fiecare valoare a parametrului A 
corespunde un sistem de vectori alunecători (mai exact o clasă, de sisteme echivalente). Să 
cercetăm elementul comun al acestor sisteme. Observăm că dacă în formulele (1.109), (1.110) 
şi (1.111) înlocuim и, v, ш, l, m, n cu Au, Xv, Aw, №, Xm, àn atunci ecuațiile axei centrale 
(1.111) rămîn neschimbate; în schimb Р si M, devin AR, și AM,. Raportul lor 


M, _1и--тш 


Мт lud mud nw (1.112) 
R' «rv? 


s= 


rămîne neschimbat. Șurubul va fi deci elementul comun familiei de sisteme de хосор undă 
AÁtori, alcătuit din axa centrală A, căreia i se ataşează o mărime scalară s detinită de ( A 2) 
Pr z ith metrul surubului, Cu alte cuvinte, un surub este caracterizat analitic prin 
A Seira Mie Mu, м, Aw, Al, Am, № şi geometric prin axa centrală A si para- 
А poate fi privită din punct de vedere al teoriei guruburilor са wur) de 
parametru 5=0, /Jinind seamă de expresia (1.112) a parametrului s rezultă că între 


natele pliikeriene ale unei drepte subsistă relația lu mu-trnw=0, 
A 
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$ 39. Suruburi reciproce., La 8 15 s-a arătat că produsul reciproc a doi vectori Г; si 
Е, poate fi scris sub forma [v. formula (1.55)] 


o Fa) Fi M, HE, M. (1.113) 


(F,, Ay 
Notind eu wj, vj, to, lj, mj, nj ŞI cu wj, vi, wj, ml, nj proiecţiile peaxe ale celor doi 
vectori si ale momentelor lor în raport cu originea, relația (1.113) devine 


(Pi Ada E, = wi ly v ms -+ wing -+ из эю; A ng; + (1.114) 


Dacă vom considera acum în locul a doi vectori F; si F, două sisteme de vectori și 
Ug, Wa, Ь, Ma, Ng coordonatele plükeriene ale suru- 


vom nota cu tu, tp 101, l Mi Ny ŞI us 
burilor corespunzătoare, atunci expresia 
(1.115) 


P= uila + Via wng + Ius HM V HNW 


poartă numele de produs reciproc al celor două şuruburi. Două şuruburi se zic reciproce, dacă 
produsul lor reciproc este nul, adică 

Uila Vama wing + lius +m туш = 0. (1.116) 

Observații. 1. S-a arătat la § 15 că în cazul cînd unul dintre vectorii F, şi F, 

este versorul unei axe, produsul lor reciproc (1.114) este egal cu momentul celuilalt vector 

în raport cu axa respectivă. Se poate demonstra fără dificultate că această proprietate poate 

fi extinsă în cazul de față, în sensul că, dacă unul din cele două sisteme de vectori se reduce 

la versorul unei axe, atunci produsul reciproc (1.115) este egal cu momentul rezultant al 


celuilalt sistem în raport cu axa respectivă. 
2. Se poate da o interpretare produsului reciproc a două şuruburi şi în cazul general. 


Astfel, dacă unul dintre şuruburi corespunde unui sistem de forțe, iar celălalt unui sistem de 
deplasări rigide elementare, se poate arăta că produsul reciproc al celor două şuruburi este 
egal cu lucrul mecanic elementar produs de forțele sistemului, cînd punctele de aplicație 
parcurg deplasările rigide. 

§ 40. Multimi liniare de şuruburi. Un număr РӨ de relații omogene independente 


Fi(w, v, w, l, m, n) =0 | 


F(u, v, w, l, m, = 0 
a оа) (1.117) 


Ер(и, v, ш, l, т, п) = 0 | 
definesc o multime de suruburi. 


În mecanica teoretică prezintă un deosebit interes mulțimile definite prin relații liniare 


$i omogene de forma 


Lat Му Мо Ujl4-Vyn-4 W,n—0 | 


Lou Mav+ М0 U5l4- Vom Wyn =0 (1.118) 


Гри Mpy+ ро Upl+ Vgm-- Wpn=0 | 
Aceste relatii permit ca un numár p de coordonate omogene să fie exprimate in funcție 


de celelalte 6 —5—7 sau ca toate coordonatele omogene să fie exprimate în funcție de > para- 
metri variabili 24, 25, ..., ^, sub forma 


U= Atty F Agtta tt tty 

V= MUH Aga Ape 

w= Хи A: Agtta- А, (1.119) 
l= Mlit dalat ot Alp 

m= Nm, Agg- Any 

N= NDS dd Хн. 


— —1— | 
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Vom numi у rangul unei mulțimi lini 
adesea o mulțime formată dintr-un număr fi 
rangul 7. Pentru aceasta vom forma cu 
2, 8, ..., л) ale acestor şuruburi ma 


are de şuruburi, 
nit de şuruburi, 
coordonatele 


In aplicaţiile practice intervine 
căreia trebuie să i se determine 
: omogene 44, vt, Wi 1j, mi, nq (i=1, 
itricea 


| (1.120) 


Un Un Wn În Mn ng | 


Este uşor de verificat că rangul 7 căutat este egal cu rangul matricei (1.120). Pentru 
aceasta se fine seama de relaţiile (1.119) si se observă apoi că oricare ar fi numărul nr 
al suruburilor mulțimii, rangul maxim al determinantilor diferifi de zero, ce se pot forma | 
cu elementele matricei, este у, 

$ 41. Interpretări geometrice. Configurația axelor centrale 
liniare este în strinsá legătură cu rangul acestei mulțimi. Per 
vom pune în evidență coordonatele omogene ale axei centr 
asemenea mulțimi. 

Într-adevăr, axa centrală, fiind o dreaptă, poate fi considerată ca un șurub de para- 
metru s=0. Fie и, v, w, 1, m, n coordonatele omogene ale unui șurub și w',v', ш", Г, m', п) 
coordonatele omogene ale axei sale centrale. Avem relațiile: 


ale șuruburilor unei mulțimi 
atru a demonstra această teoremă 
ale a unui șurub aparținind unei 


Au-cw, Avv, Xw-w (1.121) 
Al tsu’, Amem'--sv, 2n-n'-rsw'. 


| Într-adevăr, axa centrală, ca surub, poate fi privită ca avînd o amplitudine (rezultantă) 
paralelă cu aceea a şurubului considerat și un moment minim nul. De aceea primele trei 


| coordonate omogenă referitoare là amplitudine sint proportionale. Ultimele trei coordonate 


omogene, referitoare la momentul minim, diferá prin sw, 50, sw care reprezintă proiectiile pe 
axe ale momentului minim. 


Să considerăm acum o mulţime liniară de suruburi definită prin relaţiile (1.118). Să 
înlocuim 4, v, w, l, m, n prin expresiile (1.121). După simplificare cw A, obținem 
Lyw HMw HN w HUV -EVym! 4 Want s(Uqu'4F-Vqv!4- Pau) =o 
Lyu' HM Now +U Уут Won’ +s(U w +V v F Ww) =0 


(1.122) 
Lyu'-- Mpv +Npw'+Upl+Vpm'+Wpn'+s(Upu'+Vpu'+Wpw’)=0. 
| Eliminînd parametrul s între ecuațiile (1.122), obținem 
Q,Y,—0,P,—0, 0 V,—0,1,—0, ..., D Fp— OpY (1.123) 
unde am notat prin Ф; si У; formele liniare 
| Q;— L;u'-- Mq'-ENqw'- Uil Vim + Win’ (1.124) 


{ F= Uu’ 4 Viv'--Wiw'. 
ii ă ă intă forme pătratice in u’, v’, w’, 
05 iile (1.123) constatăm că ele тергеліп ot, 
PS Pațizing: CREE 2 punct în spațiu 4, de coordonate date хе, y, HH ча 
, At ^. t Zi de coordonate х, y, z pe о dreaptă trecînd prin Ao si aparținînd ET го 
Че di pte d finită de una din formele pătratice (1.123) se verifică ușor că ea guine X 
А Ae КОЛАГА doilea Într-adevăr, coordonatele omogene se pot exprima in funcție de соо: 
ec 1 ; 
donatele carteziene prin formulele !: 
Mum y, М'=у—Уш М№0' 2—20 | (1.128) 
AL =Y o — 207, AM săpt Ny, ANS NY – Уух. | 


Хо’, Aw’ sint proiecţiile pe axe ale 


Н 1 Aceste formule ве obțin imediat observind că Aw’, па pro as 
| ў ‚ ‚ ^вїпї proiecţiile pe axe ale momentului 049% lat. 
| vectorului 454, iar A^, Am’, A t I 
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De aci rezultă că în general o relație pătratică în coordonatele omogene u’, v', ш’ 
17, m, n’ este echivalentă cu o relație pătratică în coordonatele ¥, У, 2, deci conul generat de 
494 este de gradul al doilea, i 
O asemenea mulțime de drepte, caracterizată prin aceea că dreptele ce trec printr-un 
punct dat 4, din spaţiu, și aparţin mulțimii generează un con de gradul al doilea, poartă 
numele de complex pătrate. 
Rezultă de aici următoarele consecinţe: 
a) Pentru mulțimile de şuruburi de rangul 6 (mulțimea tuturor șuruburilor din spațiu) 
şi de rangul 5 nu rezultă nici o restricție în: ceea ce priveşte configurația axelor centrale, 
b) Axele centrale ale suruburilor unei mulţimi liniare de rang у=4 aparțin unui 
complex pătratic particular. 
c) Axele centrale ale suruburilor unei mulțimi liniare de rang 7=3 apartin dreptelor 
comune a două complexe pătratice. Această mulţime de drepte este o congruentá de gradul 
al patrulea, Printr-un punct din spațiu trec, în general, patru drepte apartinind congruenței, 
d) Axele centrale ale şuruburilor unei mulțimi liniare de rang r=2 sînt dreptele comune 
a trei complexe pătratice, Se poate arăta că aceste drepte generează o suprafață denumită 
»eilindroidul lui Ball" 1, 
e) Mulțimea şuruburilor de rang у= 1 confine un singur surub sau mai multe șuruburi 
confundate. 
f) Mulțimea suruburilor de rang »—0 este mulțimea vidă care nu contine nici un surub. 
$ 42. Mulţimi de drepte. În Mecanică intervin în unele probleme configurații de drepte. 
În cele ce urmează vom cerceta legătura dintre aceste configurații și rangul mulțimii de drepte 
din. care fac parte. 

Pentru că, din punct de vedere al teoriei geometrice a șuruburilor, o dreaptă este un 
surub de parametru s—0, vom putea face studiul reluând ecuațiile (1.122), în care însă vom 
face 5=0. Obţinem: 


Lw Mao Nat UI Vm" EWn'—0 | 


Гм HMw’ HN w +U, Vom W4n'—0 VUE 
.126) 


Lyu' + Myv' + Ngw'-4- Upl'+ Vpm'+ Wan' —0. | 

Dacă vom considera si de data aceasta un punct Ay dat și un punct A variabil pe 

o dreaptă aparținînd mulțimii definite de una din relaţiile (1.126), vom observa că această 
relație este liniară în x, y, z, deci reprezintă un plan. Aşadar una din relațiile (1.126) defi- 
nește o mulțime de drepte, dintre care, cele ce trec printr-un punct oarecare A4, formează 
un fascicul plan. O asemenea mulțime de drepte poartă numele de complex de gradul întîi. 
Cel mai general complex de gradul I este format de dreptele de moment nul ale unui sistem 
de forțe, sau de normalele la o familie de elici de același pas, situate pe cilindri coaxiali. 
Ca exemple de complexe speciale cităm: mulțimea dreptelor ce întîlnesc o dreaptă dată si 
mulțimea dreptelor paralele cu un plan dat. 

Pe baza acestor rezultate, ecuaţiile (1.126) pot fi interpretate astfel: 

a) Dreptele apartinind unei mulțimi. de rang 7=6 (mulțimea tuturor dreptelor) pot 
îi dispuse, evident, oricum în spațiu. 

b) Dreptele apartinind unei mulţimi de rang у=5 trebuie să aparţină aceluiași complex 
de gradul întîi. = 

с) Dreptele apartinind unei mulțimi de rang 7—4 trebuie să fie comune la două com- 
plexe de gradul întîi, adică să aparţină unei congruenfe de gradul întîi. 

d) Dreptele apartinind mulțimii de rang 7 =3 trebuie să fie comune la trei complexe 
de gradul întîi. Se poate arăta că în acest caz ele trebuie să facă parte din aceeași familie 
de generatoare a unei cuadrice (riglate). 

е) Dreptele apartinind unei mulțimi de rang y=2 trebuie să fie comune la patru 
complexe de gradul întîi. Se poate arăta că ele aparțin unui fascicul plan. 

f) Mulțimea dreptelor de rang r=1 conține .o singură dreaptă sau mai multe drepte 


confundate, 
g) Mulțimea vidă (r=0) nu contine пісі o dreaptă. 


1 Vezi С, V, Suslov, Mecanica Raţională (traducere din limba rusă), vol. II, 
Editura Tehnică, Bucureşti, 1950, р. 60—58, 
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Observaţii. 1, Toate proprietăţile ar 
adevărate şi pentru mulțimile de şuruburi de 
în relațiile (1.122), acestea devin de 
tiile (1.121) pot fi considerate, în cazul cînd 5—5 ( 
icctivă, care, evident, lasă neschimbat rang 


acela 


2. In tabela ce urmează se dau o serie de cazu 


de pasuri diferite 81 de şuruburi de același pas 
8, 


asemenea liniare în w’, y’ 


: ul matricei (1,120 
mulțimea dreptelor si mulţimea șuruburilor de acelaş 


ătate pentru confíguratiile de drepte rámín 


91 pas. Într-adevăr, făcînd s So (constant) 
v, W,U, m', n’. De altfelrela- 
constant), ca definind otransformare pro- 
| ): Această transformare arată că 
91 pas sg au aceleaşi proprietăți proiective, 
ri particulare de configurații de şuruburi 


care pot fi utile în aplicaţii, 


Mulţimi liniare de suruburi poda M 
:onfiguratJa axelor centrale 
SEMI Ё __Configur ifa axelor centrale P" Н E | 
à dis Suruburi de parametri diferiți Suruburi de același parametru! | 
0 СЭ | ibis ME — 
1 Un şurub oarecare | confundate | 
| 
2 a) generatoarele unui cilindroid Ball | a) coplanare şi concurente | 
b) confundate b) coplanare şi paralele | 
3 Aparţin aceleiași congruente de gra- | а) generatoare, din aceeași familie, | 
dul al 4-lea | ale unei cuadrice (riglate) | 
b) întîlnesc trei drepte date | 
c) întîlnesc două drepte date şi sînt | 
paralele cu același plan | 
d) sînt coplanare 
| €) sînt concurente în spațiu | 
| £) sînt paralele în spațiu | 
g) aparţin la două fascicule plane care | 
| au o rază comună | 
4 a) aparţin aceluiași complex pătratic a) aparțin aceleiași congruente de | 
b) sînt paralele în spațiu gradul întîi | 
| b) întîlnesc două drepte date 
| c) întîlnesc o dreaptă şi sînt paralele | 
| cu un plan dat 
! | d) unele sînt paralele cu o direcție 
| dată, altele sînt drepte de la infinit 
| | ale spațiului 
| | е) unele sint situate într-un plan, 
| | celelalte sînt concurente într-un 
| | punct din plan 
| | f) unele sînt situate într-un plan, 
| . celelalte sînt paralele cu o dreaptă 
| din plan 
5 a) paralele cu un plan dat? a) aparţin aceluiaşi complex de gradul 
întîi 
| b) întîlnesc o dreaptă dată 
| c) paralele cu un plan dat 
| d) două stele de drepte concurente 
| | | e) două stele de drepte paralele 
| | | f) o stea de drepte concurente si altă | 
| | de drepte paralele 
| 6 Oarecare Oarecare ; Р 


poate recunoaște rangul 5 sau 6 ul unei mulțimi 
lor centrale, 


/ 
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II. CALCULUL CU MĂRIMI FIZICE. DIMENSIUNI, UNITĂȚI. 
OMOGENITATE. SIMILITUDINE. : 


A. DIMENSIUNI. UNITÁTI. OMOGENITATE 


$ 1. Mărime fizică. Pentru a înțelege această noțiune, să considerăm 
o mulțime formată din obiecte fizice de aceeași natură și să ne referim la 
o anumită însușire, comună acestor obiecte. Printr-un proces de abstrac- 
tizare, se poate elabora noțiunea de mărime fizică corespunzătoare acestei 
însuşiri, dacă se îndeplinesc anumite condiții, 

În primul rînd este necesar să se stabilească o velație de echivalență, 
adică un criteriu după care să se poată recunoaște dacă două obiecte din 
mulțimea considerată sînt echivalente din punct de vedere al ínsusirii res- 
pective. Relația de echivalență permite repartizarea obiectelor mulțimii 
în clase de echivalență. 

În al doilea rînd este necesar să se stabilească între clasele de echi- 
valență o relajie de ordonare. Relaţiile de echivalență şi de ordonare, împre- 
ună, constituie condiția necesară și suficientă pentru a se putea elabora 
noțiunea de mărime fizică: 

Ca exemplu, vom considera ca obiecte fizice forțele 51 ca însuşiri direc- 
ţia şi intensitatea lor. 

Dacă ne referim la direcție, constatăm cá se poate stabili o relație 
de echivalență, adică se poate da un criteriu după care să se recunoască 
dacă două forțe au aceeaşi direcţie. Clasele de echivalență sînt atunci for- 
mate din forte paralele. Nu se poate însă stabili o relație de ordonare in 
aceste clase de echivalență, deoarece noțiunea de „direcție mai mare” sau 
„mai mică” este lipsită de sens. Ínsusirea unei forțe de a avea o direcție 

nu poate duce la elaborarea unei noțiuni de mărime fizică. 

Dacă ne referim la intensitate, constatăm că, în acest caz, se poate 
stabili o relație de echivalență si una de ordonare. Într-adevăr, dacă două 
forțe deformează la fel arcul unui anumit dinamometru, spunem că 
ele au aceeași intensitate. Dacă deformația produsă de forța F, este mai 
mare decît cea produsă de forța F,, spunem că intensitatea forței Ё, este 
mai mare decît intensitatea forței F,. Rezultă că mărimea fizică intensitatea 
forței poate fi elaborată. : 

Procesul de elaborare al noțiunii de mărime fizică cere însă si un al 
treilea criteriu: acela al comparației. Prin acest criteriu se caută să se sta- 
bilească nu numai dacă o mărime este mai mare decît alta, сі „de cîte ori 
este mai mare. În acest scop, fiecărei clase de echivalență i se ataşează un 
număr real. Aceste numere nu pot fi atribuite însă în mod arbitrar. În 
primul rînd trebuie respectată ordinea claselor de echivalență, deci funcția 
care stabileşte corespondenţa între clasele de echivalență şi mulțimea nume- 
relor reale trebuie să fie strict crescătoare. În al doilea rînd, raportul a două 
mărimi de aceeași natură trebuie să rămînă acelaşi. De aici rezultă că func- 
fia f trebuie sá fie liniară, deci de forma 


Лх) =ha+/(0), Ё>0, 


| 
| 
| 
| 


рн c 


n 


— 
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Rámin guo constante arbitrare k şi f(0). Rezultă că se pol atribui 
numere arbitrare numai la două clase de echivalență. Pentru celelalte clase 
numerele ce trebuie ataşate rezultă din expresia funcţiei Да) ааа 

De exemplu, la măsurarea temperaturilor, săi de 
ot te BPLE se topeşte şi clasei de corpuri care au temperatura 
apei ce fierbe a presiune normală (760 mm Hg), li se atribuie în mod con- 
venfional, respectiv valorile: 0° si 100° (scara Celsius) 
32° si 212° (scara Fahrenheit), 273° 51 373^ ( 

În mecanică $1 in general în fizică, sistemele de unități folosite au 
convenția de zero pentru aceeași casă de echivalență, care se impune adesea 
în mod natural, Ceea ce diferă de la un sistem la altul este convenția cu 
privire la clasa căreia i se atribuie numărul unu. Un obiect fizic oarecare 
din această clasă poartă numele de unitate de măsură a mărimii fizice res- 
pective. 

Se poate da o definiție a mărimii fizice independent de unitatea 
de măsură aleasăl. In cele ce urmează vom folosi noțiunea de mărime fizică 
în sensul clasic. Vom observa că, o dată fixate convenția de zero şi conven- 
tia de unitate, pentru a atribui valori numerice celorlalte clase de echi- 
valență vor trebui efectuate măsurători ale mărimilor fizice, care carac- 
terizeazá obiectele din clasele respective. 

Importanta másurárii a fost precizatá de cátre marele savant rus 
D. Mendeleev prin fraza, „ştiinţa începe acolo de unde începe măsurarea”. 

Prin măsurare se înțelege compararea pe cale fizică (experimentală) 
a unei mărimi M dintr-o clasă oarecare cu mărimea de aceeași natură U 
din clasa căreia i s-a atribuit în mod convențional numărul unu (unitatea 
de măsură). = 

Rezultatul măsurării este un număr v care arată de cîte ori mărimea U, 
respectiv unitatea, este cuprinsă în mărimea M, adică: 


clasei de corpuri care au 


‚0°5180° (scara Réaumur), 
scara temperaturilor absolute) 


Е 
=: 
Numărul ж, care se obţine ca rezultat al măsurării, este un număr 


abstract şi se numește valoare numerică a mărimii M. : 
Mărimea fizică se exprimă sub forma unui produs între valoarea numeri- 


că şi unitatea de măsură. 
mărimea —valoarea numerică x unitatea 


sau, cu notatiile folosite: 
M-—nU 


$i exprimă ecuația fundamentală a măsurări. нё o O 
Rezultatul măsurării unei mărimi va fi întotdeauna exprime 


i itátii ăsură folosită in măsura- 
valoarea acelei mărimi (număr) şi a unității de măsură folosită în másur 


re (denumire). 


se vedea uleg și 4 imotir ndamentare а calen. ului cu 
p 9 у A undamentare ғ 1 

1А 1 Cc le A t DET ; M pate ha 

Á {12 A er e E ent de un tățile de măsură, Academia К.Т R, filiala Iaşi Studi si 

mărimi 1171c 1 


1 > XI, Fase, 2, 1960, 
Cercetări Științifice, Fizică gi Ştiinţe Telnice, Anul XI, Pase, 2, 1960 
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Exemple: 5 m (5 metri); 12 s (12 secunde) etc. 


Másurárile se execulă experimental pe cale fizică cu mijloace de másu- 
rat (aparate, substanțe, corpuri, instalaţii etc.) care servesc la compararea 
mărimii de măsurat cu unitatea de măsură, cu precizia metodei sau a apa- 
ratului de măsurat utilizat, 


Nevoia măsurărilor s-a născut din cele mai vechi timpuri apárind în comerț, măsu- 
rarea terenurilor și distanțelor etc. Chinezii, egiptenii, babilonienii, grecii vechi, romanii etc, 
foloseau măsuri de capacitate, lungime, greutate etc, Balanța egipteană și cîntarul roman 
erau recunoscute și folosite în toată lumea antică, Astfel, marea balanță de la templul lui 
Amon din Teba — Egipt (secolul al XV-lea î.e.n.) era recunoscută ca cea mai precisă balanță 
a antichității, 

Unităţile erau însă foarte diferite, de la țară la țară și de la epocă la epocă. 

La 8 mai 1790, la propunerea lui Talleyrand, Adunarea Constituantă Franceză aprobă 
proiectul de unificare și sistematizare a măsurilor si însărcinează Academia de Științe Fran- 
ceză să găsească un sistem simplu și ştiinţific de măsurat, 


Astfel a apărut sistemul metric, care a fost apoi generalizat în toate țările de pe glob, 
afară de țările anglo-saxone, — Anglia, Statele-Unite ale Americii etc. 


Admiterea aproape unanimă a acestui sistem, care prezintă avantajul că este simplu, 
bine determinat şi se pot deduce unitățile de același fel una dintr-alta pe bază zecimală, 
s-a extins apoi la unitățile mecanice, electrice, calorice şi optice. 


Adoptarea sistemului metric a fost făcută în baza convenției care s-a încheiat la Paris 
în ziua de 20 mai 1875 de către douăzeci de state participante; această convenţie a fost mereu 
perfecționată printr-un şir întreg de legiuiri și prin conferințe internaționale ținute în anii 
1881, 1889, -1903, 1919 etc., statornicindu-se obligativitatea introducerii sistemului metric 
în statele respective. 


Știința măsurătorilor şi aparatele de măsurat au făcut mari progrese în ultimul timp. 
Nevoile industriale si cercetările științifice de mare precizie au contribuit foarte mult la 
aceasta. Numeroși oameni de ştiinţă ca Ampere, Mendeleev și alţii, şi-au legat numele de 


ştiinţa măsurătorilor exacte, iar institutele de cercetări şi industriile sînt preocupate intens 
de aceste probleme. 


Este absolut necesar ca unitatea de măsură să poată fi real reprodusă, 
cu precizia maximă posibilă, sub formă de e/aloane. 


Pentru unele mărimi (lungime, masă etc.) se poate realiza comod 
o unitate de măsură (metru, kilogram etc.) si se poate evalua uşor de cîte 
ori această unitate se cuprinde în mărimea dată, adică putem măsura direct 
aceste mărimi. Există însă alte mărimi (viteză, accelerație etc.), pentru care 
nu se poate realiza ușor o unitate de măsură și măsurarea directă, prin com- 
parafie, nu se poate efectua totdeauna. 


Măsurarea indirectă a unei mărimi M se face în acest caz, másurind 
direct mărimi de specii diferite, cunoscute X, Ү, 2; ale căror valori numeri- 
ce x, y, 2 sînt legate de mărimea M printr-o relaţie oarecare de forma: 


M—füs, у, 2 


în care, după cum se va vedea, vom face, printr-o alegere judicioasă a uni- 
táfilor, să nu figureze coeficienți care să depindă de unităţile respective. 


Astfel, acceleraţia gravitației g se măsoară indirect din formula pendulului: exl ; 


care dă pentru acceleraţie; geni, | şi £ müsurindu-se direct. 
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Valorile a două mărimi de aceeaşi n; 
algebrice, numai dacă reprezintă rezulta d 
unitate. "m 

Produsul unui număr oarecare de 
se formează după regulile obișnuite ү 

Factorul simbolic a] ] 4 
simbolici ai fiecárei márimi 
de factorii din care provine, 

HU паре $1 mărimile în diferite 
gebrici, aplicîndu-li-se toate regulile 

Dacă măsurăm mărimile de 


ă se pot aduna dt pá ac Í 
atul unor măsurări rx. пра regulile 
DT măsurări făcute с aceeaşi 

и асее 9 


| marimi, inclusiv de factori numerici 

2n ale produselor algebrice ве 

О S -i "a^ t L 2 x E 

re MU rezultat din inmulțirea factorilor 
prezintă o unitate derivată, diferită de obicei 


operaţii vor fi tratate ca factori al- 
algebrice, | 


" € de aceeași speță i y í uní 7 
rezultatele măsurării vor fi: геа Fata A, 
Qi 
Ll. 2 
t sar L= 
din care se deduce imediat 
$a 
Qs 92 


adică raportul а două mărimi de aceeași speță Q, si Q, este egal cu raportul 
valorilor numerice 4 51 д, Care se măsoară cu Seed Me are U. WS 

. $2. Mărimi $i unităţi fundamentale. Mărimi si unități derivate 
рш definiția operației de măsurare, rezultă că pentru a măsura mărimile 
izice ar trebui să avem tot atîtea unități de măsură diferite cîte mărimi 
fizice diferite avem. ў 

În realitate, mărimile fizice sînt legate prin legi şi definiții determi- 
nate, care simplifică problema alegerii unităților. : ; 

Mărimile fizice alese se numesc йу fundamentale, iar unităţile 
de măsură corespunzătoare — unități fundamentale. E 

Restul márimilor fizice deduse din márimile fundamentale pe baza 
ecuațiilor de definiție alese pentru aceste mărimi, se numesc márimi deri- 
vate, iar unitățile respective, им: derivate. 

Astfel, viteza unui mobil în mișcare uniformă, care parcurge spațiul s în timpul 7, v—s/f 
defineşte viteza ca mărime derivată față de mărimile fundamentale: lungimea şi timpul. 

$ 3. Sisteme de unităţi. Examinind unitățile mărimilor geometrice, 
vedem că putem reduce numărul de unități arbitrare, definind astfel un 
sistem de unități coordonate, care să cuprindă o unitate fundamentală 
(lungime) si două unități derivate (aria și volumul). 

În cinematicá sînt suficiente numai două unități fundamentale (lun- 
gime si timp) pentru a exprima celelalte unități ale mărimilor care se folo- 
sese (viteza, acceleraţia etc.) în funcție de unitățile fundamentale. : 

Definim astfel pentru fiecare domeniu de másurare sau pentru o serie 
de domenii de măsurare, sistemul de unități, drept totalitatea unităţilor 
derivate, care cuprind un domeniu determinat de măsură sau o serie de 
domenii de măsurare, : 

Márimile fundamentale se aleg astfel încît să fie independente. _ 

Mulțimea tuturor mărimilor fundamentale distinct alese ca bază a 
sistemului de unități respectiv, formează sistemul fundamenta? de măsură, 
În Introducere s-a văzut cá Mecanica se bazează pe trei noțiuni fundamen- 
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tale: spaţiul, timpul si masa, de unde si cele trei unitáti fundamentale 
corespunzátoare. 

Există mai multe sisteme de măsură, după mărimile fundamentale 
care intră în compunerea lor: 

a) sistemul fizic de măsură care are la bază ca unități fundamentale: 
lungimea, masa și timpul (LMI); 

b) sistemul tehnic de măsură care are la bază ca unități fundamentale: 
lungimea, forța, timpul (LET). 

Principalele sisteme de măsură sînt arătate în tabela 2, 


Sisteme 
fizice 


Denumire 


L 


CGS 


1 em 


Sistem fizic 


MKS 


] m 


Sistem fizic 
practic 


Sistem fizic 


MTS ; 
MTS 1ш ШЕЕ ls industrial 


Sisteme Denumire l5, E T 


tehnice 


MKfS 1m 


Pentru terminologie si simboluri în mecanică a se vedea și STAS 1814-50. 


Tabela 2 
Unităţile fundamentale de măsuri 
Sisteme Unităţi de măsură folosite Denumiri secundare | 
Sistemele fizice, spre deosebire de sistemul tehnic, au în prezent o 
utilizare mai extinsă, datorită faptului că în sistemul MKfÍS unitatea de 
forță kgf este o mărime dependentă de accelerația gravitației terestre (va- 
riabilă cu locul unde se face măsurarea). 
$ 4. Dimensiuni. Întrucît unitățile derivate provin pe baza relațiilor 
matematice, din unități fundamentale, variația unităţilor fundamentale 
atrage după ea variația unităților derivate. 
Va trebui deci să se găseasscă în special pentru cazul cînd se modi- 
fică modulul unităților sau se recalculează valoarea numerică a unei mări- 
mi fizice, la trecerea dintr-un sistem de unități în altul — o astfel de relație, 
prin care să se poată stabili: 
— variația unității mărimii fizice derivate, în funcție de variația | 
unităților fundamentale ; 
— variaţia valorii numerice a rezultatului măsurării mărimii fizice, 
în funcție de variația unităților utilizate. | 
O astfel de relație, expresie a unității de măsură derivate, în funcție | 
de unitățile de măsură fundamentale, după definiția lui Maxwell, se numeşte { 
ecuația de dimensiuni а unității mărimii dale, şi poate fi privită ca o deti- 1 | 
nifie succintă şi ca o caracteristică a naturii fizice a mărimilor derivate. f 


! Unitatea admisă recent pentru forță este newtonul (N), 1 N=10% дуц. Unitatea 
folosită pînă în prezent ега '1 kgf, 


Cx. 


eus — n 


T—— 


| 
| 
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Dacă se consideră un sistem de măsur 
absolut de măsură lungime, 
de lungime, masă $i timp, 
derivată va fi o functi 


ает а oarecare — de pildă sistemul 
nasa, timp si notăm unitatea fundamentală 


respectiv c T atunci ori 1 
pectiv Cus Му ЛД a atunci orice unitate 
е omogenă de L, M, Т: 


U=f(L,M,). 


AME rlajte de л ori a unei unități fundamentale corespunde 
о variație n* a unităţii derivate, atunci se Spune că unitatea derivată : 
dimensiunea Ф față de unitatea fundamentală care a provocat variația dată. 

Dacă o unitate derivată U are dimensiunea а fatá de unitatea funda. 
mentală L, dimensiunea В față de unitatea fundamentală M 51 dimensiunea 
y faţă de T, atunci ecuația de dimensiuni a unității derivate U va fi: 


[U]-L*MPT* 


Dacá la o varia 


in care: 
[U] este dimensiunea mărimii UR е 

iar «, D, Y pot fi numere între 
Pentru a nu se confunda 


siuni, unităţile absolute şi fo 
teze drepte. 


gl, fracționare, pozitive, negative sau chiar nule. 
expresiile legilor fizice cu formulele de dimen- 
rmulele lor de dimensiuni se înscriu în paran- 


O ecuaţie de dimensiuni a unei mărimi derivate se referă întotdeauna 
la un sistem de unităţi bine determinat. Importanța ecuației de dimensiuni 
pentru caracterizarea naturii fizice a mărimii derivate, este foarte mare. 
Astfel, dacă ecuaţia de dimensiuni a unei mărimi А în sistemul IMT 
va fi de forma: 


[A]2-LMT-? 


(după cum se.va vedea, A corespunde unei forte), avem posibilitatea de a 
judeca imediat cum va varia această mărime, dacă vor varia unitățile funda- 
mentale. De exemplu, din ecuaţia de dimensiuni se vede că, dăcă unitatea 
de lungime creşte de ж ori, unitatea de forță va creşte de n ori; la creşterea 
unității de masă de ж ori $1 forța creşte de л ori şi prin creşterea unității 
de timp de ж ori, se micşorează unitatea de forță de я? ori. 


Trebuie precizat că dimensiunile, spre deosebire de unitățile de măsură, 
nu determină natura fizică a parametrului dat, ci exprimă numai forma 
dependenței lui de unitățile fundamentale de măsură. inc e 

Astfel, după cum vom vedea mai departe, lucru mecanic, Sus gia 
(mărimi scalare) şi momentul forței (mărime vectorială) au aceasi dimen 
siune: L?M'T-? (în sistemul LMT), adică exprimă în са orma аска 
denfa lor de unităţile fundamentale de măsură, dar natura or este £ Heri 
Utilitatea practică a stabilirii caracterului unităților este епн) К рен 
unitățile derivate, care uneori nu ап denumiri proprii şi sînt dete 8 


5", 


numai prin denumirea care rezultă din ecuația de dimensiuni (m/s 
km/h etc.). Eur | : Ew - 
Ecuația de dimensiuni a oricărei unităţi derivate se face pe baza seng 
ý | iei car ă mărimea dată de mărimile fundamen- 

iei initi elat e leagă mărimea dată de mărir f 
> definiție, a relației care | еа dată de rimile f pis 
tale ү 2 de mărimi ale căror dimensiuni sînt cunoscute, iar pentru 
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dimensiunile mărimilor mai complicate, se fine seama de următoarele pro- 


prietátfi ale dimensiunilor: 
a) Dacă valoarea numerică a unei mărimi A este egală cu produsul 


(sau cîtul) altor două mărimi B si C, adică A=B-C sau A=B/C si dacă 
ecuațiile de dimensiuni ale mărimilor -B şi C sint Vau: 
[B]-L"M*T*, [C] -1* MP" 


atunci ecuaţia de dimensiuni a mărimii A va fi: 
în primul caz: 
[A4]2 L*** MP* pr Р” 
sau in al doilea caz: 
[4]=1—* MP, 


b) Dacă valoarea numerică a mărimii A este o putere 7 a valorii 
numerice a unei mărimi oarecare B atunci: 


[А]=т”мМ°"т“”. 


Aplicaţii. 1°. Ecuația de dimensiuni a vitezei și accelerației în sistemul LMT: 
SNI = 
—— wu IT. 15 сезк ыш ышт ы А mU 
[9]—7— L [a] — =“, 


2°. Ecuatia de dimensiuni a unei forte in ІМТ: 
[F]— ma —MI,T—?. 
3?. Ecuatia de dimensiuni pentru unghiul plan (x) în sistemul ІМТ 


arc 


rază 


arcul fiind o lungime ca şi raza; trecînd la dimensiuni avem: 
Эй E 
l= -=L 
le] L 


adicá dimensiunile unui unghi plan in raport cu márimile fundamentale sint nule. 


§ 5. О mogenitatea mecanică. Legile fizice exprimă, în general, 


egalitáti între mărimi fizice. 

Orice. egalitate între mărimi fizice are sens numai atunci cînd dimen- 
siunile termenilor care intervin în egalitate sînt aceleaşi. 

Egalitatea în privința dimensiunilor constituie omogenitatea mecanică. 

Principiul omogenitátii poate fi utilizat la: 

— verificarea oricărei formule teoretice sau empirice; 

— stabilirea formulei reprezentînd o lege fizică; 

— stabilirea dimensiunilor și a semnificației fizice a costicienților 
din formule, 

Aplicînd acest principiu, se poate verifica de exemplu formula priu care se obține 
perioada de oscilație a unui pendul =a] =: 


UL mu ny 


Uh fn 


valorii 


nul LME 


eneral, 
dimen 


canict- 


ent!” 


e орй 


CALCULUL CU MARIMI FIZICE, DIM 


ІЕМЗЦ NI, UNITĂŢI, OMOG 


ENITATE, SIMILITUDINE 93 


Lásind la o parte ү; ile : " » 
i VI pr valorile numerice 91 coeficienții fără di iuni şi t 
siuni avem: {11 tări mensiuni și trecînd 1 


=] 
ЖТ 


a dimen- 


În sistemul LMT avem: 


adică egalitate între ambii termeni în ceea ce privește dimensiunile 


а Bineînţeles, verificarea omogenitátii formulelor nu atrage după sine 
confirmarea că şi coeficienții numerici sînt exacti. A : 

, De asemenea, stabilirea formulei unei legi fizi 
principiului omogenității, cînd expe 
mite mărimi. 


1 се se poate face cu ajutorul 
rimental s-a stabilit relația între anu- 


De exemplu se constată experimental că perioada de 


cm | nplu tat vibraţie a unei picături de apă, sub 
influența tensiunii superficiale, e 


ste funcție de masa și tensiunea superficială: 
t=f(m, A). 
Scriind dimensiunile acestor mărimi avem: 
—9 ^-^ 
[4]-MT-?; [m]2M; [t]—T. 
Întrucît principiul omogenitátii cere ca dimensiunile ambilor termeni să fie aceleași, 
rezultă că dimensiunea funcției căutate [/(m, A ] trebuie să fie aceeaşi cu dimensiunea terme- 


nului întîi care este T si*deci funcția noastră nu poate fi decît un produs de o constantă 


fin Xx : : : А т уш. + : А 4 
numericá (fárá dimensiuni) prin lE: căci dimensiunea lui este: 


HE 
ex]. 


Aplicarea omogenitáfii permite de asemenea să se stabilească dimen- 
siunea, adică semnificația fizică şi denumirea constantelor si coeficien- 
a . . 
filor care intră în diferite formule. 


şi deci formula căutată va fi: 


al3+dt+c, unde prin 


юе 


Un exemplu îl avem în formula mișcării uniform variate: s= 
1 

їса ici i ps = ^3. bT ух 

і ili ificatia fizică a coeficienţilor a, 5, c: П.]= ; aT? 0 с. 
omogenitate se poate stabili semnificația fizică t „5, 3 


L 
i a dimensiunile ji accelerafii „d va 
Se vede cá, pentru a avea omogenitate, a va avea dimensiunile unei accelerafi E 
» , 
1, Law 
tl Т+І. 


L] ii Într-adevăr: [L]l=—Tt- 
avea dimensiunile unei viteze A și o ale unei lungimi [I.], Tatr-adevàr: [1] ŢI T 


& 6. Sehimbarea unităţilor. Măsurarea diferitelor mărimi lizice se 
5. Se ] Шот, | 

face cu unități de măsură potrivite VT 
să se treacă de la unele unitáfi la altele, 


Totuşi, în aplicaţii, este nevoie uneori 
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Problema schimbării unităților se prezintă sub două aspecte: 
— schimbarea unităților în cadrul unui sistem de măsură ales; 
- schimbarea unităţilor în sisteme diferite, 

a) Schimbarea wnitápilor în cadrul ипи! sistem de măsurd ales. Într-un 
sistem de măsură ales, se poate schimba o unitate de măsură cu alta, dacă 
este necesar, rezultatul măsurării fiind altul. 

Necesitatea schimbării unităţilor de măsură apare întotdeauna la 
rezolvarea problemelor, atunci cînd mărimile fizice care intervin nu apar- 
țin unuia si aceluiași sistem de măsură si dacă nu există o formulă special 
calculată pentru aceste unități, 


De exemplu viteza poate fi calculată în km/h din formula: 


km 
m 1000 km 
1 3,6 


кз - = 3,8 — 


i б h 
3 600 


5 


dacă spațiul este exprimat în metri și timpul în secunde. 


b) Schimbarea sistemelor de unități. Dacă mărimea fizică A, în sis- 
temul de unități LMT, are ecuația de dimensiuni: 


[A]21*M?T* (2.1) 
atunci, într-un alt sistem de unități XYZ, ecuația de dimensiuni va fi: 
[A4]2-X*Y'z*. (2.2) 


În ambele cazuri, mărimea fizică A se va păstra, bineînțeles, aceeași 
Si aceasta ne permite să scriem: 


[A LMI = X" y7*. (2.3) 
Mărimile fundamentale din noul sistem de măsură (XYZ) exprimate 
în primul sistem vor fi: 


[X]2I*«MP^T* (2.4) 
[Y]2L*M*T* (2.5) 
[2] 2L*MPT* (2.6) 
$i deci ecuaţia (2.3) devine: 
L*MPT!— (LMT (LMT (LMT) (2.7) 
sau încă; 
L EMPTY = T aer boat cas ahi bBa c0» av Фу, Fons (2.8, 


De aici urmează că ecuațiile generale de transformare ale unităților 
vor fi; 
9. — 494 -|- bat Ca 
sap, - 06-а 
y=ayıt bare | 


(2.9) 


| 


чн. аа = 
нану - 


СРЕТЕН 


t$ 
EN 


^S tS 
Sa 


———— —— 
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A x Jus ER 
l'abele cu transformări ale unititilor «e ox 1 
è , ăților se găsesc în Майи; ir 
qu ы. 1 е | ză se, anualul Ingine- 
rului, vol. I, p. 390—395, Editura Tehnică, 1954 za 
Aplicaţii, 19. gà exprimăm lucrul n ic dín si 
А реса imüm lecatiic din sistemul LMT în siste r] 
l'ranstormám ecuația dimensională a lucrului mecanic din sistemul LMT унт ЙӨР, 
în sistemul LMI: л ГУ 
| (4]=12Mr-2, 
în sistemul LET: 


he 
1 г [4] =L IT., 
Mărimea fiind aceeași: {УУ 


L3MT-?—r/'p'me, 


Exprimind mărimile fundamentale LET în sistemul IMT avem: 
L-—I!M9?T  pPoIiMvr 2; T—I9MOT! 
de unde: 


2=a +b; 1-b; —2=-2b+c¢. 


Rezolvind sistemul de ecuații de transformare găsim: 
a=1; b—1; c=0 


deci, în sistemul LET, lucrul mecanic are dimensiunea LF. 


Faptul că mărimea 4 se păstrează aceeaşi, 


indiferent de sistem, face să putem scrie 
pentru unitatea de măsură: 


cm n? 


U kgf - 1m] p p — 1000 g - 981% - 100 cm —1 000 - 981 - 100877 —9,81 - 107 erg 


3 
52 


[1 kilogram forță-metru], рт = [9,81 - 107 ergi]r мт (CGS) 
Adică unitatea tehnică de lucru mecanic este de aproximativ 109 mai mare'decit 
nnitatea CGS. 
2°. Să stabilim semnificația constantei 
de diametru: 


în formula care dă suprafața cercului în funcție 


S 
5Кр? д = 
şi trecînd la dimensiuni: 
рк] ОЛЕ p 
[D?] L? 


adică coeficientul K nu are dimensiune, este un număr a cărui valoare depinde de unitățile 
în care se măsoară diametrul şi suprafața. ; 
Dacă se iau ca unități de măsură pentru lungime 1 m, iar suprafața 1 m?, atunci 
valoarea lui К va fi, după cum se ştie K —7/4: 
S пр? 
P 
Dacá se iau ca unitáti de másurá pentru lungime 1 m, iar pentru unitatea de suprafaţă, 
suprafața unui cerc al cărui diametru este egal cu 1 m, atunci К=1 şi formula cercului va fi: 
Sz Di, 


În acest caz, formula suprafeței pătratului va fi S— КүЙ, în care K,—4/m şi formula 
Z, 


Fa) 
suprafeței pătratului în aceste unități va fi S=-i h 


sferei în funcţie de diametru, în acest caz, ar fi dată de S—4D?. 


Suprafaţa 

$ 7, Unităţi fundamentale ale sistemelor generale, FR s 

Unități de lungime, În Sistemul Internațional de unități, de JR ue 
unitatea fundamentalá de lungime este metru! (m). Metrul este g 


i 
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egală cu 1650763,73 lungimi de undă, în vid, ale radiaţiei care corespunde tran- 
zijiei atomului de kripton — 86 între nivelele sale 2 pio $i 5 dg (STAS 737-62), 
Această definiție a fost aprobată de către а 11-а Conferință Generală de 
Măsuri si Greutăţi din 1960 prin rezoluția а 6-а, Aceeași rezoluție abrogă 
definiția metrului din 18891 bazată pe prototipul internaţional și stabilește 
ca acest prototip internaţional sancționat de către prima Con ferintá Generală 
de Măsuri si Greutăţi din 1889, să fie păstrat în biroul Internaţional de 
Măsuri si Greutăţi în aceleași condiţii ca cele fixate în 1889, 

Acest etalon nu poate varia cu mai mult de 0,2 microni, precizie care 
astăzi nu mai este suficientă. Actualmente se pot efectua măsurări de lun- 
gime cu o precizie de 0,000025 mm, adică 0,025 microni. 

În R.P.R. serveşte ca etalon național prototipul nr. 6 c, atribuit 
în acest scop în 1895 de Conferința Generală de Măsuri și Greutáfi. El se 
айа în păstrarea Direcţiei Generale pentru Metrologie, Standarde și Invenţii. 

În sistemul CGS: centimetrul (cm), este a suta parte din metrul definit 
mai sus. 

Unităţile de masă. În sistemul SI unitatea de masă este hilogramul 
(kg). Kilogramul este masa prototipului internațional de platină iridiată, 
sancționat în anul 1889, de Conferința Generală de Măsuri 51 Greutáfi si 
păstrat la Biroul Internaţional de Măsuri şi Greutáfi din Sèvres — Franța. 

În R.P.R. serveşte ca etalon național prototipul nr. 2 atribuit în acest 
scop de Conferința Generală de Măsuri și Greutáti din 1889. El se află în 
păstrarea Direcţiei Generale pentru Metrologie, Standarde si Invenţii. 

În sistemul CGS: gramul (masă), care este 1/1000 din kg (masă) definit 
mai sus. 

Unitatea de timp. În toate sistemele unitatea fundamentală de timp 
este secunda (s). Secunda (de timp mijlociu) reprezintă a 86 400-a parte 
a zilei solare mijlocii. 

Anul tropic (adică intervalul mijlociu dintre două treceri consecutive 
ale soarelui la punctul echinoxial mijlociu de primăvară), are 365,242 198 79 
de zile solare mijlocii. 

Ora standard și implicit secunda sînt determinate de Biroul Interna- 
țional al Orei din Paris. 

Conservarea şi difuzarea orei în R.P.R. este în sarcina Observatorului 
Astronomic din Bucureşti. 

Unitatea de forță în sistemul SI este Newtonul (N). 

Newtonul este forța necesară pentru a imprima, în vid, masei de 1 kg 
o accelerație de 1 mjs?. 4 

Pînă în ultimul timp, ca unitate de forță s-a folosit mai mult kilo- 
gramul-forfá, care reprezintă forța a cărei valoare este egală cu greutatea 
prototipului internațional de masă, definit mai sus, măsurat în vid, la 
accelerația normală a gravitației de 9,80665 m/s2. х 

În afară де unităţile fundamentale definite mai sus, mai sînt şi uni- 
táfile derivate, dependente de sistemul ales. Pentru unitățile fundamentale 
$i unitățile derivate s-a întocmit tabela 3. 


2 Metrul este lungimea, la temperatura de 0°С, a prototipului internaţional de platină 
iridiată, sancționat în 1889 de Conferinţa Generală de Măsuri şi Greutăţi şi păstrat la Biroul 
Internaţional de Măsuri $i Greutăți din Sâvres-Pranța. 
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Tabela 3 


' 4 | опаа Dimensiuni 
Mărimea Simbol de în sistemul Unităţi în sistemul 
| detiniţio LMT z : PES 
La lea | cos |. 81 MIS 
Lungime l | PEG S 
Я Г, cni 1n mi 
Masă m ua: р | ud у 1 
Mig M СЕТ? g kg рів 
АДЛ т 
Timp i n" ; | rr 
1 | | 8 5 8 
Aric 4 A | ACE ep: — P4 
| ‹ T l=] I,? 2 | em? ш? m? 
[Адн о И ДӘҮ aa тв Ta cem? | ms m? 
PUTES "| 
y N S 
Unghi plan х | à 5 1 | тай A Из 
| | 
| | —— М ELS 
Titeză ner $ [кер с Ram 
Viteză | | p | LT | | jap cm/s | m/s m/s 
| 2 | | 
| | 0 | | | 
Acceleratie | a т TER | тй cm/s? m/s? | m/s? 
— | 3 tati 5 - | | — —-| | — | 
Viteză unghiulară! о == dye бү rad/s rad/s | rad/s | 
| | | | 
24. | | | 
Accelerati | | | 
Acceleraţie _o БЕРУ е) m) D ай/82 | т 
unghiulară £ тр 38 Е E хаав | RC | ч 
=| | | | 
om. | SUA БУ | 
| Perioadă яр Т2" 4t | T s 5 КЕ 
3 A | 
| | 
| 1 pla Ec = | E | 
| Frecvențä ERSA 3 Ser zi ul ct Hz Hz | Hz | 
| | | | 
| - | 1 | 
| Fortá | F Ета 3 | амт | E dyn N | kgf 
| 5 ‚ | | — 
> 4 AN Р NE у АР 
Percusiune PRE P=Ft LMT FI ym BS ки | 
| | | 
|, | 
| | | = & 
Momentul unei | LMT? | LE dyn:em N-m kgt:m 
| =Fl 
forţe (cuplu) M M - | 
| | шее] | | | 
| | | gc | kgm Н 
Р | = MT cm | KS kef. | 
| Impuls (cantitate! ру Hemu LMT-! FT Е - gts | 
de mișcare) | КӨЛДЕ: z саа 
| SE З Mox Mn? h3 rg 1 kgt-m 
| Energie W,E| E=; m? | LMI s SS | 
| | Cl ae Аш tt URL e e — pr | 
(7 mcm Tuy] 
| miam n TAMT | IER erg J Каш 
Lmeru mecanic W,L |LeFlcos(,l)| LMT ^ К | 


1 Definiţia 3 
2 Definiţia în sisteme 


n sistemul MIKIS, } 
le COB și 8I. 


Mecuniea. teuvretică 


 m—— M —— 
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| Mürimen 


| Putere 
| 


| 

| 

| Moment de inet- 
ție al masei 


Moment cinetic 


Presiune 


Masă specitică 
(densitate) 


Greutate speci- 
ficà 


' | Dimensiuni | " 
Eeuntla Trey» Unităţi în sistemul 
Simbol db în sistemul | 
| definiţie UMT..| LPFT | CGS | SI 
| ) Ys uf „м? | ppl | | 
m Pa LEMIS?) LI" стуу в W 
RIO S. | 
] Jemn М Іле? cin? kym? 
| 
| у ; ; | real сї? | p 
| X IX mures Јо | LMI pane 5 Ap ч as 
| 8 | 8 
m "mm | | 
p p 7 L-'MT-^ r-?^m | dynfem? | N/m? 
m ec] рур | 3 3 
| e em Iese VINA Lo ELSE Cft kg/m* 
| ; G i 2. 2 3 ) 7 
| Y c. Т MASS МЕЛ B, dyn/em? | N/m? 
| 


Tabela 3 (continuare 


| kgf/m? 


MIKIS 


kgf m/a 


m-Xgf's? | 


m-'kgf.a 


kgf/m? 


kgf-s?/m | 


Observație. În sistemul MKfS, se notează uneori cu „u“ unitatea tehnică de 


masă, adică u= 


kgt:s? 
m 


* 


v 
Unităţile alese se folosesc cu multiplii si submultiplii lor, formați 
pentru toate unitățile în sistemul zecimal. Fac excepție timpul si submul- 
tiplii vechi ai unghiului drept (formati în sistemul sexagesimal). De ase- 
menea fac excepție sistemele anglo-saxone, care nu respectă sistemul zeciinal. 
În tabela 4-sînt date prefixe si simboluri pentru multiplii și submul- 
tiplii zecimali. 


Prefixe şi simboluri pentru multiplii şi submultiplii zecimali 


Tabela 4 


Factori de multi- Factori de multi- 
Prefixe Simboluri | plicare a unităţilor Prefixe Simboluri | plicare a unităţilor 
de referinţă de referinţă 
pico | p 10-12 deca da 101 
папо Кп 10-9 hecto ц, 102 
micro Lou 10-56. -|| kilo k 103 
centimili |. em 10-5. | miría ma 104 
decimili ‚ dm 10-4 hectokilo hk 105 
| mili n 1073 mega M 108 
| centi | err 10-2 giga | G 10 
deci | а 107! tera T 102 
— | — 109 


7 з pefini(ju in sistemele COS și ȘI 
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Scrierea prefixelor si «i "Aor 
N b es n că reu Simbolurilot pentru multiplii si submultiplii 
valorilor ce „Se găsesc în tabelă, precum Și formarea prefixului compus 
etc., se face după regulile cunoscute, NE MU 

$ 8. Unităţi eu de iri i i 

$9 ui eu donum peel j ий i { Ї 
ЖООК н л ir! speciale si unităţi în afara sistemelor, În 
afari Ed tè Ande Stemelor generale si cu utilizate restrinsá, în practică 
în teana Fir ноа se folosesc diferite unităţi care nu se încadrează în 
nici us A re sistemele studiate pînă acum. Ele sînt în circulație dato- 
rită în eresului practic pe care-l prezintă sau în virtutea tradiției utili- 
zării lor. : 

Principalele unități de acest fel 


VEA care se folosesc î (le 1 ETE 
rări, sint: ү esc în unele împreju 


Lungime Mieron (u) 1 = 10-74 cm 
Angstróm (A) 1 À—10-9 cm 
Unitate X (U.X.) 1 U.X.=10-11 сш 
An lumină 1 ап lumină: 9,461:10-12 km 
Parsec ; 1. parsec=30,84:10-12 km 
Milă marină (Mm) 1 Mm=1 852 m 
То1 1 {о01=2,54 cm 
Suprafaţă: Ar (a) 1 а=100 m? 
Hectar (ha) 1 ha=10 000 m? 
Volum: Ster (st) 1 st=1 m? 
Capacitate: Litru (1) 1 1=1 dm? 
Dublu decalitru (ddal) 1 ddal=20 1—20 dm? 
Unghi plan: Miime adevărată (mg) 1 ma=10-3 rad 
Masă: Mol (mol) cantitatea de substanță a cărei masă, 
exprimată în grame, este numeric 
egală cu greutatea moleculară 
Timp: Oră (h) 1 h=60 min=3 600 s 
Viteză: Nod (Nd) 1 Nd—1 Mm/h—1 852 m/h 
Forţă; Toná-fortá (tf) 1 tf—1 000 kgf 
1 chintal (q) 1 q—100 kgf 
Energie: Calorie mare (kcal) 1 kcal—427 kgf:m=—4,18:1010 erg 
Calorie mică (cal) 1 cal=0,427 kgf-m 
Putere: Cal-putere (CP) 1 CP=75 kgf-m/s 
Presiune: Bar (bar) * 1 bar=10% barye 
Atmosferă fizică (At) 1 At—1,03322 kgf/cm?—760 mm Hg 
Atmosferá tehnicá (at) 1 at—1 kgf/cm? 
1 Еогг=1 mm Hg 


Torr (torr) 
Sistemul de uniti legal în R.P.R. este sistemul zecimal. 


$ 9, Unităţi ştiinţifice. Pentru a se evita erori care s-ar datora unor 
factori externi greu de combătut (variația lungimilor din саша variații 
temperaturii, variația gravitaţiei cu latitudinea şi sir udinea etc.), s-au 
stabilit si umtäji gliinfifice, care sînt practic invariabile. N 

8 9, Alte sisteme de unităţi. În afară de unitățile bazate pe sistemul zecimal, mai sint 


is ]te consideraţii, Astfel, unitățile anglo-saxone si americane 
ergo Lan аера рро fără relaţii ştiinţifice între diferitele unităţi, ceea се dà 


dificultăţi în calcule. De exemplu: 
1 yard=0,914398 ш=3 рісіоаге= 36 degete 


1 jivră= 16 uncii- 1/14 stone 
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1 HP = 76,040 kgfni/s 
| milă =8 forlongs = 320 poles==1 760 yards = 63 360 inches (pe uscat) =72 960 inches 
(pe marc). 
Sistemul cel mai general este sistemul zecimal care simplifică considerabil calculele 
şi le uşurează din punct de vedere matematic, Avantajele se văd în deosebi în industrie şi 
în calculele științifice şi tehnice. 
$ 10. Unităţi vechi de. măsură, Pînă la introducerea sistemului metric att funcționat 
atit în ţara noastră cît si їп alte țări, unităţi de măsură locale cu caracter tradițional 
istoric, 
Astfel, în Muntenia, Moldova şi Transilvania s-au folosit următoarele unități; 
Pentru lungimi: stinjenul Serban- Vodă, 1 8tj —8 paline — 64 degete — 640 linii 1,9665 m; 
l prăjină=3 stj; 
stinjenul. Constantin-Vodă avea 2,02 m: 
| cot=9 rupi- 16 greti=0,664 m; 1 poştă avea aproximativ 10 000 stj. 
Stinjenul moldovenesc sau gospod: 1 stj=8 paline- 64 palmace—768 linii 
Prăjina moldovenească avea 4 stj, iar cotul moldovenesc 0,637 їп, 
Stinjenul transilvünean (cadastral): 1 stj —6 picioare— 144 foli— 1 728 linii = 1,89648 m, 
Pentru suprafețe: în Muntenia, pogonul reprezenta un dreptunghi cu o latură de 72 stj 
(24 prăj.), şi cealaltă de 18 sti. (6 prăj.), avînd o suprafață de 144 prăjini pátrate— 1 296 stj. 
pătrați=5 011,7891 mb, 
În Moldova, falcea avea 80 prăjini fălceşti=2 880 stj. pátrati— 14 320,952 m2. 
În Transilvania, 1 jugăr cadastral= 576 prăjini pátrate— 1 600 stj. pátratí— 57 600 
picioare pütrate—5 754,6415 m2, 

Unităţile de greutate erau: 

În Muntenia şi Moldova: ocaua—4 litre—] 271,86 5 (in Muntenia) sí 1 281 g (in 
Moldova). 

În U.R.S.S. se foloseau, in trecut, următoarele unități de măsură: 

Pentru lungimi: 1 verstă= 1,067 km; 

l sajen (sj)—3 arșini=48 versoci— 2,134 m. 

Pentru suprafețe: 1 verstă pătrată= 1,138 km?; 

I desiatiná— 1,093 Да; 

l sajen pátrat—4,552 m?. 

Pentru greutăți: 

1 pud —40 funzi=1 280 10{1= 16,38 kg. 


2,23 m. 
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$ 11. Similitudine. Modele. Teoria similitudinii dinamice а fost 
enunțată pentru prima dată de Newton, care a aplicat-o în Mecanica flui- 
delor. După el, diferiți cercetători (Froude, Cauchy, Reynolds, Mach, 
Maiewski etc.) au formulat legi de similitudine, referindu-se în special 
la probleme din Mecanica fluidelor. 

La baza teoriei similitudinii stau două postulate. 

1. Desfăşurarea oricărui fenomen fizic poate fi exprimată cu ajutorul 
mijloacelor de care dispun matematicile, in general printr-un sistem de 
ecuații funcționale care stabilese relaţiile dintre diferitele mărimi fizice 
caracteristice acelui fenomen. 

2. Desfăşurarea. unui fenomen fizic nu depinde de sistemul de unități 
în care sînt măsurate mărimile fizice caracteristice ale fenomenului studiat. 

Similitudinea are trei teoreme de bază: 

1) Valorile criteriilor de similitudine omoloage а doud procese fizice ase- 
menea sînt egale, 


к 
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анте K 

"Teorema permite extinderea rezultatelor unor criterii 

la toate опа Asemenea celui studiat, 
УХ К s аччы inițial de Newton (1686), A fost folosită de 
V. L. Kiripicev în probleme de elasticitate, iar actuala formă a teoríst à 
fost dată de T. A. Afanasieva- Ehrenfest (1915 аттан літа a геопе1 а 
dimensională, i St (1919) care a aplicat-o în analiza 

2) Orice proces fizic boale fi deseris c yop i, ; 
inire criteria de FURIA e АИА cu ajutorul unor velații functionale 

‘oreng { ost e ata à " 4 

рейген ДЫ i fost enunțată în 1911 de cártre prof. Federman dín 
INS de u 2 două proces „Ласе să Ле asemenea, condiția necesară şi 

] Ste са сіе sd fie calitativ asemenea, iar criteriile lor de similitudine 
omoloape să ta valori egale. AL 

^ x . LR 
, ,,Leorema a fost enunțată inițial de prof. V. L. Kiripicev din Petersburg 
(1874), care a explicat-o la fenomene elastice, iar demonstrația ei a fost 
dată de acad, M. V. Кігірісеу (1930), ultima demonstraţie (1954). bazîndu=ee 
pe teoria grupurilor lui Lie. 

К Similitudinea a devenit în ultimele decenii un instrument de cercetare 
în toate domeniile fizicii și tehnicii. 

Adesea similitudinea permite simplificarea unor probleme foarte compli- 
cate, precum și reducerea cercetărilor la un număr suficient de mic de 
cazuri- tipice. 

.. În rezolvarea multor probleme importante din domeniul hidrodinami- 
CH, aerodinamicii, termotehnicii, elasticitátii etc. se întîmpină uneori 
dificultáti matematice imposibil de învins, iar alteori fenomenul studiat 
este atit de complicat si depinde de atît de mulți parametri, încît nici пп 
i se pot stabili ecuațiile mișcării. 

In astfel de cazuri, la construcția avioanelor, vapoarelor, digurilor 
şi a altor construcții complexe. se folosesc Şi metode experimentale, bazate 
pe teoria similitudinii si a modelelor. 

Experimentul are dublu scop: 

a) Permite ca dintr-un număr mic de experienţe să fie deduse legi 
valabile pentru multiple $1 variate fenomene din diferite domenii ale fizicii: 

- b) Permite înlocuirea studiului fenomenelor reale prin studiul fenome- 
nelor calitativ asemenea, la scară redusă (sau amplificată), fenomene care 
pot fi realizate practic în laboratoare. { 

Pentru а ne da seama de modul în care se vor comporta anumite con- 
strucfii proiectate 51 pe care le vom numi originale (sau prototipuri) se recurge 
adesea la executarea unor construcții similare, de obicei la o scară redusă, 
denumite modele sau machete. În scopul de a se stabili modul în care se vor 
comporta originalele în exploatare, se supun modelele în laboratoare la 
acțiuni analoge acelora la care vor fi supuse originalele. Înlocuirea studiului 

unui fenomen din natură prin studierea în laborator a unui fenomen analog 
pe un model redus sau amplificat, constituie studiul prin modelare. 

Studiul fenomenului fizic este înlocuit astfel prin studiul unui feno- 
men similar (de exemplu macheta unui baraj sau a unui avion) care se RC. 
zează practic mult mai comod $i mai ieftin, $i asupra căruia se fac va а ро 

rator încercări similare celor la care va fi supus prototipul în realitate. 


experimentale 
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Vom aminti și o metodă mai recentă, numită cromoplasticitate, care 
foloseste un material special (cromoplastic) pentru studiul pe modele al 
comportării pieselor intrate în zona elasto-plastici!, 

Se fac astfel măsurări de traiectorii, timpuri, viteze, accelerafií, 
forțe, tensiuni, lucruri mecanice, puteri, temperaturi etc, 

Similitudinea fizică poate fi considerată ca o generalizare a similitu- 
dinii geometrice, Din geometrie se ştie că două figuri geometrice sînt ase- 
menea, dacă lungimile lor corespunzătoare sint în acelaşi raport de asemănare, 
numit scară. 

Vom spune, prin analogie, că două fenomene fizice sînt similare, dacă 
putem obține caracteristicile unuia, din ale celuilalt, printr-un simplu 
calcul, pe baza scărilor respective. 

Dacă toate mărimile care iau parte la fenomenul mecanic se transpun 
asemenea de pe original pe model, avem similitudine mecanică generală. Pen- 
tru un astfel de model sint valabile toate legile aplicabile originalului, 


~ Deoarece unele mărimi ca acceleraţia gravitaţiei, greutatea specifică, 
coeficientul de elasticitate, frecarea etc. nu pot fi modificate după voie, 
în practică se utilizează o similitudine incompletă, obținîndu-se similitudi- 
mea numai pentru mărimile de bază ale fenomenului, 


Problemele similitudinii a două sisteme de puncte materiale pot fi 
examinate din diferite puncte de vedere, în funcţie de care avem următoarele 
feluri de similitudine: geometrică, statică, cinematică, dinamică, termică etc. 


În cele ce urniează se vor nota, în genere, cu litere mici mărimile pe 
model şi cu majusculele respective mărimile pe prototip. În cazul cînd tre- 
buie să folosim aceeași literă atît pentru. dimensiunea modelului, cît şi 
pentru aceea a prototipului, aceasta se pune în paranteză. 


a). Similitudinea geometrică. În similitudinea geometrică întîlnim nu- 
mai spatiul. Similitudinea geometricá se referă numai la forma corpului, 
care trebuie să aibă lungimile omoloage proporționale, iar unghiurile omo- 
loage egale. În geometrie avem o singură mărime fundamentală, lungimea 
[L] cu ajutorul căreia pot fi măsurate toate mărimile geometrice: unghiuri, 
lungimi, suprafeţe, volume, ale căror formule de dimensiuni sînt respectiv 
[29], [1], [L*], [L8]. 


Notînd cu / lungimile pe model si cu L pe prototip avem: 


scara lungimilor += A (2.10) 
Scara suprafetelor qM (2-11) 
scara volumelor = (2.12) 


de unde rezultă că, pentru model vom avea: 


I—-AL, ASA), V-ANV). 


1 „Cromoplasticitatea“ — Ștefan Bălan S Răutu, N. Goldenberg, 
V. Petcu; Comunicări Academia R,P,R.—nr. 11/1958, 
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b) Similitudinea cinemalică. 
sint cinematic asemenea dacă tr 
geometric asemenea si dacă vite 
melor sint. în același raport. 

În similitudinea cinematică 


ЫТ, m cà mișcările a două sisteme 
: : VA. mişcărilor ambelor sisteme sînt 
ele tuturor punctelor omoloage ale siste- 
se. folosesc două scări fundamentale: 
scara lungimilor (2.10) А 

L 


Й 
şi 
scara timpurilor eode 4 
| 7 (2.13) 
unde # este timpul fenomenului iar T 
\ | ui pe model, iar T este ti 'Ofespittiz^ 
pe prototip. ste timpul corespunzător 


aj ar + D a A, pa ^ X - 
Scara vitezelor corespunzătoare pe model si prototip este 


0 A 
ТО ЖЫ (2-14) 
Scara, acceleratiilor.este 
a X 3 Zi 
) Gr тї LA 2; (215) 


Scara turatiilór este aceeași cu a vitezelor unghiulare: 
\, 
п [0] 


— =l. 2. 
QU ET (2:16) 
iar scara acceleratiilor unghiulare este 
| Er, (2.17) 


c) Simililudinea. dinamică... Două sisteme de puncte materiale sint 
dinamic asemenea; dacă, pe lîngă. similitidinea cinematică, au masele 
într-un același raport si dacă sînt egale raporturile între forțele omoloage 
care acționează asupra punctelor omoloage ale celor două sisteme. t 

În dinamică există trei scări fundamentale: scara lungimilor A dată 
de (2.10), scara timpurilor т dată de (2.13) si scara maselor 

а (2.18) 
M 
unde m este masa pe model, iar M este masa respectivă pe prototip. à 

Pentru viteze folosim scara (2.14), iar pentru accelerații scara (2.15) 
de la similitudinea cinematică. ' ПЕ CX 2 

Notînd cu f forța pe model şi cu F forța respectivă pe prototip, pe 
baza legii a doua a lui Newton obţinem scara forţelor: 


ff oe LLL АА ЕЦЕ 
ра М wo» 
adică; 
dică; / А 2.19) 
Dem v 
‹ T 


u 


Род 


104 GENERALITĂŢI 


Expresia х= т"? este cunoscută sub denumirea de ecuația caracteris- 
tcd а lui Bertrand; ea stabileşte relația fundamentală între cele patru 
scări principale de similitudine А, p, т 51 X. 

Pentru celelalte mărimi derivate se obțin imediat următoarele scări: 
scara lucrului mecanic 


SR LANE PETAT 
(FL eu (2.20) 
scara puterilor 
p 2 fili ^, me] | 2.-3 € 
р FL] T NAR Uu Vy (2.21) 
scara greutăților specifice 
ДАр КА, 
пу = дуа >=, (2.22) 
scara densităţilor 
э iaca (2.28 
(e) My) ^ t vr 


Cu aceste scări se lucrează în uu ite legi de similitudine, numite uneori 
si ægi de modelizare. 


$ 12. Legea generală de similitudine a lui Newton. Să admitem un 
sistem de puncte materiale А; considerat ca model si un al doilea sistem 
de puncte materiale (А ;). considerat ca prototip, asemenea cu primul sistem, 
din punct de vedere geometric, cinematic și dinamic. 

Fie-A, u şi т cele trei scări ale mărimilor fundamentale, date respectiv 
de expresiile (2.10), (2.18), (2.13). 

Să determinăm scara care trebuie aleasă pentru forțe, astfel încît 
să existe similitudine dinamică pentru mișcările celor două sisteme de puncte 
materiale. 

Pentru aceasta este necesar ca ecuațiile diferențiale ale mișcării mo- 
delului si prototipului să fie identice. 

Așa cum se va arăta în dinamică, ecuaţiile mișcării sistemelor sînt 
date de principiul lucrului -mecanic virtual sub forma: 


Mdb (2. 


ho 
A 


pentru model si 
Z(F)—M(2)]3(0)— (2.25) 


pentru prototip, unde prin F; s-a notat rezultanta forțelor date ăplicate 
în punctul А; de masă m; şi accelerație ai, prin Sri deplasarea virtuală a 
punctului А; de pe model, iar prin (F;), Mi, (a;) si S(r) mărimile respec- 
tive ale punctului (4;) de pe prototip. 

- Forţele —14a, si —M {(а{) sînt forţele de inerție corespunzătoare 
punctelor А; şi (А). 

Тїпїпа seama de scările А, u, т ale mărimilor fundamentale, raportul 

dintre valoarea forțelor de inerție pe model şi prototip este 


mya O 9c 
Ct N 9 (2.26) 


UA, CC, NEUE 


gomme нь, Pe 
ГА “ < 


Mec 


CALCULUL CU 


Condiţia necesară si suficientă pentru ca ecuaţiile (2.24) și (2.25) 
să Пе identice este ca forțele J% si (F4) să fie în acelaşi raport z=)? 
dat de (2.26), de unde rezultă: 

FA). (2.27) 
а а: {© у п Те ЖЕК, , б 
| Relaţia (2.26) exprimă legea de similitudine a lui Newlon. 
| Din relația (2.27) rezultă: 
| a) Forţele respective de pe model si prototip trebuie să fie paralele, 
b) Raportul modulelor lor trebuie să fie constant şi egal cu 


теа, 


Legea similitudinii se poate obține și pe calea ecuaţiilor dimensionale 
ale mărimilor care intră în ecuațiile mișcării. Astfel, să considerăm o miş- 
care oarecare a unui, sistem din natură și să schimbăm unitățile cu care 
se măsoară valorile ce intră în ecuația de mișcare, Dacă micșorăm unitatea 
| de lungime de A ori, unitatea de masă de w ori și unitatea de timp de т ori, 
| unitatea pentru măsurarea forțelor se va micșora de Auc? ori. Rezultă că 
cifrele care reprezintă valorile lungimilor, maselor, timpurilor sí forțelor se 
vor mări respectiv de 2, u, 7 $i X ori; noile cifre trebuie să satisfacă ecuațiile 
anterioare ale mișcării. Această a doua demonstrație a legii generale a 
similitudinii ne prezintă legea , similitudinii în dinamică ca o consecință 
a omogenitátii tuturor termenilor care intră în ecuațiile de mișcare. 

Ca exemplu să considerăm mișcarea centrală a două sisteme, forța 
de atracție fiind proporțională cu masa punctelor și cu distanța lor la 
puterea n. Raportul forțelor de atracţie ale celor două sisteme este: 


n 
mw 
х= = =. (2:28) 


Din egalarea expresiei (2.28) cu (2.19) rezultă: 


тг". (2.29) 


Considerînd că punctele descriu orbite în jurul centrului atractiv О 
rezultă că « este egal cu raportul timpurilor de rotație a maselor în jurul 
lui O. 

În cazul particular n=—2, adică atunci cînd forța de atracţie este 
invers proporțională cu pătratul distanțelor, formula (2.29) devine: 


т2— 3 


fie sînt proporţionale cu cuburile 
a lui Kepler. 


care exprimă că pătratele timpurilor de rota | 
distanțelor; se găseşte astfel pe această cale cea de-a treia lege 


$ 13. Legile speciale de similitudine. Legea de similitudine a ИЩ 
Newton impune ca toate forțele care acționează asupra celor două sisteme 
considerate să se găsească în raportul x dat de (2.26). { 

Deoarece în practică nu toate forțele pot fi reduse în acest тере. 
se consideră în fiecare caz în parte numai similitudinea acelor torţe care s 
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consideră predominante pentru fenomenul respectiv, neglijindu-se forțele 
secundare. Astfel, după natura forțelor considerate ca predominante, se 
obțin diferite legi speciale de similitudine, de forma: 


v2). (2.30) 


Fără a intra in studiul legilor speciale de modelizare, vom cita pe 
cele mai importante. 

a) Dacă se consideră că forțele principale care produc mișcarea sînt 
forțele de gravitație se obține legea de similitudine а lui Froude: 


т=\ү/. (2.31) 


b) Dacă se consideră forțele elastice ca forte predominante se obține 
legea de similitudine a lui Cauchy: 


z=ì. (2.32) 


c) Considerînd că forțele de frecare interioàre au acțiune dominantă 
în ecuațiile de mișcare, cum este în cazul lichidelor vîscoase, se obține 
legea de similitudine a lui Reynolds: 


«mA. (2.33) 


.Astfel de legi speciale de similitudine au o importanță deosebită 
în diferitele domenii ale mecanicii aplicate. Studiul lor se face, însă, la 
disciplina științifică corespunzătoare. 


PARTEA A DOUA 


STATICA 


—— — 


1 
| 


3 l. Generalităţi, Statica este acea parte a mecanicii care studiază 

transtormarea Sistemelor de forțe aplicate corpurilor solide în sisteme echi- 
valente si condiţiile de echilibru ale sistemelor de forţe, 
l n Sistem de forje este constituit dinir-un ansamblu de forțe considerat 
in totalitatea lui; un sistem de forțe este echivalent cu un ansamblu de forte 
dat (primar), dacă se poate substitui ansamblului de forțe primar fără să-i 
modifice efectele mecanice asupra unui corp solid dat. 

In statică este vorba de un echilibru relativ, adică în raport си оп sis- 
tem de referință ales. În vorbirea curentă se spune adeseori, că se realizează 
echilibrul corpurilor, nu echilibrul sistemelor de forțe — acest lucru fiind 
îndreptăţit, deoarece existența forțelor presupune întotdeauna existența 
corpurilor. 


Vom studia în primul rînd statica punctului material și apoi statica 
corpului solid, considerind corpurile, pe rînd, libere sau cu legături faţă 
de mediul înconjurător. Acolo unde va fi cazul se vor considera și frecările. 
Sistemele de forțe vor fi considerate în cazul lor cel mai general situate 


oricum în spațiu, sau în cazuri particulare: forte concurente, forțe paralele 
în plan etc. 


Din punct de vedere istoric, statica s-a dezvoltat cu mult înaintea celorlalte capitole 
ale Mecanicii, din nevoia oamenilor de a construi sau de a-şi face dispozitive care să le 
usureze munca, fapt care cerea. să se studieze mai indeaproápe problemele legate de echili- 
brul unor corpuri. Astfel, în antichitate, Arhimede (287—212 i. e. n) este primul care 
a dat formulare teoretică unor probleme de mecanică, bazîndu-se pe practică si pe calcule 
matematice. Din acest punct de vedere, el poate fi socotit ca părinte al mecanicii teo- 
retice. El a enunțat prima: dată legea pîrghiilor, a definit centrul de greutate al unor 
corpuri, a pus bazele hidrostaticii (celebrul principiu: care îi poartă numele), a studiat 
şurubul: etc. 


Mai tîrziu Pappus (secolul al IV-lea e. n) încearcă să continue cercetările lui Arhi- 
mede cu privire la mașinile simple ale timpului său $i la centrele de greutate. El а enunțat 
două teoreme care au fost reluate mai tîiziu de Guldin. 

Abia mult mai tirziu, începînd din secolul al XVI-lea, statica a înregistrat progrese mai 
importante. Sievin (1548 — 1620) a publicat în 1586 opera sa remarcabilă relativ la statică şi hi- 
drostatică, în care studiază echilibrul corpurilor grele pe planul înclinat şi ajunge la regula 
paralelogramului pentru compunerea forțelor concurente. Această lege a fost regăsită mai 
tîrziu de Galilei (1564 — 1642) care o generalizează si pentru cazul migcá:iii corpurilor. Newton 
(1642—1727) enunţă principiile de bază ale mecanicii, care au contribuit amplu la dezvol- 
tarea mecanicii în general și care au dus $i la precizarea unor capitole din statică. Varignon 
(1654 —1722) a stabilit teorema momentelor si a studiat masinile simple. Mai tirziu, Poinsot 
(1777 — 1859) introduce in statică teoria cuplurilor, iar in secolele al NIX-lea $i al XN X-lea 
statica a ajuns la forma aetualá, 
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$ 1. Punet material liber, Punet material supus Ја legături, Se infe- 
lege prin punci material liber, un punct material care poate ocupa orice pozi- 
ție în spaţiu, poziţia sa fiind determinată numai de forțele care acţionează 
asupra lui, nu şi de alte condiţii geometrice. Poziţia sa este definită de trei 
parametri independenţi, coordonatele punctului, 

Se înțelege prin punct material supus la legături un punct material 
obligat să rămînă pe o suprafaţă, pe o curbă sau într-un punct fix din spaţiu. 

În aceste cazuri, poziţia punctului poate fi definită cu ajutorul unui 
număr mai redus de parametri, Astfel, în cazul unui punct obligat să rămînă 
pe o suprafaţă sînt necesari numai doi parametri independenţi, coordonatele 
curbilinii ale punctului. În cazul unui punct obligat să rămînă pe o curbă 
este necesar un singur parametru, iar în cazul unui ptinct obligat să rămînă 
într-un anumit punct din spațiu nu este nevoie de nici un parametru, 

Numărul de parametri necesari pentru a defini poziția unui punct 
defineşte numărul de grade de libertate. Astfel, un punct material liber are 
trei grade de libertate; un punct material obligat să rămînă pe o suprafață 
are două grade de libertate; un punct material obligat să rămînă pe o curbă 
are un grad de libertate, iar un punct material obligat să rămînă, într-un 
punct fix din spațiu nu are nici un grad de libertate, 

Exemplu. Punctul material M de greutate” С, legat cu trei fire petrecute peste trei 


seripeţi foarte mici, 4, B şi O (fig. 3.1, а) la capetele cărora atîrnă greutățile P, 0, S, 
este un punct material Ziber, pentru că el poate ocupa orice poziţie în spaţiu. Bineînțeles 


că el ocupă o anumită poziţie de echilibru determinată de forțele P, Q, S și G. 


2 


Fig. 3:1 


Cu totul alta este situaţia punctului material M din fig. 3.1, b legat de punctul O 
cu un fir OM inextensibil, de lungime 191 cu două fire trecute peste doi Scripeti foarte mici 
A $i B la capetele cărora atîrnă respectiv greutăţile Р şi Q. 

Dacă firul OM este întins, punctul material este obligat să rămînă pe o sferă cu centrul 
în O şi avind raza l. Deci, poziţia sa de echilibru nu este determinată numai de forțele P, © 


оннан 


атти, 
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51 С, ci si de obligația geometrie 


i ă de a rămîne pe sferă, Este 
rial supus la legătun, 


deci vorba de un punct mate- 
$ 2. Punet material liber ae(ionat de sisteme de 

Să considerăm un corp pentru care se poate folosi e 

material si un sistem de forțe care acționează asupra acestuia, Punctele de 

aplicație ale forțelor sistemului coincid și nu pot fi schimbate, deci forţele 

sint concurentie Și au caracter de vectori 

| aplicaţi (ера). 

Experienţa arată că, dacă în parti- 
cular asupra punctului material O acțio- 
neazi simultan două forțe 7, si P 
| acestea pot fi înlocuite cu o forță unică @ 
| denumită rezultantă. Márim за, direcția si 
| sensul rezultantei sînt date de diagonala 
| paralelogramului construit cu ajutorul 
| vectorilor care reprezintă cele două forțe 
| (fig. 3.2). Acest rezultat experimental este cunoscut sub numele de 
| btul paralelogramului. ЕЛ pune în evidență faptul că forțele sînt 

vectoriale pentru, care se aplică operația de adunare definită în calculul 
| vectorial prin regula paralelogramului şi în general toate operaţiile sí rezul- 
tatele valabile pentru vectorii concurenți (cap. I, $ 17). 

Pentru acest caz se pot face următoarele observaţii: 

a) Operații elementare de echivalență. Într-un sistem de forțe con- 
curente se pot înlocui, după regula paralelogramului, două dintre forțe 
cu rezultanta lor sau una dintre forțe cu componentele ei pe două direcții 
concurente, fără ca efectul mecanic-al sistemelor de forte asupra punctului 
să se schimbe. În particular, se pot suprima sau introduce două forțe de 
acelaşi modul şi opuse; Acestea sînt operații elemientare de echivalență. 


iorțe concurente, 
a model mecanic punctul 


л 


Fig, 32 


princi- 
mărimi 


e 
Fig. 3.3 


b) Invarian|i. Rezultanta @ a unui sistem de forțe concurente, obi 
nutá prin construcția grafică denumità Poligonul forțelor, este un pueden: 
fafá de operafiile elementare de echivalență, Poligonul fortelor Seis 
regula paralelogramului (fig. 3.3), 1114] dat un sistem de forțe conc 


pe aa оаа a zar tul лды, 
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Еу, 1, ..., Fn, care acționează asupra unui punct material P (fig. 3.3,a), se 
alege un punct O arbitrar în spaţiu in care se aplică un vector OA}, echi- 
polent cu 7; în extremitatea acestuia se aplică un vector 4,4, echipolent 
cu J și asa mai departe. 

Rezultanta @ a sistemului de forțe concurente este dată în mărime, 
direcție 51 sens de vectorul ОА p care închide poligonul forțelor OA, 4, An 
(fig. 3.3, 0). Sistemul de forțe concurente din fig. 3.3, a este echivalent cu 
forta unică din fig. 3.3, c. 

Vom serie 


R= XM. (3.1) 
Modulul rezultantei se obține din relația 
R?= XFH-2XXFF,cos (Fi, Е). (3.2) 
ij xe 
Proiectind relația (3.1) pe axe, rezultă proiecţiile rezultantei 
X-—XAXi;, NASA TAE AVI (3.3) 


Cu ajutorul acestor proiecții se poáte-determina modulul rezultantei 
şi cosinusurile sale directoare, folosind formulele 


R= XF VIZE, ©, (3.4) 

X Y Z = 

ROSE COS p—————— » COS чк as ана 1 (3.5) 
VX PYZ ҮүХ?--Ү?-+-7° Х*--Ү?--7% ; 


с) Echivalenia a două sisteme de forțe concurente. Rezultanta este sin- 
gurul invariant al unui sistem de forțe concurente. Că urmare ea singură 
caracterizează ип sistem de forte concurente. Rezultă imediat că fiind date 
două sisteme de forte concurente (S) şi (S'), condiţia ca ele să fie echiva- 
lente este să aibă aceeaşi rezultantă 

R=R". (3.6) 

§ 3. Echilibrul punctului material liber supus la acţiunea unui sistem 
de forțe concurente. Să considerăm un punct material liber care se află 
în repaus față de un triedru de referință inerţial. Să presupunem, apoi, 
că asupra sa acționează un sistem de forțe concurente. Ne propunem să 
găsim condiția necesară şi suficientă ca sistemul de forțe să fie în echilibru 
sau, ceea ce este acelaşi lucru, ca punctul material să continuie să rămînă 
în repaus (poziţia punctului-material, în sistemul de referință ales, să nu 
se schimbe cu timpul) după ce sistemul de forțe a fost aplicat punc- 
tului material. 

Pentru aceasta se vor utiliza două principii şi anume: principiul para- 
lelogramului forțelor şi principiul inerfiei. 

Principiul paralelogramului forțelor permite să se înlocuiască sistemul 
de forțe concurente cu o forță unică (0, rezultanta sistemului. 

Conform principiului inerfiei, dacă asupra punctului material liber 
nu acționează nici o forță si punctul material se găseşte în repaus față de 
un reper fix, el va continua să rămînă în repaus şi reciproc, 


| 
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Pe baza acestor două principii se poate trage concluzia cá pentru 


echilibru este necesar şi suficient ca forța unică (2 la care s-a redus sistemul 
de forte concurente să fie nulă 


(Q0. (3,7) 


Pentru că (Q este suma vectorială a forțelor ce alcătuiesc sistemul 


(R= XP), rezultă că ecuaţia vectorială (3.7) mai poate fi scrisă 


310. (3.8) 


Această condiție vectorială este echivalentă cu trei ecuații scalare, 
obținute prin proiectarea ei pe axele unui triedru ortogonal, 
DA 0), AY, 0, х2 0, (3.9) 


În cazul unui sistem de forțe în acelaşi plan, problema nu se parti- 
cularizează dacă se presupune că planul in care acționează forțele este хОу, 
Atunci Z;=0 si ultima dintre ecuaţiile (3.9) este identic satisfăcută, Rămin 
atunci două condiții de echilibru 

o 3X0, 2 Y4=0. (3.10) 
De asemenea, în cazul unui sistem de forțe avînd același suport, pro- 
blema nu se particularizează dacă se presupune că suportul comun este axa 
Ox. Atunci Y;—0, Z;—0 şi ultimele două ecuaţii (3.9) sint identic satis- 
făcute. Rămîne atunci o singură ecuație scalară de echilibru 

ZX,-0. (3.11) 


$ 4. Problemele statieii punctului material liber. Problemele pri- 
vind echilibrul punctului material liber pot fi împărțite în două categorii: 

a) Probleme în care se dau forțele care acționează asupra punctului 
material si se cere să se determine poziția lui de echilibru. 

b) Probleme în care, se. dă poziţia de echilibru a punctului şi se 
cer forțele care trebuie să acționeze asupra lui pentru a-l menţine în 
această poziţie. 

În prima categorie de probleme, necunoscutele sînt coordonatele punc- 
tului, în număr de trei în spaţiu sau două în plan. Deoarece pentru deter- 
minarea lor se dispune de un număr de trei ecuaţii scalare în spațiu sau de 
două ecuaţii scalare în plan, rezultă că în general problemele din prima 
categorie pot fi rezolvate. Bineînţeles, nu este exclusă posibilitatea ca sis- 
ети! de ecuaţii de echilibru să fie nedeterminat sau imposibil. În aceste 
cazuri există respectiv o infinitate de poziţii de echilibru posibile sau nu 
există nici una. Es 

În á doua categorie de probleme, necunoscutele sint márimile si direc- 
tiile forţelor, Dacă nu se face nici.o menfiune asupra forfelor, problemele diu 
această categorie sînt în general nedeterminate, căci există o infinitate de 
sisteme de forțe care mențin un punct material în repaus, Dacă se npe 
forțelor anumite condiții, fie în ce priveşte numărul lor, fie щи! ar 

ete, atunci este posibil ca și probleinele din această categorie să fie deter 
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minate. Pentru aceasta este necesar ca numărul necunoscutelor scalare intro- 
duse să nu fie mai mare de trei în spaţiu si mai mare de două în cazul for- 
telor in plan. 


Aplicaţie, 1°, Se consideră într-un plan vertical un punct material de greutate G, 
legat cu două fire petrecute peste doi scripeti S, şi S. La extremităţile firelor atirná 
respectiv greutăţile P si Q (tig. 3.4, а). ў 


5 s2 y 


c v 
| д x f 
| 
| $ \ d 0) c) 
&i & є б 
h Fig: 3.4 


Se cere să se determine poziţia de repaus à punctului material. 

Fiind o problemă de punct material liber supus la forte aflate în acelaşi plan, poziția 
de repaus va fi definită de doi parametri. Alegem ca parametri unghiurile а și B pe care 
firele le fac cu orizontala. Asupra punctului acţionează forțele arătate în fig. 3,4, b. Ecuațiile 
de echilibru sint ў è 

^ Р соза —0 соѕ58=0, Рзіпо+0 sinß—G=0. 


Rezolvind acest sistem de ecuaţii trigonometrice, obținem 


i __P2+G2—Q2 А _Q2+Ga—p2 
sina=—5 pg —: 50 206" . 


< 


Pentru ca aceste soluții să aibă sens este necesar şi suficient ca 
P*--G*— Q* Q*--G?— Р? 
—1xX——É————«1 — A————— «1. 
X—9 PG ; ee ОС <1 


Inegalităţile se mai scriu 
G—P|<Q<IP+GI; + 16—01<Р< IG QJ- 


ulele celor trei forfe trebuie sá subziste aceleaşi inegalităţi ca între 
e imposibil şi punctul material nu poate rămine 


Rezultă că între mod 
laturile unui triunghi. Altfel echilibrul est 


їп repaus. s 
Această ultimă condiție apare evidentă dacă se rezolvă grafic problema, ceea ce revine 
la construirea unui triunghi căruia i se cunosc lungimile laturilor și direcţia uneia dintre 


ele (fig. 3.4, c). 


В. STATICA PUNCTULUI MATERIAL SUPUS LA LEGĂTURI 
FĂRĂ FRECARE 


ilor. În cazul unui punct material supus la legături, 
aplicate (date) nu 
mplu că un punct 


Ed $ 5, Axioma legătur 
Ийги @=0 scrisă pentru forțele efectiv 
х, Într-adevăr, experienţa arată de exe 


$-] condiţia de ecl 
mai este necesar 
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material greu poate rümine în echilibru pe un cere situat într-un plan 

vertical in punctul | cel mai de jos sau, dacă cercul este aspru (curbă 

cu frecări) într-un punct M (fig, 3,5, a). Cum asupra punctului acționează 

forja cfectiv aplicată G0 gi totusi punctul stă în echilibru, rezultă că 

nu mal este necesară condiția (69-0, valabilă la punctul material liber, 
Pentru a găsi condiția nece 

sară şi suficientă ca un punet ma 

terial supus la legături вй se рй 

sească în echilibru, vom înlătura 0 

legătura (în exemplul de mai вив, 1 

cercul), Punctul material devine 

astfel liber, Dacă se admite că 


asupra lui acționează о Гог egală Hd d 
şi opusă rezultantei forțelor efectiv A 
aplicate, punctul material continuă 3) ў 
j să rămînă în repaus si după supri- 
/ marea legăturii, Această forță înlo- Fig, 35 


cuieşte legătura şi poartă numele de je 
forță de legătură sau reacțiune. Notind-o cu R, condiția necesară și sufi- 
cientă de echilibru devine 

R-F-0. (3.12) 


Această înlocuire a unei legături cu o forță este cunoscută sub numele 
de axioma legăturilor (axioma eliberării, principiul fortelor de legătură) şi se 
enunță astfel: 

O legătură poale fi înlocuită си о forță denumită forță de legătură sau 
reacțiune. Sub acțiunea forțelor efectiv/aplicate şi a forței de legătură, punctul 
material poate fi considerat liber şi poate fi tratat ca atare. 

O problemă de echilibru a punctului material supus la legături com- 
portă în general determinarea a două categorii de necunoscute: unele privind 
poziția punctului, celelalte privind forța de legătură. Pentru rezolvarea 
problemei se aplică axioma legăturilor $i apoi se scriu ecuațiile de echilibru 
care rezultă din proiectarea pe axe a condiției (3.12), adică 


X+Ra=0, Y+Ry=0, Z+R:=0 (3.13) 


' în cazul unui sistem de forțe în spaţiu $i 
X+Ra=0, Y+Ry=0 (3.14) 


în cazul unui sistem de forțe în plan. 

Dacă asupra forței de legătură К nu se pune nic 
rămâne nedeterminată pentru că în afara proiecţiil 
al căror număr este egal cu acela al ecuaţiilor de ec 
ca necunoscute parametrii care definesc poziţia de e 
de doi în cazul unei suprafeţe $i de unul în cazul une * 

Numai în cazul cînd punctul material este obligat să Tamina к 
anumită poziţie fixă în spațiu, problema este determinată, singurele nec 


i o condiţie, problema 
or forței de legătură, 
hilibru, mai intervin 
chilibru, în număr 
i curbe. 

într-o 
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noscute fiind atunci proiecţiile Re, Ry, Rz ale forţei de legătură pe axe, 
Valorile lor se obţin imediat 


Ra X, Ry Y, К; Z sau (3.15) 
Ry ^ OBS Y (3.16) 
după cum este cazul unui sistem de forțe in spațiu sau în рап, 


Experienţa arată că un punct material obligat să rămînă pe о curbă 
sau pe o suprafață nu poate fi în echilibru în orice poziţie. Rezultă atunci 
că forța de legătură R nu poate fi arbitrară, căci dacă ar fi arbitrară, 
ea ar putea echilibra rezultanta @ a forţelor efectiv aplicate punctului, 
oricare ar fi poziţia acestuia pe curbă sau pe suprafață. 

Pentru a cerceta care sînt restricțiile ce se pun practic forței de legă- 
tură, s-o descompunem după o direcție normală şi o direcție tangenfialá 
la legătură, Să notăm cu N si T cele două componente astfel obținute 
(fig. 3.5, 0). Există evident relația 


RENT. (3.17) 
Rolul componentei N este de a împiedica punctul material să párá- 


sească legătura. Rolul componentei T este de a împiedica punctul material 


să se deplaseze pe curbă sau pe suprafaţă; ea poartă numele de 
forță de frecare. 


$ 6. Legături ideale. Se înțelege prin legături ideale (fără frecări sau 
lucii) legăturile pentru care 7—0. Asemenea legături nu există în realitate. 
Există însă curbe si suprafeţe la care forța de frecare este destul de mică 
şi într-o primă aproximație poate fi neglijată. În âceste condiții, din 
(3.17), rezultă 
DE NEA = (3-18) 


În cazul cînd legătura este o suprafaţă lucie, reacţiunea are direcția nor- 
malei la suprafață în punctul considerat, iar in cazul cînd legătura este 
o curbă lucie, reacţiunea are o direcție oarecare iu planul normal. 

Cum rezultanta forțelor efectiv aplicate asupra unui punct material 
supus la legături trebuie, pentru echilibru, să fie egală si direct opusă cu 
reacţiunea dezvoltată Че legătură, rezultă următoarele condiții necesare 
și suficiente pentru ca un punct material să rămînă în echilibru pe o 
curbă sau suprafață lucie: | 

Dacă un punct material este obligat să vămână pe o suprafată lucie, 
condiția necesară și suficientă pentru echilibru este ca rezultanta fortelor efectiv 
aplicate punciului să fie dirijată după normala la suprafață în punctus: 
considerat . - 

Dacă un punct material este obligat să rămină pe о curbă lucie, condiția 
necesară și sufic ientă pentru echilibru este ca rezultanta forțelor efectiv aplicate 
să aibă suportul în planul normal la curbă în punctul considerat, 
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Să analizăm posibilitatea de rezolvare a problemelor de echilibru a 
punctului material supus la asemenea legături, 

Dacă aplicăm axioma legăturilor, dispunem de trei ecuaţii scalare, 
la fel ca în cazul punctului material liber. 

În cazul punctului material supus la legături, necunoscutele sînt de 
două feluri: 

a) necunoscute care privesc poziția de echilibru; 

b) necunoscute care privesc forţa de legătură. 

În cazul unui punct material obligat să rămînă pe o suprafață, poziția 
de echilibru depinde de doi parametri: coordonatele curbilinii и $i v, în 
funcție de care se exprimă coordonatele, х, y și z sub forma 


хш 0), - yey(w, v), z=2(u, v). (8.19) 


Dacă se cunoaște poziția de echilibru, normala la suprafață este în 
general determinată, deci se cunoaște punctul de aplicaţie și direcția reac- 
fiunii, Pentru a cunoaște complet reacţiunea este nevoie de scalarul ei 
(o necunoscută). În total rezolvarea unei probleme de echilibru a unui punct 
material silit să rămînă pe o suprafață lucie comportă determinarea a trei 
necunoscute: două coordonate curbilinii și scalarul reacţiunii, deci numărul 
de necunoscute este egal cu numărul de ecuaţii de echilibru care se pot 
serie. Problema în general este deci posibil de rezolvat. Se poate întimpla, 
în cazuri particulare, ca sistemul de trei ecuații cu trei necunoscute astfel 
obținut să fie nedeterminat sau imposibil. În aceste cazuri există o infi- 
nitate de poziţii de echilibru sau nu există nici o asemenea poziție. 

Їп cazul unui punct material obligat să rămînă pe o curbă lucie, 
poziția de echilibru depinde de un singur parametru, în funcție de care 
se pot exprima coordonatele punctului sub forma 

х=х(), у=у(%), .2=2(0)‹ 

Dacă se cunoaște poziţia de echilibru a punctului, planul normal în 
care trebuie să se: găsească reacţiunea este bine determinat. Cunoaşterea 
reacţiunii revine atunci la cunoaşterea proiecfiilor,ei pe două direcţii din 
planul normal, deci comportă două necunoscute scalare. În total deci rezol- 
varea unei probleme de echilibri а unui punct material silit să rămînă 
pe o curbă lucie comportă trei necunoscute, adică un număr egal cu acela 
al ecuaţiilor de care se dispune. Deci în gencral o asemenea problemă este 
posibil: de rezolvat. În cazuri particulare, cînd sistemul de ecuații este 
nedeterminat sau imposibil, sau există o infinitate de poziții de echilibru, 
sau nu există nici o asemenea poziţie. 

$ 7. Ecuațiile de echilibru în cazul unei suprafețe. Dacă ecuația supra- 


feței este dată sub formă implicită 
ф(х y, 2) —0, 


(3.20) 


(3.21) 


funcției e(x, y. z). 
là, poate fi scrisă 


(3.22) 


se ştie că un vector normal la suprafață este gradientul 
Reacfiunea R în cazul unei suprafețe lucii fiind norma 


sub forma Y 
R=) grad ф. 
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Atunci, dacă (Q este rezultanta forţelor efectiv aplicate, condiţia de 
echilibru (3.12) se serie 
(Q--^ grad ф=0. (3.23) 
La această ecuație trebuie adăugată ecuația (3.21). Proiectind pe cele 
trei axe ecuația vectorială (8.28) obținem 


, dP 7 0Ф ; д 
X-A9*-0, У-А99-=0, ZMS- 3.94) 
FAS. F^, ), 24-2, 0, (3.24) 
Dacă ecuația suprafeței este dată sub formă explicită 
gE y), (3.25) 
1 atuuci ecuațiile (3.24) pot fi scrise astfel: 
E Хх 0, у+х%==0, 2—л=0. ; 
и. 706 S АМ, S 3 ò 7 7 
Em. în sfîrşit, dacă suprafaţa este dată prin ecuațiile parametrice 
ma x=x(u, v), у=у(и, v), z>2(u, v), (3.27) 


parametrii directori ai normalei la suprafață sînt determinanfii funcționali 


DF, 2) D(z, ж) D(x, Y) 
Du, o)? D(w v) D(w,v) (3.28) 


şi ecuațiile de echilibru devin 


(у, 2) _ р, а) Dim y) 
X43203—0, Y4A$ 5-0. ZH puj (3.29) 


Dacă într-o problemă interesează numai poziția de echilibru a punc- 
tului, ea se poate obține scriind ecuațiile care se obțin prin eliminarea 
parametrului A între ecuațiile (3.24) respectiv (3.26) sau (3.29). Se obține 


Pa YA УЛ 

дә дФ дФ (3.30) 
Ў Ox ду dz 

OY Z 

92 д. l (3.31) 


0х 07 
Pe TURA 
D(yz) Dex) D») 

D(wv) D(uv) D(u, v) 

Aplicaţii. 2°. Sá se determine modulul forței orizontale F necesare pentru a 
menţine în repaus un punct material de greutate G pe un plan luciu, înclinat sub un unghi « 
față de orizontală. Să se determine de asemenea mărimea reacţiunii şi poziţia de repaus 


(fig. 3.6). È : 
Ж Eliberind punctul material de legături vom introduce şi reacţiunea normală N (tig. 
2.6, b). Alegînd ca axe de coordonate linia de cea mai mare pantă a planului si normala 


la plan, ecuaţiile de echilibru se scriu 
—F cos «--G sin 4=0, NF sin a—G cos «0, 


DEA 
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din care, pentru necunoscutele / si N rezultă valorile 


: G 
F-Gige, N . 
cos % 


) itic ` echili ^ + { У VAI Я f П 4. 

P oziția de echilibru este nedeterminată căci coordonatele punctului nu intervin in 

ecuaţiile de echilibru. Rezultă atunci că dacă F-—G tg о, punctul material stă în repaus 

oriunde ar fi el aşezat pe ! 
planul înclinat, 


3°, Să se găsească 
| poziţia de repaus а unui 
punct material greu pe o 
sferă lucie de rază R. 
Alegind un sistem de 
axe cu originea în centrul 
sferei şi axa Oz verticală şi 
ascendentă, ecuația sferei 


se va scrie o (x, y, з) zex?-- 

+ y?+z?— R3—0. Greuta- 3) b) x 
tea fiind verticală avem 

DE Me S Fig. 3.6 

R=G=—Ġk. Rezultă | pA 

" ^ 
à d Loy, 99 =2y, 9? op, 
9x 07 02 


De aci deducem х0, y=0. Introducînd aceste. valori în ecuația sferei rezultá 22— 2—0 
de unde z= +R. Deci există două poziţii de repaus în punctele 4(0, 0, R) si B(0, 0, —R). 
Se poate verifica ușor cá aceste două poziţii corespund respectiv punctului, celui mai înalt 
si punctului celui mai de jos de pe sferă. : 

49. Să se găsească poziția de repaus a unui punct material de greutate G, obligat să 
rămînă pe o sferă lucie de rază R dacă este legat cu un resort ideal de constantă elastică & 
de punctul cel mai înalt al sferei. 

Folosind acelaşi sistem de axe ca, în problema precedentă și notînd cu A(0, 0, R) punctul 
cel mai înalt al sferei si cu P(x, y, 2) poziţia de repaus a punctului, rezultă pentru forța 


elastică, respectiv pentru componentele ei, expresiile 


2 F=—kAP, 
ТАУ —hz, Еу= Ру, Fz=—>k(z— R). 


Atunci proiecţiile rezultantei R vor fi 
X kx, Y==—hy, Z-—-—G-h(z—R). 


Condiţiile de echilibru (3.30) devin 
yhy _ — ky =G k(z— R) 


5л 2y 25 


Din aceste ecuații deducem, în cazul САП: x0, y=0, s= +R, iar în cazul С=АК; 
X-arbitrar, y-arbitrar, 2= arbitrar. Existi deci fie două poziţii de repaus, ca în cazul 
r problemei precedente, fie o infinitate de asemenea poziții, punctul material găsindu-se їп 


repaus în oricare punct al sferei, 


LL Li LU A Aa a 
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$ 8. Ecuațiile de echilibru în cazul unei curbe, Să presupunem că se 
cunosc ecuaţiile implicite ale curbei: 


ф(х, y, 2)=0; d (x, y, 2)=0. (3.33) 


Se stie cá planul normal Ја curbă confine normalele la cele două 
suprafețe p=0 si (20, deci confine vectorii grad ф şi grad d. Reacfiunea 
în cazul unei curbe lucii fiind un vector cuprins în planul normal, se poate 
pune sub forma 


R=) grad g--y grad q. (3.34) 


Atunci, dacă se notează cu @ rezultanta forțelor efectiv aplicate, 
condiția de echilibru (3.12) se scrie. 


RHA grad o-u grad ф=0. (3.35) 


Proiectind pe axe ecuația (3.35) obţinem 


XX ? и x 0 


mo x =0 (3.36) 
Z4% TH 0. 


Dacă ecuaţiile curbei sînt date sub forma 

z= f(a y), я=&(х, у), (3.37) 

se deduc ușor ecuațiile de echilibru observînd că în acest caz se poate scrie 
e(x, у, 2) = (9, у)—=0, 
ф(х, у, z) ex, y) —2—0, 


deci 
39 23f.9e 07. др 
0х 95° ду Dr’ A i 
дф дед de AV, . 


dz 01199 09У’ д 
Atunci ecuaţiile de echilibru (3.36) devin 
X 43 cu SE-0 | 


ox 
9f de —0 (3.38) 
Xs aur dy 
Z—)—u=0. 
La aceste ecuații, trebuie adăugate relațiile (3.33). 
În cazul cînd curba este dată prin ecuaţiile parametrice 
za), yd, aat), (3.39) 
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reacţiunea R trebuind să fie cuprinsă în planul normal, este perpendiculară 
/ ‚ Я 


pe tangentă, ai cărei parametri directori sînt x', y' si z' și deci compo- 
nentele ei trebuie să îndeplinească condiția 


Rax'-- Ryy R z2'—0. (3.40) 
Această condiție este satisfăcută identic dacă se ia 


Ra-—yz!'—vy' | 
Ку=ух' —)4' ' (3.41) 
К=^Лу'—[#', | 
unde à, ш, v sint trei parametri arbitrari. Ecuafiile de echilibru devin 
X -uz'— vy'—0 | 
Y --vx' —2z'z0 (3.42) 
Z-FAXy'—pis'—0. J 
Dacă, într-o problemă interesează numai poziția de echilibru, aceasta 


se poate obţine eliminînd parametrii à si u între ecuațiile (3.36) sau (3.38) 
şi parametrii №, u și v între ecuațiile (3.42). Se obțin respectiv condițiile 


7 99 QU 
Хоя ағ 
| y о? 2 =@, (3-43) 
de d 
ое бё 
A fade 
а= лах 
y 3M ag |=0, (3.44) 
07107 і 
С ue : 
Xa РҮ) Za! —0: (3.45) 


Aplicaţii. 5°. Să se determine poziția de repaus a nnui punct material.de gren- 
tate G, obligat să rămînă pe un cerc de rază. №, situat într-un plan vertical, dacă asupra 
punctului mai acționează, şi o forță F paralelă cu diametrul orizontal al cercului. 

Rezolvare. Eliberăm punctul material de legătura sa cu cercul şi introducem 
reacţiunea normală N (fig. 3.7). Proiectind pe tangenta $i pe normala la cerc, obținem ecua- 


Ше de echilibru 


F sin «—G cosa=0, N—F cosa—G sin «—0, 


de unde rezultă С 
tg amo NSyFUG:, 


Ве poate observa că există două poziţii de echilibru distincte, diametral opuse А si В, 
6°, Un punet material de greutate neglijabilă, obligat să rămină pe un semicerc de 
rază Jt, este legat еп dopă resoarte, de constante elastice А, de extremitățile diametrului 


f AB (fig. 3.8), Бе cere să se determine poziţia de repaus, 
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Rezolvare. Hliberium punctul material de legătura cu cercul și introducem reac- 
țiunea normală N. Ticunţiile de proiecţie pe tangenta gi pe normala in М la cerc sînt (fig. 3.8) 


ASI. х CA uA ® РТ. г 
I, sin Ку cos 0, NF; cos Fasiti =0, 
2 2 2 2 


Dar Бу si Fa fiind forțe elastice, sint proporționale respectiv cu lungimile MA şi MB 


F,=h:MA =h-2R cos 5 


F,3h-MB-—I-2R sin z 


Introducindu-le în ecuațiile de echilibru, se observă că prima devine o identitate, iar din a : 
doua se deduce N=2kR. Deci punctul material stă în repaus în orice poziție pe cerc, iar j 
reactiunea are o valoare constantă. 


7°. Să se determine poziția de repaus a unui punct material greu pe elicea de ecuații 
parametrice 


x-a:cos t, y=asin і, z=bt (axa Oz verticală ascendentă). 


Rezolvare. Observînd că greutatea G are drept proiecții pe axe: X—0, Y=0, 
Z — —G şi deducind din ecuațiile parametrice: */— —a sin £, y'—a cos £,z' —b, ecuația de echi- 
libru (3.45) devine 
—Gb=0, 


ecuaţie imposibilă, Deci punctul material greu nu poate sta în repaus in nici unul din punc- 
tele elicei. 


$ 9. Cazul legăturilor unilaterale. În paragrafele dinainte s-a pre- 
supus că punctul material nu poate părăsi legătura oricare ar fi forțele 
efectiv aplicate asupra lui. O astfel de legătură se numeşte legătură bila- 
lerală. Există însă legături care pot fi părăsite în anumite condiții; ele se 
numesc legături unilaterale. Ca exemplu cităm un punct material legat 
cu un fir flexibil si inextensibil de un punct fix din spaţiu. Dacă rezul- 


| i tanta forțelor care acționează asupra firului întinde firul, punctul material 

| { rămîne pe o sferă cu centrul în punctul fix şi cu raza egală cu lungimea 
| H firului. Dacă firul nu este întins, punctul material poate părăsi sfera către 
b 1 interior. 


| O legătură unilaterală se exprimă, după caz, printr-o inegalitate, 
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În exemplul dinainte, dacă punctul fix este în originea unui sistem 
de axe Oxyz, iar lungimea firului este /, legătura este caracterizată prin 


х24-у2--22—12<0). 


O problemă de echilibru a punctului material supus la o legătură 
unilaterală se rezolvă în modul următor: 
| a) Se deterinină poziţiile de echilibru ale punctului ca şi cînd legătura 
ar fi bilaterală, urmînd procedeul arătat, 
| b) Se analizează în fiecare dintre aceste poziţii sensul rezultantei (2. 
Dacă acest sens este astfel încît asigură legătura, poziția de echilibru este 
posibilă. Dacă sensul rezultantei @ nu asigură legătura, poziția de echí- 
libru nu corespunde si trebuie înlăturată. 
Astfel, în exemplul dat, rezultanta (Q trebuie să aibă sensul către 
exteriorul sferei de rază /. Putem da o expresie generală a condiției ca o 
poziţie de echilibru să fie acceptabilă în cazul unei legături unilaterale, 
j -Să presupunem că legătura unilaterală se exprimă prin condiția 
А f, у, 220. (3.46) 
Este întotdeauna posibil să se exprime o legătură unilaterală sub 
forma (3.46) deoarece, dacă inegalitatea ar fi de sens contrar, ea poate fi 
adusă la forma (3.46) prin înmulțire cu — 1. 
Se ştie că vectorul grad. f are direcția normală la suprafață şi este 


dirijat în sensul în care crește funcția f(x, y, 2). Este ușor de verificat că, 
dată fiind condiția (3.46), pentru ca echilibrul să fie asigurat în cazul unei 


legături unilaterale, este necesar ca rezultanta (Q a forțelor efectiv aplicate 
punctului material să fie de sens opus sensului gradientului adică 


(Q.grad f—0. 
În funcție de componentele celor doi vectori, condiția (3.47) se serie 


(3.47) 


1 


ӘӘ pal 
xS yY zco. (3.48) 


Aplicaţie. 8°. Se consideră un punct material greu, legat cu un fir flexibil şi 
inextensibil de lungime / de un punct fix din spațiu. Se cere să se determine poziția de 
echilibru. 

Rezolvare. Presupunînd un sistem de axe cu originea în punctul fix, avind axa 
Oz verticală și ascendentă, ecuaţia sferei pe care trebuie să rămînă punctul material se 
serie 424+y24z2—12=0. Pentru că legătura este unilaterală (firul putîndu-se slăbi) şi pentru 
că legătura permite ca punctul material să ocupe numai interiorul sferei, unde distanța de la 
origine la un punct oarecare este mai mică decît 7, condiția impusă de legătură se serie 


a?-p y? 2212, 


Putem aduce aceastá condifie la forma (3.46) scriind-o 
Да, y, 2) = I1 —43—512—2170. 
Rezultanta forțelor efectiv aplicate asupra punctului se reduce їп cazul nostru la greu- 
tatea proprie G ale cărei componente pe axe sint; 
X-0, Ym0, Z--G. 
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Presupun înd deocamdată legătura bilaterală, condiţia de echilibru 
X eV Ez 
Qf dS Qf 
à ду 02 


devine 
0 0 —G 


Tus 203 200 
Rezultă x—0 si y —0, Tinind seama de ecuația suprafeței, se deduce z= 4-7. Corespund 


deci două poziţii de echilibru 4(0, 0, 7) si B(0, 0, —). Să analizăm care dintre ele convine 
cazului legăturii unilaterale, Condiţia (3.48) devine 


0:(—24)--0:(—25)--(—6)-(— 25) «0, 
sau 
Gz--0. 


Ta este satisfăcută numai de punctul B, singura poziţie de echilibru posibilă. 


C. STATICA PUNCTULUI MATERIAL SUPUS LA LEGĂTURI 
CU FRECARE 


$ 10. Frecarea de alunecare. Coefieient de frecare de alunecare. În 
capitolul precedent s-a presupus că legăturile sînt ideale. S-a neglijat în 
felul acesta componenta tangenfialà a forței de legătură, denumită fortă 
de frecare de alunecare. Sînt cazuri cînd această neglijare nu se poate face. 
Aceasta se întîmplă în cazul legăturilor aspre, rugoase., Experiența arată 
că pe o suprafață sau pe o-curbă aspră un punct material nu poate sta în 
echilibru în orice poziție. De aci se deduce că forța de frecare T satisface 
anumite condiții. 

S-au imaginat numeroase experiențe care să pună în evidență aceste 
condiții. În cele бе urmează se vor arăta rezultatele experiențelor făcute 
de Coulomb. 

O asemenea experiență redusă la forma cea mai simplă se realizează 
astfel: se consideră un corp de dimensiuni neglijabile așezat pe un plan 
orizontal aspru (fig. 3.9). Asupra sa acționează la început greutatea G şi 
reacţiunea normală №. Dacă planul ar fi luciu, corpul ar trebui să alunece 
în momentul în care i s-ar aplica cea mai 
mică forță orizontală F. În realitate însă 
corpul nu alunecă decît în momentul cînd 
forța F atinge o anumită valoare. Aceasta 
dovedește că asupra corpului mai acționează 
o forță care se opune alunecării, care este 
îndreptată în sens contrar vitezei relative 

Fig, 39 si care echilibrează forța F. Aceasta este 

forța de frecare de alunecare, T. Faptul cà 

totuşi echilibrul se strică atunci cînd forța f depăşeşte o anumită iutensi- 
tate, ne arată că forța de frecare Г nu poate depăşi о anumită valoare Tmar- 
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Experiențele lui Coulomb au arătat că: 7. valoarea maximă a forței 
de frecare nu depinde de viteza relativă a corpului, de mărimea suprafeţei 
de contact dintre corp si plan, ci 2. numai de natura corpurilor și de starea 
suprafețelor în contact, precum şi 3. de mărimea reacţiunii normale la 


suprafața de contact, N, 
ль" d ' A " 
Poate aceste rezultate pot fi cupriuse în formula 


. Coeficientul y se numeşte coeficient de frecare la alunecare; el nu аге 
dimensiuni si depinde de natura corpurilor si a suprafeţelor în contact. 
În tabela 5 sînt date valorile coeficientului de frecare p, pentru citeva 


| Lana t | ш | N | 


corpuri intilnite în tehnică. 


Valorile coeficientului de frecare p. 
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(3.49) 


Tabela 5 


Natura corpurilor 


| 
Starea suprafețelor 


Coeticientul p. 


Observaţii 


Oțel pe oțel 


Bronz pe bronz 
| Bronz pe fontă 
| Fontă pe fontă sau 
bronz 


| Oțel pe gheață 


| Stejar pe stejar (uscat) 


| Curea de piele pe tam- 
bur de stejar 


| Curea de piele pe fontă 


[apud 


| uscate 


unse cu seu 
unse cu ulei 


putin unse 
puţin unse 
puțin unse 
cu apă 

~ | 
în lungul fibrelor 
normal pe fibre 
uscate 
puţin unse 
puțin unse 
cu apă 


0,07 
0,15 
0,22—0,25 
0,20 
0,21 


coeficient de aderen- 
{4 (la pornire) 


coeficient de ade- 
rență 


depinde de viteză 


Recapitulînd proprietățile forței de frecare de alunecare conchidem: 
a) Direcţia ei este tangentă la supratață- sau la curbă. 


b) Sensul ei este invers tendinței de alunecare. 


c) Pentru echilibru este necesar ca modulul forței de frecare să rămînă 


inferior valorii date de (3.49), adică. 


Natura forțelor de frecare. Teoria lui Coulomb explică deci apariția 
îndeosebi — prin neregularitățile pe care le prezintă 


forțelor de frecare — 
suprafețele corpurilor îr 
în raport cu celălalt, 


ar fi forța care se opune 
acestei teorii, că forța de 


КД 


contact. Cînd două corpuri au o deplasare relativă, unul 
aceste asperități sînt strivite; deci forța de frecare 
strivirii neregularitüfilor. Ar rezulta, în virtutea 
frecare dintre două corpuri este cu atît mai mică, 
cu cît suprafețele lor de contact sînt prelucrate mai fiu. 


(3.50) 


t 
t 
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Experiențele au arătat însă că această concluzie nu este adevărată 
decît între anumite limite. S-a constatat astfel că, dacă suprafețele a două 
corpuri sînt foarte fin polizate, forța de frecare poate crește foarte mult. 
Astfel, două plăci de control!), aşezate una peste alta, dau naștere la forte 
de frecare foarte mari, desi asperităţile lor nu întrec 1/2 000 mm. Acest 
fenomen se explică prin coeziunea dintre moleculele situate pe suprafața 
unui corp şi cele situate pe suprafața celuilalt corp. Se știe că forțele de 
coeziune se exercită atunci cînd distanța dintre molecule este foarte mică 
(1/1000 000 mm), ceea ce se întîmplă cu multe molecule în cazul cînd 
cele două suprafețe sînt foarte fin polizate. 


$ 11. Critica legilor lui Coulomb. Legile lui Coulomb si in Special 
independența coeficientului de frecare y de mărimea reacţiunii normale 
şi de viteza relativă a celor două corpuri care alunecă unul față de celălalt 
au fost criticate. Totuşi ele rămîn valabile în cadrul valorilor pe care le-a 
experimentat Coulomb, însă ieșind din acest cadru, legile nu se mai verifică. 

Astfel, s-a arătat că pentru valori foarte mari ale reacţiunii normale N 
coeficientul de frecare nu mai este constant ci crește (foarte lent) cu N. 

De asemenea, coeficientul de frecare variază cu viteza. Dăm în tabela 6 
exemple de valori, în cazul oțel pe oțel, după Galton: 


Tabela 6 


Coeficientul de frecare pentru oțel pe oţel, cînd variază viteza. 


43,5 87,6 | 96,48 


5,8 


10,93 | 21,8 


s | 
0,057 | 0,038 | 0,027 


U | 0,242 | 0,088 | 0,072 | 0,07 
| 


Fenomenul își găsește aplicație in frînarea vehiculelor. Astfel, cînd 
roţile unui vehicul care circulă cu mare viteză sînt blocate cu ajutorul 
saboţilor si ele patinează, coeficientul de frecare la alunecare este mic si 
vehiculul parcurge pînă la oprire o. distanță mare. Dacă însă roțile nu sint 
complet blocate, ele rostogolindu-se şi alunecînd în același timp, dar cu o 
viteză mai redusă, coeficientul de frecare este mai mare si oprirea vehiculului 
se face pe o distanță mai mică. Se ajunge astfel la faptul surprinzător că 
un vehicul se opreşte mai ușor cînd se frînează mai puțin. 

Examinind tabela 6, se constată că coeficientul de frecare u scade 
sensibil în special între valoarea 0—0 si v=—10 km/h. Coeficientul de frecare 
corespunzător cazului v=0 se notează cu u, si poartă numele de coeficient 
de aderență. ES ! 

Se constată de asemenea că frecarea mai depinde de temperatura cor- 
purilor în contact (scăzînd cu creșterea temperaturii), de timpul cit au 
stat corpurile în contact etc, 


1 Plăci lustruite foarte fin, folosite in metrologie la verificarea aparatelor de măsură 
(cale), 


+ 
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$ 12, Problemele de echilibru eu frecare ale unui punct material. 
Rezultă din cele de mai înainte că, față de cazul legăturilor ideale; într-o pro- 
blemă de echilibru cu frecare intervine în plus o forță T care satisface 
unor anumite condiții arătate în paragraful precedent. Vom analiza pe 
rînd cazul curbelor si cazul suprafețelor. 

a) În cazul unei curbe aspre determinarea forței 7 comportă cunoas- 
terea unei singure necunoscute scalare. Într-adevăr punctul de aplicație 
Hind presupus cunoscut, direcția forței este bine determinată, căci la o 
curbă, într-un punct, se poate duce în general o tangentă unică. Pentru 
completa determinare a forței este necesar să se cunoscă numai scalarul T 
al forței T. Această necunoscută trebuie să satisfacă inegalitatea (3.50) 
sau, în cazul limită de echilibru, egalitatea 


IT|—ulN|. 


În acest din urmă caz, deci, pentru determinarea necunoscutei scalare T 
se dispune de o ecuație; problema este în general posibilă. 

Poziţiile de echilibru limită ale unui punct material pe o curbă aspră 
sint in general bine. determinate. 

Dacă însă interesează toate poziţiile de echilibru ale unui punct mate- 
rial pe o curbă aspră, acestea sînt nedeterminate, deoarece se introduce 
o necunoscută scalară în plus (7) şi o inegalitate (T| &u[N]. Sistemul de 
ecuatii admite o simplá infinitate de solufii, deci pe o curbá asprá, un punct 
material poate sta în echilibru in toate punctele unui anumit arc al ei. 

b) În cazul unei suprafete aspre determinarea forței de frecare comportă 
cunoașterea а două necunoscute scalare. Într-adevăr punctul de aplicație Р 
al ei fiind presupus cunoscut, suportul trebuie să fie conținut în planul 
tangent la suprafață în acel punct. În planul tangent însă, direcția forței 7 
este nedeterminată. Pentru a determina forța Г atît ca direcție, cît si 
ca valoare, este necesar să se cunoască proiecţiile ei pe două direcții din 
planul tangent. Să presupunem două direcții ortogonale PE si Pr şi să 
notăm cu 7t şi 7, cele două proiecții necunoscute. În situație de echilibru 
condiția (3.29) se serie în cazul de față 

Үт ЕТ < ША. 

Analizînd această condiție rezultă că în cazul unei suprafețe aspre 
problema este nedeterminată, atît pentru pozițiile de echilibru limită, 
cît 51 pentru pozițiile de echilibru în general. 

Pentru aflarea pozițiilor de echilibru limită se dispune de o singură 
ecuație cu două necunoscute 73 și T,. Sistemul admite o simplă infinitate 
de soluții. Pe o suprafață aspră există deci, în general, o infinitate de poziții 
de echilibru limită așezate pe: o curbă. 

Pentru aflarea celorlalte poziţii de echilibru se dispune de o iuegali- 
tate. Sistemul de ecuaţii de echilibru are, în acest caz, o dublă infinitate 
de soluţii, Pe o suprafață aspră un punct material poate fi în echilibru în 
toate punetele unei anumite regiuni, 


| 
3 
1 [ 
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Aplicaţii, 9%. Să se găsească poziţiile de echilibru limită ale unul punct mates 
rial greu pe un cere situat într-un plan vertical, cunoscînd cocficientul de frecare y între 
punctul material și cere, 

Rezolvare, Se reprezintă forțele б, N 91 cate acționează asupra punctului 
(fig. 3.10, a). Notind a Oy rezultă ecuaţiile de proiecție ро tangenta gi normala Ја cerc; 

ui | G sin « 0; N —G cog oq: 


91 condiția ГУ, 
Rezultă imediat tg dp; 
N == g Н T =s ре , 
VI Fu? ДЕТ 


Există patru poziții limită, 

— x de echilibru A, B, 4791 B' arătate 
în fig. 3.10, b, Punctul imaterial se 
găseşte în echilibru pe arcele de 

cere AB şi A'B’ care au fost în- 
groșate, 

10°. Un punct material de 
greutate С, acționat de o forță 
orizontală I" se află în repaus pe 
un plan aspru (coeficient de fre- 
care џ), înclinat sub un unghi œ 


Fig. 3.10 
\ бү . 
față de orizontală. Se cere să se determine între ce limite trebuie să varieze modulul forței Е 


pentru са punctul material să rămînă în repaus. 
Rezolvare. Eliberind punctul material de legătura cu planul înclinat, introducem 


reacţiunea normală N şi forța de frecare T. Sensul forței Т din fig. 3.11 corespunde cazului 
cînd punctul material tinde să alunece pe linia de cea mai mare pantă a planului, în sens 
ascendent. Vom tine seama de posibilitatea de alunecare în ambele sensuri folosind inegali- 
tatea (3.50) sub forma —uNSTSuN. Alegînd ca axe linia de cea шаі mare pantă şi nor- 
mala la plan, ecuaţiile de echilibru și inegalitatea (3.50) se scriu 


y 


F- cos x—G sin x— T —0, 
МЕ ішо С cos&—0, —uN«T«yN. 
Din primele două ecuații deducem 
T=F cos «—G sin a, 
N=F sin «-4-G cos о. 
înlocuind în dubla inegalitate, rezultă 
—u(F sin «+G cos о) KF cos «—С sin a 
xp(F sin «+G cos a), 


din care deducem limitele între care poate 
varia Е pentru ca punctul material să ră- 


| 


mînă în repaus E х 
sin «— pcos a _ sin «+u cos х Fig. 3.11 
cos atu sin a ЖЕ CE &—y sin @` 


Limita superioară a fost determinată în ipoteza că diferența (соз e—u sino) este 


pozitivă. În cazul cos a—y. sin @<0, respectiv 

соф «su sau garce cotg p, 
nu există o limită superioară dincolo de care punctul material să alunece în seus ascendent, 
În acest caz oricît de mare ar fi forfa Æ punctul material rămîne în repaus. Tonomenul 


poartă numele de autoblocare. 
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Limita inferioară a Scalarului 


3 a forței F se anulează pentru cazul cînd diferența 
(sin a—y, cos х) se anulează, În e 


azul cînd sin = cos € «0, respectiv 
tg ass, sau «arc tg u, 

scalarul forței F este negativ sau nul 

continuă să rămînă în re 

numele de autofixare. 


› Ceea ce arată că în a 


| ibsența forței F punctul material 
paus, deși asupra lui actione 


(azá greutatea-G, Fenomenul poartă 


$ I3. Consideraţii geometrice, Unghi de frecare. Conuri de frecare, Să 
considerăm exemplul simplu al unui punct material greu, așezat pe un 
plan orizontal aspru, Să admitem că asupra sa acționează forţa orizontală F 
şi că el se găsește în echilibru (fig. 3.12), 

Să notăm cu « unghiul format de reacţiunea totală R cu normala 1а 
planul orizontal. Se deduce cu ușurință, relația 


tg gea 


S-a presupus că există echilibru. Aceasta înseamnă cá T«uN. Să 
considerăm cazul de echilibru limită $i să notăm cu ф unghiul f 


ormat de 
reacţiunea R cu normala la plan în acest caz, Rezultă 


tg = T maz 
Cum însă Тас = rezultă încă 
teo=u. (3.51) 


Unghiul q astfel definit poartă numele de unghi de frecare. Importanța 
lui apare din compararea expresiilor tg g $1 tg o. Deoarece în cazul echilibrului 
ТТ maz rezultă tg ate рѕап, fiindcă unghiurile « și e sînt amindouá ascuțite 


a[o. (3.52) 
: ; px T 
Cu alte cuvinte, pentru ca un punct material să fie în echilibru pe 
un plan aspru este necesar ca suportul reactiunii R să facă un unghi «о 


Fig. 3.12 Fig. 3.13 


cu normala la plan. Cum rezultanta forfelor electiv aplicate TIN «а 
51 opusă reacţiunii /v condiția de echilibru se mai poate egală si АЧЫ joue: 
suportul vezullantei forțelor efectiv aplicate asupra punctu » та lr 
să facă cu normala la plan un unghi mai mic decât unghiul de frecare. 
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Interpretarea acestui rezultat este dată în fig. 3.13. Astfel, în fig. 
3.13, a, corpul este în echilibru pentru că suportul rezultantei ( face cu 
normala un unghi mai mic decît o. Echilibrul se menține, oricît de mare 
ar fi această rezultantă, In fig. 3.13, 0 corpul se mișcă, deși asupra lui ac- 
fioneazá o forță @' mult mai mică in modul decît @. Motivul este că supor- 
tul acestei ultime forțe face cu normala un unghi mai mare decît unghiul 
de frecare o. | 

Rezultatul poate fi generalizat си ușurin- 
{А în cazul unei suprafețe si al unei curbe 
oarecare. 

Să considerăm o suprafață aspră oarecare, 
un punct M pe ea si normala MN în punctul con- 
siderat. O dreaptă care trece necontenit- prin 
punctul M şi face cu normala la suprafață un- 
ghiul de frecare ọ generează un con си două 
pinze numit con de frecare (fig. 3.14). 


Importanța acestui con este următoarea: s-a văzut că pentru echilibru 
este necesar ca suportul rezultantei @ a forţelor efectiv aplicate punctului 
să formeze cu normala la suprafață un unghi mai mic decît unghiul de fre- 
care. Această condiție este îndeplinită dacă suportul rezultantei (Q este situat 
în interiorul conului de frecare sau, pentru pozitiile de echilibru limită, pe 
suprafața conului. 


Observaţie. În cazul cînd legătura este unilaterală condiția de mai înainte 
rămîne valabilă dacă se suprimá una dintre pînzele conului. Astfel dacă punctul material 
este obligat să rămînă pe partea concavă a unei suprafeţe, rezultanta (2 trebuie să fie dirijată 
către exteriorul suprafeţei. În acest caz va trebui eliminată pinza conului de frecare situată 
în interior, 


Să considerăm acum o curbă aspră oarecare (fig. 3.15), un punct M pe 
ea, tangenta МТ şi planul normal în punctul considerat, Generalizind cele 
de mai înainte în cazul unei curbe se ajunge la concluzia cá, pentru echi- 
libru, este necesar ca suportul rezultantei (@ să formeze cu planul normal 
un unghi mai mic, la limită egal cu unghiul de frecare ф. Să considerăm 


£24 


> 
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o dreaptă care trece necontenit prin punctul M şi face cu tangenta la curbă 
un unghi egal cu 4 фу. Această dreaptă generează un con cu două pinze 
numit com de frecare, 

Este uşor de verificat că dacă suportul vezullantei Ф a forțelor efectiv 
aplicate punctului material este exterior conului sau, la limitá, pe suprafața 
acestui con, punctul material este în echilibru, 


$ 14. Expresii analitice, Consideraţiile geometrice făcute în paragra- 
ful precedent permit exprimarea condițiilor de echilibru cu frecare pe cale 
analitică, într-o formă foarte generală, 

În cazul unei suprafețe: de ecuaţie f(x, y, 2)=0 se ştie că se poate 
obține ușor un vector care să aibă direcția normalei la suprafață: grad f=% 14+ 
+A ALR. Să considerăm si vectorul 2=X5+Yj+ZĂ. Unghiul aces- 


tor doi vectori trebuie, pentru echilibru, să fie mai mic decît unghiul de 
frecare. Folosind produsul scalar al celor doi vectori se obține 


R grad f= | |-|grad f|-cos х, 


de unde 
COS a каа fiu. 
|R] - grad z| 
În funcţie de proiecţiile pe axe ale celor doi vectori 
x% py% 4z% 


ox dY д ; 


COS а= 


Dacă vectorii @ şi grad / fac între ei un unghi ascuţit, - cos «>0, iar 
dacă fac un unghi obtuz, cos «<0. Vom considera în cele ce urmează [соз « | 
a cărui valoare este 
х©-+у®-+2 

д» ду ^ 


SI ECTS II fă df? (2 : 
ve VIR 


Pentru ca ~ < este necesar са 


Qf iv 07 | 


| cos « |= 


[соз « |2»cos Ф. 


1 1 
Vire Ути 


Dar cos o 


132 STATICA 


Atunci condiția de echilibru se serie 


КОЛ of 
.y CZ 4.7 C. 
dy | д ‹ 1 


| PEE e ү-н C d 
д^ dy 0 


In cazul unei curbe pe care o presupunem datá prin ecuafiile para- 
metrice х= (0), y— y(0), 2=2(1) se poate ușor:găsi un vector dirijat în lungul 
taugentei 


at 


ХУ 


24-73 s 


У=х'1--у'7--4'Ё, 
unde prin x’, y’, z' s-au notat derivatele funcțiilor x, у, 2, în raport 
cu parametrul (în cazul de față, /). 

Considerind si rezultanta forțelor efectiv aplicate (Q—Xi--Yj--Zk 
putem exprima analog ca mai sus unghiul B dintre cei doi vectori printr-o 
relație analogă 

Ху Уу’ +22 
VX FEF ZE V32-4:5/2- 22 


cos B— 


Pentru echilibru, vectorul @ trebuie să formeze cu planul normal 
un unghi mai mic decît unghiul de frecare sau, ceea ce este același lucru 


2 


cu tangenta la curbă un unghi Вр, 29. Aceasta are loc dacă 


|соѕ B |-<соѕ (2-9) sau [cos } |.sin Ф. 


. t ry aan A 
Cum sin = n condiția de echilibru a unui punct ma- 


: Virgo - Vig? 
terial pe o curbá asprá devine 


] Ха Фуу 22| u 
VXÓGpYSpZzr. a3 y2"qz2 Cody 


(3.54) 


Aplicaţii. 119. Să se determine regiunile în care un punct material greu poate 
sta în echilibru pe o elice aspră (avînd coeficientul de frecare р) de ecuații parametrice 
x=a cos 0, y—a sin 0, #=Л@ (axa Oz verticală și ascendentă). 2 ч 

Rezolvare. În cazul de faţă Х=0, Y=0, 7=—С, iar derivatele în raport cu 
parametrul 0 vor fi 4'=—a sin 0, y'—a cos 0, z'—A. 


Rezultá pentru echilibru 
|-6^| e 
Pentru că |—G/h|=Gh rezultă 
S d зш љар. 
Va? 4- h? Vu 


Există atunci două posibilități: sau această inegalitate este satisfăcută si atunci punct 
material este în echilibru în orice punet pe elice, sau această „inegalitate nu este sa um d 
si atunci echilibrul este imposibil, Dacă hay punctul este iu echilibru limită (indie 


în orice poziţie pe elice, 


pA oq ur onim fii 


| 
| 
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о qx А "n 
12°. Să se determine poziţiile de ec 


asi: hilibru ale unui punct imaterial greu pe o sferă, 
Rezolvare. Dac ИТТ n i 
câte Р, еспана este уа Lt рас ра їп originea axelor de coordonate 91 ráza ei 
qu Pe ат 8 | =. tresupunfnd axa Oz verticală gi ascendentă X=0, 
QJ. i 
S- = 24) 07 2y; 0/ 2 
br ду "OM 
^ | -G:2; 1 
GV4x3--4y8-.4g8 7 VI-Fuă 
Тіра seama că x3.| у2 4-22. RI condiția de echilibru se scrie 
R 
|—2 |> = 
VIFp? 
Dacă z20, atunci |—z]=z si т х iti 
Dacă 220, а 2:|=2 și 2> Ti m Această condiție este îndeplinită de o 
i u 
calotă sferică situată deasupra planului de cotă y te, 2 
ENTE 
Dacă 2<0, |—z |= —z rezultă шй Această condiţie este îndeplinită de o 
(im 
calotă sferică situată sub planul de cotă z= c LIEN 
VIF? 


IV. SISTEME DE FORȚE 
A. SISTEME GENERALE 


§ 1. Solidul rigid. Corpurile din natură sînt deformabile, într-o măsu- 
ră mai mare sau mai redusă. Nu există corp perfect rigid. Totuşi, pentru 
anumite materiale (metale, lemn, zidării etc.), într-o primă aproximație, 
deformatiile pot fi neglijate fără ca rezultatele cercetărilor întreprinse 
să se îndepărteze sensibil de realitate. Se ajunge astfel la conceptul mate- 
matic de solid rigid. Acest concept uşurează mult calculul si este aplicat 
în mod deosebit în mecanica rațională. 

Se numeşte solid rigid un corp la care distanța dintre două puncte 
oarecare rămîne aceeași cînd asupra sa acționează un sistem de forțe finite, 
oricît de mari ar fi aceste forțe. S 

Ín dinamicá se va aráta cá, in particular, dacá asupra solidului rigid 
acționează două forțe egale și direct opuse, în două puncte А şi B diferite 
(fig. 4.1, а sau 4.1, 0) ele nu au nici un efect asupra solidului. Dacă solidul 
se găsea în repaus față de un reper fix, el continuă să rămînă în stare de 
repaus; dacă se găsea în stare de mișcare, el continuă să se miște ca și cînd 
nimic n-ar fi intervenit din exterior. , 

Rezultă cá, dat fiind un sistem de forțe care acționează asupra unu! 
solid. rigid, se pot introduce sau suprima oricînd doud forțe egale si quet oim 
fără ca prin aceasta efectul sistemului de forțe asupra solidului rigid să se schimbe. 
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$ 2. Caracterul forțelor care acţionează asupra solidului rigid. Să 
eplasat pe suportul 
і ai rigid să se schimbe, 
Într-adevăr, fie F o forță care acționează în punctul A al unui solid 


arătăm că punctul de aplicație al unei forțe poate fi d 
ei fără ca efectul pe care forța îl are asupra solidului 1 


rigid (fig. 4.2). Fie un punct B oarecare pe suportul forței F, În acest punct 
se consideră aplicate două forțe F și —F egale și opuse (fig. 4.2, b). Prin 


TD 


Fig. 41 Fig. 42 


b) 


aceasta efectul forței F nu s-a schimbat. Se poate suprima acum perechea 
de forte: F (aplicată în А) şi —F (aplicată in B). Nici prin această operație 
nu s-a schimbat nimic în ceea ce privește efectul forțelor asupra solidului. 
Se ajunge astfel la situația din fig. 4.2, c. Ori, această situație diferă de 
cea inițială prin faptulcă punctul de aplicație al forței F s-a deplasat 
pe suportul ei din A în B. 

Forțele care acționează asupra unui solid rigid pot fi reprezentate 
deci prin vectori alunecători. 

În consecință, pentru aceste forțe se aplică teoria vectorilor alunecă- 
tori, care a fost prezentată în cadrul „Calculului vectorial” (cap. I, $5 16—25). 

Rezumăm rezultatele obținute la acel capitol, pe care însă le parti- 
cularizăm pentru sistemele de forte. 


B. SISTEME DE FORTE OARECARE 


$ 3. Operații elementare de echivalență. Efectele mecanice ale unui 
sistem de forte oarecare asupra unui rigid nu se schimbă dacă se înlocuiește 
într-un punct dat o forță sau mai multe forte, cu un sistem echivalent, 
aplicînd regulele stabilite anterior cu privire la paralelogramul. fortelor. 
De asemenea, efectele mecanice nu se schimbă dacă se deplasează punctul 
de aplicație al unei forțe pe suportul ei. Acestea sint cele două operații 
elementare de echivalență ce pot fi făcute cu forțele unui sistem care acfio- 
nează asupra unui rigid. 

8 4. Invarianţii unui sistem de forțe. Un sistem de forțe сале асно 
nează asupra unui rigid аге са іпуагіапјі faţă de operațiile elementa 


de echivalență: 


| 


Y 


| 


—€——— 
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a) Vecl "02 ini A : 
e у иаа Ф definit ca sumă a forțelor sí obținut prin apli- 
area regulii paralelogramului forțelor, lixpresia sa este 


R= БИ, (4.1) 


iar proiecţiile sale pe axe sint 
X-ZX, Y-ZY, Z-ZZ. (4.2) 


\ 7 
E b) Veclorul moment rezullant în vapori cu um punct О, Mo definit ca 
ЖЕР Ди momentelor forțelor sistemului în raport cu acest punct. Expresia 
sa este 


Мо= Xr F,, (4.3) 
unde s-a notat cu 7; vectorul de poziție al punctului de aplicație А; al 
unei forțe oarecare F; a sistemului, în raport cu punctul O(r,—04À ). Proiec- 
fille pe axe ale vectorului moment rezultant sînt 
Mos= E(yiZi—A Y), Жоу (Хи 20), Мос X(Y4—y1X1), (14.4) 


unde си x;, y1, 2; s-au notat coordonatele punctului A;. 
Orice alt invariant față de operaţiile elementare de echivalență, în 


afară de 72 şi Mo sînt o combinaţie a acestor doi invarianfi. 

Ansamblul celor doi vectori poartă numele de forsorul sistemului de 
forțe în raport cu punctul О. 

Vectorul Ф rămîne același oricare ar fi punctul O de calcul al tor- 
sorului;, vectorul Mo se schimbă de la un punct la altul după legea (1.40) 


Лр=.Жо+РОх 2. (4.5) 


În cazul cînd P=0, momentul rezultant Mp nu variază. În cazul cînd 


P0, Mp variază devenind minim în punctele unei drepte denumite аха 
centrală a sistemului de forțe. Ecuația vectorială a acestei drepte poate fi 
pusă sub forma (1.70) 


- Mo X Ф = 
ЕЕ ч^@% (4.6) 
Ecuațiile scalare ale aceleiaşi axe pot fi puse sub forma (1.75) 
Moz- IZ _ Moy ^X "7 Mor ^Y КУХ (4.7) 
X 2 ё 2 " > 


Expresia momentului rezultant minim (într-un punct al axei centrale) 
este (1.68) 


P- Mo X- Moz+Y: Moy tZ: Moz (4.8) 
(2% 
& 5, Echivalenta a două sisteme de forte. 


a vectorilor alunecători este că două sisteme de forțe (5 
te, adică produc acelaşi efect тесатс asupra unui rigi 


M mn XYZ 
O consecință a teoriei generale 
(S) și (S^) sînt echivalen- 
d dacă au același vector 
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rezultant si același vector moment rezultant în raport cu punctul О. Vom scrie 
aceste condiţii prin egâlitățile 


@=@' 
Ilo — ilo n 
Aceste două egalități pot fi strînse într-una singură, dacă se utili- 


zează noțiunea de torsor. Obţinem atunci condiția: dowd sisteme de forte 

a . et A 9 v A е , 

(S) şi (S°) sint. echivalente dacă au în punctul О acelaşi torsor, ceea ce se 

scrie 

т0(5) cS); (4.10) 

. 8 6. Reducerea unui sistem de forte. Reducerea unui sistem de forțe 

revine la găsirea celui mai simplu sistem de forțe, care să aibă același torsor 
ca si sistemul dat ($ 5). 

Tipurile de sisteme simple sînt limitate, în funcție de posibilităţile 
care există pentru componentele. 2 si Mo ale torsorului. 

a) Cazul R=Q si Mo=0. Sistemul de forte dat este echivalent cu zero 
sau în echilibru, deoarece un sistem (formal) care n-ar avea nici o forță, 
are evident (Q—0 si Mo=0, ca si sistemul dat. 

b) Cazul (Q—0 s? Mo+0. Sistemul de forte dat este echivalent cu ип 
cuplu, ale cărui forțe acționează într-un plan normal pe vectorul Mo, for- 
fele F, si —F, ale cuplului fiind astfel alese încît 


|F11d;— | Mol, (4.11) 


“unde prin 4, s-a notat brațul cuplului (distanța dintre suporturile celor 
două forţe). Sensul forțelor F, si —F, trebuie să fie astfel alese încît sensul 
vectorului Mo să respecte regula şurubului. 


— În cazul cînd 0-20, sistemul de forțe admite o axă centrală. În 
acest caz reducerea depinde de punctul în care este făcută. În cazul cînd 
punctul se află pe axa centrală reducerea se numește canonică. 

` În cazul cînd reducerea -se face într-un punct oarecare О, sistemul 
de forțe poate fi înlocuit cu o forță F=@ aplicată în О si un cuplu ale 
cărui forțe F, şi —F, sint situate într-un plan normal pe vectorul „Мо, la 
o distanță d,, astfel încât să fie îndeplinită relația (4.11) și să fie respectată 
regula şurubului, - ——-- — : > 

În cazul reducerii canonice se deosebesc două cazuri, după cum momen- 
tul rezultant minim Amin dat de relația (4.8) este nul sau diferit de zero. 


Deoarece am presupus @?+0, totul revine la a studia cazurile cînd scalarul 
torsorului 2/0 este nul sau diferit de zero. as 
с) Cazul 0+0 şi RM=0. Sistemul de forţe se reduce la o forță unică 
Е=@ aplicată într-un punct de pe axa centrală şi av ind direcția acestei axe. 
d) Cazul RÆO şi (Po M0. Sistemul se reduce la о forţă К=@ aplicată 
într-un punct de pe axa centrală si la un cuplu ale cărui forțe A şi —Fi 


—— 
— Е 
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actioneazá intr-un plan normal | 
la distanţa d, astfel încît să subsiste relația 


şi să fie respectată regul 
alcătuit dintr-o fort 
suportul forței nu 
ce urmează dinamă, tovsov minim sau văsucilov. 


pe axa centrală pe două suporturi situate 


КАКСА Mminl (4.12) 


regula şurubului drept. Un asemenea sistem de forțe 
а şi dintr-un cuplu acționînd într-un plan normal pe 
are încă o denumire consacrată. Îl vom denumi în cele 


. In concluzie există patru cazuri posibile de reducere a unui sistem 
de forte: 


a) @=0, Мо=0 echilibru 
b) @=0, Mo+0 cuplu , 
c) 2-0, R-Mo=0 forță unică ` (4.13) 


d) 22:0, R:Mo+0 dinamă (torsor minim, răsucitor). 


х Se poate da о interesantă interpretare fizică acestor patru cazuri de 
reducere а sistemelor de forțe, dacă se consideră posibilitățile de mișcare 
ale rigidului. Să presupunem că sistemul de forie ar acționa asupra unui 
corp omogen de formă sferică care se află în stare de repaus față de un reper 
inertial. 

Dacă sistemul de forțe este în echilibru, se constată că, după aplicarea 
sistemului de forțe, corpul continuă să rămînă în repaus. 


Dacă sistemul de forțe este echivalent cu un cuplu, se constată că, 
după aplicarea sistemului de forte, corpul începe să se rotească în jurul 


unei axe paralele cu vectorul Mo si trecînd prin centrul sferei. 


Dacă sistemul de forte este echivalent cu o forță unică trecînd 
prin centrul sferei, se constată că, după aplicarea sistemului de forțe, corpul 


capătă o mișcare de translație în direcția și sensul vectorului 2. 

În sfîrşit, dacă sistemul de forțe este echivalent cu o dinamă (torsor 
minim, rásucitor) a cărui axă centrală trece prin centrul sferei, atunci 
corpul capătă o mișcare elicoidală deplasîndu-se în lungul axei centrale, 


în direcția si sensul indicat de 2 si rotindu-se în jurul aceleiaşi axe în 
sensul indicat de Mo. 


Observaţie. Concluziile de mai sus nu mai sînt riguroase în cazul sati сор 
de o formă oarecare, sau în cazul cînd corpul sferic nu se află inițial în repaus. nc 
general miscarea corpului este determinată, așa cum se va arăta în dinamică, TU e 
initiale, de masa sa, de momentele de inerție principale centrale si de зеш t SES 
Faptul că în cazul unui corp sferic omogen elementul hotáritor este Sie ко} a 
datorește simetriei corpului. Menționăm că și în cazul unui cub, octaedru regulat etc. с 
cluziile arătate în cazul corpului sferic rămîn adevărate. AS. E 

Aplicaţii. 19. Asupra unui corp de formă paralelipipedică (04 =а, CR OC SRN 
acționează sistemul de forțe Fu, ..., Fo avînd punctele _de aplicaţie, апел şi sensurile 
indicate în fig. 4.3, iar ca module [Е |= Е, |= [6 |= |F l= Р; Fl Е; |=2Р: 


се i le î 4 С S ` arate 
5 А st à raport cu punctul O; b) să se 

е; e facă reducerea sistemului de forţe în а 5) эё à 
paura ae с) să se serie ecuaţiile axei centrale; d) să se calculeze 


că sistemul se reduce la o dinamă; | 10:19) 
elementele torsorului minim (vectorul rezultant $i vectorul moment rezultat 


de pe axa centrală). 


într-un punct 
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Rezolvare ) Vom calcula proieetille vectorului rezultant jl ale momentului 
rezultant pe axele de coordonate, Se obţine 
Xe EX, Ie + РО NIU 
Y-Y ENEY tY d Va Vaze Yt Уе Pe рЫ 
1 ? ^a 4 f f mE f LP P421 Р 61 

Пок Z,AD-4-Z4:0B72P:32a-4- Pa +6 Pa 

Moy OA -Z, BD Pa =@Р‹а= -3Pa 

llo z= Y OA = Pa. 


Rezultă 
R=6Pk, AMo=6Pai—3 Paj- Рай 
b) Observăm că 0-0, . Moo. Caleulind trinomul invariant оъ пете. о 6034 5 0, 


Sistemul de forte se reduce la o dinamă (torsor minim, răsucitor), 
с) Ecuațiile axei centrale, care în cazul general sînt 


" Хо, —yZ-EsY Moy—:X +52 Io — xY-| yX 
^a x т Yam =: 7 
în cazul de față devin 


6Pa—6Py —3Ра4-6Рх Ра 
0 0 6P 


3: А A A a "A" > > 
Aceste ecuații maì pot fi scrise EE Rezultă că axa centrală este paralelă cu 


axa Oz. Ea este una din axele de simetrie ale 
paralelipipedului. e 
d) Vectorul rezultant (О rămîne acelaşi 


ca in O (R = 6 Pk). Vectorul moment rezul- 
tant va deveni 


Vig. 43 Fig. 44 


2°, Pe feţele laterale ale unui paralelipiped acționează forţele Ку, Е,, Fy gi Fy avînd 
direcţiile diagonalelor AE, СЕ, CH şi AH, gi sensurile indicate în fig. 4.4. Știind că Ол = 
=3a, ОС=4а, 0OH=12a, iar |F, |= | „|=4Р V10, FF, =ЗРү 17, se cere: 

a) să se reducă sistemul de forţe în raport cu puuetul O; 

b) cu ce este echivalent sistemul de forte; 


POLIROM 
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с) ecuațiile axei centrale; 
d) elementele torsorului minim, 


Rezolvare., a) Vom calcula proiect 


iile vectorului rez 4 A n П 
rezultant pe axe. Observind că orulul rezultatit gi ale momentului 


Se TS NO AE 4aj 4-12 

Rys |F, |vers F,— |Р, [уеге AE |F,| = 4р үїб = D  4APf 4-12 Ph, 
| AE | ү 16а? | 14442 

DAMM Jai -- 12ah 

p 31-12%, 


F,- |F, |vers Еу [ivers СЕ |F, |: Y 
9a? -- 144a? 


T - 4a] -- 12a А 
4 P V O n 4Pj4-12 Ph, 


- =a -— à =. С 
RiR vers Bare |F, vers G= iF, lear] IBID 
16a? -+ 144a? 


= = е ST — dai -+ 12а - 
F= |F,lvers Бү= |F, |vers АН Г ePi? e =—3Р-Е12РЛ. 


vom avea 
XeX,QX,-3P-3P-0, 
Y—Y,--Y,—4P—4P-—0, 
Z =Z, ZZ, -Z,—-12P-4-12P-4-12P-4-12P—48P, 


Мох —Z,0C--Z,'0C—12P-4a--19.P-4a—96Pa, 
Soy = —Z,.04 —Z, 0A = —12P-3a—12P-3a— —72Ра, 
Мог — Y,-04 — X,0C —4P:3a—3P-4a- 0. 


Deci 
R —48Ph, Йо = 96Pai — 72 Paj. 
b) Se observă că (0-0. 'Trinomul invariant 2: Мо= x Moz+ Y Жоу+2-Мог=0. 
Deci sistemul de forțe se reduce la o forță unică. 


c) Ecuațiile axei centrale, care, în cazul general sint 


Woz—yZ+zY __ Moy—zX+4Z _Moz—+Y+yX 
EGER Ope e i m 2 , 


în cazul de față devin 


96 Pa—48 Ру —72 Pa+48 Рх 0 
0 mA 0 48P 


a 
ii i scri i si : j= — şi arată că axa centrală a 
Aceste ecuaţii pot fi scrise mai simplu: y=2a, х 2 şi ne arată că axa ce 


sistemului de forțe coincide cu axa de simetrie paralelă cu Oz, a paralelipipedului. 


C. SISTEME PARTICULARE DE FORTE 


Vom analiza cîteva sisteme particulare de forțe care intervin mat 
des în aplicaţiile practice, 

$ 7, Forțe concurente, Vom numi forţe concurente în cazul unui rigid, 
forțele ale căror suporturi sînt concurente. Cazul acesta este ceva mat genera 


140 STATICA 


decît cel din cazul punctului material, cînd forțele aveau și același punct 
de aplicaţie. 

Fie О punctul comun al suporturilor forțelor. Vom calcula torsorul 
sistemului în raport cu acest punct. Momentul rezultant în raport cu 0 
este evident nul, Ca urmare și scalarul torsorului (2: Mo=0, deci nu- sînt 
posibile decît două cazuri de reducere: 

R=0, Mo :0 echilibru | (4.14) 
REO, R. Mo=0 forță unică, 


Regăsim astfel rezultatele cunoscute de la sistemele de forțe concurente 
care acționează asupra punctului material. 
Axa centrală trece, prin O si coincide cu suportul rezultantei, 


$ 8. Forțe în plan. Vom numi forte în plan, forțele ale căror supor- 
turi se găsesc în același plan (I). Fie O un punct din acest plan. Vom 
calcula torsorul în raport cu О. Momentul unei forțe oarecare F; a sis- 
temului în raport cu О este evident un vector normal pe planul (II). 
Si momentul rezultant Mo va fi în cazul general un vector normal pe 
planul (П). Cum forțele au suporturile. lor în planul (II), vectorul rezul- 
tant (Q în cazul general va fi şi el cuprins în planul (II). Deducem cá 
vectorii @ si Mo sînt ortogonali, deci 2. 0—0. Nu sint deci posibile decît 3 
cazuri de reducere a unui sistem de forțe plane: 


а) 2—0, Mo=0 echilibru | : 
b) @=0, Mo+0 cuplu - (4.15) 
с) (4-0, (Q. llo 0 forță unică. | 


Axa centrală se poate determina folosind faptul cá în cazul 20 
nu este posibil decît cazul de reducere la o forță unică. Momentul rezultant 
fiind un invariant față de operaţiile elementare de echivalență, urmează 
că el va fi egal cu momentul forței unice, respectiv al rezultantei. Această 
proprietate este cunoscută sub numele de teorema lui Varignon. Ea se scrie: 


7X (Q— о, (4.16) 


unde prin 7 s-a notat vectorul de poziţie al unui punct curent de pe axa 
centrală, Ecuația (4.16) poate fi considerată ca ecuaţia vectorială a axet 
centrale a sistemului. TOS UAR 

Alegind un sistem de axe Oxyz astfel încît planul forțelor să coincidà 
cu хОу $i попа cu x,y,z coordonatele unui punct curent de pe axa 
centrală, cu X şi Y proiecţiile vectorului @ pe axele Ox si Оу (2=0) ŞI 
cu Мог proiecția vectorului Mo ре аха Oz (Moz=0, Жоу 0), ecuația (4.16) 
se serie 


1 j h 
Xy a [Ma^ 
ДКО 
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de unde deducem 
0, Ya A yes ffo s, (4.17) 


care sint ecuafiile axei central ri Í 
ai ^ ale, Prima ecuație arată cá axa centrală s 
Ra | aratá că axa centrală se 
află în planul fortelor. >} | e 
A p licațir, 3°, Se consideră 
unul avînd secțiunea transversală dre 


m 


(fig. 4.5) două ziduri de sprijin de aceeaşi lungime, 
ptunghiulará de dimensiuni bx h şi fiind acţionat de 


Fig. 4.5 
VADE : b - > 
greutatea G aplicată la distanța 3 de muchia ce sé proiectează în O si un al doilea zid avînd 


secțiunea transversală triunghiulară care este acționat de o forță E aplicată 1а distanța E 


de aceeași muchie. Ce forță orizontală H poate suporta primul zid și ce forță H poate suporta 
cel de-al doilea zid- astfel încît axa centrală a sistemului de forţe date să intersecteze baza 


2 
OA în punctul B | 0B=3 di Discutie. 


Rezolvare. Deoarece axa centrală trece prin B vom reduce sistemul de forţe 
in raport cu acest punct. Momentul rezultant în raport cu B trebuie să fie nul, căci, în 
raport cu un punct de ре axa centrală un sistem de forțe plane se reduce întotdeauna la o 
iorță unică. Rezultă atunci: 

în cazul zidului de secțiune dreptunghiulară 


2b b h Gb 
— — | -H =0, 2 T= — ; 
ДЕ 2) нт=0, de unde H= 27 


în cazul zidului de secțiune triunghiulară 


G 20 — b "s =0, de unde Hs Gh. 
213 3 3 2A 


Se observă că s-a obținut aceeași valoare pentru forța Н, De aici se poate trage cons 
cluzia că cele două ziduri de sprijin se comportă la fel, Zidul de secțiune triunghiulară este 
maj avantajos fiind, evident, mai economie, 


$ 9, Cupluri, Dacă asupra unui rigid acționează simultan mai multe 
cupluri (F, —//,), Fa L a о) at (Ea F4), vom observa că 
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rezultanta fiecărui cuplu în parte fiind nulă şi rezultanta întregului sistem 
de cupluri va fi de asemenea nulă, Momentul rezultant Mo al sistemului 
de cupluri este egal cu suma momentelor ctiplurilor. Deci 


R=Ù, Mo=E M (4.18) 


unde prin M: am notat momentul cuplului (F;, Fi). 
Din expresiile (4.18) deducem că în cazul unui sistem de cupluri 
nu sint posibile decit două cazuri de reducere 
R 0, ` ll o ==() echilibru (4 19) 
(Q—0, Mo+0 cuplu. 
Deci în cazul cel mai general un sistem de cupluri este echivalent cu un 
cuplu unic situat într-un plan normal pe vectorul о. 

S410. Forte paralele. Să considerăm un sistem de forțe avînd supor- 
turile paralele cu o aceeași axă de versor и. O forță oarecare ЁҒ; а sistemu- 
lui se va scrie 

Fi-Fi, (4.20) 
unde prin F; s-a notat scalarul forței F;. Forţele pentru care F;>0 au ace- 


laşi sens ca şi axa, iar forțele pentru care F;<0 au, sens contrar, 
Vectorul rezultant are expresia 


(Q— XFi—XZFQu-—uXF,. (4.21) 


Vectorul moment rezultant se poate pune sub forma 


Мо Xrix Fi Xri x Fai Ее хи (УЕ) хи. (4.22) 


Din expresiile (4.21) si (4.22) rezultá cá vectorul (2 este paralel cu 
и, iar Alo este ortogonal pe и, fiind produsul vectorial dintre i si un alt 
vector. Deci Мо1 0, de unde deducem 2: /5—0. În consecinfá, un sistem 
de forțe paralele nu se poate reduce niciodată la o dinamă (torsor minim, 
răsucitor). Rămîn numai trei cazuri posibile 


a) Q—0, Mo=0 echilibru | 
b) R=0, Alo+0 cuplu (4.23) 
с) 2270, 2: Мо=0 forță unică | 
Deoarece în cazul cel mai general posibil sistemul de forțe paralele 
se reduce la o forță unică, pentru determinarea axei centrale vom utiliza 
ca $i în cazul forțelor plane teorema lui Varignon sub forma (4.16): 
rx =. Ло, 


4 : i T ‹ 1 29 , 
în care, înlocuind 2 $i Mo cu expresiile (4.21) si (4.92) obținem 


гхи! == (үү) хи, 


— — 


——— t 


| 
| 
| 


CAECUM ONT Uer teo п SISTEME DE FORŢE 


А8 

sau 
(Yr) " (Ут) cul 
(PESE т) 0), 


Din această ultimă relație deducem 
(ZFi)r— EF] siu, deci 


(Yr Y, yu, 


parametru- variabil, De aici deducem 


П 


paralelismul celor doi vectori 


unde u este un pentru 7 expresia 


УР. Lii F, 
sau incă 
т=р= ли, (4.24) 
unde am notat cu p expresia 
P у Fi "t ^" 
GS E (4.25) 
Xr 


iar cu A un alt parametru variabil care se 
împărțire cu scalarul Xj. 
Ecuafia (4.24) este ecuaţia axei centrale. Sub această formă se recu- 


noaste usor cá axa centralá trece prin punctulC, de vector de poziţie р, 
şi are aceeași direcție ca si forțele. 


Punctul C definit de vectorul 


deduce din parametrul y prin 


p se bucură de o proprietate remarca- 
bilă. Astfel, dacă. se presupune că, fără a schimba punctele deaplicafie 
ale forțelor şi nici mărimile lor scalare, le rotim în asa fel încît în noua 


lor poziție forțele să devină paralele cu o altă axă de versor u’, se constată 
că noua ecuație a axei centrale este 


r=paur' 
căci vectorul de poziţie p nu s-a schimbat. 
De aici se trage concluzia cá în aceste condiții аха centrală trece Brin 
functul fix C. Acest punct remarcabil poartă numele de centru al sistemului 
de forie paralele. 


Coordonatele č, şi С ale punctului C se obțin proiectind pe axe 
relaţia (4.25). Se obţine 


EP EET Su WEZ DORA C 
АЧ qo LOL, үч. (4.26) 
у Уу, X5 
Expresia (4,25) а vectorului de poziţie al centrului forțelor paralele 
permite să se deducă următoarele proprietăți ale acestuia: 


a) Poziția centrului forțelor paralele пи depinde de directia fortelor 
[expresia (4.25) este independentă de и]. 


b) Poziţia centrului fortelor paralele nu se schimbă dacă toate forțele 
se măvesc sau se micşorează în același raport k. Într-adevăr înlocuind PF; cu 
КЕ se obține 


c) Poziția centrului. forțelor paralele nu depinde de sistemul de referință, 
сі fiind un element intrinsec al sistemului de for[e. 

Intr-adevár, să presupunem cá se-schimbá sistemul de referință. Fie O' 
noua origine. Să notăm O'O-»,. Rezultă că vectorul de poziție 7; al unui 
punct A; față de noul sistem este legat de vectorul de poziție 7; al ace- 
luiaşi punct fati de vechiul sistem prin relația 

fi— o Hri: (4.27) 
Centrul C al forțelor paralele va avea față de noul sistem- vectorul de poziție: 
ote 

Dacă centrul forțelor paralele s-ar schimba, atunci cînd s-ar trece la noul 
sistem de referință, notînd cu С” noua sa poziție și cu р’ vectorul de poziție 
corespunzător, am avea 

p'=Totp+CC'. (4.28) 
Pe de altă parte, tinind seama de (4.25) si de (4.27), vectorul de poziție р’ 
va avea expresia 


i “i 


Comparînd acum relațiile (4.28) si (4.29) deducem cá CC'—0, de unde C'=C, 
deci poziția centrului maselor nu depinde de sistemul de referință, el fiind 
un element intrinsec al sistemului de forțe. 


Aplicaţii. 4°. Să se determine centrul forțelor paralele Fy şi F, aplicate în punc- 
tele A;(, Уу, ду), Aala Уз, 23)- 
Folosind formulele (4.26) obținem 


паана qz ауа» po Pret Fata 
TBI FE, FF, 


E z 1% P SA ; 
Dacá notám raportul r e expresiile coordonatelor centrului forțelor paralele devin 
Сү 


Aa Rata е 


| 
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În această formă se recunosc coordonatele unui punct care împarte segmentul 4,4, 
în raportul №, Deci 


Din această relaţie rezultă că, în cazul a două forțe paralele centrul lor C împarte 
segmentul 4,4, în raportul invers raportului scalarilor forțelor, Deci, punctul C este mai 
apropiat de forța al cărei modul este mai mare. 


R 


А; Ü A2 


Fig; 4.6 Fig. 47 


Mai rezultă că dacă forțele F} si F, au același sens, &7 0 si C se găseşte în interiorul 
segmentului 4,4, (fig. 4.6), iar dacă Ру si F, au sensuri opuse, &«0 şi C se găseşte în 
exteriorul segmentului 4,4,, de partea forței celei mai mari (fig. 4.7). 

5°. Să se determine rezultanta forțelor paralele din fig. 4.8. 

Rezolvare. Vom aplica teorema lui Varignon. Vom scrie că suma momentelor 
forţelor, de exemplu în raport cu punctul A, este egală cu momentul rezultantei sistemului, 
calculat în. raport cu acelaşi punct. Scalarul rezultantei, presupusă dirijată în jos, va fi 


(P=P+P—2P43P—2P+4P=5P. 


Fig. 48 


Am obținut un scalar pozitiv, deci rezultanta este într-adevăr dirijată în jos, aşa cum 


s-a presupus, Fie 4 distanţa de la A la suportul rezultantei, presupus situat la dreapta punce 
tului A, Teorema lui Varignon se serie 


— Pa4+2P'2a—3P'3a4-2P'4a—4P:5a= —8P-x. 


10 — Mecanica teoretică 
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Această ecuaţie se mai scrie 


— 18 Pa 5 Ру, de unde x—3,6 a. 


6°. O placă dreptunghiulară OABC de dimensiuni 2,10x 2,40 m? este acționată de 
patru forțe verticale, egale respectiv cu P, 2P, 3P şi 4P (fig. 4.9). În ce punct trebuie 
suspendată placa cu un fir, astfel încît са să rămînă în echilibru, în poziție orizontală? 


два: 7 


Fig. 4.9 


Rezolvare. Tensiunea din fir trebuie să echilibreze rezultanta celor patru forțe 
paralele. Rezultanta acționează în centrul acestor forțe paralele, deci si firul trebuie legat 
de placă în acest centru. Alegînd sistemul de axe din figură și observînd cá 2,—2 4—z g—zc—0, 
deducem /—0. Celelalte două coordonate ale centrului forțelor paralele vor fi 


а—9 PX 2,10+Рх 2,10 ШО, PX 2,40 +2 Px2,40 _ 
10 P d ; 10 P 
Deci firul trebuie legat in punctul D (0,84; 0,72; 0). x 
7°. Să se determine poziția suportului rezultantei forțelor paralele distribuite din 
fig. 4.10, a, b, c, d. 
Rezolvare. Vom considera în toate cazurile sarcini elementare pzdr. Sumele 


din formulele ce dau coordonatele centrului forțelor paralele se vor transforma în integrale. 
În particular, pentru cazurile din fig. 4.10, vom avea 


0,72 m. 


(у Pad 
0 
Ee 
o Pa 
Pentru cazul din fig, 4,10, a, acela al unei sarcini uniform distribuite, avem p=% (constant) şi 
д. хаја a? 


а 


fi «рах ту 


lo РТ 
[К «| a 2 


Deci o sarcină uniform distribuită este echivalentă cu o sarcină concentrată P— pa, apli- 
саїй la mijlocul porțiunii încărcate, 


а а 
P=| pee | Фая = pa, 5= 
0 0 


| 
| 
| 
| 
| 


| 
| 
| 
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a 


pa 


"m lax dvi i АР y 
Pentru cazul din fig, 4.10, b (sarcină triunghiulară) ра=р gi rezultă 
а 
а р 
| 1; з — j 
Pat p = da 2 


р | 
v "0 
ail a y x? |а 
| Райх 1, do ;d З | 9 


0 
а u- ire а 8 
5 ba dy (ауа p- т dx 7 


x 


0 
Deci о sarcină distribuită triunghiular este echivalentă си o sarcină con- 
cenlratà P=3pa, aplicată la o distanță de 


2 ; JJ» 791 I. 
=a de una din extremitdfi şi za 

о 
de cealaltă extremitate a porțiunii încărcate. 


3 


ў . ох ДА №, y 
Pentru cazul din fig. 4.10, c (sarcină parabolică), Pa—7;$irezaltá 


: e а да pa pa 
D= ү = D—üxX———|-—-— 
I ii Pa da | pa dă ep 
0 0 0 
ra а pa 4 
| xp, dx | хр шү Ке А х d 
COCA dee. e ^ 3a. 
M „а а ү? x3 a 4 р а) 
\ Pa dx р — dr EN 
: aè 0 
“0 0 0 х 


Deci o sarcină parabohcă 
de forma celei din fig. 4.10, c se 
poate înlocui си o sarcină con- 


centrată pet (a treia parte din 


aria КЕК ирд circumscris) 
şi este aplicată la o distanță de 


3 " ys h 
14 de una din extremități şi 


i de cealaltă extremitate a por- 


iunii încărcate. 
Pentru cazul din figura 
4.10, d (sarcină parabolicá) pr= 


= [22 = z şi rezultă 


aj, Pa dx si alas- 
DEP scs 0 

И ( „| = 
o Jo p 


w 


10 
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Deci о sarcină parabolicd de forma celei din fig. 4.10., d este echivalentă 


си о sarcină concentratd Р gpa (două treimi din aria dreplunghiului circum- 


A 


scris) aplicată la o distanță de j^ de una din exltremilá[i şi =a de cea- 


Гаі extremitate a por[iunii încărcate, 


V. CENTRUL MASELOR 
(Centrul de greutate) 


$ 1. Greutatea corpurilor. 'Loate corpurile situate la suprafața Pămîn- 
tului sînt grele, adică sînt supuse unei forțe numită greutate. Aceasta dove- 
deste cá la suprafața Pămîntului există un cîmp de intensitate g; acest 
cîmp poartă numele de cîmp gravitațional terestru $i se manifestă prin aceea 
că asupra unei particule materiale de masă m se exercită în acest cîmp o 
forță proporțională cu masa 
G=mg. (5.1) 
Intensitatea g a cimpului gravitațional terestru, asa cum se va demon- 
stra în dinamică, este variabilă cu latitudinea și cu altitudinea. Astfel, la 
nivelul mării, la ecuator g—9,781 m/s? si la pol g—9,831 m/s?. În ceea ce 
priveşte direcția, vectorul g este dirijat aproximativ către centrul Pámin- 
tului. Abaterea atinge valoarea maximă de circa 6' la latitudinea de 45" 


faţă de verticala teoretică a locului. 
Dacă se studiază o problemă de mecanică care afectează o regiune ale 


cărei dimensiuni sînt neglijabile față de acelea ale Pămîntului, cîmpul g 
poate fi considerat aproximativ constant. Ca o consecință, greutățile С; 


ale diferitelor corpuri de mase m pot fi socotite forțe paralele si li se pot 
aplica rezultatele studiului făcut în capitolul precedent relativ la forțele 


paralele. 
$ 2. Centrul de greutate al unui sistem de puncte materiale. Să con- 


siderám un sistem de puncte materiale P; de mase mi. Fie 7, vectorii lor de 
poziție. Dacă presupunem cá un asemenea sistem se găseşte la suprafața 
Pământului, deci în cîmpul gravitațional terestru, şi are dimensiuni negli- 
jabile în raport cu ale Pămîntului, atunci greutăţile punctelor materiale Pi 


sînt paralele între ele si egale.cu 
Gi=mg. 
Aplicînd în acest caz rezultatele stabilite la cap. IV, $ 10, ajungem uşor 
la concluzia că sistemul de forțe Су poate fi înlocuit cu o forță unică 


С=С: mg Mg ( 


шша а 


— е у 


| 


c ENTRUL MASELOR (CENTRUL DE GREUTATE) 149 


denumită greutatea sistemului de puncte materiale (greutatea corpului). În for- 
mula (5.2) s-a notat 
Ymi =M (5.3) 
M fiind masa sistemului de puncte materiale. 
Y { и RIT YR EI "Г T 1 х А 
Rezultanta С a forțelor G; este aplicată în centrul acestor forte. Cen- 
irul fortelor G; este, prin definiție, centrul de greutate al sistemului de puncte 


materiale. Poziţia lui este dată de vectorul de poziție [v. cap IV, $ 10, for- 
mula (4.25) ] 


SONS (5.4) 


Dar 


si relatia (5.4) devine 


Coordonatele centrului de greutate vor fi 


Yi Eg. 2 Ууну, = У”; 
mm m; їс? m, i 
Y" Y" Yn 


$ 3. Centrul maselor. Analizind formulele (5.5) si (5.6) se poate trage 
concluzia că poziţia centrului de greutate al unui sistem de puncte materiale 
depinde exclusiv de distribuția maselor m;. Deci , centrul de greutate poate 
fi considerat ca un element geometric al sistemului de puncte materiale si 
ar putea fi definit independent de greutatea punctelor materiale care alcă- 
tuiesc sistemul, ca fiind punctul al cărui vector de poziție este dat de (5.5) 


— У»; 
[т y" j 
În modul acesta se ajunge la o noțiune mai cuprinzătoare, aceea de 
centru al maselor, care are sens (spre deosebire de centrul de greutate) chiar 
la corpuri care nu sînt situate la suprafața Pămîntului, Astfel, se poate 
vorbi de centrul maselor în cazul sistemului solar; folosirea denumirii de 
centru de greutate ar fi improprie pentru acest din urmă caz, 

8 4, Proprietăţile centrului de greutate, a) Centrul de greutate se găsește 
în interiorul oricărei suprafețe convexe (a) care conține în interiorul ei toate 
punctele sistemului. 

Într-adevăr să considerăm planul (IT) tangent suprafeței (в) intrun 
punet oarecare P, Suprafaţa (а) fiind convexă se găseşte în întregime de 


(5.6) 
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aceeaşi parte a planului (П), Să alegem un sistem de axe astfel încît planul 
хОу să coincidă cu planul (IT) iar sensul pozitiv al axei Oz să fie către regiunea 
din spaţiu în care se găsește suprafața (с). Atunci cotele 44 ale tuturor punc- 


4 >(), deci cen- 
"m 


telor sistemului sint pozitive. Rezultă Yn >0 şi 0 Уа А 
trul de greutate al sistemului se află de aceeași parte a planului tangent 
ca şi suprafața (c). Cum punctul P este un punct oarecare pe suprafaţa (s) 
rezultă că centrul de greutate trebuie să se găsească în interiorul suprafeței, 

b) Dacă punctele unut sistem se află pe o lime dreaptă, centrul de greu- 
tate se află ре acea dreaptă. Într-adevăr, considerînd un sistem de axe a 
cărui axă Ох coincide cu dreapta dată, rezultă y;—0, 2—0, deci ужу=0О, 
Уүтшү=0 şi prin urmare 7—0) si б=0, ceea ce justifică afirmația, 

с) Dacă punctele unui sistem se află într-un plan, centrul de greutate 
al sistemului se află în acel plan. Într-adevăr, considerînd un triedru ale 
cărui axe Ox si Oy să fie în planul dat, rezultă z/=0 deci Emr=ðl sí б=0, 
ceea ce justifică afirmaţia făcută. 

d) Dacă un sistem de puncte materiale admite un plan (П) diametral 
conjugat în raport си o direcție (A), centrul de greutate se găseşte în planul (П). 
Un sistem de puncte materiale admite un plan diametral conjugat unei 
direcții dacă se bucură de proprietatea că la fiecare punct P; de masă m, 
corespunde întotdeauna un punct P; de aceeași masă, astfel încât dreapta Р{Р, 
este paralelă cu (A) si mijlocul segmentului P;P; se află în planul (П). 

În particular, dacă direcția (A) este normală pe planul (П) acesta din 
urmă poartă numele de plan de simetrie. 

Să demonstrăm acum teorema. Pentru aceasta să presupunem un 
triedru Oxyz avînd axele Ox si Oy în planul (П). Faţă de planul (II) punc- 
tele sistemului se împart în trei grupe: 

— Puncte P, situate de o parte a planului (II) pentru care 2;>0. 

— Puncte P; situate de partea cealaltá a planului (II) pentru care 


— Puncte Pj; situate, eventual, chiar în planul (II) pentru care z,—0. 
Dat fiind caracterul particular al sistemului rezultá Z,—-—2; ŞI mj—m;. 


Atunci, pentru intregul sistem 


Уту = Vima Emz Yn Уут Уут izi= 


căci Y52,— —Yymazi, iar 2myz,—0. Rezultă atunci б=0 ceea ce justifică 
teorema. å 

e) Dacă un sistem de puncte materiale admite o axă de simetrie (sau un 
centru de simetrie), centrul de greutate al sistemului se află pe acea axă (res- 
pectiv în acel centru). Într-adevăr să presupunem că Oz este axa de simetrie. 
Se înțelege prin aceasta cá la un punct Pi(xı, Yi, 21) de masă mi corespunde 
întotdeauna un punct Pj(—x;, —у, 21) de aceeaşi masă mi. Min is 
calea de la punctul d) se poate arăta cá Yymyx,—0, şi Xm, v, —0, deci 5= 6—4 
ceea ce justificá teorema. | б 

În cazul cînd sistemul ате un centru de simetrie vom presupune că 
originea triedrului de referință se află în acest punct. Din condiția de sime- 
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trie rezultă că la un punct Pi(j, Yi, 20) de masă m corespunde un punct 

) " Li Y A s 

Py(—x« —yuo —20) de aceeaşi masă mu. Procedînd analog ca mai sus se 

SANA. In acest caz Yun x0, Уул„у,==0, Ул у==0 deci &£—7- б-=0 ceea 
` justifică teorema. 


f) Dacă un sistem de punele materiale (S) se compune dintr-un număr p 
de sisteme (S1), (Sy), ..., (Sn) ale cdror-mase Mi, М,, ..., Mp şi centre de 


greutate Cis-Cos ..., Cp se cunosc, pozitia centrului său de greutate se poate 
determina cu formula 


= M40, = Мба: "еМ рер (5.7) 
9; My Myt FM, 


Într-adevăr, pentru sistemele (5,), (Sa), ..., (Sp) rezultă relaţiile 


фу ri У mir, 


s (5) р рә= 0р E 5p 
o pa. i 
WE Ur үч HET. 
(S (Sa) (Sp 


care mai pot fi scrise 
Уи Mae, Emr =M pz,- mri =M pop- 
(5 (8) ($5) 
Apoi pentru sistemul (S) 


You Smrt yrit + уут; "7 


5 (5) (53) (87) M0; Mapa t: +M „р 
| (5) р антет 20а рЁр pi 
Y" Ут + Sim Ру m Mat Mate: Мр = 
(S) (5)  : (Sa) (Sp) 2 


astfel încît teorema este demonstrată. 


р) Dacă wn sistem de puncte materiale (S) poate fi considerat ca rezul- 
tind dintr-un sistem (S) din care lipseşte un sistem (Sa) și dacă se cunosc ma- 
sele M, și М, și centrele de greutate C4 şi Ca ale acestor două sisteme, atunci 
veclorul de poziție al centrului de greutate C "al sistemului (S) se poale deter- 
mina cu formula 


edi Мур, — Mapa (5.8) 
e M,—M, ; 


Demonstrația este analogă celei de la punctul precedent. Referitor 
la sistemele ($,) și (5,) putem scrie 


mir, | NT mi 
A cé By 
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relaţii care mai pot fi scrise încă: 
У М Ў т М.„о,. 
(SS 101› (Sy 202 


Apoi, pentru sistemul (5) 


Ут, (Ут Pit 2 my) — MI iri » 1 = У] m 


_ (5) ‚ (5) 57 S) S) D ^7 (83 M30, — M35; 


m 5 
Y" (Yin + Y mi) - Y n, pum Ey m, MM 
(S) (S) (S1) (Sa) (5) (5) 
$ 5. Moment statie, Se numește moment static al unui sistem de puncte 
| 
і 


materiale în raport cu un plan (П) suma produselor dintre masele punctelor 
materiale care alcătuiesc sistemul și distanțele de la aceste puncte 1a 
planul (П). 

Planul (П) împarte spațiul în două semispafii. Se convine ca distan- 
tele de la punctele sistemului la planul (П) să fie socotite pozitive, atunci 
cînd punctele se află într-unul dintre semispatii si negative cînd se află 
în celălalt semispafiu. 

Dacă se consideră planele formate de axele de coordonate Ox, Oy, Oz 
atunci sumele 


Xm Уту, Ут 
reprezintă momentele statice ale sistemului de puncte materiale respectiv 
în raport cu planele yOz, 20x, xOy. 
Din formulele (5.6) care dau coordonatele centrului de greutate al unui 
sistem de puncte materiale deducem 


mii = Emi =M- č | 
goma (5.9) 
ПУ | 


Aceste relații permit imr teoremei generale a momentelor 
statice: 
Momentul static al unui sistem de puncte materiale în raport cu un plan 
este egal cu produsul dintre masa întregului sistem și distanta de la centrul | 
de greutate al sistemului la acel plan. 
| 
| 


Observaţie. Rezultă din această teoremă că pentru calculul momentelor statice, 
un sistem de puncte materiale poate fi redus la un punct material, centrul de greutate, în 
care s-a concentrat întreaga masă a sistemului. 

O consecință a teoremei momentelor statice este următoarea: 

Dacă momentul static al unui sistem de puncte materiale în raport cu un plan este nul, 
centrul de greutate al sistemului se găsește în acel plan. 

Într-adevăr momentul static fiind egal cu produsul dintre masa sistemului şi distanţa 
de la centrul de greutate al sistemului la plan, cum masa sistemului nu este nulă, rezultă 
că distanța este nulă, adică centrul de greutate se găseşte în plan. 
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În cazul cînd sistemul de puncte materiale este plan se definește ca 
moment static în raport cu o axă din plan, suma produselor dintre masele 
punctelor materiale ale sistemului și distanțele lor la axă. Axa împarte 
planul în două semiplane. Se convine ca distanțele să fie socotite pozitive 
cînd punctele sistemului se găsesc într-unul din semiplane și negative cînd 
se găsesc în celălalt semiplan. Dacă planul în care se găsește sistemul de 
puncte materiale este planul хОу, atunci sumele Simi $i Уту; reprezintă 
momentele statice în raport cu axele Oy şi respectiv Ox. 

Teorema enunțată pentru cazul sistemelor spațiale se regăsește și în 
cazul sistemelor plane sub forma: momentul static al unui sistem Plan de 
puncte materiale in vapori cu о axă din planul sistemului este egal cu produsul 
dintre masa sistemului şi distanța de la centrul de greutate al sistemului la 
acea dreaptă. 

`- De asemenea corolarul ei: 
dacă momentul static al unui sistem de puncte materiale ín raport cu o 


dreaptă din planul său este nul, centrul de greutate al sistemului se găsește 
pe acea dreaptă. 


Demonstratiile sînt analoge. 


$ 6. Centrele de greutate ale eorpurilor. Un corp material poate fi 
conceput ca un sistem cu foarte multe puncte materiale. Mai comod pentru 
calcule este să se folosească conceptul de mediu continuu. În baza acestui 
concept se admite că nu există în interiorul unui corp nici un volum, oricît 
de mic, în care să nu se găsească materie. Să considerăm un volum foarte 
mic Av; din corp şi să notăm cu Am; masa sa. Centrul de greutate al acestui 
volum C; este situat în interiorul său. Să notăm cu 7; vectorul lui de pozi- 
fie. Vectorul de poziție al centrului de greutate al întregului corp este 


Fácind pe Av; să tindă către zero şi Am; va tinde către zero, iar numă- 
rul volumelor va tinde către co; atunci sumele Xr; Am; şi XAm; vor tinde 


respectiv către {51 fdm, integralele fiind extinse la intregul corp Prin. 
urmare 


ja» (5.10) 


Coordonatele centrului de greutate vor fi 


дшш Я даны 4 faasi (5.11) 
fam fam fdm 


nS 
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$ 7. Masă specifică. Corpuri omogene. Centre de greutate geometrice, 
Să considerăm volumul, foarte mic Av; a cărui masă am notat-o cu Am; 


şi raportul 


Vom numi acest raport densitate medie sau masă specifică medie a volu- 
mului Av;. Să facem acum A9;20. Atunci si Ау; 0 şi raportul de mai 
înainte va tinde în general către o valoare limită pe care o notăm cu 


dm = 104 

„=—— 9.12 

u=- (5.12) 

şi o numim 4ensitaic sau masă specifică a corpului în punctul considerat. 

Mărimea y definită de relația (5.12) are întotdeauna o valoare finită și pozitivă, 

Cunoscînd legea de variație a masei specifice u=u(%, y, 2) în inte- 
riorul unui corp se poate calcula masa sa cu formula 


M= fdm= fudv. 


În cazul cînd densitatea u este aceeași în toate punctele unui corp 
se zice că acel corp este omogen, de exemplu un corp executat din același 
material. În cazul unui corp omogen vectorul de poziție al centrului de 


greutate este dat de expresia 
pr. DIS uv dv yd E 
= А) ў, » (5.14) 
fu dv ufa fa 
Coordonatele sale sînt date de formulele 


fx dv {> dv f do Nor 
quA ы SI OMA s 
S fdv M r fav : б ўа 6 5) 


(5.13) 


În cazul cînd corpul aré una dintre dimensiuni — grosimea — foarte 
mică în raport cu celelalte două, se numește placă. În cazul plăcilor se ia 
în considerație densitatea superficială sau masa specifică superficială într-un 
punct, definită ca limita către care tinde raportul dintre masa Ami 
si suprafața AA, a unui element de placă, cînd AA4;—>0, adică 


Am; А Р, SETA 
Шатаа = ams, (5.16) 
aapo Ад — d4 


Ca şi mai înainte, cunoaşterea legii de variație a densităţii superficiale 
permite să se determine masa M a plăcii cu formula 
M — fu'dA. 


În cazul cînd p/=const, placa se zice omogenă Aceasta se realizează 
de exemplu în cazul unei plăci executate din acelaşi material şi avînd gro- 


“ 
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sime uniformă. Poziţia centrului de greutate este determinată atunci prin 


vectorul 


(raa z 
Р ал i ede) 
iar coordonatele sale sint 
n (x då {уа 1 {гал (5 19) 
g= —, ==. ) =s mi 9. Де 
x aa faa с [ал 


In cazul cînd corpul material este o bară (sau un fir), adică secțiunea 
sa transversală are dimensiuni neglijabile în raport cu lungimea, se definește 
densitatea liniară sau masa specifică liniară într-un punct ca fiind limita 
raportului dintre masa Am; şi lungimea As; a unui element de bară 


Am 
i dm = 
EE. (5.20) 


u^ —lim 

As;>0 

Cunoscind legea de variație a densităţii liniare în lungul barei 
u^—u"(s) se poate calcula masa barei cu formula - 


M = (р'і. (5.21) 


In cazul cînd р’’'=сопѕё, bara se zice omogenă: de exemplu cazul 
unei bare executate din același material și avînd secțiunea transversală 
constantă. În cazul barelor omogene poziția centrului de greutate este deter- 


minată prin vectorul de poziţie 


iar coordonatele sale sînt date de formulele 


fx as | f» ds feas i >n 
{ав nou E fas D ds ^ (5.23) 


Analizînd formulele (5.14), (5.18) şi (5.22) valabile respectiv pentru 
corpuri omogene, plăci omogene şi bare omogene se constată că în ele nu 
intervine masa corpului, ci volume, arii și lungimi. În modul acesta se 
ajunge la noţiunea de centru de greutate geometric. 

În multe probleme apar aceste centre de greutate geometrice. Legă- 
tura cu centrul de greutate al unui corp este aceea că poziția centrului de 
greutate geometric coincide cu aceea a centrului de greutate al unui corp, 
plăci sau bare omogene. Centrul de greutate geometric poate fi definit însă 


Ё 


$i ca atare, adică prin formulele (5.14), (5.18), (5.22). 


Aplicaţii. J?, Bard rectilinie omogend. Mijlocul baret este centrul de simetrie, 
deci centrul de greutate, trebuind să coincidă cu centrul de simetrie, va fi la mijlocul barei. 
2°, Bard omogenă їп formă de aro de сею (big, 5.1). Notăm uughiul la centru al arcului 
cu 22 si raza cu Л, Alegem ca axă Ол bisectoarea unghiului, iar аха Оу in planul arcului, 
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Вага fiind plană $=0. Axa Ox fiind axă de simetrie 7=0. Pentru determinarea abscisei £ 


te aplică formula (5.23) 


(x ds 
fax 
Vlementul de arc ds=R 40, iar х= cos 0. Rezultă 
+a , а 
" Р 4 f 
| R cos 0 A R ps соз A ya ip 


A 
тааб (ўн að 
—a 


(7А 


Voss nod 


Fig. 5.1 Fig. 52 


39. Placă omogenă dveblumghiulară. Punctul de intersecţie al diagonalelor este centrul 
de simetrie pentru dreptunghi. Deci centrul de greutate al unei plăci omogene dreptunghiu- 


lare este în punctul de intersecție al diagonalelor. 
49. Placă omogenă triunghiulară (fig. 5.2). Placa are trei plane diametral conjugate 


direcțiilor laturilor triunghiului și anume planele care conțin medianele triunghiului. 

Într-adevăr fie (П) unul dintre plane, care contine de exemplu mediana AA”. Fie EF 
un segment de dreaptă paralel cu BD. Acest segment este împărțit în două părți egale de 
mediana АА’. Rezultă EC'—C'F. Oricărui punct Р; de pe segmentul EC” îi corespunde 
un punct P; pe segmentul C'F de aceeaşi masă și astfel încît P;P;|| BD si P;C'=—C'Py- 
Planul II este deci un plan diametral conjugat direcției BD. 

Centrul de greutate al plăcii va trebui să se găsească deci în planul (II). Pentru cá 
placa triunghiulară este plană, centrul de greutate trebuie să se găsească în planul ABD, 
deci pe mediana AA”. Utilizînd acelaşi raționament pentru celelalte două plane diametrale, 
se ajunge la concluzia că centrul de greutate al unei plăci omogene triunghiulare este la inter- 


secția medianelor sale. 

5°. Placă omogenă în formă de sector circular. Notăm unghiul la centru cu 2 х şi raza 
cu R (fig. 5.3). Bisectoarea unghiului este axă de simetrie. O alegem ca axă Ox, axa Oy 
fiind în planul figurii. Rezultă (—0, 1—0 iar pentru Ё folosim formula (5.19) 


{« ал 
T a 


Ё 


Folosind coordonatele polare х=р cos 0 şi dA =р dp d0 încît 
; . б 


E RÓ cata 
ff о cos 0 p dp 20 f озар (4 cos 040 7g sine mh 


e tr CERERI MA ie te УЧЫ dor НОЕ ИАН. Е 
2 R +a Ез За 
{{ e dọ d0 (g cda {Ке а0 924 
În cazul unui semicere a şi rezultă 
AR 
“зт ы 


OLIROM 


— 
—— Ma] 


| 
| 
| 
| 
| 


— 
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6°, Placă omogenă sferică, Să considerăm o porțiune ЛВС? dintt-o sferă de тай N 
mărginită de două cercuri meridiane 


şi de două cercuri patalele, Vom yresuputie câ unul dintre 
meridiane este chiar în planul 0/4 (fig, 5.4), сева ca nu "ЛУГ ТИЛЕ problema, Уот 
aplica formulele (5.19) observiud că, dacă se folosesc drept coordonate longitudinea 0 9l lati» 
tudinea o, atunci 


x= К cos o cos 0, y= R coso sin 0; pf sin o yi dA m RI cos р dp 40, 


Fig, 54 


Formulele (5.19) devin 


2 0 
{хал ff 2° cos? o cos 04р40 ә ЈЕ соз? ф de f; cos 040 
ЗЕ: ME =} З 


Е — EUN: 
v Pa ? 0 
{ал {{ R? cos q do d0 jo cos ф de $^ 40 
Ij. í 
р 8in0 [n-o 7 (sin 2 9, —sín 29] 
TE 0 (sin q,—sín фу) 
[ 
{уал {} R? cos? o sin 0 dg d0 R$ сов? de fo sin 040 
ў ад {ӯ R? cos ọ dg d0 yn cos ọ do ij: 40 
2 T AC 
x COR In a CORN 
ODE Sani ПЕТ ati Фу) 
Ф, 0 
ў za4 ff? sing cosg dg d0 Ў; віп Ф cos o йр} 40 
aka o 
- 7 
{ал ff R? cosg ap a0 5 cos ọ dọ d0 jn а 
R © віп2ф,—ѕіп?ф, R їп 
Ы шшш Жз Intcerat е plate -Евїп ф,). 
2 sing,—sing, 2 (in Ф, віп 9, 


Dínd valori particulare limitelor de integrare 0, 9, și o, obținem cazul diferitelor plăci 
T T d " TI a 
sferice, Pentru ф;=0, Ф, mz 0m obținem un octant sferic, mărginit de ecuator și de dout 
meridiane, Aplicînd formulele de mai sus, coordonatele centrului său de greutate vor îi 


A R R 
$T. п = 4 eT 
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adică centrul de greutate se va găsi pe intersecţia celor trei plane bisectoare ale diedrelor 


unghiului solid corespunzător octantului la distanța күз? de centrul sferei, 
Pentru 0=2x se obţine o zonă sferică. Coordonatele centrului ei de greutate vor fi 


) 


7 Т 
£20, 1250, € p (sin фу --sin p3), 


adică centrul de greutate se află pe axa de simetrie (Oz) la mijlocul înălțimii zonei, 
7°. Corp omogen semisferic (fig. 5.5). Avînd o axă de simetrie Oz, rezultă £—7—9, 
Cota & se calculează eu formula (5.15) în care ținem seama că, folosind coordonatele sferice 


р, 0, p, avem 
2-:p sin o, du—o* cos dp 10 dg. 


Limitele de integrare sînt Ор, 0«c0«2r, 0«o« 7 ‚ Atunci 


T 
TM n 2 2M 
ү {г dv W p? sin p cos o dp d0 аф ji e? de f, 40 ү sin ф cos 9 dp ZR 
fa v Vf оз соз do 40 do um ШИ mor 


ү p? de jn. aof? cos ф do 


$ 8. Centrele de greutate ale figurilor compuse. În cazurile practice 
se pune adesea problema determinării centrului de greutate al unei figuri 
care poate fi descompusă în două sau mai multe figuri simple, ale căror 
centre de greutate se cunosc. Se poate arăta că în acest caz nu este necesar 
să se utilizeze calculul integral, ci se pot folosi rezultatele deja obținute 
pentru figurile simple componente. 

Într-adevăr, așa cum s-a arătat ($ 5) momentul static al unui corp 
nu se imodifică, dacă acesta se înlocuiește cu centrul său de greutate, în 
care s-a concentrat întreaga masă a corpului. 


NU 
ZN 


122 


) 


T 


SN 


42 


RSS 
S 


ЕЗ 
[Ыш 


А И 


Fig. 5.6 


Fig. 55 


De aici rezultă următorul procedeu practic pentru determinarea cen- 
trului de greutate al unei figuri compuse: se descompune această figură In 
figuri simple. În centrul de greutate al fiecărei figuri se concentrează masa 


ERG 


| 


Ж 
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ei. Se obţine astfel un sistem de 
acestui sistem coincide cu centrul de greutate al figurii compuse, 
In cazul cînd figura compusă rezultă prin eliminarea unei figuri sim- 


ple, atunci în centrul de greutate al acesteia se va concentra o masă negativă 
egală cu masa figurii simple, 


puncte materiale, Centrul de greutate al 


TS p! 1са{ ії, 8°, Să se determine centrul de greutate al plăcii omogene avind forma 
şi dimensiunile. din fig. 5.6, 


Rezolvare, Placa poate fi de 
centre de greutate C, și C, se cunosc, În ra 
centre de greutate sînt Ci(a; ва) și Ca( 


scompusă fn două plăci dreptunghiulare, ale căror 
port cu sistemul de axe ales, coordonatele acestor 

Ga; 2a), Ariile celor două plăci dreptunghiulare sînt 
A =a 120-9403 şi 4,—8ax4a-32a?, Rezultă atunci următoarele coordonate pentru 
centrul de greutate al întregii figuri: 


Е din tg. 24 а. Sd а2:6 а = 3,864, 
AtA, 24 a? -4-32 а? 


Ais y, 24 a6 a432 222 
i Si Лы 24 076487 A 9,71 a. 
Atd, 24 a2+32'a 


9°. Să se determine centrul de greutute ai plăcii omogene avînd forma şi dimensiunile 
din fig. 5.7. 


Rezolvare. Placa se compune dintr-o placă semicirculară de rază 2а căreia i se 


alipeşte o placă semicirculară de rază a si din care se scoate о placă semicirculară de rază g. 

Centrul de greutate al unei plăci semicirculare se află pe axa de simetrie la distanța 
А 

ее 


de centrul О al cercului din с 


: are face parte semicercul (vezi aplicaţia 18). 
Зх 
Folosind acest rezultat, deducem cu ușurință coordon 


atele centrelor de greutate Су, 
Cə, С; ale celor trei semicercuri în raport cu sistemul de axe 


хОу şi anume 
8a 4a 4a 
С,|2в, —|, Cal3a, ——|, C а, — |. 
ЕКЕ e (82) 
Ariile respective vor fi 
r(2 a)? та? па? 
х2. ) =2ma2, A;— 2 ИХЕ =: 
Aria Аз s-a luat cu semnul minus, deoarece acest ѕешісег 
coordonatele centrului de greutate al plăcii haşurate 
Р Aya Аз Аз 


Ау 


2 


с lipsește. Obtinem pentru 


А БА 3 Ag 
па? па? 
2za?-.2a--——-.3a— а 
2 = ‚2 =52—=,ва, 
та? та 
I A Ea E L WEA 
2 ma?+ 2 2 
к, As Wit Aa У 45 Js 
; 4A13-453-43 
8a ues sg ( uer ec 
2x25» . 3z ЧР 2/35 
^ 2 ză 
PEPI 
——4220,04 а 


$ 9. Teoremele Guldin-Pappus. Teorema I. Aria suprafetei gene- 
rale de un arc de curbă plană care se rotește în jurul unei axe din planul curbei, 
arcul fiind situat în întregime de aceeaşi parte a axei, este egală cu lungimea 
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arcului de curbă multiplicatd cu lungimea cercului descris de centrul de greutate 
al curbei dale, presupuse omogene. 
Sá raportăm arcul de curbă la sistemul de axe Oxy, axa Ox fiind axă 
MR РАГА) ) А019, ; è "p т 
de rotaţie (fig. 5.8). Vom presupune y=/(4) ecuația curbei, f(x) fiind o 


funcție uniformă în intervalul (a, b). Un element de arc MM'— As al curbei, 


Fig. 5.8 Fig. 59 


generează prin rotație o suprafață care poate fi asimilată cu suprafața late- 
rală a unui trunchi de con avînd generatoarea ds şi raza medie y. Rezultă aria: 


3 ЛА =2ryAs 
1 
E A=lim XA4— np y ds. 
; А50 


Dar { y ds/, unde / este lungimea arcului de curbă dat, deci 
А=2т1і. (5.24) 


Teorema a I-a. Volumul generat prin rotirea unei arii plane în 
jurul unei axe din planul ei, aria fiind în întregime situată de aceeași parte 
a axei, este egal cu aria considerată, multiphcată cu lungimea cercului descris 
de centrul de greutate al ariei, presupusă omogenă. 

Să considerăm aria A mărginită de o curbă închisă raportată la axele 
Ох şi Oy, axa Ox fiind axă de rotație. Presupunem curba situată de partea 
ordonatelor y pozitive (fig. 5.9). | 

Volumul Av generat prin rotirea elementului de arie MM'MM, în 
jurul axei Ox rezultă din diferența volumelor generate de doi cilindri avînd 
înălțimea Ax si razele y şi y-- Ay. 

Rezultá 


Av—m7(y-- Ay)*dx —ny*dx—2ny Nx Ay--nAy*Ax—2xyAA -ЕтАу%Ах. 


Atunci 
V—lim Y,4v—j2x y dA—2 n] y dA. 
Ax-0 
Ay0 
Dar 


f уаЛ=т: А, 


V=., 


SM —— — 


— 


VA 


— ——Á 


| 
| 
| 
| 
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Observaţie. Teoremele Guldin-Pappus rămîn valabile şi cînd rotația se Ғасе 
cu un unghi х 


», їй core caz formulele (5.24) şi (5.25) devin respectiv (x în radiani) 


l= şi Vama, 
Aceste teoreme servesc fie la determinarea ariilor și volumelor, fie la determinarea 
centrelor de greutate 


0 7 


Fie. 5.10 


Fig. 5.11 


Aplicații. 10°. Să se determine aria și volumul unui tor generat prin rotația 
unui cerc de rază R în jurul unei axe din planul său situată la distanța d(4— R) de centrul 
cercului (fig. 5.10). Aplicînd formulele lui Guldin, obținem 


A=2 xd:2 X R—4 пра, V—2 md:n R2? 25g? RM. 


11°. Să se găsească poziția centrului de greutate al suprafeţei unui semicerc (fig. 5.11). 
Prin rotire în jurul axei Ox semicercul generează o sferă. Volumul sferei se cunoaşte: 
dr ЁЗ 2 


pe 3 Aria semicercului este 4 E Din a doua teoremá a lui Guldin deducem 
An ЁЗ 
$ V 3 4R 
1-27 A nR? 3m 
2r — 


VI. SOLIDUL RIGID LIBER 


§ 1. Condiţiile de echilibru ale unui sistem de forte care acţionează 
asupra unui solid rigid liber. S-a văzut că dacă un sistem de forțe, acțio- 
nînd asupra unui solid rigid liber, are într-un punct din spațiu (Q—0 si 
_Ло=0, sistemul este echivalent cu zero. 

Se înțelege prin solid rigid! liber un solid rigid care poate ocupa orice 
poziție în spațiu. Poziţia pe care o ocupá este determinatà de sistemul de 
forfe. SN 

În cap. IV (5 6) s-a arătat că dacă un sistem de forje are @=0 si 


Mo=0, el este echivalent cu zero. Deci condiția @=0, Mo=0 este sufi- 
cientă pentru echilibru, 


În Dinamicá se arată că această condiție este si necesară, 
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Rezultá urmátoarea teoremá: condi 
tem de forle, acționind asupra unui solid 
ca, într-un punct arbitrar din spațiu 


| 

© 
jia necesară și suficientă са un sis- | 
rigid liber să fie în echilibru este 


Punctul in care se scrie condiția (6.1) este arbitrar, căci dacă este 
îndeplinită într-un punct din spaţiu, condiția este îndeplinită în orice alt punct din spațiu 
(cap. IV, (4.5)]. 


| 
| 
Observaţie, 
| 


$ 2. Ecuațiile scalare de echilibru. Ртојес па pe axele de coordonate 
ecuațiile vectoriale (6.1) se obțin şase ecuații scalare 


X=0, Y=0, Z=0, 
Mz=0, My=0, M,=0. 


Cum însă 
хех Y=) Yn Z-yZ, 
Ma=X (Vili — 2Y), 9S-2Y(aXi—Z), M=} (У; yX). 
Condițiile de echilibru se scriu 


XX;—0, Y Y;,—0, YZ;,—0, | 
(y:i — 2Y) =0, Y(aXi—xZ1-0, 3G Y4— X1) =0: 
În cazul sistemelor 
bru se reduce. | 
În cazul sistemelor de 


neazà forțele este planul 
tiile (6.2) 


(6.2) 


particulare de forțe numărul ecuațiilor de echili- 


forte plane, presupunînd că planul în care actio- 
хОу, rezultă cá Z;—0, z;,—0 Si trei dintre ecua- 
sînt identic satisfăcute. Rămîn trei ecuaţii de echilibru și anume: 

3 X:—0, X Ү;=0, Y (Y .—yiX1)—0, (6.3) 


adică două ecuaţii de proiecţie în raport cu axele din plan și o ecuație de 
momente în raport cu axa normală pe plan. 


n cazul sistemelor de cupluri primele. trei ecuații din sistemul (6.2) 
sînt identic satisfăcute. Rămîn trei ecuații scalare ! 


X 0i—4Y)—0, У (nXi—22)—0, У(хҮ—у{Ху)=0, (6.4) 
adică ecuațiile de momente în raport cu trei axe. 


În cazul sistemelor de forte paralele, de exemplu cu axa Ox, rezul- | 
tá Y,—0, 2=0 si trei dintre ecuațiile (6.2) sînt identic satisfăcute. Rámin 
numai trei ecuații 


1 1 | 
Y Х{=0, у 2:Х;=0, Y 4X—0, (6.5) 


adică o ecuație de proiecţie pe direcția forțelor şi două ecuaţii de momente 
în raport cu axele normale pe direcția forțelor. 


$ 3. Feuaţiile de echilibru în coordonate omogene, Fie X, Y, Z, 
Moz, Moy, Жог cele şase componente scalare ale torsorului unui stem 
de forţe ce acționează Asupra unui rigid Şi u, v, w, 1, m, n coordonatele 


и 
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omogene (pliikeriene) ale unei drepte. Condiția ca momentul rezultant al 
sistemului de forțe în raport cu această dreaptă să fie nul se scrie [v. cap. I, 
$'39, formula (1.116) si Observaţia 1] 

""Mos-J-9Moy--wMoz-- IX --mY -nZ-0. (6.6) 


Sub această formă, condiţiile de echilibru (6.2) apar toate ca ecuaţii de 
momente în raport cu şase drepte, dintre care trei sînt la distanță finită 
(axele Ox, Оу, şi Oz) şi trei la distanță infinită (dreptele de la infinit ale 
planelor yOz, zOx, хОу). Într-adevăr, coordonatele pliikeriene ale acestor 
şase drepte sint ; 

Ox: u=arbitrar, v=0, w=0, 1—0, m=0, n=0;, 
Qy: u=0, v=arbitrar, w=0,1=0, m=0, n=0; 

Оз: u=0, v=0, w=arbitrar, /=:0, m=0, n=0; 
= (02): u=0, v=0, w=0; I=atrbitrar, m=0, 1-0; 
= (205): u=0, v=0, w=0, 1—0, m=arbitrar, n=0; 

Do (хОу): u=0, v -0, w=0, 1—0, m=0, n=arbitrar. 


Aceste coordonate, înlocuite ре rînd în (6.6), reproduc condițiile de 
echilibru (6.2). Așadar, ecuațiile de proiecție sînt echivalente cu ecuațiile de 
momente scrise în răport cu drepte de la infinit ale spatiului, deci un caz 
particular de ecuații de momente. 

Este atunci firesc să ne întrebăm dacă nu există posibilitatea să poată 
i exprimate condiţiile de echilibru ale unui sistem de forțe prin şase ecuații 
de momente scrise în raport cu şase drepte oarecare. Notînd cu ty, тү, Úy, 
lis my, 10, ..., Ив, Ug, Was ls, f^, Hg coordonatele omogene ale celor șase 
drepte, ecuațiile de momente devin 


14 M og A-94M oy--* 1M o24- 1X +m; Y +nZ=0, 
и Мох -?,M oy--w3M oz-4- l5 X +m, Y --n3Z —0, 
tt3M og A-v8M oy--w3M oz l4X --ma Y --n3Z —0, 
Most vM oy--w4M oz 4- ХА mY 4-242 —0, , 
tts M oz - V5 M oy-t+wsM oz4- 15X -- m5 Y --n5Z —0, 
Mort v, M oy tM oz 4- IX +m, Y +n —0. 


Pentru ca sistemul de'ecuafii (6.7) să fie echivalent cu condițiile (6.2), 
va trebui ca el să nu admită decît soluțiile banale X—0, Y—0, Z—0, 
Mo2z=0, Моу=0, Moz=—0. Pentru aceasta este necesar si suficient ca deter- 
minantul format cu coeficienții necunoscutelor, respectiv cu coordonatele 
omogene ale celor șase drepte, să fie diferit de zero, adică 


иң Vi шу, Һ Mi н 

Ma Va Wa la Ma Ny 

Ug Ug Wg la My M; 3 
AR {з Ug Ug (a Hg Ha +0. (6.8) 

Ma Va Wa la Ma Ma ` 


L 
Ug Vg Wa. la My Ns 
la My Ma 
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bolosind noțiunile corespunzătoare din 
Vom spune că este necesar şi suficient ca 
de rang 6. Dacă rangul mulțimii acestor drepte este 5, A 
de momente (6,7) nu mai condiționează echilibrul, În acest 
cele șase drepte aparțin aceluiași complex de gradul întîi ( 
Aceasta ne permite să formulăm o condiţie 
gurajia celor şase drepte si antime: 


forje ce acționează asupra unui rigid liber este ca ace 
aceluiași complex de gradul intii. 


Practic, nu este necesar totdeauna să se examineze configuraţia celor 
şase drepte. Este suficient să se constate de exemplu că cinci dintre drepte 
alcătuiesc o mulțime de rang 4, respectiv că aparțin aceleiași congruențe 
de gradul întîi, sau că patru dintre drepte alcătuiesc o mulțime de rang 3, 
respectiv că aparțin aceleiași serii de drepte sau că trei dintre drepte alcă- 
tuiesc o mulțime de rang 2, respectiv că aparţin aceluiași fascicul plan 
sau, în sfîrşit, că două dintre drepte alcătuiesc o mulțime de rang 1, res- 
pectiv că sînt confundate. În aceste cazuri este sigur că totalitatea celor 
şase drepte aparțin aceluiași complex de gradul întîi, deoarece, în oricare 
din situaţiile de mai înainte, există cel puțin o combinație liniară cu coe- 
ficientii diferiți de zero între elementele liniilor determinantului A, com- 


binafie care este identic nulă, fapt care atrage evident, anularea determi- 
nantului. 


Pentru practicá prezintá interes in special cazurile particulare de con- 
figuraţii de drepte (complexe, congruente, serii, fascicule) care au fost ana- 
lizate la capitolul I, $ 42 si tabela 1. Aici menționăm rezultatele obținrtte, 
adaptindu-le la problema care face obiectul acestui paragraf. 

Ecuațiile de momente în raport cu șase axe 
пи condiționează echilibrul unui sistem de forțe dacă: 

a) trei dintre ele sînt concurente și coplanare în același timp; 

b) trei dintre ele sînt Paralele si coplanare în același timp; 

c) două dintre ele sînt Paralele si o a treia este dreapta de la infinit a 


d) trei dintre ele sint drepte de la infinit concurente. Folosind aceeași 
echivalență dintre o ecuație de momente față de o dreaptă de la infinit 
$i o ecuație de proiecție, conchidem că într-un același plan nu se pot scrie 
trei ecuații de proiecție independente; 

€) Patru dintre ele sînt concurente în spațiu; 

f) patru dintre ele sînt Paralele în spațiu; 

g) trei dintre ele sînt Paralele şi necoplanare, iar a Patra este una din 
dreptele de la infinit ale spațiului, Paralelă cu primele trei. Folosind echiva- 
lenfa dintre o ecuaţie de momente în raport cu o dreaptă de la infinit si o 
ecuație de proiecție, conchidem că o ecuație de proiecție pe o direcție oarecare 


U-——— 
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teoria mulțimilor de drepte 
mulfimea celor sase drepte să fie 
0 $1 ecuaţiile 
caz se stie cá 
(V. cap I, $ 42), 
negativá privitoare la confi- 
Condiţia necesară şi suficientă ca ecuaţiile 
de momente în raport cu şase drepte să conducă la echilibrul unui sistem de 


ste drepte sd nu aparțină 


еч 
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dintr-un plan este o consecință a ecuatiilor de 
axe necoplanare, normale he blan; 

h) două dintre ele 
ate spațiului, pavalele 


momente scrise ín raport cu trei 


sint paralele, iar celelalte doud sint drepte de la infinit 
cu primele două, Folosind aceeaşi echivalență ca la 
punctul precedent, conchidem că gat fiind un plan, nu se pot scrie doud 
ecuații de proiectie pe două directii din Plan sí două ecuatii de momente în 
raport си doud axe normale pe blan, toate patru independente inire ele; 

1) patru dintre ele sint coplanare ; 

. d) tret dintre ele sini coplanare si a Patra este dreapta de la infinit a 
primelor tret, Folosind echivalența de Ја punctul c) conchidem că ecuatia 
de proiecţie pe o diveche normală la un plan este Consecința ecuațiilor de mo- 
menté scrise în raport си trei drepte oarecare din acel plan; 

k) pairu dintre ele sini drepte de la infinit ale spațiului. Folosind echi- 
valența de la punctul c) conchidem că nu se Pol scrie patru ecuaţii de 
protecție distincte, 

1) patru dintre ele sint generatoare din aceeaşi Jami 

m) cinci dintre ele întâlnesc două drebte dale; 


n) cinci dintre ele intilnesc о aceeași dreaptă si sint în același timp para- 
lele cu un plan; 


lie a unei cuadrice riglate: 


p) cele şase axe întîlnesc o aceeași dreaptă; 


q) trei dintre ele sînt concurente într-un punct şi celelalte 
curente în alt punct; 


г) trei dintre ele sînt concurente într-un punct 
s) trei dintre ele sînt Paralele cu o direcție 
си о айа directie; 


t) toate șase sînt paralele cu un același plan ( 


trei sint con- 


$i celelalte trei sînt Paralele; 
Și celelalte trei sînt Paralele 


normale pe aceeași direcție). 
Cazuri particulare importante. 


Forțe plane. În cazul forțelor plane se folosesc de obicei ecuațiile de 
momente în raport cu trei axe normale pe planul forțelor sau, ceea ce este 
același lucru, momentele în raport cu trei puncte A, B, C, din planul 
forțelor. Rezultă următoarele restricții pentru cele trei puncte: 

— punctele A, B şi C nu trebuie să fie coliniare; 

— dacă se scriu numai două ecuații de momente în raport cu punctele 
A şi B şi o ecuaţie de proiecţie, direcția pe care se proiectează trebuie să 
fie diferită de normala la AB; 

— nu se pot scrie trei ecuaţii de proiecţie. А iV 

Forte paralele. În acest caz se obisnuieste a se Scrie ecuafii de momente 
in raport cu trei axe dintr-un plan normal pe direcția forțelor. Rezultă 
următoarele restricții: 

— axele nu trebuie să fie concurente: 

— axele nu trebuie să fie paralele; не 

— dacă se scriu două ecuaţii de momente şi o ecuație de proiecție pe 
direcţia forțelor, axele nu trebuie să fie paralele; zu А 

nu se poate scrie mai mult decit o ecuație de proiecție. - - 

$ 4. Condiţii pentru configurația suporturilor forfelor unui siten " 
echilibru. În cazul unui sistem cu n =], „ә, 6, forțe, echilibrul pn g а 
genera! posibil decît dacă suporturile forțelor au о anumită con igurație, 


N TES cos Bn—yn cos хл) =0, 
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Într-adevăr dacă se consideră cele şase ecuaţii scalare de echilibru şi se 
presupun ca necunoscute scalarii forțelor, sistemul astfel obținut fiind 
omogen, nu admite soluţii diferite de zero decît dacă matricea coeficien 
filor necunoscutelor are un rang mai mic decit numărul forţelor. Aceasta 
atrage o serie de condiții pentru acești coeficienți, respectiv pentru confi 
gurajia suporturilor celor » forțe. Într-adevăr coeficienţii necunoscuteloi 
sint coordonate omogene ale celor n suporturi, căci ecuaţiile de echilibru 
se pot scrie, de exemplu in funcţie de cosinusurile directoare cos @, cos p, 
cos v ale suporturilor forțelor $1 de coordonatele x, y, z ale punctelor lor Y 
de aplicație sub forma 


F COS o4--F3 cos ag- ‘РЈ cos «40, 
F, cos BiFa cos B4-- + Fu cos 8520, 
E F4 cos y4-- Fa cos ү,-- `·'-- Е, cos yn=0, 
F (21 COS «,— x, COS Y1) J-Fs(z, cos «4 — х, cos ys) 
Е (2 cos кр Xn cos Үп) =0, (6.9) 
F (x; COS B3 —5 COS a4)--Fs(x, cos By— у» cos g) +- E 
Fy(yy cos y,—2; cos B1) J-Fs(ys cos үз—4у cos Ba) + 
à he Pa(Yn COS Ya—22 cos Вл) —0. 


În general observăm cá 


COS æi, COS Di, COS Yis ? 
(zi cos c; — x, COS yi), (Xi cos Bi yi cos æi), (yi cos Yi—2; cos B) 
constituie un sistem de coordonate omogene pentru Suportul forței F, 
coordonate pe care le-notăm cu 


Иң; Vi, Wi, li, mi Mi. 


Sistemul (6.9) poate fi transcris, cu aceste notații sub forma 


FE Ен + Fatu =0, 
Ew Еу +": +FEnun =0, 
Түш, Ез + Fain —0, (6.10) 
Filh +21, AR EF, =0, M. 

Ет Foma ЗЕ п =0, 

Fyny-EFang Еп —0. I 


În sistemul (6.10) s-a presupus n<6. Pentru ca sistemul să admită 
'solufii diferite de zero pentru necunoscutele F}, ..., Fn este necesar si 
suficient ca rangul matricii 


|р жу. ме... Un i 
i UR sola 
Wi фу... Wh (6.11) 


ЖИН» 
туу... hu 
Wy gy s) 
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să бе се] mult egal cu (n— 1), deci cele n drepte trebuie să aparțină unei 
mulțimi liniare de rang cel mult y :5—1 (v. cap, I, $ 42). 

Aplieind teoria mulțimilor liniare de drepte (v. cap. I, § 4261 tabela 1) 
tragem următoarele concluzii: : 


a) Un sistem alcătuit dintr-o singură forță mw se poate găsi în echilibru, 
deoarece pentru n=1, rezultă е0) (mulţimea vidă), 


b) Pentru ca un sistem de două forje achionind asupra unui rigid să fie 
în echilibru este necesar ca forțele să aibă acelaşi suport, deoarece pentru 
n=2 rezultă р] (mulțimea dreptelor confundate). În plus, vom constata 
că, deoarece rezultanta lor trebuie să fie nulă, forțele trebuie să fie egale 
în modul si opuse, 

c) Peniru ca un sistem de trei forțe acționind asupra unui rigid să fie 
în echilibru este necesar ca suporturile forțelor să fie concurente și coplanare 
sau paralèle si coplanare, deoarece pentru n=3 rezultă 7=2 (mulțimea drep- 
telor unui fascicul plan). 


d) Peniru ca un sistem de patru forțe acjionind asupra unui rigid să 
Jie în echilibru este necesar ca suporturile forțelor să fie concurente în spațiu, 
sau paralele în spațiu, saw să fie generatoare din aceeaşi familie ale unei 
cuadrice riglate, sau, în general, să aparțină aceleiaşi serii liniare de drepte, 
deoarece pentru n=4, r=3 (mulțimea dreptelor.dintr-o serie liniară). 

e) Pentru ca wn sistem de cinci forțe actionind asupra unui rigid să 
fie în echilibru seste necesar ca suporturile forțelor să aparțină aceleiași con- 
gruente de gradul întâi, în particular, de exemplu să întilnească două drepte 
date sau să ínlilneascd o dreaptă și. să fie im acelaşi timp paralele cu un 
plan dat. 


f£) pentru са ит sistem de şase forte actionind asupra unui rigid să fie 
în echilibru este necesar ca suporturile forțelor să aparțină aceluiaşi complex 
de gradul întîi, în particular, de exemplu să întilmească o aceeaşi dreaptă 
sau să fie paralele cu ит acelaşi plan. б 


$ 5. Problemele statieii solidului rigid liber. Acestea pot fi grupate 
în două categorii: ; 

a) Probleme în care se cunosc forțele care acţionează asupra. solidului 
51 se cere să se determine poziţia lui de echilibru. : 

b) Probleme in care se cunoaste pozifia de echilibru Si se cere sà se 
determine forțele care acționează asupra solidului. REL 

Pentru rezolvarea acestor probleme dispunem de ecuațiile (6.2), deci 
de şase ecuaţii scalare. Pentru ca o asemenea problemă să poată fi rezol- 
vată, este necesar ca ea să nu aibă mai mult de șase necunoscute sca- 
lare. Condiţia aceasta nu este suficientă, căci este posibil ca un. sistem de 
şase ecuații cu şase necunoscute să fie nedeterminat sau imposibil. 4 

O problemá din prima categorie are Şase necunoscute, Într-adevăr, 
pentru a fixa poziția unui solid este suficient să se fixeze poziţiile P,, Pa P, 
pe care le ocupă în spaţiu trei puncte A,, 4, şi Ау necoliniare ale lui. Va 
trebui deci să se cunoască de exemplu coordonatele carteziene (ху, уу, 21), 
(Xs, Yor 25) 91 (Xg; Уз, 29) ale punctelor P}, Р, şi Pa faţă de un. triedra. Озу: 
Coordonatele acestor puncte nu pot fi însă arbitrare, Dat fiind că solidu 
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este rigid, distanțele dintre punctele din spațiu P,, P, si P, trebuie sj 
lie egale cu distanțele dintre punctele corpului 4, 4» $i А» adică 


Р,Р,= Asa, PP AA, РуРү=А„А,. 


Seriind aceste relaţii în funcție de coordonatele punctelor P, P, sí 


P4 obfinem 
V (ua )*- (92) * - (4523) * 4,4 ; | 
V (5) F (ya Ya) + (22—28)? 4,4, (6.12) 
Уа ж) (7591) (9—4) = 454, | 


Relaţiile (6.12) arată că numai șase dintre cele nouă coordonate sint 
independente. Se spune că un solid rigid liber are șase grade de libertate. 
Pentru determinarea celor şase necunoscute independente dispunem, așa 
vum s-a văzut, de șase ecuaţii deci, în general, problemele din prima cate- 
gorie sînt determinate. 

Problemele din a doua categorie sînt în general determinate dacă 
numărul necunoscutelor scalare necesare pentru aflarea forțelor este cel 
mult şase. 

În cazul sistemelor de forțe plane avem trei ecudfii scalare de echi- 
libru, date de (6.3): solidul rigid cu un plan fix are trei grade de liber- 
tate. Într-adevăr, pentru a determină poziția unui asemenea solid este sufi- 
~cient să i se fixeze două puncte A, si А, în două puncte P, si Р, йїп 
spațiu. Punctele P, şi P, trebuind să fie într-un plan, pentru definirea 
lor este nevoie de patru coordonate (ху, yı) $i (xə, уз). Deoarece distanța 
dintre punctele Р, si P, trebuie să fie egală cu distanța dintre punctele 
A..şi А, rezultă 


P,P,—4,4,:sau V (х) F Oy) A 4,. (6.13) 


Între cele patru coordonate existind o relație, numai trei dintre ele 
sînt independente. Un rigid cu un plan fix are, deci, trei grade de liber- 
tate. Pentru determinarea lor dispunem de trei ecuații de echilibru. Deci 
și în acest caz problemele din prima categorie sînt în general determinate. 

Problemele din a doua categorie pot fi, în general, rezolvate dacă 
nu comportă determinarea a mai mult de trei necunoscute scalare. 


- Xo 


VII. STATICA SOLIDULUI RIGID SUPUS LA LEGĂTURI 
A. SOLIDUL RIGID SUPUS LA LEGĂTURI FĂRĂ FRECARE 
$ 1. Legături. Ecuațiile (6.2) au fost stabilite pentru un solid rigid 


liber, adică pentru un solid care poate ocupa orice poziţie în spaţiu. Sub 
acțiunea forțelor, el ar putea ocupa o anumită poziție de echilibru. Această 


1 Aceste șase grade de libertăte pot fi, de exemplu, coordonatele unui punct О al rigi- 
dului și unghiurile lui Euler corespunzătoare (v. cap. XXVIII, $ 2). 


UOO m 


-= 
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poziţie însă este determinată exclusiv de sistemul de forțe, nu si de alte 
condiții geometrice, cum ar fi de exemplu obligația unui punct al solidului 
de a rămîne pe o suprafață, pe o curbă sau într-un punct fix din spaţiu, 
Sau obligația ca două puncte ale solidului să rămînă fixe (solidul cu o 
axă fixă) etc. 

O problemă de echilibru a unui solid rigid supus la legături se rezolvă 
folosind aceeași axiomă a legăturilor (principiul forţelor de legătură) 
їп virtutea căreia fiecare legătură geometrică poate fi înlocuită cu o forță, 
numită forță de legătură sau reacțiune. 

Se ajunge astfel la Situația unui solid rigid liber acționat de două 
Sisteme de forțe; 

a) forțele exterioare, care acționează asupra solidului rigid, 

b) forțele de legătură. 

Să notăm cu (00, Mo). torsorul forțelor aplicate în raport cu un punct O 


şi cu (R, Mo) torsorul reacfiunilor în raport cu același punct. Solidul rigid 
putînd fi considerat liber, condiția sa de echilibru se scrie: 


(Q--R—0, Mo+Mo=0. (7.1) 


Ecuațiile sînt echivalente cu şase ecuaţii scalare. O problemă de echi- 
libru al unui solid rigid supus la legături, care are mai mult de şase necu- 
noscute scalare este în general nedeterminată: fie că există o infinitate de 
poziţii de echilibru, fie că există o infinitate de valori posibile pentru 
forțele de legătură, fie ambele posibilități. 


$ 2. Reazemul simplu. Să presupunem că singura legătură a unui 
solid rigid constă în aceea că un punct al său A, este obligat să rămînă 
pe o suprafață fixă lucie. Se spune cá în punctul A, este un reazem simplu 
sau un reazem mobil. 


Pentru determinarea poziţiei de echilibru a unui asemenea solid 
sint necesari cinci parametri. Într-adevăr, în acest caz pe lîngă rela- 
Ше (6.12) coordonatele punctului P, din spațiu cu care coincide "TT 
trebuie să satisfacă si ecuația suprafeţei f(x, y, z) —0, pe care este obligat 
să rămînă, deci i 


JG, ур а) =0. (7.2) 


Relaţiile (6.12) şi (7.2) reprezintă în total patru relații între nouă 
coordonate, deci numai cinci coordonate sînt independente. Deci, un reazem 
simplu suprimă unui solid rigid un grad de libertate. 

În virtutea axiomei legăturilor, un reazem simplu poate fi înlocuit cu o 
reacțiune normală pe suprafata de sprijin, aşa cum s-a arătat în statica 
punctului material obligat să rămînă pe o suprafață lucie. 

Dacă se cunoaște poziția de echilibru a solidului rigid, deci şi coordo- 
natele punctului P,, direcția reacţiunii fiind cunoscută (normală la supra- 
față), pentru completa determinare a ei este nevoie să se afle o singură 
necunoscută; scalavrul reacţiunii. 
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În cazul unui sistem de forțe plane, se spune cá un solid rigid este 
simplu rezemat într-un punet P,, dacă punctul P, al solidului este obligat 
să rămînă pe o curbă din planul forțelor, 

Se poate arăta si în acest caz că un reazem simplu suprimă solidului 
: un grad de libertate. Într-adevăr la ecuafia'(6.13) se adaugă în acest caz 
a ecuația 
ЖАҢ РЕР 
m 0) Даа, у)=0 (7.3) 


care exprimă obligaţia ca punctul P, să rămînă 
pe curbă, În total există două relaţii între pa- 
tru coordonate, deci numai două dintre ele sînt 
independente. Solidul a pierdut deci un grad de 
libertate. 

Se poate arăta de asemenea cá determi- 
narea reacţiunii echivalează cu găsirea unei 
necunoscute: scalarul ei; într-adevăr direcția ei 
trebuie să fie în planul forțelor si normală la 
curbă, deci este cunoscută. 


Fig. 7.1 


Observaţii, 1°. Dacă suprafaţa de sprijin are in P sun punct singular, atunci 
reacţiunea are direcţia normalei la suprafața corpului (C) (fig. 7.1). Aceasta rezultă imediat 
dacă se aplică principiul acțiunii şi reacţiunii considerînd cá există două corpuri (С) şi (C) 
care se sprijină unul pe altul şi observind că acțiunea (— R) trebuie să fie normală pe supra- 
fața care mărginește corpul (C). Aceeaşi direcție trebuie să o aibă și reacţiunea Ё. 

2°. Dacă un reazem simplu şuprimă unui corp un grad de libertate, rezultă că pentru 
a imobiliza un solid rigid este nevoie de șase reazeme în cazul general si de trei reazeme 
in cazul fortelor plane. й 

Nu însă întotdeauna um solid rigid poate fi imobilizat în modul acesta. Să cercetăm 
ce condiţii trebuie să îndeplinească cele şase reazeme ale unui solid rigid pentru a-l imobi- 
liza față de orice sistem de forle. 


Să considerăm un rigid avînd șase reazeme simple și să notăm cu АЛ, 

Na, ..., Nescalarii reactiunilor normale, cu “4, vi, Wi, li, Mi, DA O 0) 

coordonatele plükeriene ale versorilor acestor reacfiuni (cap. І, $ 42) si 

- cu X, У; Z, Мох, Moy: Moz proiectiile rezultantei si ale momentului rezul- 
tant.al fortelor date. Ecuafiile de echilibru ale rigidului se vor scrie: 


N tat Noua Ngua-- N4uaA- Nous Nqu,-4- X —0 

Ny, Nav, - Nast N o4 4-Ngus 4- Nou, 4- Y -0 

Nat Моо Муоз Мио, Мо, New 2—0 (2.4) 
Nihi EN, Nola Nat Nils ENSIS Moz=0 

Мт, ть N qma-- N qma A- Nsms-+ Nems+- Mou =0 

Nyny d Nana Nana Nana Nan 4- N qns4- Мо г=0. 


Pentru ca sistemul sá fie compatibil, este necesar si suficient ca matri- 


B cea formată, cu coeficienții necunoscutelor să aibă acelaşi rang cu matricea 
i formată cu coeficienţii necunoscutelor si cu termenii liberi, X, У, Z, ох, 
B Moy: Moz. Pentru ca aceste două matrici să aibă acelaşi rang, oricare ar fi 


= 


POLIROM 
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Sistemul de forle date, deci oricare ar fi termenii liberi, este necesar s] sufi- 
ctent ca matricea formată cu coeficienții necunoscutelor 


MAS Mao Mo Ha dy di 


Mi My My My My My 


| Щщ nal ni ho 


să aibă rangul 6. Utilizînd rezultatele de la cap. I, § 65 şi tabela 1, rezultă 
următoarele condiţii negative pentru suporturile celor șase reacfíuni: 

а) suporturile a două reacjiuni nu trebuie să coincidá; 

b) suporturile a trei reacțiuni nu trebuie să fie coplanare și concu- 
rente sau coplanare si paralele: 

c) suporturile a patru reacfiuni nu trebuie să fie concurente, paralele, 
sau să aparțină aceleiași familii de generatoare a unui hiperboloid cu o pînză; 

d) suporturile a cinci reacțiuni nu trebuie să intildeascá două drepte 
sau să întilnească o dreaptă si să fie: paralele cu un plan si în general 
să nu aparțină unei congruenfe de gradul I; 

e) suporturile a șase reacfiuni nu trebuie să întîlnească aceeași dreaptă, 
să бе paralele-cu același plan şi, în general, să aparțină aceluiași complex 
liniar de gradul I. i 

În cazul cînd una dintre aceste condiții nu este îndeplinită sistemul 
de ecuaţii (7.4) nu mai este în general compatibil, respectiv rigidul nu mai 
este imobilizat, Pentru anumite sisteme de forțe, rigidul ar putea fi imo- 
bilizat de cele şase reazeme, dar, in acest, din urmă caz, rangul matricii 
(7.5) fiind mai mic decît 6, sistemul de ecuații (7.4) este nedeterminat. 
Dacă se consideră o poziţie infinit vecină şi dacă în această poziție rangul 
matricii (7.5) continuă să fie inferior lui 6, se spune cá rigidul nu este 
imobilizat; dacă rangul matricii (7.5) în poziția infinit vecină este 6, atunci 
imobilizarea rigidului este realizată numai pentru mișcări infinitezimale, 
nu $i pentru deplasări finite. Se zice cá legăturile rigidului sînt critice 
sau cá rigidul nu este strict imobilizat. 

$ 3. Articulația. Să presupunem că singura legătură a unui solid rigid 
este obligația de a avea un punct al său 4, într-un punct fix P, din 
spațiu. Se zice cá solidul rigid are in A, o articulație sferică. 

Pentru determinarea poziţiei de echilibru a unui asemenea solid sint 
necesari trei parametri. Într-adevăr, în acest caz pe lîngă ecuaţiile (6.12) 
coordonatele punctului P, din spaţiu cu care coincide 4, trebuie să satis- 
facă şi ecuaţiile “Ме 
: Aa, —ypmÀ DEEST (7.6) 
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unde a, b, si c sint trei constante, Relaţiile (6 | 


„Su .12) si (7.6) alcătuiesc în | 
total şase ecuații între nouă coordonate. Rezultă că numai trei dintre ele 
sint independente. 


Deci, o articulație sferică suprimă unui solid. trei grade de libertate. 

О articulație sferică poale Ji înlocuită cu о veacțiune de directie necu- 
nosculă, asa сит s-a arătat în cazul punctului material obligat să ocupe 
o poziţie fixă în spațiu [v. formula (3.15)]. 

O articulație introduce într-o problemă de statică trei necunoscute; 
proiecţiile reacţiunii pe trei direcţii necoplanare, de exemplu pe axele 
Ox, Ov si Oz ale unui sistem de axe cartezian ortogonal, Y 

În cazul cînd unui solid rigid acţionat de un sistem de forţe plane i 
se imobilizează un punct P, din planul forțelor, se zice că solidul are în 
acest punct o articulatie cilindrică. În acest caz pentru determinarea poziției 
de echilibru este necesar un singur parametru. Într-adevăr la ecuația (6.13) 
se adaugă în acest caz ecuaţiile 


хү=а, yı=b, (7.7) 


care exprimă obligația ca punctul P, să rămînă fix în plan. În total există 
deci trei relații între patru coordonate. O articulație cilindrică suprimă unui 
solid rigid două grade de libertate. O articulație cilindrică Poate fi înlocuită 
cu о reacțiune al cărei suport este situat în planul fortelor şi a cărei direcție 
este necunoscută. 

О articulație cilindrică introduce într-o problemă de statică două necu- > 
noscute scalare: proiecţiile reacţiunii pe două direcții din Planul fortelor, de 
exemplu pe axele Ox si Oy ale unui sistem de referință cartezian ortogonal. 

Observații. 1°. O articulație sferică poate fi asimilată cu trei reazeme simple 
avînd suporturile reactiunilor concurente, şi necoplanare, iar o articulație cilindrică, poate 
îi asimilată cu două reazeme simple avînd suporturile reactiunilor în planul forțelor. 

2°. În baza observației de mai înainte si a celor stabilite la $ 2 se poate afirma că: 

a) Un solid rigid nu poate fi imobilizat cu ajutorul a două articulații sferice pentru 
orice sistem de forțe, deoarece rangul mulțimii celor șase reactiuni echivalente ar fi r=5, 
ele formînd două stele de drepte concurente (v. cap. I, $ 42, tabela 1). 

b) Un solid rigid nu poate fi imobilizat cu o articulaţie sferică şi trei reazeme simple 
dacă suporturile reactiunilor din reazeme sînt concurente sau paralele, sau dacă suportul 
uneia dintre cele trei reactiuni din reazeme trece prin articulație, sau, în sfîrșit, dacă supor- 


turile reacțiunilor din reazemele simple sînt intilnite de o aceeaşi dreaptă care trece prin 
articulaţie. 


c) Un solid rigid acţionat de un sistem de forte plane este imobilizat cu două arti- 
culaţii, dar problema este nederteminată (patru necunoscute si trei ecuații de echilibra). 

d) Un solid rigid acționat de un sistem de forțe plane nu este imobilizat cu o arti- T 
culaţie şi un reazem simplu dacă suportul reacţiunii din reazem trece prin articulație. 


$ 4. Îneâstrarea. Să presupunem o grindă rigidă care nu are altă legă- ' 
tură decît obligația ca una dintre extremități să fie fixată într-un masiv 
(fig. 7.2). Se zice că grinda este încastrată la acea extremitate. О încastrare 
suprimă corpului toate gradele sale de libertate. O grindă rigidă încastrată 
este imobilă. M: 

Să ne inchipuim o,secfiune a—a tăcută normal pe axa griuzii in 
dreptul încastrării. Fiecare punct A; al acestei secțiuni este fix. În virtutea е 
axiomei legăturilor asupra sa acționează о forță de legătură 5; de direcție { 
necunoscută, 
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Determinarea forțelor p; nu poate fi făcută în mod unie cu ajutorul 

ecuațiilor mecanicii, din cauza numărului foarte mare al acestor forte. 

Este nevoie de ipoteze suplimentare bazate pe deformarea corpurilor, În 

cadrul staticii ne vom mulțumi să determinăm numai torsorul forțelor фу, 

în raport cu un punct. Se obișnuiește să se aleagă ca punct de reducere 

centrul de greutate O al secțiunii din dreptul încastrării. Fie 7, vectorul 

de poziţie al punctului А; în care se aplică 

Se forța pi. Torsorul forțelor p; în O are com- 
| ponentele 


R= Eb, Moz Er x fi. 


Dacă notăm cu (R, Mo) torsorul for- 
țelor care acționează asupra grinzii, calcu- 
lat în raport cu punctul О, condițiile de 
echilibru se scriu 


Q--R—0, Mo+Mo=0. (7.8) 


Aceste ecuații permit determinarea 
torsorului forțelor фу. 

Sistemul (7.8) este echivalent cu șase 
ecuaţii scalare în cazul general și cu trei ecuații scalare în cazul sistemelor 
de forțe plane. 

O. încastrare introduce deci într-o problemă de statică șase necunoscute 
scalare (Rz, Ry, Rz, Mg, My, М.) în cazul unui sistem de forte oarecare 
şi trei necunoscute scaláre (Rz, Ry, M) în cazul unui sistem de forte plane. 


Observații. 19. O grindă încastrată nu mai are nevoie de nici un alt reazem 
pentru a fi imobilizată. Dacă o grindă încastrată mai are şi alte reazeme, problema determi- 
nării reactiunilor admite o infinitate de soluţii. ` 

2°. În afară de reazemele studiate, care sînt cele mai des folosite în tehnică, există 
multe altele. Orice alt mod de rezemare se poate obține ca o combinație a reazemelor de 
mai sus. 

Astfel grinda din fig. 7.3 are la capătul din dreapta un mod de rezemare care, în plan 
vertical, se comportá ca o articulatie, iar in plan orizontal ca o încastrare plană. Rezultă 
că torsorul în centrul de greutate al secțiunii va avea patru componente Ra, Ry, R., M. 


> 
} $ 5. Solidul cu o axă fixă. Să presupunem că imobilizăm două puncte 
O si O' ale unui solid rigid prin două articulații sferice. În acest caz se 
imobilizează axa OO'. Să alegem un sistem de referință solidar cu corpul 
| avînd originea în О şi аха Oz coincizînd cu axa fixă 00” (fig. 7.4). 


În O si O' vor acţiona două reactiuni R si R' de direcții necunoscute. 
Dacă (2, Mo) este torsorul-forfelor aplicate solidului rigid, atunci condi- 
fiile de echilibru se scriu 


amay Sd 


| P+R+R'=0, Mo+Mo(R+Mo(R)=0. (7.9) 


Observăm că Mo(R) =0 fiindcă reacţiunea R este aplicată în О. Notind 
00'=h, си X, Y,Z proiecţiile pe axe ale vectorului @ ŞI Cu Me, My, Mz 


^" 


Met iw 
—) — 
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proiecţiile pe axe ale vectorului Jis, cu Ra Ry, Ro Ri Ri, RI pro- 
iecţiile vectorilor R si R’, sistemul de ecuaţii (7.9) este echivalent cu $ase | 
ecuaţii scalare 

Re} Re=0, Ма Ruh=0, | 

Y--Ry-- Ry=0, „Mut Rh=0, | (7.10) 
Z-RRR?-0, M50. 


“Ultima ecuaţie este independentă de reacțiuni. Ea definește poziția de Ф 
echilibru a solidului (de exemplu, din rezolvarea ei, poate rezulta valoarea 
unghiului 0 format de axa Ox solidară cu corpul, cu o axă Ox, fixă din 
spațiu), După cum această ecuaţie este compatibilă și determinată, com- 
patibilă şi nedeterminată sau incompatibilă, solidul admite poziții de 
echilibru determinate, sau este în echilibru în orice poziție, sau în sfîrşit 
nu admite nici o asemenea poziţie. 4 

Presupunind că ultima ecuaţie este compatibilă, rămîn pentru deter- 
minarea proiecfiilor reacțiunilor celelalte cinci ecuații. Este evident că 
sistemul de ecuaţii este nedeterminat, căci sînt şase proiecții de determinat. 
Din a patra si a cincea ecuaţie se pot deduce proiecţiile Az şi Rý, apoi 
din prima şi a doua ecuație se pot deduce proiecţiile Ra şi Ry. Rămine 
o singură ecuaţie, a treia, care conţine proiecţiile Rz si Rz. Aceste pro- 
iecții rămân astfel nedeterminate. Singura condiție se impune pentru suma lor 


4 КК =—7. (7.11) ? 


Se „Aceste reactiuni nu pot fi determinate dacă nu se renunță la ipoteza 
rigiditátii, căci dacă se presupune cà printr-un mijloc oarecare ele ar putea 


Fig. 7.3 Fig. 74 


n totusi determinate, valorile obfinute se modificá dacá in lungul axei 
z, în O şi O' se introduc două forțe egale si de sens opus, deşi acestea 


nu modifică evident, torsorul (2, Mo). Г 
Se spune că reacfiunile Rz și Rg sînt static nedeterminate. ў 
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$ 6. Solidul rezemat pe un plan fix. Fie A,, Ag, ..., An, n puncte de 
reazem ale unui solid rigid pe un plan (II) si (2, Mo) torsorul sistemului 
de forțe care acfioneazá: asupra solidului, reducerea fácindu-se în raport 
cu un punct O din planul (II) (fig. 7.5). Alegînd punctul O ca origine a 
unui sistem de axe de coordonate avînd Ox si Oy în planul (П) $1 notind 
ca de obicei cu X, Y, Z, Mae, My, М: proiecfiile torsorului forțelor care 
acționează asupra solidului si 
cu R; una dintre reacfiuni care 
este normalá la planul (II), ecua- 
fille de echilibru se scriu 


(Q- Y R,—0, 
Jlo+ XM o(R) —0, (7.12) 

sau, proiectate pe axe, 

X=0, VE; 


2+УЕ;=0, 
(7.13) 
IL s Y yi Ri, | 
Mu — Vai R4=0,  Mz=0. Fig. 75 


Ecuațiile X—0, У=0, И,=0 în care пи apar reacfiunile R;, repre- 
zintă trei condiții pe care trebuie să le îndeplinească sistemul de forțe 
exterioare. Se recunoaște uşor că sistemul acestor forte trebuie să se reducă 
la o forță unică, căci trinomul invariant 


X Jl; - Y Nu Zu 


este identic nul. Forfa unicá va avea valoarea Z si va fi normalá pe planul 
(П). Pentru determinarea reacțiunilor rămîn ecuațiile 


ZI Y R,—0, 
IL uM yi RUSO, (7.14) 
JILy— Y xi R1—0. 


' Se observă că dacă numărul punctelor de sprijin este » 3 problema 
este în general nedeterminată, deoarece numărul mecunoscutelor este mai 
mare decît al ecuațiilor. Deci, un solid rigid sprijinit pe un plan fix în 
mai mult de trei puncte constituie un sistem static nedeterminat. 

Dacă n=3 relațiile (7.12) devin 
RF Ra+ Rs=-—Z, 
x Ra- Xa Rat Xa R3— Му, 
Va Rat Yo Rays Ry — Ma. | а 


Pentru са sistemul să admită soluţii determinate este necesar са deter- 
minantul coeficienţilor necunoscutelor să fie diferit de zero 


(7.15) 


] 1 1 
А ata e 0. (7.16) 
yy Js Уа | | 
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Aceasta atrage după sine condiția ca punctele de sprijin Ai, Ay $i A, 


sd nu fie coliniare. 


în cazul cînd punctele A4, As, ..., Ay sint coliniare putem presupune, 


fără a particulariza problema, că ele sînt situate ре аха Ox, adică y,=yp= 


=yp=0, În acest caz condiţiile de echilibru devin 


Х=0, Y=0, Z4XR:—0, | 7.17 
Ma=0, Ma YRO, N 20. Ме) 


Rezultă că suportul forței unice la care se reduce sistemul de forţe 
trebuie să fie normal pe planul (II) şi să intilneascá axa Ox. 
Ecuațiile care rămîn pentru determinarea reacfiunilor sînt 


Z+ AR =0, JMy— HARI =O; (7.18) 


Jind numai două ecuații, rezultă că sistemul admite soluții deter- 
minate numai cînd n=2, adică numai cînd solidul rigid este sprijinit în 
două. puncte. 

Deci solidul rigid rezemat în mai mult de două puncte şi avind supor- 
tuvile veacțiunilor coplanare şi paralele reprezintă un sistem static nedeterminat. 


Observaţie. Dacă se presupune că reazemele solidului rigid sînt legături uni- 
laterale, cum se întîmplă de obicei, atunci mărimile R; ale reacfiunilor în punctele 4; 


trebuie să fie toate pozitive 
R;> 0. (7.19) 


Aceste reactiuni constituie un sistem de forțe paralele, deci rezultanta lor trece prin 
centrul acestor forte, ale cărui coordonate sint 


Rei XR 


КЕБ ГЕ, Um б=0. (7.20) 


Cum R;>0, formulele (7.20) arată că abscisa č este cuprinsă între cea mai mică gi 


cea mai mare valoare x,, iar ordonata 7 este cuprinsă între сеа mai mică și cea mai mare 
valoare y;. Centrul forțelor paralele №; se găseşte 
deci într-un poligon convex care conţine în inte- 
riorul sau pe conturul său punctele de sprijin A+. 
Poligonul де arie minimă ce îndeplinește această 
condiție poartă numele de poligon de sustenta[ie. 
Suportul rezultantei forțelor exterioare trebuie să 
treacă prin centrul forțelor Ri, deci trebuie să in- 
tevsecteze planul (П) în interiorul poligonului de 
sustentatie. К 
În particular, dacă corpul este supus numat 
la greutatea proprie, iar planul (II) este orizon- 
tal, verticala centrului de greutate trebuie să întil- 
meascá planul (II) într-un punct situat în interiorul 
poligonului de sustenta[ie. 
Aplicaţii. 1°. O bară omogenă, de 
Fig. 76 ; lungime 7 si de greutate С se sprijină fără frecare 
dp ow în A pe un perete vertical si in D pe uu colt 
(fig. 7.6). Cunoseind distanţa a, se сеге să se 
determine, unghiul о; corespunzător poziţiei de echilibru si modulele reactiunilor din А şi z^ 
Rezolvdre, În A suprafaţa de sprijin este aceea a peretelui, verticali, deci 
suportul reacţiunii N, va fi orizontal, În D suprafața de sprijin este aceea а barei căci 


-— 
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as үсеш un colț (punct singular). Reacfiunea N, va fi normală pe bară. Scriind 
afiile de proiecție pe direcțiile Ax şi Ay şi ecuaţia de momente în raport cu A, obținem 


№№ sin 0=0, N, cos 4 —G=0, N. cJ cos «=Q. 


2 » чу r 


Rezolvind acest sistem de ecuaţii, se găsește 
„ se găseşte 


3 (5а 3 8 | EN NL 
| SAA y ' N86 ө N ® 1 4a* 
l iit 2a 12 


1 25; Să se determine reactiunile din articulația A şi din reazemul simplu B pent 
grinda cotită ABCD încărcată așa cum se arată în fig. 7.7. Discuţie. S 
. Rezolvare. Se înlocuiesc: reazemul simplu B prin reacţiunea normală N şi 
articulaţia 4 prin reacfiunile H si V. Sarcina uniform distribuită se inlocnieste cu o ear 
cină concentrată 2pa. Vom serie o ecuație de proiecții pe direcția orizontală şi ecuații de 
momente în raport cu punctele B și A. Obtinem - 
P-F2 P cos 60?--H —0, 
V:5 a— Pa—2 P sin 60?-2 a—p:2 a:4 a—0, 
— №:5 a— Ра+2 P sin 60?-8 a+p:2 a-a—0. 


Rezolvind acest sistem de ecuaţii, se obţine 
Н=—2 P, V2:0,892 P+1,6 pa, N=0,838 P+0,4 pa. 


Discuţie. Expresiile obținute pentru V si N sînt pozitive, deci sensurile indicate 
pe figură sînt cele reale. Scalarul reacţiunii H a rezultat negativ, deci sensul real este invers 


| celui arătat în figură. 
| 3°. Să se determine reactiunile din incastrarea A a grinzii AB încărcată aşa cum se 
arată în fig. 7.8. 
Rezolvare. Se: înlocu- 
ieste încastrarea cu reactiunile H, V 
f şi momentul _//. Vom înlocui și sar- 
га cina uniform distribuită р cu o sarcină 
concentrată echivalentă 3. pa apli- 
cată la mijlocul porțiunii încărcate. 
Proiectînd pe o direcție orizontală, 
apoi pe o direcție verticală şi scriind 
o ecuație de momente în raport cu 
punctul A, se obține sistemul: 


—H +4 P cos 60%=0, V—3 pa—4 P sin 60%—P=0, 
WU —3 ра:2,5 a—4 P sin 60?-5 a— P-7 a—0. 


Fig. 7.8 


| Rezolvind acest sistem de ecuaţii se obţine 


f H=2 P, Vzz4,46 P+3 pa, [23,4 Ра4-7,5 pat. 


12 — Mecanica teorelică 
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Deoarece scalarii reactiunilor au rezultat pozitivi, însemncază că sensurile indicate | 
în figură sînt cele reale, 
4°. Se consideră placa omogenă pătrată de dimensiuni 4 ax 4 a încărcată gi rezemati 
aşa cum se arată în fig, 7.9, Se cere să se determine cele gase reacţiunii Na soc Ng 
Rezolvare, Pentru determinarea reacţiunii N, vom serie o ecuație de momente 
în raport cu аха 7,71, Rezultă 


Pa a=—2 РЗ а= №4 a=0, de unde N, Р, 


Pentru determinarea re 
uctiunii №, proiectán pe dirci 
[ia 0,0, Obfinem 


N 12 == (), de unde М, р ? 


Pentru determinarea te 
acțiunii М» scriem o` ecuație 
de momente în raport cu o 
axă verticală trecînd prin О, 
Obţinem 

N3'4 a-F2 Pra P:2 a=0, 
de unde М, = Р. 

Pentru determinarea re 
acțiunii N, scriem o ecuaţie 
de momente în raport cu axa 
BC. Obtinem 
N4:4a—G:24—0, de unde 


2 


AU G 
Fig. 7.9 N ==. 
D 
2 
Pentru determinarea reacţiunii Ng- vom serie o ecuație de momente în raport си аха ? 


CA. Rezultă 


д /-2 3 
Ns: QUE de unde №=0. 

Pentru determinarea reacţiunii №, vom scrie o ecuație de momente în raport cu аха 
AB. Se obţine 


G 
Ny'4a-—G:2a-0, de unde N о 


indicate în figură, iar М, și №; aw sensuri contrarii celor indicate în fig. 7.9. Reacpuneo 

N, fiind nulă, bara 2,8 ar putea fi înlăturată, bineînţeles numai pentru cazul îucărcări 
5 1 

arătate în figură, A 


ui 


| Observaţie, hRencţiunile N,, N,, Му, cure au rezultat pozitive au sensurile 


~ 
f 
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5°. Să se arate că plăcile din fip. 7,10 nu se pot găsi în repaus pentru orice încăr- 
care deoarece nu sînt strict imobilizate, Să se indice mişcările infinitezimale ре care le pot 
executa plăcile precum și sistemele de forțe pentru care plăcile pot rămîne în repaus. 

Rezolvare, Placa din fig, 7.10, a nu este strict imobilizată, deoarece suporturile 
celor șase rencțiuni aparțin aceluiași complex de gradul I, ele fiind întilnite la distanță 
finită sau infinită de suportul reacțiuiiii N}. 

Rezultă că placa poate executa o mișcare de rotaţie infinitezimalà în jurul acestei axe, 
neîmpiedicată de nici unul dintre reazeme. Placa rămîne în repaus pentru toate sistemele 
de forţe pentru cate momentul rezultant în raport cu axa 4 este nul (de exemplu un sistem 
de forte verticale). Reacţiunile rămîn însă nedeterminate. 

Placa din fig, 7.10, b nu este strict imobilizată deoarece suportutile celor şase reac- 
{їшї aparțin aceluiaşi complex de gradul I, ele fiind paralele cu un același plan ABA,B,. 
Rezultă că placa poate executa o mișcare de translație infinitezimală în direcția normală pe 
acest plan, respectiv AD, mişcare ce nu este împiedicată de nici unul dintre reazeme. Placa 
rămîne în repaus pentru toate sistemele, de forțe pentru care proiecția rezultantei pe direcția 
AD este nulă, Reacţiunile rămîn însă nedetermínate. - 


В. SOLIDUL SUPUS LA LEGĂTURI CU FRECARE 

$ 7. Frecările în cazul corpurilor rezemate. În capitolul precedent au 
fost studiate legăturile fără frecare (ideale). În realitate apar întotdeauna 
frecări. Cauza este deformația corpurilor. Teoria frecărilor aparține deci 
mecanicii corpurilor deformabile. In acest capitol vom studia numai aspectul 
general al problemei frecărilor. 

Sá considerăm un solid rigid- care nu are altă legătură decît un reazem 
simplu în punctul O. Vom denumi punctul O, punct teoretic de contact. 
Sprijinul a două corpuri nu se poate face însă într-un singur punct. În 
realitate, în afară de punctul teoretic О mai există şi alte puncte 4; de 
contact în vecinătatea lui О, aceasta din cauza deformatiei celor două 
corpuri (fig. 7:11). ү 

Să aplicăm principiul forțelor de legătură pentru fiecare punct 4; 
in parte, înlocuind legătura geometrică în A; cu o reacțiune фу. 

Forţele de. legătură р; alcătuiesc un sistem al ; F 
cărui torsor în raport eu: punctul teoretic de contact 
O are componentele (R, Mo). Să notăm cu (0, Mal 
componentele torsorului forțelor exterioare : calcula 
în raport cu același punct O. ; 

Pentru echilibru este necesar ca 


(Q4- R—0, | Ло+Мо=0. (7.21) 


Să considerăm acum în punctul -O un triedru 
ortogonal Oxyz avînd аха Oz normală la suprafața 
teoretică de contact, iar axele Ox si Oy în planul 
tangent la această suprafață. 54 descompune vectorii Vig. 7.11 
(9, Alo şi К} Mo după axa Oz si planul 40y. : 

Notăm componentele си Re (Qi, Ma, Mi Si Da, Кү, Mg, Mie 

Să analizăm rolul pe care-l îndeplineşte fiecare componentă în parte. 
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Componenta (22 tinde să deplaseze solidul în 


direcția axei 0; 
Această tendință este împiedicată de componenta A, 


pe care o vom denumi 
veacțiune normală si o vom nota în cele ce urmează си N. 
În cazul legăturii bilaterale, N poate avea orice sens. În cazul legăturii 
unilaterale, № nu poate avea decît un anumit 


sens. În ceea ce priveste 
modulul acestei reacfiuni, se admite că 


poate fi oricît de mare (corpurile 
in contact sint foarte rezistente), Reacţiunea normală este caraclevistică 
rezemárit simple, în sensul cá nu se poate concepe o astfel de rezemare 
i fără existența acestei reacțiuni. Y 
b). Componenta (2, are tendința de a deplasa corpul în planul tangent 
la suprafața de contact. Deplasarea aceasta poartă numele de alunecare. 
Acestei tendințe de deplasare i se opune o forță R, denumită forță 
— de frecare de alunecare.. În cele ce urmează o vom nota cu T. 
| Direcţia reacţiunii T este deci cuprinsă în planul tangent la suprafe а, 
teoretică de contact, sensul ei este invers tendinței de alunecare. Experiența 
arată că, pentru echilibru, mărimea ei nu poate depășio anumită valoare, 
ат: Această valoare maximă depinde de natura suprafețelor în contact 


şi de intensitatea reacţiunii normale N. Ea poate fi exprimată sub forma 


stabilită anterior | ҮНС РГЕ ЕТЕР 
` 17а |= 1 : (7.22) 
М E TE T ? 
in care p. este coeficientul de frecare de alunecare. Acest coeficient nu are 
dimensiuni. Pentru echilibru, deci 
E es i pe 
<А (7.23) 


(v. şi cap. ПІ, C. Statica punctului material supus la legături cu frecare). 


c) Componenta Jl; reprezintă un cuplu care are tendința de a roti 
corpul în jurul unei axe normale la suprafața teoretică de contact. Această 
rotație poartă numele de pivotare. Tendinfei de pivotare i se opune un 
cuplu de moment. Mz, denumit cuplu de Jrecare de pivotare,. Vom nota in 
cele ce urmează momentul acestui cuplu cu М». 

Experiența arată că mărimea momentului И» nu poate depăşi o 
anumită valoare maximă. Această valoare maximă depinde de natura supra- 


fetelor în contact si de intensitatea reacţiunii normale N. Ба poate fi 
1 exprimatá sub forma 


~; 


== zi АҢ 

| М тах М |, (7.24) 
în care v este coeficientul de frecare de pivolare. Pentru echilibru este 
necesar. са 

| |M „|< 


70 


N |. (7.25) 


a 
) Componenta Mi reprezintă un cuplu care are tendința de a roti h 
AER in jurul unei axe cuprinsă in planul tangent la suprafața de contac 
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Această rotaţie poartă numele de rostogolire. 'Tendinţei de rostogolire i se 
opune un cuplu de moment M, denumit cuplu de frecare de rostogolire, 

,. Fxperienfa arată că mărimea momentului M, nu poate depăși o anu- 
mită valoare maximă, Această valoare maximă depinde de deformabilitatea 
suprafețelor care mărginesc corpurile si de intensitatea reacţiunii NW. Ea 
poate fi exprimată sub forma 

| Mi maa |: | N | UU (7.26) 
UU 


în care s este coeficientul de freca- 
ve de rostogolire, Acest coeficient 
are dimensiunile unei lungimi. 
Pentru echilibru este necesar ca 


(Mi| &s|N|.- (7.27) 


A, 1 
Observaţii. 19, Cocficien- e 
tul de frecare de rostogolire poate fi in- 0) 


terpretat ca fiind distanţa maximă cu 
care se poate deplasa din punctul teore- Fig. 7.12 
tic de contact suportul reacţiunii N, 


paralel cu el însuși, astfel încît solidul să nu se rostogolească. Această observaţie se 
bazează pe echivalenfa sistemelor de forțe din fig. 7.12, а Si b. 


2°, Experiențele au arătat cá valoarea coeficientului de frecare de rostogolire s depinde 


de raza roții. Astfel, pentru cazul unei roţi rezemate pe un plan, s=k\r, adică acest coefi- 
cient este proporţional cu rădăcina pătrată a razei: După diferiţi cercetători, pentru oțel pe 
oțel, k=0,0006—0,00066. În formula de mai înainte v și s se măsoară în metri. La roțile 
vehiculelor de cale ferată, pentru 7=0,5 m, rezultă s=0,05— 0,055 cm. 


$ 8. Frecarea în articulații şi lagăre. Să considerăm fusul unui arbore 
care se reazemă într-un lagăr. Vom deosebi două cazuri, după cum lagărul 
este sau nu este strîns. In cazul cînd lagărul nu este strîns, -contactul între 
fus si lagăr se face, teoretic, într-un punct, iar practic pe o mică regiune 
în jurul punctului teoretic de contact; în cazul cînd lagărul este strîns, 
contactul între fus si lagăr se face pe întreaga periferie. 

a) Lagărul nestrins. Să notăm cu y raza fusului si cu A punctul teo- 
retic de contact (fig. 7.13). Sá presupunem cá torsorul sistemului de forte 
exterioare în raport cu punctul О, situat pe аха fusului toții, are com- 
ponentele @ si Mo; vom presupune că vectorul (2 este situat într-un plan 
normal ре axa fusului, iar vectorul Mo este dirijat chiar în lungul acestei axe. 

Să considerăm şi torsorul forțelor de legătură în punctul teoretic de 
contact A între fus si lagăr. Fie N reacţiunea normală, T forța de frecare 
91 M, momentul cuplului de frecare de rostogolire. Vom scrie condițiile 
de echilibru proiectínd pe Ax, Ay şi scriind ecuația de momente în raport 
cu punctul A 

T. —@ sin «=0, 
N —( cos a=0, 


оз Mk Br sin a=0, (7.28) 
M,« Ns, 
T «uN. 
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Din primele relaţii scoatem 
T=R siu «, N—( cos и, Mj о Pr sin о, (7.29) 
încât ultimele două inegalităţi se scriu 
Mo— Rr sin 000 s cos ж, R sin ««u cos u, (7.30) 
sau 


MoL (sin ṢA - cos и), tg «<u. (7.31) 


x La limită 


tg а=, sin y= —— —— 
o | › VIFp V 140? 


și formula (7.31) devine 


.5 
. Ы + = 
2 Г 
MoL А d, (7.32) 
yir 
БОЕГУ sau încă, notînd: 
ut 3 
i y (7.33) 2 
Vip 70 
se obține i 
i Jour, (7.84) 
unde ш” este coeficientul de frecare în lagăr. 
Тіпіпа seama cá (Q— —R si cá în cazul unei articulații cilindrice 
358 = VREER 


iar în cazul unei articulații pur 
к=}. RIL RI RE, 


expresia (7.32) a momentului cuplului de frecare în lagăr se mai serie 


JILoscu'r VREJ-RS _, (7.35) а 
în cazul lagărelor şi articulaţiilor cilindrice, și 
Mori R2 23-8 (7.36) 


în cazul articulaţiilor sferice. 
b) Lagărul stríns. În acest caz, în fiecare punct de contact între fus 


51 lagăr se va naşte o reacțiune normală N, si o reacțiune tangențială Ti 
(forță de frecare), Momentul de frecare în lagăr este 


XN; 


7 
= 


Му ED = АМ EN = 


"p 


*yR—u'rh. 


\ 


ap 
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Pentru echilibru va trebui ca momentul motor Mo să îndeplinească conditia 


AoLlLu'r R, (7.97) 
unde, de data aceasta 
Ue ENG, (7.38) 


R 


A' şi coeficientul de frecare p 
n lungul regiunii de contact, 


Relaţia dintre coeficientul de frecare în lagăr | 
depinde de legea de variație a reactiunilor N; î 

Observații. 1°. Frecarea în lagăre este un fenomen foarte complex. Studiul ei 
complet poate fi făcut în cadrul mecanicii corpurilor deformabile şi în mecanica fluidelor, 
deoarece ea este într-o mare măsură un fenomen hidrodinamie, producindu-se între pelicula 
de ulei care acoperă fusul si pelicula de ulei care acoperă lagărul, Ca atare, formulele date 
sînt cu totul aproximative si nu pot fi aplicate decit în cazurile cînd coeficientul de frecare 
ш’ a fost determinat experimental. Trebuie să menționăm că acest coeficient variază mult 
cu viteza de rotaţie a lagărului. 

9°. Se poate asimila frecarea în lagăr cu o deplasare а reacţiunii R, patalelă cu ca 
însăşi, cu o distanţă egală cu ру. Cercul de rază ur, cu centrul în articulație, poartă numele 
de cerc de frecare. Pentru echilibru este deci necesar ca reacţiunea A să intersecteze sau, la 
limită, să fie tangentă cercului de frecate, 

Aplicaţii. 6°. Problema scării. O bară AB grea situată într-un plan vertical 
se reazemá cu o extremitate A pe un plan orizontal si cu cealaltă extremitate B pe un plan 
vertical. Să se determine unghiul « pentru poziţia de echilibru, Coeflelen(ii de frecare de 
alunecare se vor lua у Şi рр. 

Vom alege axele Ox şi Oy aga cum se arată în fig. 7.14, а, Se introduc în .4 şi B 
reactiunile normale Na şi Np si forţele de frecare de alunecare Ta şi Ty. Condiţiile de 
echilibru devin 


Ng—T4-—0; 
МА+Тв—С=0, M 
d 7.39) 
Glcos а —2 IN p sin а —2 1T s cos а= 0, 
TaxXuaNa, — TpSynNa 
Din primele trei ecuaţii (7.39), exprimind trei dintre necunoscute, de exemplu Na, 
Ta şi Tg în funcție de celelalte două (Na şi e), obținem 


m Gi А 
маб Nptg t, Ta=NB Tn-^ зі —Nptga. (7.40) 


Introducind expresiile (7.40)*in ultimele două inegalităţi din (7,39), obţinem 


G G $ 5 : 
NaSua a: FNntiga || a Ма tg хива 


care nlai pot fi serise sub forma 


G G | 
(1 = ua tg o) NnS ua жү i — unt tgo) Na (2.41) 
P! 
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20 = 
]nmultind inegalitatea à doua eu pa Şi adunind-o eu prima obținem 
1—10 
(L— pa ta a) Мад (un tg x») Nn, de unde tgo ciat) t 
| } " (7.42) 
^ VA Li 
Dacă notăm eu x, wunghiul definit prin relatia 
lipat 
710 f 
| lo (7.42) 
I ^p 4 
| putem ауса următoarele zuri: 
х ах оу echilibru, оу neechilibru; o— g echilibru limită, 


Observaţie. Se poate da si o soluţie grafică acestei probleme folosind noțiunea 
P de unghi de frecare (v. cap. III, $ 13). Să considerăm bara într-o poziție oarecare; voim 
să veriticăm dacă ea se găseşte în echilibru (fig. 7.14, b). Se duc normalele în. A si В si 
două drepte AF si BH care fac cu normalele in A si B respectiv unghiurile de frecare фа 
si ов definite prin relatiile 
| tg pa=ua Şi tg Qn =Ыв: 
| Tinind seama de tendința de alunecare a barei şi de sensurile forțelor de frecare, dreapta 
124 AF se va duce în stînga normalei din А şi dreapta ВН se va duce deasupra normalei in B. 
E- Aceste drepte închid între ele un patrulater denumit patrulaterul frecãrilor (haşurat în 
; fig. 7.14, b si c) care se bucură de proprietatea remarcabilă că, după cum este traversat sau nu de 


suportul greutăţii G, bara este sau nu în echilibru. 
17 într-adevăr, să presupunem că suportul greutății G traversează patrulaterul (fig. 7.14, 5). 
т Alegînd un punct arbitrar М pe segmentul mm’ putem descompune forța G după direcţiile 


MA şi MB. Cele două componente, cu sens opus, Ra si Rp, pot fi reacţiuni in A si B 
e unghiuri mai mici decît unghiurile de 


deoarece suporturile lor fac cu normalele respectiv 
frecare, Фа Si pp. Problema determinării reactiunilor admite о infinitate de soluţii, deoarece 


există o infinitate de puncte M pe segmentul тт’. 

Dacă suportul reacţiunii nu traversează patrulateru 
nici un punct M pe suportul greutății G astfel încît MA 
şi B unghiuri mai mici decit фл $i pp, deci echilibrul este imposibil. 

Cazul limită de echilibru se află cînd suportul forţei С trece prin virful E al patru- 
laterului (fig. 7.14, c). În acest caz putem determina unghiul limită observind relațiile t 


y — M MÀ 


1 frecărilor, atunci nu se poate găsi 
şi MB să facă cu normalele în 4 


ВЕ cos og AE sin pa =] cos ap şi AE cos o ВЕ sin Qj 72 1 sin xo 


Y 
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rezultate diu proiecția contutului ABE pe axele Ox şi Oy, Apoi 


Е Al cospa— ВЕ аїру AE созфд COS (p jj COS O A 
ig ao c А А au (rry d PA ig Фп, 
BI: cos op DI: cos ọn sin o4 cos pa 
Sau 
1 1—U AU. n 1— paun 
2 tg x= со p A—tg p n- П tg dos р 
0 UA I UA 5 do 2 UA 


Am  regüsit astfel rezultatul stabilit pe cale analitică (7.43) 
Js 


Problema roților, Să studiem echilibrul unor roţi pe un plan înclinat, cunoscînd 
raza ғ a roților si coeficienții de frecare de alunecare V, 81 de rostogolire s, Considerăm, pe 
rînd, cazul roții trase şi cazul roții motoare, 


а) Roata trasă (fig. 7.15). Introducem în punctul teoretic de contact forța de frecare 
Г şi cuplul de frecare de rostogolire de moment My. Condiţiile de echilibru sînt 


F—Gsina—T-0, N—Gcoso-0, —Fr--Gr sin «- Mu, =0, T«uN, Mi«Ns. 


Din primele trei ecuații deducem T=F—G sin, N=G соз, M ,— (F—G sin ar. 
Condiţiile de echilibru devin 


F-—Gsin«suGcosa, (F—G sin a) 765 cosu 
ч , 
Sau | 


FG (sin «+u cos о), Е<С Т | -5 cos a): (7.44) 
7 
Să admitem 
G (sin x+y cos «)> G (s at> cos a) 


sau, ceea ce este același lucru, 


$ РЕ 
р>; (7.45) 
. H : 111 1 x 5 sni 
Сіпа F crește, roata isi va pierde echilibrul rostogolindu-se. Dacă y<—, roata își va 
4 Y 


S ЖИГ, egt 11: " 
pierde echilibrul alunecind, iar dacă џ==—, roata va părăsi poziţia de echilibru alunecind 


7 = 
şi rostogolindu-se în același timp. ( а 2 SX ? 
MEX v 
A 


$ ENG 
—, se citea, şi ex 300 tru 
і : i ractice u> —, se citează totuşi cazuri сд, pe 
Observaţie, Pentru valorile practice | A 3 


tali 
с ws Г ле pe uu plau iuclina 

r r i edt; de exemplu dacă se dă drumul unui € 
foarte mic, corpul alunecă; c t 


începe să se rostogoleascli, ^ 
5 7 эса înainte de а începe să se rostogo etie de contact reacţiunea 
acest mi wer esi (fig. 7,16), Introducem în punetul teoretic de contact reacțiuue 
) Кодак M i 


lá N,, forţa de frecare T, şi cuplul de frecare de rostogolire de moment My. Forţa 
normală Ny, i 
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de frecare este dirijată în sensul pozitiv al axei Ox, deoarece tendința de alunecare este în sensul 
negativ al axei, din cauza forței de tracţiune Fy, Sensul de înaintare al roții este în sensul 
pozitiv al axei Ох, S-a notat cu $) momentul cuplului motor, 
Condiţiile de echilibru sînt 
T, —P,-—G; sin o: 0, N,—G, cos «—0, 
ГуРу sin at М gy =0, (7.46) 
d UU №, MSs N, 


Din primele trei ecuații deducem 

Тү=Ё,--Сү зїп @; N47 -G4 cos à, Му $} - (P4. FG, tsin dr. 
Atunei condiţiile de echilibru devin 

FAG, sin aKu Сү созо, M —(F;--6, sin o)rsssG, cos v, 


б 
sau încă 

„Fus, (р cos а —sin e) MST +G l sin ats cos a). (7.47) 

Presupunind prima condiție îndeplinită și admitind că у} creşte, roata motoare se va 

pune în mişcare rostogolindu-se fără să alunece. Dacă însă prima condiție nu este îndeplinită 

roata motoare se va pune în mişcare alunecînd și rostogolindu-se în acelaşi timp (va patina“), 


8°. Freeare de pivotare în cazul unui arbore vertical. Să considerăm un arbore cilin- 
dric de rază r si de greutate С (fig. 7.17). Presupunem coeficientul de frecare p, între arbore 
şi lagăr, acelaşi pe întreaga suprafaţă de rezemare si admitem că presiunea pe suprafața de 
rezemaré a arborelui este constantă, Rezultă 


О, 
' T EUN ? 
Pe un element de suprafață аА =рӣр:40 se va exercita o forță normalá 
@ 
pdA= E edo d0 


si o forță de frecare, tangentă la un cerc de rază p 


uG 
ip dA ==— pdp d0. 
Up c E ed 


Momentul fatá de centrul O al tuturor acestor forte de frecare va fi egal cu momentul 
cuplului de pivotare 


í s „С (r 2x 
М»= eub а4= Е ;V e?dol 40, 
) Ti? jo 0 : 
sau, efectuind calculele, í А x 
2 Uha * 
Ma —— шб». (7.48) 
3 
Comparînd acest rezultat cu formula (7.25) deducem valoarea coeficientului de frecare 
de pivotare pentru un arbore de secţiune circulară 
2 4 49 
= Ur. í (7.49) 
у= H 
Observaţii, 1°, în cazul unui arbore gol în interior, notind cu ry şi ra cele dout 
raze, în urma efectuării caleulelor rezultă 
ъ 


2 


VĂ 50 
Маз d „С (7.50) 
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„4 
| 
| 


deci 


2 үз, r? Р 
QU грі * (7.51) 
1 


2*. Ipotezele care au stat la baza stabilirii formulelor (7.49) si (7.51) pentru coeficientul, 
de frecare de pivotare şi anume acelea privitoare la: repartizarea uniformă a presiunilor pe 


supratața de rezemare şi la invariabilitatea coeficientului de frecare de alunecare p, nu sînt 


îndeplinite rigurps în practică, 
Cauzele sînt: neregularitütile inevitabile ale suprafețelor în contact, deformaţiile celor 
ч două corpuri în contact, variația coeficientului de frecare de alunecare y cu viteza, prezența 
unui strat de lubrifiant între suprafețele în 
contact etc. 

Din această cauză, coeficientul de fre- 
care de pivotare у și coeficientul mediu de 
frecare de alunecare p, trebuie determinati pe 
cale experimentală. i 

9?. Se considerá roata din fig. 7.18 de 
rază R acționată de greutatea С sí de forța 


Fig. 7.17 


orizontală F. Cunoscind coeficientul de frecare ш, în lagăr si raza y a fusului roții, se cere 
sá se determine limitele intre care poate varia intensitatea fortei F, astfel incit roata sá stea 


in repaus. 
Se va compara cu cazul cînd nu există frecare. Se va,da si о soluţie grafică, utilizînd 


cercul frecárilor. - 
Rezolvare. Înlăturînd lagărul vom introduce o reacțiune orizontală H, una ver- 


ticală V si un cuplu de frecare, de moment Му. Scriind ecuaţiile de proiecții şi de momente 
şi condiția de echilibru pentru momentul de frecare obținem 


H-+F=0, V—G=0, My--GR—FR-—0, 


— wr, VHF VMs Lur V HFT.. 


S-a considerat o dublă inegalitate, deoårece există două posibilități pentru sensul de rotație. 
Din primele trei ecuații deducem 
H=F, V=G, М;=(Е—6)К, 


M 


astfel încît dubla inegalitate devine 


бе obţine în cele din urmă inegalitatea 
(Е—С)%%<щ}(Е%-{- 6%), 


= san Р 
(2%— 1099) Ft- зам -- (А —ujrt)G? cQ, 


— 
со 
со 
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Admitind R2-—uyy2> 0 (în caz contrat roată se blochează), rezultă 


unde forța maximă PF, şi forţa minimă P, au expresiile 


R= 


R?4 y u? "(21 AU Rt- y Vă y*(2 R2— ui y?) 
Qu —y p? din ?— yi У? j 


Porta F, corespunzătoare cazului cînd se neglijează frecarea în lagăr se obţine din expresia 
lui Еу sau Fy, făcînd p =0. Rezultă F,—G. = 


F 


— 


х 


Mr | 


25 


2) 


Tw 


Fig. 7.18 


Soluţia grafică este arătată în fig. 7.18, b. Se prelungesc suporturile forţelor F şi G 
pînă ce se întîlnesc în A. Se construiește cercul de frecare, eu centrul în О și avînd raza 


u,7. Pentru echilibru va trebui ca suportul rezultantei forțelor date, F și G, să întîlnească 
cercul de frecare iar, la limită, să fie tangent acestui cerc. Din A se vor duce tangentele 


la cercul de frecare, Vom completa paralelogramul forţelor Е şi С (în cazul de față un 
dreptunghi) ducind o paralelă la suportul lui F, prin vîrful vectorului G, apoi ducînd paralele 


la G prin virful vectorului rezultant. Considerind poziţiile cînd vectorul rezultant este tan- 
gent cercului frecărilor şi poziția cînd suportul vectorului rezultant trece prin centrul О, 
obținem pentru F valorile; maximă (Е), minimă (F) şi cea corespunzătoare cazului fără 
frecare (F,). 


"Ap 
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$ 1. Sisteme de puncte materiale. Forte interioare şi exterioare. Fie 
(А) un sistem de puncte materiale A,, А, ..., A n. Dacă aceste puncte iuter- 
acționează mecanic, atunci (4) formează un sistem mecanic de puncte 
materiale. Ne vom ocupa în cele ce urmează de astfel de sisteme, pe care 
le vom numi pe scurt sisteme de puncte materiale. 

Forțele care acționează sistemul (А) de puncte materiale, pot fi gru- ? 
pate în două categorii: 


STATICA SISTEMELOR 189 


O parte dintre aceste forţe, numite forle interioare, reprezintă inter- 
acțiunea mecanică dintre punctele sistemului și, conform principiului 
acțiunii si reacţiunii, sînt două câte două egale în modul, au același 
suport și sînt dirijate în sensuri opuse. 

Dacă Ру este forța care reprezintă acțiunea mecanică a punctului Ay 
asupra punctului 4;, aplicată în punctul Aş, iar Fu este forța care repre- 


zintă acțiunea mecanică a punctului 4, asupra punctului Ау, aplicată în Ау, 
atunci avem 


Fij | #ң=0, (8.1) 
ХХ Ед0), (i, 31,02,10. ij), (8.2) 


unde 7; $i»; sint vectorii de poziție ai punctelor A; și Ау, în raport cu un 
punct tix. 

Toate celelalte forte care acţionează sistemul (А) vor fi forte exte- 
rioare sistemului (А) si le vom nota cu cîte un singur indice, care aratá 
punctul de aplicație respectiv. 


Forţele exterioare sistemului (4) de puncte materiale provin din în- 
teractiunile mecanice dintre punctele 4; ale sistemului (4) şi alte puncte 
care nu aparțin acestui sistem. 

Clasificarea forțelor în forte interioare si exterioare este convențională, 
tot asa ca şi faptul cuprinderii punctelor 4; într-un singur sistem de puncte 
(4). Într-adevăr, dacă A, si А; fac parte din sistemul (А), forța ЕЁ; este 
o forță interioară sistemului (А), iar dacă se consideră că A; nu face parte 
din (А) atunci aceeași forță Fi; devine o forță exterioară sistemului (4). 


$ 2. Legături. Forte de legătură. Poziţia sistemului (4) de puncte 
materiale 4;(/—1, 2, ..., n) va fi determinată prin cunoașterea poziției fie- 
cărui punct, deci prin ж vectori de poziţie, sau prin 3» parametri scalari, 
de exemplu coordonatele carteziene ale acestor puncte. Dacă aceşti 3» para- 
metri scalari pot avea orice valori sau, cu alte cuvinte, dacă cele ж puncte 
materiale A pot ocupa orice poziții în spațiu, sistemul (А) este un sistem 
de puncte libere. Un asemenea sistem are 3» grade de libertate. 

Interacțiunea mecanică între două puncte poate restringe sau nu 
gradul de libertate al sistemului format de aceste douá puncte. De exemplu, 
un sistem format din două puncte A, și А, legate cu un resort are şase grade 
de libertate, deoarece fiecare dintre cele două puncte poate ocupa orice 
poziție în spațiu. Dacă însă interacțiunea mecanică impune ca distanța între 
cele două puncte să aibă o valoare constantă /,,, ceea ce se poate exprima prin 

(xi— xa)? H (Yiya) (21 — 23) = la, 

atunci acest sistem va avea numai cinei grade de libertate, deoarece între 
cele şase coordonate ale punctelor 4, $i Aa va exista totdeauna relația de 
mai înainte, ў ] me 

Орда} Пе geometrice care micșorează numărul gradelor de liber- 
tate ale punctelor materiale se numese /egături, 
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O legătură poate fi interioară sau exterioară unui sistem de puncte (4) 
după сип» ambele puncte între care se exercită, sau numai unul dintre aces: 
tea, fac parte din sistemul (4). i 

Legăturile unui sistem (А) de n puncte materiale se pot exprima prin 
relații scalare între coordonatele acestor puncte. lie m numărul acestor 
relații. Dacă aceste relații sînt independente între ele, numărul parametrilor 
independenți ai sistemului va fi egal си 3u—m., Se spune În.acest caz, că sis- 
temul (А) are 3n—m grade de libertate. 

Legăturile pot fi înlocuite prin forțe de legătură, conform principiului ү; 
forțelor de legătură, enunțat în cap. III, $ 5. 


$ 3. Echilibrul sistemelor de punete. Un sistem de puncte materiale 
este în echilibru, dacă fiecare punct material este în echilibru. 


1 Rezultă că sistemul (А) de puncte materiale va fi în echilibru dacă 
è у n e 
Е Y Fg-0 (1, 2,...; 955), (8.3) 
jn 
M unde cu F; am notat forțele exterioare si cu Fiz forțele interioare. 


Putem deosebi douá categorii.de probleme relativ la echilibrul sis- 


temelor de puncte: 
a) Fiind date pozifiile punctelor care formeazá un sistem (4) in echi- 


, libru, se cere să se determine forțele care acționează acest sistem. è 
' þ) Fiind date forțele care acționează sistemul (4) de puncte, să se 
determine poziția de echilibru a acestui sistem. 
Ё Condiţiile (8.3) de echilibru sînt echivalente cu 3n relații scalare: 
În cazul sistemelor cu legături, numărul parametrilor -geometrici este egal 
cu 3n—m dacă legăturile sînt date prin m relații scalare independente. 
Urmează că dintre cele 3n ecuații de echilibru, numai 3n—m vor servi 

la determinarea poziției sistemului, iar restul de m ecuații se vor utiliza 

pentru determinarea forțelor de legătură. 

Se observă că problema, astfel enunțată în cazul cel mai general, 
este o problemă mixtă în raport cu clasificarea menţionată anterior. Intr-a- 


devár, în acest caz, este necesar să se determine atît poziţia sistemului 
de puncte, cât şi forțele de legătură respective. 


Nu totdeauna sistemul de 3» ecuații liniare scalare, echivalent cu 
(8.3), este compatibil şi determinat. | | 
Un sistem de n puncte, pentru care cele 3n ecuaţii scalare de echi- | 
libru permit un sistem de 37 soluții finite si bine determinate, se numeşte 
sistem static determinat. 
§ 4. Teorema solidifieárii. Teorema echilibrului părților. Relaţia (8.3) Ё 
ne arată că toate forțele care acționează asupra punctelor sistemului (4) l 
formează, în cazul echilibrului, un sistem de forțe, al cărui torsor este nul і 
pentru orice punet al spațiului, adică А с 
Г (8-4) і І 


(Г) --т( y= (j=l, 2, «s н). 
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^ lA БЕ 
| 

| Doarece însă torsorul forțelor interioare este nul, rezultă 

| 

c (I1) 0. (8.5) 


Urmează că torsorul forțelor exterioare, efectiv aplicate şi de legătură, 
| care acționează un sistem de puncte în echilibru, este nul. 
| ,n cazul rigidului, condiția (8.5) era necesară si suficientă pentru 
echilibru (v. cap. VI, $ 1). În cazul unui sistem de puncte materiale ea 
i este necesară deoarece a fost dedusă din condiţiile de echilibru (8.3). În ge- 
| neral еа nu este și suficientă. Rezultă următoarea teoremă; 
| | Teorema solidificârii. Condiţiile de echilibru ale rigidului sint necesare 
ŞI peniru un Sistem de puncle materiale. În general ele nu sînt şi suficiente. 
Să considerăm că sistemul (А) de n puncte materiale este format 
din / subsisteme (45), (h—1, 2, ..., 0). 
2 Conform definiției echilibrului unui sistem de puncte materiale, dacă 
sistemul (4) este în echilibru, atunci fiecare punct al său trebuie să fie 
în echilibru. Însă subsistemele (Аһ) sînt formate din punctele sistemului 
| (А). Rezultă cá in acest caz si fiecare subsistem (47) trebuie să fie în echi- 
| libru. Se poate deci enunta următoarea teoremă a echilibrului părților: dacă 
- um sistem de puncte libere sau cu legături, se află în echilibru sub acțiunea 
unor forie, atunci o parle oarecare din acest sistem va fi de asemenea în echilibru 
sub acțiunea forțelor corespunzătoare acestei фат. 

$ 5. Sisteme de corpuri rigide. Un corp rigid poate fi considerat ca 
un sistem rigid de puncte materiale. Datorită rigidității sistemului, dis- 
tanța dintre două puncte oarecare ale acestui sistem rămîne constantă. 

Un sistem (C) de corpuri rigide C;(/—1, 2, ..., n) poate fi considerat 
ca un sistem de puncte materiale, divizat în subsisteme rigide, fiecare dintre 
aceste subsisteme alcătuind unul dintre corpurile rigide C. 

Forțele-eare acționează sistemul (C) pot fi grupate in forje interioare, 
reprezentînd interacțiunea mecanică dintre punctele diferitelor corpuri С; 
si în forțe exterioare sistemului (C). Forféle interioare vor satisface, bine- 
infeles, relatiile (8.1) si (8.2). 

S-a arătat anterior că poziţia unui corp rigid liber'depinde de şase 
parametri scalari (cap. VI, $ 5). Urmează că poziţia sistemului, (C) de n 
corpuri libere, va їі determinată prin 6n parametri scalari. Un sistem de n 
corpuri rigide libere are deci 6n grade de libertate. 

Legáturile intre corpurile sistemului (C), exprimate prin relații între 
coordonatele punctelor corpurilor C;, vor restringe gradele de libertate 
ale sistemului de corpuri. Dacă aceste relații sînt independente şi sint în 
număr de p, numărul gradelor de libertate ale sistemului (C) va її 6n— p. 

Deoarece un corp rigid liber are şase grade de libertate, între punctele 
a două corpuri rigide nu pot exista mai mult de Şase relații distincte de 
legătură, Aceste legături pot fi înlocuite cu forțe de legătură, pe baza axiome: 
forțelor de legătură, 

Considerînd sistemul (C) de corpuri rigide ca un sistem de ришсе 
materiale, format din toate punctele acestor corpuri, vom putea SPARE 
pe baza teoremei echilibrului părților şi a relației (8.3) că sistemul (C) este 


4 
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în echilibru dacă torsorul forțelor, care acționează fiecare corp în parte 
este nul pentru oricare punct al spațiului. Aceste condiții de echilibru sînt 
echivalente cu Gi ecuaţii scalare de echilibru, 

Dacă cele 6x ecuaţii scalare de echilibru formează un sistem compati- 
Dil şi determinat, sistemul respectiv de corpuri este un sistem static deter- 
minat, 

ni A 1 m pt ul : 14: ‹ 7 ; 

l'eorema solidilicării si teorema echilibrului părților se pot enunfa 
de asemenea pentru sistemele de corpuri rigide. 

Aplicaţii, 19. Să se determine reacţiunile din reazeme $i forțele interioare din 
articulațiile grinzii din fig. 8.1 (grindă Gerber). 

Rezolvare. Grinda este de fapt un sistem, care se poate descompune în patru 
minzi independente aşa cum se arată în fig. 8.1, b. Separind grinzile vom introduce reac- 
punile V4, V3, V4, Vo, Ve, H, şi forţele interioare Vg, Ha, Vo, Hs, Ves Hs (fig. 8,1, c), Scriind 
ecuațiile de proiecții și de momente pentru fiecare grindă în parte vom obţine 


Fig. 8.1 


pentru grinda ] -2; H0, Vit Va—3P=0, 3P-4a—V3a=0; 
pentru grinda 2—3—4—5; —1T, Hg 0, Vot Vs Va Vs pa 0, 

V,:Ga | prada учат „а= 0; 
pentru grinda 5—6; //5—/16=0, Vor Kor P-—2p3a:50, 


— Vy Bah Pra 4 2p:301,5a 5 0; 


=p 


i A 


| 
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pentru grinda 6—7-8: H+H 


VeSa — V4:3a-4-3P-2a — 0. 
Rezolvind acest sistem de 12 ecuaţii cu 12 necunoscute se găsește 
Ha = Hs He = Hs=0, V,=4P, V,-— P, Vy P4-3 ра, V,—9pa, 
І А =2р4 Spa, Vs P 2pa, Va: :9,25 pa 1,75 Ед Vi = 3,75 pa+ 1,75Р. 
Е O bse rva t іе, Sensurile pentru Vi, И, Ve; V., V4, corespund celor de pe figură. 
» Sensul pentru 1 а este invers celui arătat în figură. Pentru reacțiunile V, si V4, sensul depinde 
de valorile relative ale mărimilor P şi pa. 
95 © paie ae i 
2°. Se consideră sistemul format din b 


3 arele OA și OB de lungimi / sí greutăţi C, 
articulate intre ele in O si rezemate cu frecare pe un plan orizontal in A (coeficient de fre- 
care шу) si in В (coeficientul de frecare Us) (fig. 8.2). Se cere să se determine unghiul a 

corespunzător poziției limită de echilibru. (Se neglijează frecarea din articulația 0). 
Rezolvare. Separăm cele două bare OA și OB din sistemul dat şi introducem 
forțele date (greutăţile С), reacțiunile (normale N, și М» și tangentíale de frecare, T, şi 
| Ту) si forțele interioare (Ы si V din articulația О) (fig. 8.2, b). Vom scrie ecuațiie de pro- Н 
iectii şi de momente (în raport cu 0) pentru ambele bare. Obtinem | 


1 
pentru bara 04: Т,—Н=0, N+V—G=0, TI sin ores cos «—N,/ cos «=0; 


1 (1) 
pentru bara OB: —Т,+Н=0, N,—V—G-—0, = T,l sin a—6G7 cos &4-N,! cos x—0. 


S-au obținut șase ecuații cu şapte necunoscute (N, Тү, М», Ta, Н, V, о). Problema este 
nedeterminată. Într-adevăr există o infinitate de poziţii de echilibru posibile. Dacă ne inte- 
resează poziţia de echilibru la limită va trebui să scriem că una din forțele de frecare, sau 
amindouá, au atins valoarea limită. Acestor posibilități de scriere a condițiilor suplimentare 
de echilibru, le corespund trei posibilităţi de pierdere a echilibrului, reprezentate în fig. 8.3,a, 
b şi c. Dacă se deplasează ambele capete A si B (fig. 8.3, a), atunci avem, ca ecuații supli- 
mentare 


Ty—uN, =. 


V 
Н 
0 
3 
4 C2 
5 
№ 
| Гір. 8.2 
| йир este două ecuaţii, la cele șase ecuaţii (1) obţinem soluţiile: N,—N3—G, F=0, 
| Adáugind aceste dou ţii, 


Pa. 
2. 92 


Hz] 


= Т, = [uG ©, tg «77 Această pierdere respectiv a poziției de echilibru nu 


este posibilă decit dacă (4, = ftg, deci dacă cei doi coeficienți de frecare siut egali. 
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Dacă se deplasează numai capătul B (fig, 8,3, b) atunci avem condiţiile suplimentara 
Ty, Та Mg Ns. 


Aceste condiţii, adăugate la cele şase ecuaţii (1) conduce la următoarele soluţii: 
ţii: 
N,-N,-G, V=0, He Ty Тер, tg xU, С <р, 
2 
respectiv ug —p4. Deci această situație se intiluegte în cazul cînd coeficientul de frecare de 


alunecare din B este mai mic decit,cel din A. Analog se poate arăta cá, în cazul cînd 


Ü 


ui Us pierderea poziției de echilibru are loc aşa cum se arată în fig. 8.3, 2 si cá, în acest 
din, urmă caz . 


N,—N,—G, V=0, И=Тү=Т;=руб, tg «= ; 


3°. Se consideră cadrul ABCD din'fig. 8.4, a articulat in А, B, C si incastrat în D. 
Se cere să se determine reacțiunile din articulația A si din încastrarea D. 

Rezolvare. Înlocuind articulația A cu reactiunile H, si V, si încastrarea D cu 
reactiunile H,, V, si momentul M, (fig. 8.4, b) observăm cá avem în total cinci necunoscute. 
Dacă am separă barele AB, BC si CD, şi am scrie ecuațiile de echilibru pentru fiecar 


lig. 8.4 


4. $ 23 ^ ee , (N «cute 1 lus, 

bară în parte am obţine în total nouit ecuații, Ar apărea însă patru necunoscute în P m 

care nu interesează în problemă; reaefiunile Ау și V, din articulația Æ sl. reactiuni M B 
A > EN "i S "UTE > S4 

V, din articulația C, Pentru a le elimina gl a rămîne numai eu cinei ecuații, care 


m 


d 


- 


— 


— a 
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țină neeunoseutele cerute de problemă, vom aplica teorema воой, Vom norle еспе 
de, echilibru pentru întregul siatem (momente în raport eu D, Пи, 8,4, 0): 


у= НР), Va Va=4pa=0 
Арада Зада М0) 


izolind bara AB (fig, 8,4, с) au apărut reaetfunile 7/4 91 Va care nu Intorenonză, Pentru a le 
elimina scriem eeuatta de momente în raport cu punctul H, Rezultă 


s Pay- Hid 0, 


În mod asemănător vom proceda eu bara OD (fg, 8,4, d), pentru care *vom 


serle eeuatla ' 
de momente in raport cu punctul C. Rezultă 


Mg Шуа 0, 
Am obţinut astfel în total cinci ccuapli care contin munal necunoscutele care ne Interenenză, 
Rezolvind acest sistem obținem 
Р S 
\ i Hs Tye Mj=3Pa, Viwm2pa, V,-2pa. 


Observaţie. Reacţiunea 7 are sensul inversa celui Indicat pe desen. 


$ 6, Determinarea eforturilor într-o bară, În gener: 11, numim bară un 
corp M care o dimensiune, numită lungime, este mare în raport cu celelalte 
două dimensiuni. Locul, geometric al centrelor de greutate ale tuturor sec- 
fiunilor transversale prin bară se numește аха бамі, Secţiunile transver- 
sale sînt normale la axa barei, în centrul de greutate al secţiunii, 

Să considerăm o bară АВС (fig. 8.5). Ea este în echilibru sub acțiunea 
sistemului (S) de forte date si reacfiuni. Pentru a putea pune în evidență 
eforturile din bară, este necesar s-o secfioním în două părți, printr-un 
plan (de obicei normal pe axa barei într-un punct В) (fig. 8.6). În acest ` 
mod, forţele interioare care legau fiecare element al corpului AB de pe fața 
corespunzătoare secțiunii, cu elementele corpului BC de pe cealaltă față 
a secțiunii, s-au transformat pentru fiecare porțiune în parte în forțe exte- 
гіоаге. Să folosim pentru âceste două sisteme de forţe notafiile; 

(5,1) pentru forţele cu care corpul J acţionează în secțiunea B asupra 
corpului 77; 

(Sia) pentru forțele cu care corpul II acţionează în secțiunea В, asupra 
corpului Т. 

Sistemul (S) de forțe date si reacțiuni, poate fi de asemenea despărțit 
în sistemele (5) şi (S2) care acționează respectiv asupra corpurilor 7 si АЈ. 


[A ] (Sp) (Sa) [D 
жы! j Z 7 


С 
Fig. 8.5 Fig. 8.6 
Conform teoremei echilibrului părților, dacă întreaga bară este în 
echilibru sub acțiunea unui sistem de torţe, atunci şi cele două părți ale 


ei vor fi în echilibru fiecare, sub acțiunea forfelor corespunzătoare. 
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А 
Prim urmare torsorul rezultant al si temelor ($,) УАТ 
De asemenea şi torsorul rezultant al sistemelor (S3) 51 (Sz 
Вата AC fiind în echilibru, sistemul (S) este echivalent си ze | 
mează că şi torsorul sumă al sistemelor (Sig) si (S,,) este nul 
Coneretizind. cele arătate, în relații de echivalență tatică, putem 
*(S)--*(5,,) 0; +(5)-Ех(5„)=0. (86 
/ 1151) (53) =0; 8.7 
8, de undi i 
(513) -+7(5;)=0 3.8 
Remarcăm că ultima relație generali- 
Fig. 87 zează principiul acțiunii şi reacţiunii, 
Rezultă mai departe 
(53) —5(5,), *(513) —*(S;), Ө. 


sau: sistemul de eforturi cu care o parte a barei acționează a 
celeilalte părți, este echivalent cu sistemul de forte exterioare (forte date 
$i reacfiuni) corespunzător primei părți. Ultimele relații de echivalență 
ne dau posibilitatea de a determina eforturile dintr-o secțiune, atunci cînd 
se cunosc forțele date și reacfiunile care acționează asupra grinzii. 

Să reducem sistemele de forțe (S,,) si (S,,) în raport cu punctele B, 
şi B, ale fetelor secțiunii (В, si В, corespund aceluiasi punct B al se 
(fg. 8.7). Vom obține cîte un torsor «(S4,) — (M,, Ку) 51 =(5,)=(И,, Ra 
aplicat respectiv în B, si B,. Suma acestor doi torsori este bineînțeles à 

Vectorii Кү si А, nu depind de poziţia punctului В de reducere, 
deosebire de vectorii M, si M,. În general punctul В de reducere se ia în 
centrul de greutate al secfiunii, insá existá in practicá si unele cazuri spe- 
ciale, cînd se alege altă poziție pentru acest punct. 

În aplicaţii, torsorul forțelor interioare se determină prin valorile 
scalare ale proiecfiilor pe un triedru triortogonal intrinsec, cu originez 
centrul de greutate al secțiunii. Aceste proiecții poartă numele de efort 
Admifind un sens de parcurgere а barei, se convine a se lua în consider: 
eforturile aplicate pe acea faţă a secțiunii care este întîlnită mai întîi, atunci 
cînd bara este parcursă în sensul ales. Axele se aleg de obicei după direcția 
tangentei, normalei principale şi binormalei la axa barei. Sensul pozitiv 
al tangentei se alege în sensul parcurgerii barei (fig. 8.8). 

Componentele torsorului eforturilor după tangenta la axa barei EE 
după o direcție conținută în planul secțiunii normale poartă denumiri spe- 
ciale, corespunzătoare sensului fizic de solicitare a secțiunii, Х 

Astfel (fig. 8.9), aceste componente ale rezultantei A şi momentului 
rezultant M, se numesc: 


"e 


tei 


forţă normală (simbol N), componenta lui A după direcția tangente! " 


T ; : : 1 secțiunii; 
forță tăietoare (simbol 7), componenta lui A în planul secpiw 


tangentei; 


moment încovoietor (simbol Mj) 
secțiunii, 
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moment de răsucire (simbol Mj), componenta lui M după direcţia 


), componenta lui M în planul 


Proiectiile forței táietoare şi momentului încovoietor pe normala prin- 


cipală şi pe binormalá se notează cu Ty, Ts şi My, Mg (fig. 8.9) 
Privitor la semnele acestor 
etorturi se convine ca să fie pozi- 


Fig. 8.8 


tive atunci cînd sînt dirijate după sensul pozitiv al axelor. În felul acesta 
7, V, B fiind versorii axelor, putem scrie: 


R=N=+ To Ty, M—Mg--My,v4- MgB. (8.18) 


Se obișnuiește ca variația acestor şase componente ale torsorului 
eforturilor să se reprezinte prin diagrame, care indică valorile lor în orice 
secțiune. 


Observaţii. 1° Convenţia cu privire la sensurile pozitive ale eforturilor este 
valabilă, în forma de mai sus, pentru fața secțiunii care este intilnitá mai întîi atunci cînd 
grinda este parcursă în sensul considerat pozitiv. Їп rezistența materialelor se consideră ca 
sens pozitiv sensul de la „stînga la dreapta“. Ca urmare convenția de mai sus rămîne vala- 
bilă pentru faţa „din stînga“ a secțiunii. 

2? În rezistența materialelor se obișnuiește însă ca eforturile să fie definite pentru fata 
„din dreapta“ a secţiunii. În acest din urmă caz sensurile pozitive ale eforturilor coincid 
cu sensurile negative ale axelor triedrului de referință intrinsec, corespunzător feței „din 
dreapta“, 

3? Însfîrşit, în rezistența materialelor se mai obisnuieste sá se folosească sistemul de 
referință stîng în locul celui drept. Ca urmare, sensurile pozitive ale eforturilor față de un 
asemenea triedru, pe fața „din dreapta“ sînt: pentru N, Т, Т, sensurile negative ale axelor, 
iar pentru M,, M; Мр, sensurile pozitive ale axelor (у. Р. Mazilu: Statica Construcţiilor, 
vol, I, Edit, Tehnică, 1955), 

Aplicaţie, 4°, Be dă o prindă ACB cotită în unghi drept (fig. 8.10), incastratà 
în B şi acționată de o forță Р perpendiculară pe planul el, Se cere să se deseneze diagramele 
iori el pa ca sensul pozitiv de parcurgere ul sistemului să fie (CB, Facem secțiuni, 
atit în bara AC, cit și în CB $i introducem pe feţele sectiunilor îutilnite în sensul par 
curgerii, componentele respective ale eforturilor. 

Pentru sistemul $i forţele date, Ma, Ty $i N sint nule. 
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PE 
Utilizînd prima dintre relaţiile (8.9) obținem pentru bara AC, 
Mı=0; My=M, Pe Toeg P, 
iar pentru bara CB 
M, Pa, M,y=M, РУ л a P. 
Variația eforturilor My, M; si T este reprezentatá în diagramele din fig. 8:10 d, e, f. 


Tw 


Fig. 8.10 


$ 7. Relaţii diferenţiale între eforturi $i încărcări. La punctul pre- 
cedent, s-a arătat modul de calcul àl eforturilor într-o secțiune oarecare 
a unei bare. Aceste eforturi variază însă în lungul barei în raport cu poziţia 
secțiunii. Apare indicată, deci, necesitatea de a se stabili relațiile generale 
care să pună în evidență această variație. 

Referindu-ne la porțiunea A B a barei din fig. 8.5 constatăm că aceasta 
{ este acționată de următoarele forte: forțele date (concentrate Şi repartizate), 
reacțiumile de pe fata A, reduse la o rezultantă — Ra şi un moment rezul- 
tant — M 4 față de punctul A, eforturile de pe faţa В, reduse față de punctul B 
la rezultanta R si momentul M. 

Vom considera cá: ч Е 

а) înlocuim toate forţele date concentrate prin forțe repartizate echi- 
valente, presupunînd că secțiunea B nu cade exact în dreptul punctului 
de aplicație al unei forțe concentrate; 

b) reducem toate forțele date în raport cu punctele de pe axă cores- | 
pünzátoare secfiunilor în care acționează aceste forțe. | 

Ín acest mod, porțiunea de bară AB (fig. 8.11) se poate reprezenta | 
numai prin axa ei, Să considerăm un element do din această axă. Fie (o) de 
şi m(9)do rezultanta şi momentul rezultant faţă de un punct al elementului 


у n mpi mai 
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do, al forțelor repartizate care acționează porțiunea de grindă limitată 
| de două secțiuni transversale care trec prin extremitățile elementului do, 
| Alegind ca sens de parcurgere al axei sensul AB şi notînd си e lungimea 
arcului pe axă, măsurată de la A la do, vom avea în A, 5=0, în dreptul 
elementului do, с=с iar in В, с=5. 

Pentru a arăta că porțiunea de grindă A B este în echilibru, este necesar 
şi suficient să scriem cá suma momentelor acestor forțe este nulă față de 
orice punct al spaţiului. 

i Notind cu 7(0), »(s), vectorii de poziție ai punctelor A, B față de un 
| reper oarecare, si cu z(o) vectorul de poziţie al elementului de curbă do, 
vom avea | 


70) x C^ Ra) -Mat f^ (в) x P(s)de--mis)do]--r() х R--M—0. (8.11) 


Relaţia de mai înainte, fiind Кошу, de valoarea parametrului s, 
face ca derivata ei în raport cu s să fie nulă 
y 3 
7E =} е ae dr(s) dM 


r) x P5) J-mis) ris) x S + LO x Ra 


| 15 0. ; (8.12) 
Înlocuind arts) e cu «(s), vectorul unitar.al tangentei la axă în punctul B 


ds 
(v. cap. I, $ 29—30), si punind în evidență pe 7(s) ca factor comun, obținem 


ЕЕ раста (8.13). 


Condiţia de echilibru a porțiunii de grindă AB este valabilă pentru 
orice origine a vectorului de poziție 7(5). Acest lucru nu este posibil decît 
dacă 


18 2—0 (8-14) 
х dum x R--m-—0 (8.15) 


Folosind proiecţiile lui №, M si. 
pe axele intrinseci, pentru secțiunea 
intilnitá în față, în sensul pozitiv de 
parcurgere al axei 


| - R2Nz Tv Ty, 
| M-—Mj--M,v4- MgB, (8.16) 
p —b.cbvd bep 


51 formulele lui Frenet care dau expresiile derivatelor versorilor т, v si B 
| în raport cu arcul s (cap. I, $ 29—30) 


іт 1— dy 1 1 = 48 1 эт 
p ERIR к= — mm mN, 5.17) 
ds р A) ds p т: fa p, ds Pa ( 
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unde prin p si p, s-au notat respectiv raza de curbură si raza de 
a axei barei, obținem şase relații scalare de echilibru, 
relațiilor vectoriale (8.14) si (8.15) 


torsiune 
corespunzătoare 


AN Г, dT, м. og obe nns 

ds 0 je ds ^ m Py=U (ТИШ? -Pp=0 
| f f f : 
| ам M qu M WM 
| [ vu v П б-т | 
| BEELA ча _ ) 8.18 
1 ds 0 Hm =U, ds o ^ T's l-m,-—0, (8.18) 
у aM M 
È B YLT 

q—- ig —0. 
dest er HL ip 


Pentru cazul barelor curbe plane, acționate de forţe cuprinse în planul lor, 
p=, P3=0, m=m=0, 75—0, M,—M,—0, formulele (8.18) devin 


AN Is um 
d. P 0, 


ам ке 
= + T+ ng — 0. (8. 19) 


dr, N 

ds ШТУ By 20, 

uS Pentru cazul barelor curbe plane, actionate de forfe normale pe planul lor, 
4 817—906, фе = 5,0, mg—0, N=0, T,—0, Mg—0, formulele (8.18) devin 

атр 0 

ds + P8= , 


ам, М. ам, м, 


н oculis a + s Tokm=0. (8.20) 


P Pentru cazul barelor drepte, direcţiile normalei principale si binormalei 

ul sînt nedeterminate. În acest caz axele din planul secțiunii pot fi alese arbi- 
trar şi se poate folosi un triedru cartezian obișnuit Oxyz, astfel ales încît Ox 
să coincidá cu axa barei, Oy cu normala principală, iar Oz cu binormala. 
Se recomandă са аха 02 să fie verticală. În acest caz р=р,= оо, ds—dx Si, 
schimbind indicii in formulele (8.18), obținem 


dN dT, ат, 
ае 020, 000, тр 6:0, 


ам, aM, , aM, = 
T + mz=0, ds Tt my- O; al T, -4-112—0. 


În sfârşit, in cazul foarte frecvent întîlnit in practică, al unei bare drepte 
TE, acționate de forte plane normale pe axa grinzii, presupunînd că ele actio- 
1 neazá în direcția axei Oz, rezultă фр =ру 0, mz—m,—m4—0, М0, T,—0, 
і Я. M,—0, Mz=0 şi formulele precedente (8.20), devin 


"os 


E: ат ам, > 9« 
i =; x Т;=0. (8.22) 
$ 8. Sisteme articulate. Definiţii. Clasificări. Ipoteze. Una dintre 
formele cele mai des întîlnite în practică a sistemelor de corpuri o reprezintă 
sistemele articulate, Numim în general sistem articulat, un sistem de bare 
j rectilinii şi rigide, care sînt legate între ele prin articulaţii, numite noduri. 
2 În cele ce urmează se vor considera numai sistemele articulate la care între - 
B bare există o legătură continuă, 
b 
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Putem deosebi: 1) sisteme articulate la care configurația geometrică 
a acestora reprezintă o linie poligonală deschisă, astfel că nu se poate suprima 
nici o bară (nemarginală), fără a se întrerupe continuitatea sistemului; 
2) sisteme articulate la care este posibil să se suprime o bară (nemarginalà), | 
lără a se întrerupe continuitatea sistemului. 

Sisteme din prima categorie se întîlnesc sub forma poligoanelor arti- 
culate, a cablurilor de susținere a podurilor suspendate etc. Sisteme din a 


Fig. 8.12 : lig. 8.13 


doua categorie sint: grinzi cu zábrele, arce cu zăbrele, ferme de acoperis, 
turnuri metalice, macarale, cupole cu zábrele etc. 

Sistemele articulate se mai pot clasifica in sisteme plane si sisteme 
spatiale, Numim sistem articulat plan, sistemul ale cărui noduri sint situate 

„într-un singur plan, forțele exterioare acționînd de asemenea în același 
plan. La sistemul articulat spatial, nodurile şi forțele exterioare nu sînt 
situate în același plan. 

In calculul sistemelor articulate, vo:n admite că: 

a) Barele care alcátuiesc sistemul sînt rectilinii şi au secțiuni trans- 
versale de dimensiuni neglijabile in raport cu lungimea lor. În modul acesta 
barele pot fi reprezentate prin axele lor rectilinii. 

b) Legătura între bare, la noduri, se face fără frecare, prin articulații 
foarte mici, astfel că acestea pot fi considerate ca puncte materiale. Urmează 
că acțiunea exercitată de restul sistemului asupra unei bare, prin interme- 
diul unui nod, se poate reduce la o singură forță aplicată acelui nod. | 

În practică, legăturile dintre bare sînt realizate fie prin îmbinări 
nituite (fig.-8.12) sau sudate, la grinzile cu zăbrele metalice, fie prin con- 
tinuitate perfectă la grinzile cu zábrele din beton armat (fig. 8.13), fie prin 
articulații metalice la unele construcții speciale și la 
organele de mașini (fig. 8.14). În orice caz, însă, nu este 
posibil a se obține, în realitate, articulații fără frecári, 
iar secțiunile barelor au dimensiuni care ‘пи pot fi tot- 
deauna neglijate. Din această cauză, în bare se nasc şi 
eforturi secundare, Determinarea acestor eforturi se face 
prin metode speciale. 

La un sistem articulat, forțele se aplică în general atit pe bare cit si 
pe noduri, Un deosebit interes prezintă cazul cînd forțele acționează numai 
la noduri, deoarece, în aceste condiţii, fiecare bară este supusă numai la 
întindere sau la compresiune, așa cum se va vedea mai departe, În sistemele 


STATICA 


articulate realizate în practică, se caută 
numai la noduri. Cu toate acestea, 
posibil Menţionăm iu deosebi: 
tului ete. În cazurile obişnuite, s 


са forțele exterioare 

există cazuri cînd acest 

greutatea proprie a barelor, acțiunea 
} 


| | se admite că asemenea sarcini pot f 
cu două forțe echivalente, acttonind la extremităţ 


ă acționeze 
lucru nu este 
vin 
і înlocuite 
ile barei, neglijíndu-se în 


modul acesta numai efectul de 
XT ^ | ;  incovoiere al acestor sarcini. 

Аме «а - — P ap | 37 ec . TP Р 
\ m Np NN $ 9. Echilibrul sisteme- 
lor articulate, Determinarea 
eforturilor din bare. S-a văzut 
= n DER а, pentru ca un sistem de cor- 

A ac AU Bea ata EN E ra zi Zr 
NE E FR PH puri rigide sá fie în echilibru, 
J ; este necesar si suficient ca fie- 
Fig. 8.15 


care parte a sa să fie în echi- 
libru. Considerínd' că un sís- 
tem articulat este format din bare și noduri, putem enunfa două cate- 
gorii de conditii de echilibru: 

a) Condiţii care exprimă că fiecare, bară este în echilibru sub actiunea 
fortelor care it sint aplicate. Deoarece toate forțele exterioare se 
noduri, o bară ij (fig. 8.15) va fi acționată numai de forțele de legătură 
ce se exercită din partea nodurilor 7 si 7. Convenit să notăm cu Ng şi N 
forțele respective de legătură aplicate la nodurile ; 51:7. In.consecinfá, f 
tele de legătură aplicate la capetele barei vor fi —Ng şi— Ni. 

Este evident că bara 7; va fi în echilibru sub acțiunea forțelor —N iz 
si —N;i;, numai dacă acestea sînt egale ș 
linie de acțiune, dirijată după axa barei: 

Forţele de legătură între bară şi nod se numesc eforturi în bară. 

Privitor la sensul eforturilor N, există două posibilități. Dacă efor- 
turile care acționează asupra barei tind să mărească lungimea acesteia, 
se numesc eforturi de întindere (fig. 8.16, a), iar dacă tind să-i micsoreze 
lungimea, se numesc eforturi de compresiune (fig. 8.16, b). Vom conveni 


să afectăm valorile scalare ale eforturilor în bare, cu semnul + pentru în- 
tindere şi cu semnul — pentru compresiune. 


La operațiile de determinare a eforturilor în bare se lucrează cu efor- 
turile aplicate la nod si nu cu acelea aplicate pe bară, deoarece, după cum 
se va arăta mai departe, aceste eforturi se determină din ecuațiile de ech 


aplică la 


i de sens contrar, avînd aceeaşi 


8) M Qe а -4—o 3) 

0 

pi b) 04— ——————————»o 0) 
Fig. 8.16 Fig. 8.17 


libru ale nodurilor, Urmează cá o reprezentare a eforturilor aplicate la nod, ca 

în fig.8.17,a ne va indica o bară întinsă, iar ca în fig. 8.17, b, o0 bară comprimatà. 
Efortul într-o bară are aceeaşi valoare în orice secțiunea barei. Intra 

devár, dacă secfionám bara 17 (fig, 8.15, b) in punctul т, condițiile de 


— - 
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' 
echilibru ale ambelor porțiuni izolate, пе arată că eforturile în secțiunea m 


sînt aceleași indiferent de poziţia de-a lungul barei a acestei secțiuni, 


b) Condiţii care exprimă cd fiecare nod este în echilibru sub acțiunea for[elor 
care în sînt aplicate. Asupra unui nod 7 acționează rezultanta Г; а forțelor 


exterioare efectiv aplicate, reacţiunea R; care înlocuiește o eventuală legă- 
tură exterioară a nodului si eforturile N;; din barele care leagă nodul 7, 
. 0 * 4 p D 
de celelalte noduri 7, ale sistemului articulat, 
Considerînd că sistemul articulat are n noduri, ecuațiile vectoriale 
de echilibru ale acestor nodüri vor fi s 


bFRRCRENG-0, (1-1, 2, a, n; itj), (8.23) 


prin semnul X; infelegindu-se însumarea termenului al treilea pentru toate 
nodurile j care sint legate direct prin bare, de nodul 7. 

Prin proiectarea sistemului de ecuaţii (8.23) pe trei axe, ortogonale de 
coordonate x, y, z, se obține un sistem de trei ecuaţii scalare liniare 


Ууу Rir=— Xi, | | 

Ушу Riy- —Yi, (055157 25 A 1211) (8.24) 

Уууу Ru 24, | ; 
unde Aj, tij, vi; Sint proiecţiile pe axele de coordonate ale versorului barei 
jj, Riz, Riy, Riz sînt proiecţiile necunoscute ale reacfiunilor R;, iar X4, Y4 
Z; sint proiecţiile forțelor F; pe aceleaşi axe. Asa cum s-a mai spus, valorile 
Ni; ale eforturilor se socotesc, în mod convențional, pozitive pentru întin- 
dere si negative pentru compresiune. 

Menționăm că, deoarece între proiecţiile pe cele trei axe ale unei 
reactiuni pot exista două, una sau nici o relație suplimentară, după cum 
legătura exterioară respectivă este o rezemare simplă, o articulație plană 
sau o articulație spaţială, vom considera că în ecuaţiile (8.24) se introduc 
numai componentele efectiv necunoscute ale reactiunilor, celelalte componente 
fiind anterior eliminate cu ajutorul relațiilor mentionàte. În acest fel, pentru o 
rezemare simplă vom avea o singură necunoscută, pentru o articulație plană, 
două, iar pentru o articulație spaţială trei necunoscute ale reacţiunii. 

Necunoscutele sistemului (8.24) de ecuaţii sînt eforturile N si pro- 
iecțiile Riz, Riy, Riz ale reacțiunilor. Poziţiile barelor date prin coeficienţii 
^1, biz, Уу Sint considerate cunoscute, dacă configurația geometrică a 
sistemului articulat este de așa natură, încît nu este permisă nici o depla- 
sare finită a barelor una fatá de alta, adică dacă sistemul articulat este rigid. 

Dacă sistemul nu este rigid, atît poziţiile barelor, cît şi componentele 
X4, Yı, Z4 ale forțelor efectiv aplicate, vor fi considerate drept parametri 
a căror valoare urmează să fie determinată astfel încît sistemul articulat 

să fie în echilibru. 

Observaţie, Pentru un sistem articulat in echilibru, teorema soliditicării ne 

arată сй între forțele exterioare (forţe date şi rencțiuni), există şase ecuaţii scalare de echilibru 
У(Х) 0, XQUuyd4 У) 0, (Rat ZO 0, 
Z [ау Уң) 00а) ] 0, (8.25) 
3 а) mtl Piu Ү,)] 0, 
У ао) m dal 0) 10. 


| 
| 


algebrice ale ecuaţiilor (8.24) 
sau nici una. In primele două cazuri, sistemul (8.24) 
rezolvarea acestui sistem, utilizînd teorema lui Kronecker Capelli! 
ca van 


se obtine prin adáugarea coloanei termenilor liberi la 


$i » numărul componentelor necunoscute ale reac 
sistemului (8.24) este b--r, vom avea 
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După cum se poate observa foarte uşor, 


Sistemul de ecuaţii (8.24) poate avea o soluție determinată, o infinitate de 


se numește compatibil 


Condiţia necesard și suficientă de compatibilitate a unui sistem de 
l matricii coeficienţilor să fie egal cu rangul matricii sistemului. 


ecuații liniare, 


matricea coeficienţilor 
Vie p rangul comun al acestor două matrici, b numărul barelor 


р$<3З». 


Ca urmare а acestor inegalităţi, 


discuția rezolvării unui sistem articulat prezin 
patru cazuri: 


a) p<b+r. 


aceste ecuații suplimentare sînt consecințe 


soluții, 
Vom discuta 


este 
Matricea sistemului 


sistemului artículat 
fiunilor. Deoarece numărul necunoscutelor 


; (8.26) 


tă 


(8.28) 


Fie q—b--r—p numărul necunoscutelor care nu aparțin unui determinant principal 


al sistemului (determinant format din matricea coeficienţilor, diferit de zero şi de ordin 
Aceste q necunoscute pot avea valori arbitrare, iar celelalte necunoscute care se determi 
după regula lui Cramer, sînt funcţii liniare de cele g necunoscute arbitrare. 


n 


á 


Sistemul articulat respectiv se numeşte sistem static nedeterminat. Numărul q al necu- 


noscutelor suplimentare se numește grad de nedelerminare statică. 
Datorită relaţiilor (8.26) şi (8.27) 
să fie static nedeterminat este ca 


3n<b+r. (8.29 


Remarcăm că sistemul de ecuații omogene care se obţine în cazul inegalitátii (8.28 
prin anularea termenilor liberi ai ecuațiilor (8.24), are oo? soluţii diferite de zero. Urmează 
că într-un sistem static nedeterminat sînt posibile eforturi în bare şi reactiuni, chiar în 
absența oricăror forte efectiv aplicate sistemului. 

Eforturile în barele unui sistem static nedeterminat se pot determina prin metode uti- 
lizate în disciplinele rezistența materialelor si statica construcțiilor. Ecuațiile suplimentare 


necesare pentru aceasta, se stabilesc considerîndu-se proprietățile de deformabilitate ale mate- 
rialului din care sînt confecționate barele. 


b) p=b+r. (8.30) 

Sistemul de ecuaţii (8.24) care satisface relația precedentă admite o singură solutie. 
Sistemul articulat corespunzător se numește sistem static determinat. 

Un sistem articulat, static nedeterminat, se poate transforma într-un sistem static 
determinat, suprimîndu-i-se, in mod convenabil, cel puțin q bare și componente necunoscute 
ale reactiunilor. Numărul de bare si de componente necunoscute ale reactiunilor suprimate 
în acest scop este minim, dacă prin aceasta nu se micşorează р. 


с) p<3n. (S.31) 


O consecință ? a teoremei lui Kronecker-Capelli afirmă cá un sistem de ecuații liniare 
este compatibil atunci si numai atunci cînd toți determinanfii săi caracteristici sînt nuli 
Se numește determinant caracteristic al unui sistem de ecuaţii liniare, determinantul format 
prin adăugarea la un determinant principal al sistemului, a unei coloane formate din termenii 
liberi ai ecuaţiilor și a unei linii a matricii sistemului. Я К 

Fiind cunoscut un determinant principal, se pot forma cu ajutorul acestuia p-n—9 
determinanfi caracteristici diferiţi, Prin anularea acestor p determinanfi, se obțin p relații 

! Vezi A, С, Kurog, 
resti, Editura Tehnică, 1955, 
2 Vezi A, б, Kuros, ор, elt, 


Curs de algebră superioară, (traducere din limba rusă), Bucu- 


o condiție suficientă pentru ca un sistem articulat 


ГА 


— 


м 


—— 
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între coefietentil necunoscutelor şi între termenii liberi, adică între mărimile geometrice care 
determină poziţiile barelor şi direcțiile reactiunilor şi între componentele forțelor efectiv / 
aplicate în noduri. Aceste relaţii sînt necesare și suficiente pentru ca sistemul de ecuaţii să 
Tie compatibil si deci pentru ca sistemul articulat să fie în echilibru, 

Viste deci necesar să putem dispune de p mărimi independente, fie geometrice fie meca- 
nice, cate să satisfacă cele р relații suplimentare. Vom numi aceste p mărimi parametrii 
sistemului articulat, Alegerea parametrilor unui sistem articulat se face în raport cu speci- 
icul fiecărei probleme, Existá deci probleme cu parametri geometrici, cu parametri mecanici, 
sau cu ambele categorii de parametri. 


Numărul maxim de parametri geometrici ai unui sistem articulat exprimă gradul sáu 
de libertate sau de mobilitate şi este egal cu р. 
Datorită relațiilor (8,26) şi (8.27), o condiţie suficientă pentru ca un sistem articulat 
să fie un sistem mobil, este са; 
3n7 b--r. (8.32) 


d) р= 3л. (8.33) 


Sistemul de ecuații care satisface această relaţie nu posedă пісі un parametru indepen- 
dent. Sistemul articulat corespunzător se numeşte sistem articulat nemobil. 


Un sistem articulat mobil, cu p parametri, se poate transforma într-un sistem nemobil, 
prin introducerea a cel puțin p bare și legături exterioare simple. Numărul acestora este minim 
Şi este egal cu p, dacă prin aceasta se mărește p cu p unități, fără a se mări în același timp 
şi numărul » al nodurilor. 

Prin discutarea rezolvării unui sistem articulat cu ajutorul teoremei Kronecker- 
Capelli şi pe baza celor arătate la punctele precedente, se ajunge la concluzia următoare; 


Eforturile din barele unui sistem articulat dat, acționat de forțe efectiv aplicate 
oarecare, au valori unice și finite, numai dacă 


b+r=p=3n, (8.344) 
sau în plan 
b+r=p=2n. (8.34b) 


Un astfel de sistem articulat se numește sistem articulat static determinat si imcbil. 

Un sistem articulat static determinat și nemobil se transformă într-un sistem mobil 
sau într-un sistem static nedeterminat prin suprimarea sau adăugarea în mod convenabil 
a unei bare oarecare sau a unei legături exterioare simple. 


În practică se utilizează adeseori pentru recunoașterea sistemelor articulate statie 
determinate și nemobile, relațiile mai simple 


b+r=3n, (8.35a) 
sau în plan 
b+r=2n, (8.35b) 


care reprezintă însă criterii necesare dar 
nu și suficiente pentru acest scop. 

Aplicaţie. 5°. Se dă siste- 
mul plan articulat din fig. 8.18 la care 
һ»= їз. Forţele P,; Pa, P, sînt aplicate 
în nodurile 7, 2, 3. Sistemul articulat 
nu este rezemat. Se cere să se examineze 
dacă eforturile din bare au valori finite 
şi bine determinate, 

Matricea coeficienţilor este 


Fig. 8.18 


сози 0 
— COS х cos « 
0 — COS X 
sina 0 
sin « sin а 


0 sin a 


| 
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Matricea sistemului cate 


| боз Ж 0 Р, con p A 
| COS % 009 & 0 
| 
| 0 COH 4 l4 созү 

aln o 0 P, sin р 
| { 
| sin o aln o Pi 

4 ) ai À 

| 0 aln o P3 sin ү 


Presupunind că o este diferit de 7-/2 rangul matricii coeficienţilor este egal cu 2, 
Pentru ea sistemul de ecuatii să fle compatibil, trebuie ca matricea sistemului să aibă 
acelaşi tang, Vom aven deci 
^ b=2, fe0, p3, р=2 
ў pb, p-2n. 


Prin urmare sistemul dat este uu sistem static determinat şi mobil, Numărul parame- 
trilor sistemului este 522) —0--4. 
Considerind. ca determinant principal 
соз х 0 
Ad +0, 
— cos b cos й 
relaţiile suplimentare pentru determinarea acestor patru parametri se obțin anulínd cei patru 
determinanți caracteristici, Dacă se aleg mărimile P}, P5, р, ү ca parametri, rezultă 
ғ) 
Pa 


el: alo) rar al 


, 


Menţionăm că alegerea acestor mărimi са parametri este echivalentă cu introducerea 
a două reazeme articulate plane în nodurile 7 și 3 


$ 10. Grinzi eu zăbrele statie determinate. Generalităţi. Grinzile cu 
zăbrele sînt cele mai răspîndite sisteme articulate. Vom numi în general 
grindă cu zdbrele orice sistem articulat plan némobil. : 

Grinda cu zábrele fiind consideratá ca un corp rigid, putem forma dife- 
rite sisteme de grinzi cu zábrele. Rezolvaréa acestor sisteme complexé nu 
prezintă nici o dificultate, problema putînd fi redusă la soluționarea în parte 
a echilibrului fiecărei grinzi componente.  . 

Ca aplicaţie la subcapitolul sistemelor de corpuri, пе vom ocupa numai 
de grinzile cu zăbrele simple, static determinate, care satisfac relația 


b=p=2n—r (8.36) 


stabilită anterior si unde р este numărul barelor, n numărul nodurilor, 7 numă- 
rul componentelor necunoscute ale reacțiunilor, iar orangul comun al matricii 
sistemului $i matricii coeficienţilor necunoscutelor sistemului de ecuații 
corespunzător. Studiul detaliat al grinzilor cu zăbrele se face în statica 
construcțiilor. \ 

Deoarece o grindă cu zăbrele poate fi considerată ca un corp rigid, 
numărul componentelor necunoscute ale reactiunilor trebuie să fie egal cu 
trei, iar direcțiile acestor componente nu trebuie să fie nici paralele, nici 
concurente, 

ixistá diferite metode analitice de calcul pentru eforturile din barele 
unei grinzi cu zăbrele, Principale sînt insi trei: metoda calculului succesiv 
al eforturilor prin izolarea nodurilor, metoda secțiunilor si metoda inlo- 
cuirii barelor, » ; ) 


ты 


—À 


—— 


ча 
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$ 11. Metoda izolării nodurilor, Metoda calculului succesiv al eforturilor 
prin izolarea nodurilor, numită curent în practică şi „metoda izolării nodu- 
rilor”, a fost expusă principial în studiul anterior. Într-adevăr, s-a arătat 
că eforturile din bare pot fi calculate izolînd fiecare nod al sistemului arti- 
culat și arătînd apoi că toate nodurile sînt în echilibru, separat, sub acțiunea 
forțelor exterioare și a 
eforturilor din barele 
corespunzătoare. 

În general, re- 
zolvarea sistemului de 
ecuații de echilibru 
este anevoioasă, In a- 
numite cazuri însă ea 
se face foarte ușor. 
Aceasta se intimplá 
atunci cînd ecuațiile 
de echilibru ale nodu- 
rilor pot fi considerate 


într-o astfel de succesiune, încît în fiecare etapă de rezolvare să obținem 
două ecuații cu cîte două necunoscute. Menționăm că reacțiunile se de- 


termină anterior acestor calcule, prin ecuaţiile de echilibru ale întregii 
grinzi cu zăbrele. 


Fig. 8.19 


De exemplu, la grinda cu zábrele din fig. 8.19, dupá ce s-au determinat 
componentele necunoscute ale reacfiunilor, pentru a obţine primele ‘două 
ecuaţii. care să conțină numai două necunoscute, este necesar să se înceapă 
calculul de la un nod unde se întîlnesc numai două bare şi anume de la 
nodul 1 sau 9. Dacă sistemul nu ar avea nici un astfel de nód, nu am putea 
rezolva succesiv, două cîte două, ecuaţiile de echilibru. 


Pornind de la nodul 7, ecuațiile de echilibru sînt: 


Му cos &4-4-N33--H,—0, Ni sin e4--V,—0. 


Sistemul de ecuații obținut este compatibil dacă determinantul coe- 
ficienților necunoscutelor este diferit de zero, adică dacă nodurile 7, 2, 3 
nu sînt coliniare. 


În continuare este necesar să trecem la un nod care să prezinte de ase- 
menea numai două eforturi necunoscute, în cazul de față la nodul 2, unde 


necunoscutele sînt eforturile din barele 2—4 si 2—3. Ecuațiile de echilibru 
ale acestui nod sînt 


— N34 COS «4-- Nas COS 5-]-N34 COS оз X4—0, 
—N sin о № Sin о sin ast Y,—0, 
unde N,,—N,,este cunoscut din sistemul precedent de ecuaţii, iar Xa si Y, 


sînt componentele forțelor aplicate nodului 2, de asemenea cunoscute. 
Aceste ecuații sînt compatibile dacă nodurile 2, 3, 4 nu sînt coliniare. 


Procedindu-se în felul acesta mai departe, se ajunge la nodul 7, unde 
întîlnim de asemenea două eforturi necunoscute: Nya si №: La nodul 8 


- i 
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dispunem de două ecuaţii, cu o singură necunoscută М, iat la nodul 9, 
tot de două ccuaţii de echilibru, însă cu nici un efort necunoscut, În felul 
acesta se obțin trei ecuaţii suplimentare, Aceasta se datorește faptului că, 
pentru a calcula cele trei componente necunoscute ale reacfiunilor, am 
utilizat deja trei ecuații de echilibru care sînt o consecință a sistemului de 
byr ecuaţii de echilibru ale nodurilor, Cele trei ecuaţii suplimentare vor 
li deci satisfăcute identic de valorile eforturilor calculate anterior. 

Itxistă sisteme de bare articulate la care se poate aplica metoda izo- 
lării nodurilor fără să fie nevoie să se determine în prealabil reactiunile, 
prin rezolvarea ecuaţiilor de echilibru ale întregului sistem. În acest caz 
reactiunile rezultă din rezolvarea ecuațiilor de echilibru ale nodurilor. 

Hxisti sisteme de bare articulate la care este neapărat necesar să se 
serie în prealabil ecuaţiile de echilibru pentru întregul sistem, în scopul 
determinării reacțiunilor, deoarece sistemul de bare nu аге nici un nod 
cu numai 2 necunoscute, 

Rxistă, în sfîrşit, sisteme static determinate, la care metoda izolării 
nodurilor nu se poate aplica nici după ce s-au scris în prealabil ecuaţiile 
de echilibru pentru întregul sistem. s 

De exemplu, la sistemul din fig. 8.23, nu putem găsi nici un nod ín 
care să se intilneascá numai două bare și care să ne dea posibilitatea să 
formám primele două ecuaţii cu două necunoscute. De asemenea la sis- 
temul din fig. 8.22, putem calcula prin această metodă numai eforturile 
din barele trasate cu linii mai pline, Și anume pornind de la nodurile 7 


şi 75. Pentru a afla însă eforturile .din celelalte bare, metoda devine 
inutilizabilá. 


Aplicaţii. 6% Se dă grinda cu zăbrele din fig. 8.20 acționată de forte verticale 
în nodurile 2 și 4. Se cere să se calculeze eforturile din bare. 
Cele trei ecuaţii de echilibru ale forțelor exterioare, determină reactiunile 


H,—0, Vi—1,5 P; V,—0;5 P. 


Ecuatiile de echilibru ale nodurilor vor fi: 
Pentru nodul 7: 


N34 cos 30? --N4,—0, N; sin 30?-- Y, —0; 

rezultă 
j зүз 
Na—7—3P, N= P 
Pentru nodul 2; 

— Na cos 30?-- Ns, cos 30?-- N, cos 30°=0, 

— Ny sin 30? — Ns, sin 30?-- N,, sin 300 —P —0; 
rezultá 
Nas —P, Na-—-2P. 


Pentru nodul 3: 


— Ny — Ng cos 80°- Ny, сов 60°-| Мъ=0, Nas sin 30? Ng, sin 60? 0; 
rezultă 


/ 8 5үз 
Nye Sen, Num rp, 


—" 


"чм 
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4 — = Ж e » 
| Procedind in acest fel pentru celelalte noduri, gásim 
[8 2ү з 
Nay - A P; Na —- ur 
| /3 3 
| Nye LA P, Ng ү P 
| Nq-0, Na —P 
N70, Na үз, 
ў 
| Nae = Р, 


Se observă că eforturile din barele 7—8 și 6—7 sînt nule, Acest rezultat, s-ar fi putut 
deduce de la început, Într-adevăr, considerínd echilibrul nodului 4, rezultă că, deoarece 
| barele 6—8 şi 8—9 sint in prelungire, componenta efortului N, perpendiculară pe aceste 
| bare nu poate fi echilibrată de nici o forță, Este necesar deci ca efortul М, să fie nul, 
În mod analog se poate deduce şi egalitatea cu zero a efortului Ney, 


7°. Se dă sistemul spaţial articulat din fig. 8.21 acționat de forța P şi rezemat arti- 
culat în nodurile 7, 2, 3, 4., 


| 
| 
| 
| 
B 
p | Aplicînd relația (8.13 a) rezultă 


b=12, 7—12, n=8, 
deci 


12+12=3х 8. 


^ ; к А А ПА ГУУ : 
Eforturile in bare se vor determina prin metoda izolării nodurilor, 


— Nodul б: trei ecuaţii de echilibru obținute prin proiecţiile eforturilor pe axe paralele 
cu 5—6, 6—7, 6—2, arată că 


7 


Nos = Nea — Ng; —0. 


— Nodul 5: ecuaţiile de proiecție pe axe paralele cu barele 5—6, 5—8, 6—2, dau 


Nr = Ng — Ngg—0. 


Fig. 8.20 


— Nodul 7; din ecuaţia de proiecţie pe o axă paralelă cu bara 7—8, rezultă 
Мӊ=Р. 
Alte două ecuaţii de proiecție, pe о axă paralelă сц 6—7 si respectiv 7—3, dau 
Num N30. 


— Nodul 4; din ecuaţiile de proiecție pe axe paralele respectiv cu barele 7 


8, 8—5 
și 8—1, rezultă 


Na, — 1,596 P, №, = 1,920 P, Nu —0,055 Р, 


14 — Mecanica teoretică 
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$ 12. Metoda sectiunilor (Ritter). Se bazează pe teorema echilibrului 
părților. Sectionind grinda cu zăbrele în două părți, fiecare dintre aceste 
două părți trebuie să fie în echilibru sub acțiunea forțelor exterioare afe- 
rente si a eforturilor din barele secfionate, Observăm că, dacă o parte ar 
confine numai un singur nod, atunci s-ar reveni Ja metoda izolării nodu- 
rilor, descrisă la paragraful 
precedent. 

Pentru a pune condiția 
ca una dintre cele două părți 
secționate să fie în echilibru, 
dispunem în plan de trei ecuaţii 
scalare de echilibru, necuno 
scutele fiind eforturile din 
barele secționate (reacțiunile 
se presupun a fi fost calculate 

Fig. 8.22 anterior prin ecuațiile de echi- 
libru ale întregii grinzi). 

Metoda secfiunilor prezintă interes atunci cînd cele trei ecuații de 
echilibru ale unei părți secfionate conțin trei necunoscute. Aceasta este 
posibil, dacă secțiunea efectuată intilneste trei bare. Cele trei necunosciüte 
au: valori finite si unice, dacă direcțiile celor trei bare sectfionate nu sînt 
nici concurente, nici. paralele. 

Ecuațiile de echilibru ale unei porțiuni sectionate pot fi formate astfel, 
încît să obținem cîte o singură necunoscută în fiecare ecuație, ceea ce spre 
deosebire de metoda precedentă, ne dă posibilitatea de a calcula eforturile 
dintr-o bară, fără a fi nevoie să cunoaștem eforturile din alte bare. Această 
particularitate a metodei o face să fie utilizată adesea în statica 
construcțiilor. , 

Metoda secțiunilor se mai folosește în unele cazuri, în combinație cu 
metoda izolării nodurilor. De exemplu, s-a arătat mai înainte că la ferma 
din fig. 8.22 nu este posibilă calcularea eforturilor prin metoda izolării 
шшш nodurilor, decît pentru barele trasáte cu linii 
M; шаі pline. Pentru a utiliza totuşi si mai departe 
metoda izolării nodurilor, este necesar să facem 
о secțiune după linia а—а. O dată determinate 
prin metoda secfiunilor eforturile din barele sec- 
ționate, putem aplica mai departe metoda izolării 
nodurilor fără a mai întîmpina vreo dificultate. 

De asemenea, pentru a putea utiliza metoda 
izolării nodurilor la sistemul plan articulat din 

fig. 8.23 este necesar mai întîi să aplicăm o sìn- 
Fig. 8.23 gură dată metoda secfiunilor, efectuind, de 
exemplu secțiunea a—a. 


8 


Aplicaţie. 8, Sá aplicăm metoda sectiunilor pentru grinda cu zăbrele din tig. 8.24. 
Pentru caleularea efortului Мол, este necesar să efectuăm о secțiune care să intilneascá 
trei bare neconcurente, printre care Și bara 2—4, Fie b—b această secțiune. Se obține o 
ecuație care conține ca necunoscută numai efortul №, ц, dacă se serie o ecuație de momente în 
raport cu punctul de intersecţie al celorlalte două bare sectionate, adică în raport cu nodul 3. 


— 


- 
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În principiu este indiferent dacă formăm ecuațiile de echilibru pentru porțiunea din 
stînga saw pentru cea din dreapta. Ecuația de echilibru respectivă pentru porțiunea din 
stînga este: 7 
-М 4- M30, 


unde am notat cu Л, distanța de la nodul 3 la bara 2—4 81 cu Му, momentul fortelor 
exterioare (inclusiv reacțiunile) aplicate pe porțiunea din stînga, în raport cu punctul 4. 


În cazul de față | 


V L8 P, My аР si 


-| FNO 
P 24 б 
- Ра, hy=a sin 30°= Z 7 2 A 
т =, 1 дб AN 9 
înlocuind în prima ecua: = 0 3 i 


ție, găsim 


Na- —2P. ро но а 2 аә —= 


Pentru a calcula efortul SA 
Ng, etectuăm secțiunea c—c. Ce- 
lelalte bare secfionate, 4—6 si 
5—7 sînt paralele, astfel cá o ecuaţie de proiecție pe direcția perpendiculară acestora nu 
va contine eforturile N, si N,.. O astfel de ecuaţie de echilibru corespunzătoare porțiunii 
din stinga este 


T5-- № cos 30? —0, 


unde T, este forţa táietoare obținută insumind forțele exterioare aplicate pe această parte 
а grinzii, În cazul de față j 


Rezolvind ecuafia de echilibru, gásim 
3 
re 


$ 13. Metoda înlocuirii barelor. S-a spus mai înainte că există grinzi 
cu zăbrele la care nu se pot aplica -cele două metode descrise anterior. 
Este vorba de acele grinzi care nu posedă nici un nod în care să se întîl- 
neascá numai două bare si la care nu se poate efectua nici o secțiune care 
să întîlnească trei bare necunoscute si neparalele. În aceste cazuri se aplică 
metoda înlocuirii barelor, care ne dă posibilitatea de a rezolva orice grindă 
cu zăbrele static determinată. 

Să presupunem că într-o, grindă cu zăbrele nerezolvabilă cu ajutorul 
primelor două metode, suprimăm ? bare si le înlocuim prin alte bare, astfel 
ca sistemul nou creat să fie rezolvabil prin aceste două metode. Cele $ 
bare noi pot lega două noduri între ele, sau pot lega un nod al sistemului 
cu un punct fix oarecare. Trebuie numai să avem grijă ca noua grindă cu 
zăbrele transformată să fie nemobilă si static determinată. 

Vom nota си IN(D, N, ... eforturile din sistemul transformat, produse 
de forțele exterioare date și care pot fi determinate prin metoda izolării 
nodurilor sau prin metoda secfiunilor. 

„14 
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Dacă ne închipuim că barele suprimate au fost înlocuite prin eforturile 
(y si, Хр, să presupunem cá punem 


respective, pe care le notăm cu Ху, X,, . 


succesiv 
X21, Хү=0, X420, u Ху—у=0, Х,=0, 
Хү=0, CL X250, у X y =0, X 5-0, 
A170, 4,0, Xy 1, 5, X4 2,20, X,-0, 
aes AU 0) 10 X parom T, AX p 9:0, 
м0 0) Ages; 5, р 10, X51. 
Vom indica mai simplu aceste stări de încărcare cu: X,—1, X,=1, ..., Xp=1. 


Urmează deci cá în sistemul inițial X;, Xp, ..., Xp sînt eforturi în 
bare, iar în sistemul transformat sînt perechi de forțe exterioare, aplicate 
asupra nodurilor respective. 

Stárii de încărcare X,2=1, îi vor corespunde eforturile NP, NP, NỌ... 
in barele sistemului transformat. De asemenea pentru X,—1 va corespunde 
NV NO м... ş.a.m.d. Aceste eforturi rezultate din încărcările X,— 1, 
X.=1, ..., Хр=1 pot fi de asemenea calculate prin metoda izolării nodu- 
rilor sau metoda secțiunilor. 

Considerind acum că forțele Ху, X,, ..., Xp, în sistemul transformat, 
au valcri oarecare și notînd cu NON O NO... eforturile din barele siste- 
mului transformat, rezultate din suprapunerea încărcărilor date si a încăr- 
cărilor Ху, X,,..., Xp, rezultă pe baza relațiilor liniare de dependență dintre 
eforturi și încărcări 

NO NONO. X EN O-X, c ENO-X, | 
NO-NQ-E-NO-X,-NO-X, ---NO-x, 


(8.37) 


Aceasta deoarece dacă, de exemplu, încărcarea X,—1 a produs in 
bara 7 efortul NÝ), încărcarea oarecare X,—X, va produce în aceeași bară 
efortul N9-X,. 


Să arătăm acum că eforturile din cele p bare noi ale sistemului modi- 
ficat sînt nule, deoarece aceste bare nu există în realitate. Se obține, astfel, 
un sistem de p ecuaţii liniare 


NQ--NO-x,4- NQ-X,4- ---N9-x, = 


uud a зе di (8.35) 


din care se pot calcula necunoscutele Х\, Ху,..., Xp şi, apoi, cu ajutorul 
relațiilor (8.37) se pot determina celelalte eforturi din bare. Este necesar 


pentru aceasta ca determinantul coeficienţilor necunoscutelor să fie diferit 
de zero. 


e 
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Sistemul inițial, la care cele p bare sînt, suprimate, va fi deci în 
echilibru sub acțiunea forţelor exterioare date şi a forţelor X,, Xs, LOU, Xp 
determinate din sistemul de ecuaţii (8,38). Restabilind acum configurația 
sistemului inițial prin introducerea la loc a barelor suprimate, forțele X 
vor însemna tocmai eforturile din aceste bare. 

În general, la sistemele articulate plane este suficient să înlocuim 
una sau două bare, pentru a le putea rezolva, 


Aplicație, 9, în grinda cu zübrele! din fig, 8,25 este suficient să înlocuim о, 
singură bară, pentru a putea calcula eforturile din bare, În cazul de față, bara 3—6 a fost 
înlocuită prin bara 7—6. Notăm cu X, efortul din bara 3—6 din sistemul inițial. 

Elementele geometrice ale sistemului sînt suficient determinate, pentru calculul nostru, 
dacă cunoaștem unghiurile o 91 В. Presupunem că віп 4=0,6 şi sin =0,8. 

În tabela 7, au fost înscrise în coloanele 2 şi 3 eforturile din bare, produse de încăr- 
carea dată P si de încărcarea X,=1, în sistemul modificat, 


Tabela 7 


I ^ „аре MC itp, 
|EtorturlN,| Eforturi N, Eforturi 
Bara din sareina| din încărcarea] N,- X, definitive 
| p Х,=1 N =N, NX; 
| | 
рар ч реа БЕ; ЛБ С; aj 
15 15 | 
Эа 0 Sue di, = {2 Па SAD] 
| 6 14 14 
| 
9 9 
1-9 4 ESO Si DD 4E SL ge 
7 
| 
5 15 15 
2—5, 4-7] 0 + +—P -=P | 
| | 6 14 йо | 
E 45 | 
1—6, 576| ЕР E că +=p | «1p 
| 8 8 56 
к: 3 
1-55: eo ME 7 JE 0 | 
8 24 8 | 


Sistemul de ecuaţii (8.38) se reduce la 
1 1 
NO NO. x, —0, 
unde N 0) este efortul din bara introdusă, produs de încărcarea 


dată, iar NO este efortul din aceeasi bará, produs de incárcarea 
Хү=1. Înlocuind prin valorile numerice calculate 


j NO 8P-24 95 с 
? уф 8.7 VI ND 


Ultimele două coloane servesc la calcul 


area eforturilor definitive, conform relațiilor 
в 4 ; 
(8.28) care în cazul acesta devin 


N= No tN, Yi. 


! După A, В. Дарков, B, И, K yanenon, Строитедьцая Механика, Транс 
желлориздат, Москва, 1056, стр, 34 ~ 35, 


poe—Á——— i 
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$ 14. Poligon articulat. Numim poligon articulat un sistem de bare 
te între ele, sistem care are forma unui poligon deschis. 


rtiecula 
зале үс 
Poligoanele articulate cu mai mult de două bare sînt sisteme mobile. 
Prin urmare se pune problema de a determina forma de echilibru 
a poligonului, precum și eforturile din bare. 

; | 
| f 
f 
Ц 


5 


Ап-1 
Fig. 8.26 | 


Fie un poligon articulat în ale cărui noduri:7, 2, oo n acționează un 
„In echivalent cu zero (lig. 8.26). În bare se 


— — 


sistem :de forțe Fi, Foe. 


п 
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vor dezvolta eforturile Nig М, "N ap М, pe care le considerăm că 
se aplică asupra nodurilor respective, | 

Condiţia necesară si suficientă de echilibru a acestui sistem articulat, 
ca liecare nod să fie în echilibru sub acțiunea, forțelor date $i a forțelor 
de legătură care îl acționează, se poate reprezenta grafic prin cîte un poligon 
al forțelor, închis, 

Pentru nodurile extreme, relaţiile de echilibru 

FN 90, Ia Nmn==0 
ne arată cà poligoanele respective se reduc la două forțe egale si de sens 
contrar. În fig. 8.20, b s-a reprezentat grafic echilibrul nodului 7. 

În fig. 8.26, c, d, e, f s-au construit poligoane de forțe pentru nodurile 
şi д; n—1,». Se constată că aceste poligoane se pot suprapune grafic 
de-a lungul laturilor lor comune ОА,, ОА,, OA, étc., deoarece aceste laturi 
au aceeași direcție si aceeaşi mărime, la scara grafică a desenului. Această 
suprapunere s-a executat în fig. 8.26, g. Se obține în acest fel poligonul 
forțelor date OA, ,.. An-10, care este un poligon închis și parcurs în același 
sens de aceste forțe, deoarece rezultanta forțelor care acţionează sistemul 
articulat trebuie să fie nulă, eforturile Му, Na, Noz, Nog etc. anulîn- 
du-se reciproc. 

Laturile, O4,, OA,, OA; etc. se numesc raze polare, iar punctul О de 
concurență al lor, se numește pol. Figura geometrică formată de laturile 
poligonului articulat, paralele cu razele polare, se numește poligon funicular. 
În cazurile cînd laturile poligonului funicular devin foarte mici, tinzînd 
către zero, iar forfele aplicate la noduri tind către forțe repartizate, poligonul 
funicular ia forma unei curbe denumită curbă funiculard. 

Construcția poligonului funicular, și deci determinarea eforturilor din 
bare si a poziţiei lor, se execută astfel: întîi se construiește poligonul închis 
al forțelor date (fig. 8.26, g) polul O fiind situat la intersecția liniilor de 
acțiune a forțelor extreme P, si Fn si se construiesc celelalte raze polare 
ОА, ..., OA n-a. Dintr-un punct oarecare 7, se trasează latura 1—2 paralelă 
cu ОА, şi avînd lungimea dată a barei, apoi latura 2—3 paralelă cu ОА, etc. 
Eforturile din bare sînt date de segmentele O41, OA, etc., măsurate la 
scara grafică la care a fost construit poligonul de forțe. 

În legătură cu problema poligoanelor articulate, putem face urmă- 
toarele observaţii: 

a) Deoarece forța exterioară care acționează la un nod formează cu 
eforturile din barele alăturate, un triunghi, urmează că această forță şi 
cele două bare alăturate 'sînt situate în același plan. 

b) Ca o consecință a observaţiei precedente deducem că un poligon 
articulat acționat de forțe exterioare paralele cu un plan este el însuşi 
paralel cu acel plan. 

c) Dacă eforturile din bare sînt toate eforturi de întindere, poligonul 
articulat poate fi înlocuit cu un fir perfect flexibil şi neextensibil, de greutate 

neglijabilă. 

Construcția grafică a poligonului funicular pentru un sistem oarecare 
de forțe date este extrem de utilă în multe probleme ale staticii si ea va 
fi examinată amănunțit mai departe (cap. X, 84). 
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În general, este mai dificilă rezolvarea analitică a unui poligon arti 
culat, în cazul general. De cele mai multe ori se recurge la metode grafice 
Existá unele cazuri însă cînd calculul analitic nu prezintă dificultăţi, unul 
dintre acestea este poligonul articulat suspendat la ambele extremităţi si 
acționat de forțe paralele, egale, echidistante si de acelaşi sens. Acesti 


sisteme se întîlnesc în practică la unele poduri suspendate (fig. 8.27), forțele 
exterioare provenind din acțiunea gravitaţiei asupra construcției susținute 
de poligonul articulat. 

Fie in acest caz poligonul articulat 1, 2, ..., n, acţionat de forțele 
verticale Fi, Fo, ..., Fn. Considerăm un sistem de axe ortogonale Оху ín 
planul poligonului, axa Оу fiind paralelă şi de sens contrar forțelor. Notám 
CU 0,5. Qos, ..., &n-wn, unghiurile formate cu axa Ох, de barele parcurse în 
sensul crescător al numerotatiei nodurilor și presupunem, fără a se restrînge 
prin aceasta generalitatea problemei, că punctul 7 coincide cu originea 
axelor de coordonate. În fig. 8.28 au fost reprezentate numai nodurile 2—1, 
î şi il. 

Formind ecuaţiile de echilibru pentru fiecare nod, obținem proiectînd 
pe аха Ох 


Ni, ii COS oj 4, i — Ni, i41 COS ai, гуу =сопѕё= Н, (8.39) 
unde constanta Н este proiecția 
pe Ox a eforturilor din bare. 
Din ecuaţiile de proiecție 
pe Oy găsim pentru nodul i, 
dupá ce am inlocuit pe N din 


(8.39) 
tg ai, iu —tg i, i = 
4 i А 8.40 
} 
H H const ‚ (0-40) 


unde am notat: cu F valoarea 
comună a forțelor Fs. 
Fig. 8.28 Însumînd relațiile prece- 
dente, scrise pentru fiecare nod, 
de 1а 2 la 1—1, obținem valoarea unghiului «;.,,; în funcție de con- 
stanta k # unghiul o, 


T 
д 
-am 


tg о, totg o, o - (02). 


| 
| 


FIRE 217 


Coordonatele nodului 7 sint 
xı=(i— l)a, yı=a(tg 04, 94-tg о, sti: ktg aims, 0). (8.42) 


Inlocuind valorile pentru tg « din relația (8.41) in expresia y; gásim 
yea [D 1)tg os, atk ktel 28]=4 (i—1) tg as, - 5672, |. 
Eliminám pe i între ultima relaţie si (8.42); obţinem 
iute oua d hn [4—1). 


Ultima relație ne arată că poligonul articulat este înscris într-o para- 
bolă de ecuaţie 


yox tg out z^] (8.43) 


Determinarea celor doi parametri / şi tg au» nu prezintă dificultăţi, 
dacă se cunoaște punctul n unde este suspendat celălalt capăt al poligonului. 


IX. FIRE 


$ 1. Definiţii. Ipoteze de ealeul. În mecanica rațională prin fir se 
înțelege un corp la care, din punct de vedere geometric, două dimensiuni 
sînt neglijabile; firele sînt considerate perfect flexibile si torsionabile, ele 
neputînd prelua eforturi de 
încovoiere şi de torsiune, 

О: caracteristică a fi- 
relor, în studiul care ur- 
mează, comună „de altfel 
tuturor corpurilor studiate 
de mecanica rațională, este 
inextensibilitatea lor. Este 
necesar să precizăm că firele 
fiind materializate prin ca- 
bluri, lanţuri, odgoane etc., 
în realitate nu există fire 
perfect flexibile şi inexten- 
sibile. Astfel firele nu sînt 
absolut inextensibile, ci se 
lungesc sub acfiunea unor 
solicitări de întindere şi 
chiar se rup, dacă aceste 
solicitări sînt prea mari, In 
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lotogralia din Fig, 9.1 se arată un exemplu de fir care, fiind acționat de o în- 
citroare foarte mare de chiciură si, simultan, de presiunea vîntului, s-a rupt, 
avariind si stilpul din beton armat, 

În majoritatea aplicațiilor tehnice, este suficient să considerăm firele 
ca perfect Hlexibile şi inextensibile. Totuşi, există unele cazuri pentru care 
această schemă de calcul nu dă rezultate mulțumitoare, de exemplu exten- 
sibilitatea firelor se ia în considerație la funiculare cu deschideri mari, 
poduri suspendate si static nedeterminate еќс,, iar rigiditatea firelor are 
influență în special în calculul sistemelor de scripefi şi a unor transmisii 
de mişcări prin cabluri, lanţuri $i curele, 

Studiul static al firelor urmăreşte determinarea formelor de echilibru, 
precum şi a eforturilor interioare ale firelor supuse acțiunii unor forțe exte- 
tioare oarecare, 

$ 2. Fir actionat de torţe repartizate. Vom considera mai întîi cazul 
cînd firul este acționat numai de forțe repartizate. Forma de echilibru a 
unui astfel de fir se numește curbă funiculard. 

Ecuațiile generale. de echilibru ale firelor se pot deduce pornind de 
la ecuaţiile (8.14) si (8.15) stabilite la bare.: Grosimea firului fiind negli- 
jabilă, firul poate fi înlocuit prin axa lui, punctele de aplicație ale for- 

felor exterioare, cit si ale eforturilor interioare într-o secțiune, fiind în 
consecință situate pe această axă. Urmează că termenii din ecuațiile (8.14) 
şi (8.15) care exprimă momentele forțelor exterioare $i ale eforturilor din 
secțiune în raport cu diferitele puncte ale axei, sînt nule. Va rămîne 


ад (s) 


a) (8) =0, «(sx (5) —0, (9.1) 


| 


unde R(s) este rezultanta eforturilor interioare, aplicată în secțiunea s 
şi anume pe fața secțiunii întîlnită în față, atunci cînd parcurgem 
firul într-un sens ales pozitiv (s fiind lungimea arcului de curbă, măsurat 
de la un punct definit ca origine, în care:s=0), p(s) este forța exterioară 
raportată la unitatea de lungime a firului, forță care acționează în dreptul 
secțiunii s, iar *(s) este versorul tangent la fir, în dreptul aceleiași secțiuni. 

Relaţia a doua ne arată că vectorul R(s) este tangent la fir. Este 
deci potrivit a se înlocui notația R cu A. Ecuațiile vectoriale ale curbei 
funiculare a firului vor fi prin urmare 


a ()—0. с (9.2) 
Conform convenției enunțate în paragraful anterior, putem pune 
N()—N(3x(5) (9.3) 


unde N(s) este o mărime scalară, reprezentînd tensiunea din fir în secțiunea 
situată la distanța s de punctul definit ca origine. N(s) nu poate avea 
decît valori pozitive în cazul firelor, deoarece într-un fir nu pot exista 
decît eforturi de întindere, ` 


-er 


| 
| 
| 


j 


—À 
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Derivînd partea din dreapta a relației (9.3) în raport cu s și înlocuind 
9.2), obţinem 


y+5=0, (9.4) 
unde v este versorul normalei principale la curbă, iar p este raza de curbură. 

Prin multiplicarea scalará cu versorii tangentei, normalei principale 
şi binormalei, se obțin ecuatiile intrinseci de echilibru ale firelor 


i dN А 
| а; 2:50, (9.5) 
N 
Ape, (9.6) 
АО CMM (9.7) 
у Pi, Р, Şi fg fiind proiecţiile lui p pe axele triedrului intrinsec. 


Aceste ecuații ne permit să facem unele obsérvafii interesante asupra 
formei de echilibru a firelor acționate de forțe repartizate. Astfel: 


a) ecuația (9.7) ne arată că їй dreptul fiecărui punct al curbei funiculare, 
forța repartizată p trebuie să fie conținută în planul osculator corespunzător; 


b) dacă № ате o direcție constantă, planul osculator este paralel cu 
această direcție. Însă, asa cum se stie din geometria diferențială dacă în 
toate punctele unei curbe planul osculator este permanent paralel cu o 
direcție fixă, curba este situată într-un plan fix paralel cu această direcție; 


c) ecuaţia (9.6) ne arată că forța repartizată p este îndreptată întot- 
deauna înspre partea convexă a curbei funiculare şi anume, în sensul ten- 
siunilor descrescătoare (9.5) 


d) dacă toate forțele repartizate p au același suport, curba funiculară 
ia forma unei linii drepte care coincide cu' acest suport comun; 

€) componenta tangentialá a forței repartizate p are ca efect modi- 
ficarea tensiunii, iar dacă tensiunea este cunoscută, componenta normală 
determină curbura; 

f) dacă p este în mod constant normal la fir, ф,=0, iar tensiunea 
este constantă în modul. Această observație este valabilă şi în cazul unui fir de 
greutate neglijabilă, întins pe o suprafață netedă. Tensiunea introdusă la 
un capăt al firului este condusă cu aceeaşi valoare, la capătul celălalt. 
Reacfiunea suprafeţei este tocmai componenta p, din ecuația (9.6), prin 
urmare, normala la suprafață este conținută în planul osculator al curbei. 
Urmează că figura de echilibru a unui astfel de fir este o linie geodezică 


> 


a suprafeței. Reacfiunea suprafeței are valoarea absolută 5 — 2 unde N 
este tensiunea constantă din fir: N(0) = N(s) = (0), 1 fiind lungimea totalà 
: | a firului; Zi У 
g) presupunind că forța repartizată p derivă dintr-o funcție de torţe 
U(x, y, 2), vom avea х 
p=grad U. 
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Proiectind această relație vectorială pe direcția т obținem 


dU | 
Реа | 
Ecuația (9.5) se poate serie în acest caz | 
I 

AN dU d r , 

а. Ба | j 0 
ds | ds ds (А FU) d | 
|| 
sau 

N -- U —const. | 


Prin urmare tensiunea din fir diferă numai printr-o constantă de | 
funcția de forță U cu semn schimbat. Dacă U este o funcție uniformă de 
x, y, 2, tensiunea N are aceeași valoare în toate punctele firului, care sînt 
situate pe aceeași suprafață de nivel. 

De exemplu, în cazul firelor acționate numai de greutatea proprie 
constantă №, considerind axa Oy verticală ascendentă, avem 


U=—py+econst, iar N=py+const. 
Printr-o alegere convenabilă a poziției axelor se poate obține anularea 
constantei, astfel că rezultă 
N=py, (9.9) 
formulă care va fi obținută mai departe prin calcul direct. 
Pentru aplicațiile practice este mai comod, de multe ori, să recurgem 


la un sistem fix de axe de coordonate rectangulare. Proiectînd ecuația de 
echilibru (9.2) pe aceste axe și utilizînd și relația (9.3), se obține 


dx dy dz 
alna] alng) alna) 


FE Drs e N e Ep PEU! (9.10) 


анде аш notat cu pz, фу, Рг, proiecţiile forței repartizate p pe axele Ох, 
у, Oz. 


În afară de aceasta mai dispunem de ecuația 
dx)? , (dy|2, (dz)2 ) 
ол = 


Cu ajutorul acestor patru ecuații diferențiale se pot determina necu- 
noscutele x, у, 2 si N, în funcție de s. Ecuațiile (9.10) si (9.11) sînt de 
ordinul întîi în raport cu N, însă de ordinul al doilea in raport cu x, v, 2. 
Vom dispune deci în integralele generale de şase constante arbitrare, care 
se vor determina prin condiții la limită. 


Cea mai simplă problemă este aceea a unui fir de lungime dată 7, 
suspendat la cele două extremități А(ху, y,, 21) şi В(ху, Va. з). Considerind 
originea arcelor de curbă în A si scriind că pentru s=0 şi s=}, x, v. 2 


i, 


iau valori corespunzătoare punctelor 4 si B, se obțin şase ecuații pentru 


АШ, 92 | 


discuție a acestui siatem de ecuații 
ne ниса ЧАСА pi blema imit 10191 і dacă acest oluti Int iu nt 


ivite ан 
\, Pir mapandat la extremități, aegttenat de о forță repartint, de direnția constantă 

și propergtenalà en lungimea elementalnl de île. Lantion: Aplicațiile cele mal des întîi 

nite în practică, se referă la firele acționate numai de forte repartizate, paralele cu o direc(fe 

Hx. în această categorie intră firele acţionate de grentatea proprie. Conform observației 5 

tirul va FH aituat Mirun același plan, Alegem alatemul de axe, astfel Inett аха Oy să fie 

paralelă pi de sena (inversa fortel repartizate, lat Os perpendiculară pe Oy, fient fiind situat 

` m planul Oy fig., 9.9, Notlnd eu A sateina repartizată a fienini, eenațiile (9.10) se trona 


ormi în 
41 N T) ' “ . | 
4 ( \ / ).12 
H (14 T| da | : 


Prima vote жю integrează npor 


dx 
N H 9 13) 
di 
, Le 
Semnificatia constantei 77 este foarte importantă dacă observăm că proiecția М 
I 


a tensiunii N pe axa Ox este constantă In orice punct al curbei funlenlare а поті fir ае опи! 
de sarcini repartizate paralele cu Oy și este egală cu /7 


Prin urmare tensiunea într-o secţiune In care tangenta la fir este paralelă ew Ov ' 


єр tocmai cu această conatantă H 


Kliminind teualunea № între a doua ecuaţie (9.12) și ecuația (9,13) se зея 
H d (dv 2 YT 
nr t ч 


Inlocuind. di үу dy, se obţine 


lty’? 
ШЕ \ dr, 9. t3) 
a 
unde аш notat 
H 
| а 9.19 
| i 
| integrala acestei ecuații este 
| 
y i 
| ym sh * (9. 17) 
a 


[jmd o constantă de integrare 
Integrind încă o dată ecuația (9 17) se obține ecuația curbei funiculare a баці 


cunoscută mb numele de „lânţişor“, а fiind parametrul lânțiorului 


Y — #4 
V. 18) 
ach 
у Ye ^ 
ы у, © nouă constantă de integrare 
Din relatis (9.19) ae deduce valoarea tensiunii 
LL 3 > > 
n нү! y H 1 TM a 
IH 
da A 
№, Iu) 
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К a 
Transportînd paralel axele de coordonate în punctul de coordonate xy, yy și pástrind 


aceeaşi notație Oxy pentru noile axe, relaţiile (9.17), (9.18), (9.19) devin 


Xx, (9.20) 


sh 


N=H ch = (8.21) 


y =асћ 2, (9.22) 
a 


Curba funiculară are în acest caz un punct 
de minim în O (0, a) şi este simetrică în raport 
cu noua axă Oy (fig. 9.2). 

Lungimea curbei între abscisele 0 şi x 
se obține înlocuind în (9.15) pe V1-- y^ din 
ds V 14y’ dx 


х x 
L= f ds =a j dy :4y'. 


/Jinind seama de (9.20) avem 


(9.23) 


X 
L=a sh —. 
a 
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Si i ; losind (9.22) găsim o relaţie între lungimea arcului 

E Ў СМ, ordonata у a punctului М și parametrul a 
L3--a3—y?. (9.24) 


Dacá eliminám eh diu: (9.21) si (9.22) se obţine relaţia 


М=ру, (9.25 


care a fost stabilită cu ocazia observaţiei făcute asupra firului acționat de o forță reparti- 
zată care derivă dintr-o funcţie de forță, Tensiunea în fir variază deci proporțional cu ordo- 
nata şi anume, este egală cu greutatea unei porţiuni de fir cuprinsă» între punctul considerat 
şi axa Oz. consecință, un fir omogen supus numai la acțiunea greutății sale proprii, este 
în echilibru dacă cele două extremităţi ale lui sînt petrecute ре după doi scripeți foarte mici, 
astfel încît cele două capete să atîrne pînă 1а axa Ox. 

А Lántisorul mai poate fi definit prin „ecuaţia naturală“ a lui, obținută din integrarea 
directă a relaţiei (9.14) şi înlocuirea derivatei y^ cu tg o, unghiul o fiind cuprins între tan- 
genta geometrică într-un punct curent al curbei și axa Ox 


aa di (9.26) 
| Avem де asemenea 
L` a 
IL ў ѕіпф= —, созф= — . (9.27) 
E y y y 
Raza de curbură se poate deduce din relația (9.6) 
EN -N py yas yt (9.28) 


DPI e sa pi m 
Py, ">p cosp рсозр coo а 


Raza de curbură р este deci egală cu normala In curbă, cuprinsă între punctul curent respectiv 


şi axa Ox, і 


| 
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Aplicații. 1°, Se dà lănțişorul suspendat în două puncte și avînd lungimea 
cunoscută. Se cere să se determine parametrul a. 


În fig. 9.3 este reprezentat un lántigor suspendat în punctele A 81 B. Distanţa verti- 
cală și orizontală între aceste două puncte este 
2i= tg,  2h= —h. 


Lungimea totală a lánfisorului va fi 


1 1 
2L= + Lo=a Е AL + 2. 
e m 


Avem de asemenea 


l 
2h=hħh hp=a (o 1 =). 
a 


Ridieind la pătrat ambele relaţii si 
scázind a doua din prima, dupá o serie de 
transtormüri de functii hiperbolice, obtinem 


1 
L?—h?=a? sh? —. 
a 


Rezultă osrelație între parametrul а. 
şi cantitățile cunoscute. /, L si Л 


1 — 
sh ——YyL?-—A?* 
a sh A y 1", 


de unde se poate calcula valoarea acestui Fig. 9.3 
parametru. 


2°. Un fir omogen de lungime 21—120 m și greutate p=10 kgf/m este suspendat 
în două puncte A si B, situate pe aceeași orizontală, la distanța 2/—100 m. Sá se deter- 
mine parametrul a, săgeata f, unghiul a cuprins între tangenta în A si orizontală, precum 
şi tensiunea şi reactiunile in A si B. 

Din relația (9.23), pentru х=? deducem 


Cu ajutorul tabelelor de funcții hiperbolice, căutăm prin încercări o valoare = cate 


satisface ecuația de mai înainte şi anume: 


: 1,095; deci а= =47 m. 
a 


50 
1,065 
Ordonatele extremităților sînt 

yap VL*3a3- 76,2 1: 


Săgeata f se obține din 
Д=ул-—@=29,2 m. * 


'Tensiunea la virful lănțişorului și la extremități este 
H=a' p=47 :10=470 kgf, 
N aN py a ' p=T8,2 10=702 kgf. 


н аана ы... 
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Reacţiunile verticale în punctele de suspensiune sint, 


V a=V g=pL=10 : 60=600 kgf, 
de unde 


Au AA ГЫ) —51958". 
аат obe ЫЧ, 


$ 4, Fir suspendat la extremităţi, acționat de o forţă repartizată, de direcție constantă 
şi proporţională cu lungimea proiecției elementulul de fir ре un plan perpendicular pe direcţia 
forței. Parabola. Alegem același sistem de axe ca la punctul precedent, firul fiind 
situat în planul хОу, iar forța unitară repartizindu-se uniform de-a lungul axei Ox. Rela- 
piile (9.12), (9.13), (9.14) vor fi valabile și în acest caz. 

Forța unitară p paralelă cu аха Oy, din relația (9.14) este considerată ca fiind funcție 
de arcul de curbă s. Pentru rezolvarea problemei propuse, inlocuim această forță cu o forță 
repartizată q, paralelă cu Оу, însă fiind funcţie de x. Pentru o porțiune ds infinit mică 


a curbei funiculare, vom avea 
« р ds=q dx. 
ma 


înlocuind în relația (9.14), obținem 


di 
da? 


d, (9.29) | 


unde Ы, conform cu (9.13), reprezintă proiecția constantă a tensiunii N ре аха Ox. 
Integrind succesiv de două ori si tinind seamă cá'q este constant conform enuntului 
problemei, avem i | 


У (xx), (9.30) 


= (#—5%)%-ЕУ%- (9.31) 


Ultima ecuație reprezintă, tocmai ‘curba funiculará a firului, care este o parabolă. 
Cazul de încărcare examinat intervine în practică mai ales la firele acționate de sarcini 
provenite din depunerile de zăpadă. De asemenea, precum vom vedea mai departe, în teh- 
mică se aproximează de multe ori líntisorul cu o parabolă, în special la firele acționate 
de greutatea proprie şi care au o săgeată relativ mică. 
т În ecuaţiile (9.30) şi (9.31), хо Si yy sînt două constante de integrare. Efectuind o 
" translație a axelor de coordonate, astfel încît aceste constante să se anuleze, obținem 


— — E Rc 


у= z, (9.32) 

= 2°. (9.33) 
| 
| Parabola reprezentată de ulti- 
| ma ecuaţie este simetrică faţă de і 
f Fig. 9.4 axa Oy, iar аха Ox este tangentă în - 
| Laia vîrful ei. Dacă notăm cu f săgeata în 
qi л ; A cazul unei parabole simetrice (fig. 9.4), 
{ $i particularizám relația (9.33) pentru punctele de suspensie, avem 
| = q ‚12 Q 
| оа i (9.34) | 
i de unde se deduce în acest caz, valoarea tensiunii in virful parabolei 
M mr E 

H= 27 ` (9.35) 
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н ліла pe M intro (9,38) sb (0,33), obținem o altă formă а ecuației parabolei, 
iu cazul cd cunoastem săgeata f 


j e. (9.36) 
Pensiunea într-un punct oareeare se piiseyte din (9,19) 91 (9.32) 
. ds á 3. 
Мей = IN yn m Vm pua. (9.27) 
aa j 
în punctele de suspensie ale unel parabole simetrice avem 


l 
Na=Np y Vn Ей. (9.28) 


Lungimea arcului ОМ al parabolei se calculează după metodele obișnuite analitice 


SN JN —4—— x Nu 
Б | Vlry" dre | [г si dyzs ү ӘС #? dx. 
Jo Јо Hs 0 n 
De obicei, se utilizează formula aproximativă 
с 25? 
Lex | ld , 
^ | Fg al (9.39) 


pentru parabolele cu săgeată relativă (2) mică, formulă obținută prin dezvoltarea în serie 
a integralei precedente. 

Aplicaţie. 3°. Un cablu suspendat in А și В (fig. 9.5) este acţionat de o sarcină 
verticală de 4 kgt/m uniform repartizată pe orizontală, Punctul B este situat cu 6 m mai 
sus ca punctul A. Săgeata faţă de o orizontală prin A este de 2 m, iar distanța orizontală 
dintre A si B este de 300 m. Neglijind greutatea proprie a firului, se cer valorile tensiu- 
nilor in 4, B şi O. 

Folosind notafiile din figură şi prelungiud parabola pînă in А”, simetric cu B, avem 


[i-i ‚ DpR-b. 


Din aceste două expresii obținem 


În cazul nostru, înlocuind cu valo- 
rile date, obținem 


1—200 m, Д=100 m. 


Tensiunile în punctele indicate vor fi 


a 4 • 4 
ООО 19 099 kgt, 


Ман 2f 2.8 


N д= 


о 
"'4 


ql, VIA - E 200 V4 *4-F10 000 = 10 008 kg. 
/— Л) ! 
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Tot astfel găsim 
N p= 10 032 Ки. 

Observaţie. Comparind valorile obținute pentru Na şi Np cu cea obținută 
pentru N, se deduce că tensiunea se poate considera practic constantă, adică se poate neglija 
termenul g24? din formula (9.37), respectiv termenul 4/? din formula (9.38) și se poate con 

ja 
qe ^ кү, 
sidera N=H d (v. formula (9.35)]. 


i 


$ 5. Lün(isor eu săgeată relativ mică, Dacă firele suspendate ре des 
chideri mari au săgeți foarte mici, atunci tensiunea crește considerabil, 
În acest caz, componenta orizontală M a tensiunii este cu mult mai mare 
decit greutatea proprie a firului și în consecință putem neglija puterile 
mai mari ca 3 ale raportului ^ , L fiind semilungimea firului, Deoarece 
însă întotdeauna +<2 L, urmează că putem neglija de asemenea aceleaşi 
puteri ale raportului 

Apos 

{НКЕ а; 

Dezvoltind in serie funcțiile hiperbolice care intervin în formulele 

linfisorului, aproximăm 


? е 8 З m 

RUN A х АЗ 
sh Я = = krer М эс =: d- ear CĂ 
a à 6a? ? ch? 14 24? 


înlocuind în relaţiile (9.21), (9.22), (9.23), obţinem 


ats 
N=H+ La x* eH, (9.40) 
H P a 
UE i 23H% (9.41) 
p? 
г v3 (9.42) 


Se observă cá ecuaţia a doua reprezintă o parabolă identică cu parabola (9.33), însă 


=a. Prin urmare, un lănțişor cu săgeată relativ 


deplasată de-a lungul axei Oy cu distanța 


mică poate fi studiat, utilizînd formulele deduse anterior pentru parabolă. 
Lungimea aproximativă L a arcului măsurat de la virf, se poate pune 


ile cica or eiae era e 
Lern J- alura 2) 


dacá eliminám raportul Р. din (9.42) si din ecuaţia (9.33) а parabolei care are virful iu 


originea axelor, În acest fel se obţine relația (9.39). 
$ Se observă de asemenea că valoarea (9.40) a tensiunii este identică cu valoarea (9.37) 
obţinută la parabolă, dacă se neglijează în dezvoltarea în serie a relației (9.97) puterea à 


А ‚ DX A Я : К ` 
patra a raportului H' Practic tensiunea N se presupune constantă (vezi observaţia de la 
aplicația 3°), 


$ 6, Fir acţionat de torţe concentrate, S-a arătat că un poligon format 
din bare articulate, care este acționat de forțe concentrate aplicate la 


za pe 


| 
| 
| 
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noduri, poate fi inlocuit cu un fir perfect flexibil si inextensibil, de greutate 
neglijabilă, dacă toate barele sint supuse numai unor eforturi de întindere. 
într-adevăr, un fir acționat de două forțe aplicate la extremitățile lui, 
este în echilibru numai dacă cele două forțe sint egale si de sens contrar 
şi au un suport comun, iar forma de echilibru a acestui fir este o linie 
| dreaptă care coincide cu suportul comun al celor două forţe. 
| Prin urmare, problema firului acționat de forțe concentrate se reduce, 
| principial, la determinarea poligonului funicular al acestor forțe. Diferitele 
| condiții care se pot impune acestui poligon funicular, în scopul determinării 
| unice a formei lui, vor fi examinate in cadrul staticii grafice (cap. X, $ 6—7). 
Aplicaţie, 4°, Un cablu de greutate constantă р, suspendat în punctele A şi В, 
suportă o forță verticală concentrată Р în punctul C (fig. 9.6). Cunoscînd cotele punctelor 
A şi B față de C, precum și distanțele orizontale respective, se сеге să se determine tensiu- 
nile în A şi B, utilizînd formulele aproximative. 


Porţiunile de cablu AC si BC se asimilează cu arce de parabolă, iar originea axelor 
y de coordonate se alege in C. Pentru parabola AC, axele se notează cu 21, Yı, iar pentru 
í | ВС, cu Xa, yg. 

Ecuatiile celor două parabole vor fi 


p 
AC: л=әң 


ХЕС, ВС: ya fit Cata 
C; si C, fiind două constante. 
În punctele A si B avem 


Р P 


ID B+ Cu Ag Bt Cala 


Componenta verticală a tensiunii în fir are, în general, expresia: 
dy 
V=H = =px +CH. 
dx Р 


În punctul C, unde х=0, expresia lui V va pierde primul termen. Particularizînd 
pe V pentru stînga si dreapta punctului C și înlocuind constantele C, şi Ca cu valorile lor 
de mai înainte găsim 


[3 


În punctul C, forța concentrată P este echilibrată de tensiunile N1c si Nac din cele 
două porțiuni de fire (fig. 9.6, b). A 

Ecuația de proiecție pe orizontală a acestor forțe ne dă: H,—H,—H, iar ecuaţia de 
proiecţie pe verticală ne dă valoarea lui H 


| д a 
| H (+ + xj = 5 (е Р, 
1 m.) ~ 
sau 
Р-р АРА 


tg at tga 


2 


AC şi 4 


unde g, şi «4 sint unghiurile formate eu orizontala de 


mi 
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Componentele verticale ale tensiunilor din 4 şi B vor fi 


T h 
path и, 
1 


iar tensiunile în aceste puncte 


Nac үну, 


he 


X2 


T Ita 
Pa o sr 


V=- | 


$ 7. Echilibrul unui fir situat pe 
о suprafa(á lucie si acţionat de for(e 
repartizate, l^ie 
Дх, у, =0 
ecuația suprafeţei lucii ре care se spri- 
jină firul, raportată Ја triedrul triorto- 
gonal fix Oxyz. Vom considera că le- 
pătura firului cu această suprafață este 
bilaterală. 
Un element ds al firului 
acționat de forța pds precum şi de 
reacţiunea 715 a suprafeţei. 
Reactiunea suprafeței are direc- 
fia. normalei la suprafață, în orice 
punct al firului, deci se poate scrie 
(9.44) 


(9.43) 


este 


7—2 grad f. 


Ecuațiile de proiecție pe triedrul Oxyz, care exprimă echilibrul ele- 
mentului ds al firului, se vor obține din ecuația (9.10), la care vom adăuga 


proiecţiile reacţiunii 7 


ds 


d dx QU -- 
a( Na] 207—0 | 


(9.45) 


| 


Aceste trei ecuaţii diferențiale, împreună cu (9.43) şi (9.11) permit 
determinarea în funcție de s, a necunoscutelor x, VAENE SION. 
.  Pentru a stabili ecuațiile intrinseci de echilibru ale elementului de 
fir, vom utiliza relația vectorială de echilibru (9.4), ținînd seama şi de 


reacţiunea 7 a suprafeței. Ecuațiile (9.4) devin în acest caz 


dN— N- — 
аас ШЕП; 


unde 7 
în punctul considerat M, 
punct, 


(9.46) 


91 v sint versorii tangentei si normalei principale la curba firului 
lar p este raza de curbură a firului in acelaşi 


Vom proiecta relația precedentă pe triedrul lui Darboux, format diu 


Versorii n, т $1 g, unde n este versorul normal la suprafață, iar g—a x T 


I 
f 


mim 


— M — N 
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un versor situat în planul tangent la suprafață în punctul M și perpendi- 
cular pe versorul tangent 7 la curbă (fig. 9.7); g determină normala geo- 
dezică a curbei firului; у, g și n sînt situaţi în planul normal la fir, in M. 
Multiplicînd scalar relația (9.46) succesiv cu т, g, v obținem 

ad NA з= N (a me 

„Айыы, —-|- js E07 7 vg-- 550, oont Pa--1—0, (9.47) 
unde p, Po 51 pn sint _proiec- 
Ше lui p pe versorii т, g, n. 
Notind cu 0 unghiul format de 
n $i v, avem 


v*g-sin 0, n: у=соѕ 0. 


Expresiile 


оп —— SERO zai: - (9.48) 


cos 0 


poartá respectiv denumirile de Fig. 9.7 
rază de curbură normală a supra- 


feței pe direcţia т si rază de curbură geodezică. Cu aceasta, relațiile (9.47) devin 


N N N 
=й ==, = 0060 0—0 (9.49) 
Pg f 
Aplicaţie. . Să se determine forma de echilibru a unui fir aşezat pe o snpra- 


față lucie, asupra M neactionind nici о forță exterioară dată (p=0). 


Din prima relaţie (9.49) rezultă N=const.. Conform relației a doua (9. 49), urmează 
sau N=0, adică firul nu este întins, forma lui fiind arbitrară, sau p=% şi N=const £0, 


adică firul este așezat pe o curbă geodezică a заррае: 
Aceste rezultate au fost menționate si in $ 2 observaţia f. 


$ 8. Echilibrul unui fir situat pe o suprafață aspră si acţionat de forte 
EN În cazul cînd suprafața pe care se reazemă firul este aspră, 
reacţiunea acesteia asupra fiecărui element al firului se poate descompune 
într-o componentă normală la suprafață r-ds și o componentă tangentă la 
suprafață, Фаз, numită forță de frecare. Notind cu « unghiul format de 
forța de frecare ds cu tangenta т la fir, ecuaţiile intrinseci de echilibru 
(9.49) devin 


AA bs cos a0, is Pot sin «—0, "e P» er-0. (9.50) 


Conform celor arătate la cap. IIT, $ 10 se admite, ca rezultat al expe- 
riențelor, că valoarea forței de frecare maximă este proporțională cu com» 
ponenta normală pe suprafață a reacţiunii: 


o c4 (9.51) 
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Eliminînd forța repartizată Ф de frecare între (9.51) şi (9.50) rezultă 
că pentru aceleași forțe efectiv aplicate p, formele de echilibru ale unui 
fir aşezat pe o suprafață aspră vor fi cuprinse în general, între două. curbe 
limită. 

În cele ce urmează vom examina cazul în care p 0, considerînd 
relația (9.51) la limita dintre echilibru $1 mișcare. Prin utilizarea relației 
(9.51), în care păstrăm numai semnul „ера1”, ecuațiile (9.50) devin 


N N ; N WES 
g Hur cosu=0, - --ursin ш=0, 4—0), (9.52) 


ds Pg “л 
Eliminind 7 si « între relațiile precedente, se obține cu ajutorul rela- 
fiilor (9.48) o ecuaţie diferenţială pentru valorile extreme ale lui М, 


(9.53) 


unde С este constanta de integrare. 

Valoarea dublă a exponentului corespunde valorilor minime și maxime 
ale lui N. 

Dacă am fi utilizat relația (9.51) în tot intervalul de echilibru, se 
observă ușor că am fi obținut pentru valoarea efortului N în fir, urmă- 
toarea dublă inegalitate 


N quy SN (5) SN maz. (9.54) 


În cazul cînd firul este așezat pe o geodezică a suprafeței, te 0—0, 
iar p. este constant, expresia (9.53) devine 


Ín tehnicá intervin foarte des cazurile 
in care firul este infásurat pe o suprafață 
cilindrică circulară, după o secțiune circulară 
a acesteia. 

Fie A si B cele două puncte extreme 
de tangenţă ale firului cu cilindrul aspru 
(fig. 9.8); ү este unghiul format de raza 
în A cu o rază oarecare în punctul M, iar o 
este unghiul de infüsurare a firului format 
de razele OA și OB, În acest caz 


| 


— 


— 
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Pentru y=0 avem NN, iar pentru ү==ф avem N=N;. Urmează, 


conform cu (9.55) 
7 - 
N а min кт 


\ = LV e 
р maw 


+ 


Se observă că termenul c"? creşte foarte repede o dată cu cresterea 


unghiului o de infüsurare a firului, Astfel, dacă u=0,3, se obţine pentru: 


(p== 2 Си? 20,59, 
Q—3x2nr ("? ды 285,08, 
9-4 x2nx cu ды | 881,5 


Rezultă că dispozitivele mecanice bazate pe fenomenul de frecare 
a firelor, ne vor da posibilitatea ca, utilizînd o forță mică W, mtn Sí cu 
ajutorul unui corp cilindric fix pe care se înfăşoară firul, să putem echi- 
libra o forță mare N, (de exemplu fríine cu bandă, abestane, babale etc.). 


X. ELEMENTE DE STATICĂ GRAFICĂ 


$ 1. Generalităţi. Soluţiile grafice în problemele de statică prezintă 
un interes deosebit, în special pentru tehnicieni, Ele au fost dezvoltate 
pe larg în a doua jumătate a secolului trecut și la începutul secolului 
nostru deși nevoia unor calcule din ce în ce mai exacte a făcut ca solu- 
fille grafice să fie folosite mai puțin în ultimul timp. 

Calculul grafic este util în multe probleme,- deoarece: 

— erorile. grosolane sînt mult mai uşor de evitat pe cale g rafică decît 
pe cale analitică: 

— în multe împrejurări conduce mai repede decît calculele analitice 
la rezultate suficiente pentru practică. 

În special, atunci cînd pentru alegerea unei soluții trebuie studiate 
mai multe variante, este recomandabil ca primele studii să se facă pe cale 
grafică. Pe baza studiilor grafice se poate alege soluția definitivă si numai 
aceasta se calculează exact, prin mijloace analitice. 

În capitolul de față sînt prezentate cîteva elemente de bază ale meto- 
delor grafice folosite în statică 


A. FORTE CONCURENTE ÎN PLAN 


$ 2. Compunerea forțelor concurente în plan. Poligonul fortelor, Asa 
cum s-a arătat si în primele capitole, forţele concurente se compun cu aju- 
torul poligonului forţelor, 

Dacă în punctul О sînt aplicate # Готро Г, Е. esa Fa (lig. 10.1, а) 
rezultanta lor se obține cu ajutorul construcţiei din Lig, 10, L, b, unde dintr-un 


€ 
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n 
punct arbitrar A, se așază vectorii Fi, PF, .., Fn, astfel ca originea | 
unui vector să соїпсїйй cu extremitatea celui precedent, Unind apoi ori- ! 
ginea А a primului vector cu extremitatea B a ultimului vector, se obţine 


vectorul 4 B— К a cărui valoare, direcţie si sens coincid cu ale rezultantei 


8) М 


Fig. 10.1 | 


sistemului de forțe dat. Ducînd prin O un vector echipolent cu AB, acesta 
va reprezenta rezultanta R a sistemului de RI JEn Jer adapa Tae 
Dacă punctul В coincide cu А, adică dacă poligonul de forțe este 

un poligon de forte închis, rezultanta R a sistemului de forțe concurente 
іп О este nulă, adică forțele F,, ..., Fn sint în echilibra. I 

„Deci: condiția necesară gi suficientă ca wn Sistem de forte concurente 
să fie în echilibru este ca poligonul forțelor să fie un poligon închis. 

(45) 


5 


б) 
Fig. 10.2 


$ 3. Descompunerea unei forje după două direcţii concurente, eoplanare 
cu forfa. Se foloseşte regula paralelogramului ca în fig. 10.2, a, unde 
forța F a fost descompusă în componentele F, si A, după direcțiile А, Sl Ag, 


| 
| 


ег 
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concurente în O pe suportul forței X. În mod obişnuit nu se construieşte 


paralelogramul chiar pe forța F са în fig. 10.2, a, ci se duce un vector 
echipolent cu E şi prin extremitățile sale se duc paralele la А, şi A 


(hg. 10.2, 0), Cele două laturi ale triunghiului care formează un poligon 
de torţe cu originea în 


originea vectorului F si /^t 
cu extremitatea în ex- / 
tremitatea, lui F, deter- 

minà valorile, directiile 

$i sensurile componen- F 


telor Fi si F,. 

Descompunerea u- 0 22 
nei forte după trei sau 
mai multe direcții concu- 
rente pe forti si copla- 
nare cu ea, este o pro- 

x NS. 3) åz 
blemă nedeterminată. În 
fig. 10.3, a se dă forța F 
şi direcțiile Ду, Д, A, Fig. 10.3 
concurente în O. Dacă 


se duce un vector echipolent cu F şi prin extremităţile sale se duc para- 


lele la A, si A, si apoi o serie de paralele la A, ca în fig. 10.3, b, fiecare 


dintre paralele la A, conduce la cite un poligon de forte, care determinà 


cite o serie de componente după direcțiile Ду, Aa, A, care satisfac problema. 
Astfel, componentele pe cele trei directii pot fi: 


AC, CD, DB, sau AE, EG, GB, sau AH, HI, IB etc. 


Problema are deci o infinitate de solutii. 


B. FORTE OARECARE ÎN PLAN 


8 4. Compunerea fortelor. Poligon funicular. Dacă asupra unui solid 
acționează un număr oarecare de forțe în același plan, ele se pot compune 
pe rînd cu ajutorul regulii paralelogramului, asa cum se arată în fig. 10.4. 
Forţele F, şi Fa pot fi înlocuite de rezultanta lor Ru, aceasta se compune 
apoi cu F}, obfinindu-se rezultanta Rus, iar Rus se compune cu A, obti- 
nindu-se rezultanta Rj care este echivalentă cu sistemul inițial de forte 
F, F,, F3, Ha. Acest procedeu este rar întrebuințat, deoarece operația 
grafică este uneori dificil de aplicat, datorită faptului că intersecțiile dintre 
forie nu intră totdeauna în cadrul desenului, 

De aceea, se folosește o altă metodă numită metoda poligonului funi- 
cular, Se observă că valoarea, direcția si sensul rezultantei Ñ, obfinindu-se 
din compunerea succesivă а forțelor după regula paralelogramului, depinde 
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numai de valorile, direcţiile si sensurile forțelor A Fo, Fz, 


care acţionează solidul, dar nu depinde de pozițiile acestor 
încît aceste clemente ale rezultantei R se pot obține cu ajutorul 
de forţe ca în fig. 10.5, b unde, incepind din A se așază cap 


/ > / 
Ё J ur / 
а 
0—7" Әр S LIN D 1 Б. 
a 
NC 
7 
Fig. 10.4 


Еу, F», Ёз, Fa. Vectorul АВ reprezintă în valoare, direcție şi sens rezul- 


tanta R a sistemului de forte din fig. 10.5, а 


Mai trebuie determinată poziția rezultantei, si pentru aceasta e 
suficient să se cunoască un singur punct al suportului aaa. Pe 
determinarea acestui punct se foloseşte o construcție grafică ca 


cuiască sistemul de forțe F}, ..., jt, care acționează solidul, cu un sistem 
echivalent alcătuit însă numai din două forte. 

În vecinătatea poligonului de forte ACDEB (fig. 10.5, Б) se ia un 
punct O care se unește cu punctele А, C, D, E, B. Punctul О se nume: 
pol, iar segmentele ОА, OC, OD etc. raze polare. Punctul O se poate lu: 
arbitrar, însă în nici un caz pe dreapta AB. 


Dintr-un punct I din vecinătatea forței F, (fig. 10.5, a) se duce para- 
lela la OA pînă in punctul G de intersecție cu F,, iar de aici paralela 
la OC pînă la punctul К de intersecție cu F,, apoi di K paralela la OD 
pînă în punctul Г de intersecție cu Ёз, din L paralela la OE pinà in 
punctul M de intersecfie cu F, si de aici paralela la OB. 

În punctul G forța F, poate fi înlocuită cu componentele sale de pe 
direcţiile ( GI 51 СК, ale căror valori, direcții şi sensuri sînt date de razele 
polare A0—f, : 91 OC—f, din poligonul fortelor (fig. 10.5, 5). La fel se S 
cuiește forța . Fy prin componentele sale —fR- CO si Љ=0р în punctul A, 
apoi forța F, prin componentele sale —f.—DO si f,—OE, în punctul Д 
51 forța F, prin componentele sale —f,— EO si Л= 2n in punctul M. 

Ín acest mod sistemul de forte F,, Fa, Ёз, F, din d 10.5, a a fost 


înlocuit cu un sistem de forțe echivalent fi, s A fe -R А. —/ 
actionínd de-a lungul lanțului IGKLMN, lanţ care od numele de ; 
gon funicular, Se observă cá de-a lungul suportului GA acționează două 


zl 


— 


e 
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forte A si fi egale și de sens contrar, deci ele ап un efect nul asupra 
solidului. La fel sistemul de forte fy si Ja pe suportul KL; fy şi —f, 
pe suportul LM îşi anulează efectele astfel că singurele forțe care rămîn 


în poligonul funicular sînt forțele f} de pe suportul 7G Și / de pe supor- 


Fig. 10.5 


tul MN. Deci sistemul inițial de forțe Fi, Fa, Fa, F, este echivalent cu 
sistemul celor două forte f, si J, care acționează după dreptele IG şi MN. 
Rezultanta lor va trece prin punctul de intersecție P al acestor două drepte. 
Problema este astfel rezolvată, căci a fost determinat un punct P al supor- 
tului rezultantei R, iar valoarea, direcția si sensul ei sînt cunoscute dinainte 
din poligonul forțelor. 

De aici rezultă următoarea regulă pentru compunerea unui sistem 
de forțe oarecare în plan: se construiește poligonul forțelor date, care deter- 


mină valoarea, direcția si sensul rezultantei R. Se alege un pol şi se due 
razele polare corespunzătoare. Apoi se construieşte un poligon funicular 
corespunzător acestui pol. Intersecţia primei si ultimei laturi de poligon 


funicular determină un punct prin care trece rezultanta R. Deci poligonul 
de forțe determină valoarea, direcția și sensul rezultantei, iar poligonul 
funicular determină poziția rezultantei. 


Observaţii, Dacă punctul O ar fi fost luat pe dreapta АВ, atunci prima si 
ultima fatnrá de poligon funicular erau paralele și poziția rezultantei nu putea fi determi- 
natá, de aceea, s-a impus restricția са polul O să nu se găsească pe dreapta AB. . 

Pentru un același pol O, punctul 7, de unde incepe constructia poligonului funicular, 
este arbitrar; deci aceluiași pol îi corespunde o infinitate de poligoane funiculare, Deoarece 
punctul O poate fi orice punct al planului, cu excepția punctelor de pe dreapta 45, rezultă 
că pentru un sistem de forțe se poate construi o triplă infinitate de poligoane funiculare, 
Toate punetele P care s-ar obține din această triplă inlinitate de poligoane funiculare se 


gäsese pe o acceaşi dreaptă, care constituie suportul rezultantei №, 
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Folosirea poligonului de forțe și a poligonului funicular pentru 
un sistem de forțe oarecare în plan poate conduce la trei cazuri, care 


se interpretează astfel: | 
Cazul 1. Poligonul de forțe rămîne deschis, adică segmentul АВ din 
^+ ма L-] * PA 
fig. 10.5, b nu este nul. In acest caz, sistemul de forte conduce la o rezul- 
lantă R—AB, a cărei poziţie este determinată de poligonul funicular, așa 


cum s-a arătat în fig. 10,5, a. 


Cazul 2. Poligonul de forțe este un poligon închis, adică punctele A 
şi B se suprapun. În acest caz, prima si ultima rază polară coincid 
(fig. 10.6, 0), iar în poligonul funicular, sistemul de forte Fi, Ё, ESSE: 
(fig. 10.6, a) se reduce la f, si f, care sînt paralele, egale si de sens contrar. 
Dacá suporturile lor nu coincid, așa cum se arată in fig. 10.6, a, atunci 
sistemul de forțe se reduce la un cuplu. 

Cazul 3 constituie un caz particular al cazului 2. 


Fig. 10.7 
Poligonul de forte este închis (tig. 10.7, 5), iar in poligonul funicular 
prima latură f, are același suport cu ultima latură f, (fig. 10.7, a). În acest 
caz sistemul de forțe F,, ..., F, se reduce la două forte f, şi Л, actionind 
dupá acelasi suport, egale $i de sens contrar, care alcătuiesc un sistem echi- 
valent cu zero. Deci sistemul de forțe Fi, Гу, F4, Ё, este un sistem de 
forțe în echilibru, 


Неа 


— 


| 
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De aici rezultă concluzia: condițiile grafice necesare și suficiente pentru 
ca un sistem de forje oarecare în plan, achonind asupra unui solid, să fie 
în echilibru, sint: poligonul forțelor să se închidă şi poligonul funicular să 
se închidă (prima și ultima laluvă de poligon funicular să se suprapună). 


Observaţii, Viecürui punct de pe forțele date, unde se întîlnesc două laturi de poligon 
funicular, îi corespunde un poligon închis în poligonul forțelor, Astfel, punctului К din 
lig. 10,5, a, unde se întîlnesc forţele Fy, — f, si f; îi corespunde în fig. 10.5, b triunghiul OCD 
alcătuit din aceleași forțe F}, —f,, Ja Se mai observă gi proprietatea reciprocă: unui punct 
de intersecţie în poligonul forțelor, de exemplu D din fig. 10.5, b unde se întîlnesc forțele 
Fo Fa» Je, îi corespunde triunghiul alcătuit din aceleași forțe Fa, F4, fa din fig. 10.5, a. 
Aceste observaţii sint utile în aplicaţii, 

$ 5. Proprietăţile poligoanelor funiculare, Iie sistemul de forțe în 
plan Fi, Fo, Гу din fig. 10.8, a. Cu polul О se construiește poligonul funi- 
cular fo, fi, fa» fs, lar cu polul O' se construieşte poligonul funicular fi, 
fi» Ri fs. Laturile omoloage ale acestor două poligoane funiculare se întil- 
nesc în punctele 4, B, C, D. Este uşor de arătat că aceste puncte se găsesc 
ре o dreaptă paralelă cu dreapta 00” a polilor cu care au fost construite 
poligoanele funiculare. În adevăr, forța F, poate fi înlocuită cu сошропеп- 
tele f, şi Л în punctul E. De asemenea forța F, ar putea fi înlocuită cu com- 
ponentele fj şi fi, în punctul С. Dacă se schimbă sensurile forțelor h Şi fi 


Fig. 10.8 


din C, aşa cum se arată în fig. 10.8, a, sistemul de torţe An А, =, ~i 
din punctele E şi G este echivalent cu zero, Acest sistem de patru forțe în echi- 
libru poate fi grupat și altfel, Se poate compune forța A cu forța —/ si 
rezultanta lor va trece prin punctul A (punctul lor de intersecție) şi va 


— s P —— 
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avea direcţia, sensul si valoarea date de vectorul O'O din poligonul forțelor 
(252 -f,—0'0). Celelalte două forțe f, și —/{ vor da о rezultantă care va 
J UJ - . . . 
trece prin punctul B, care este punctul lor de intersecție 51 va avea valoa- 
rea, direcţia si sensul date de vectorul OO" din poligonul forţelor (/,—f;— 
-00^). Deoarece însă sistemul de forțe fy, —/0 $1 fu, —/ este în echilibru, 
trebuie ca cele două rezultante din A 51 B, paralele cu OO’, să se suprapună, 
Deci dreapta AB este paralelă cu dreapta OO’. La fel se arată apoi cá 
DC este paralelă cu OO' si asa mai departe, adică punctele А, B, C, D 


sînt coliniare pe o dreaptă paralelă cu OO'. Această teoremă se enunță 


astfel; dacă pentru un sistem de forțe date Fi, P, .., m ве construiesc 
poligoane funiculare cu doi poli diferifi, atunci laturile corespunzătoare 
de poligon funicular se intersectează în n+1 puncte care se găsesc pe o dreap- 
tă paralelă cu linia celor doi poli. Dreapta corespunzătoare poartă numele 
de dreapta lui Culmann (Carl Culmann, 1521 — 1881). 

Această proprietate are multe aplicaţii în statica grafică. 


$ 6. Poligon funicular care trece prin două puncte date. Din proprie- 
„tatea demonstrată rezultă că pentru un sistem de forțe dat, toate poligoanele 
funiculare care trec prin două puncte date A și В au polurile pe o dreaptă 
paralelă cu dreapta AB. 


În adevăr, cele două puncte A si D sînt punctele de intersecție ale 
laturilor omoloage din două poligoane funiculare construite cu polii O 51 О’. 
Conform teoremei precedente, dreapta AB trebuie să fie paralelă cu dreapta 
OO". Orice alt poligon funicular construit astfel ca laturile care poartă ace- 
laşi număr de ordine cu cele de mai sus să treacă prin punctele A si В 
trebuie să aibă polul pe o paralelă din O dusă la AB. Deci, această dreaptă 
a polilor conține toti polii poligoanelor funiculare care trec prin punctele 
А 51 B. Această proprietate serveşte pentru determinarea poligoanelor funi- 
culare care trec prin două puncte date. În adevăr, dacă se dă un sistem de 
forte şi se cere să se construiască un poligon funicular astfel ca o anumită 
latură să treacă prin punctul A și o alta să treacă prin punctul B, atunci 
există o infinitate de soluţii care satisfac aceste condiții. Polii tuturor 
poligoanelor care trec prin cele două puncte A și B se vor găsi însă pe 
o dreaptă paralelă cu AB. Pentru determinarea acestei drepte, este sufi- 
cient sá se gáseascá un singur poligon funicular care să satisfacă această 
condiție. Prin polul sáu se duce paralela la АВ $i această dreaptă contine 
totalitatea polilor care satisfac problema. Un asemenea pol se poate deter- 


mina cu ușurință dacă se cunoaște rezultanta sistemului de forte, asa cum se 
aratá in fig. 10.9. 


Fiind date forțele Fi, РУ, Ёз (fig. 10.9, a) se construieşte poligonul 
forțelor fig. 10.9, b, apoi cu ajutorul unui pol arbitrar O si a razelor po- 
lare 0, 7, 2, 3, se construiește un poligon funicular 0', 1', 2', 3* cu aju- 
torul căruia se determină suportul rezultantei care trece prin intersecția 
laturilor 0' si 3! (fig. 10.9, а). 

Dacă se сеге са poligonul funicular 
latură a lui să treacă prin punctul A şi 
este suficient să se ia un punct oarecare C 


să satisfacă condiția ca prima 
ultima lui latură prin B, atunci 
pe suportul rezultantei şi să se 
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unească cu 4 şi B. Dreptele CA 51 CB vor fi prima si ultima latură ale unui 
poligon funicular pentru sistemul de forte dat. Polul O' al acestui poligon 
se obține ducînd din punctele D si E, în poligonul forțelor, paralele Ја 
CA şi СВ. Dreapta A paralelă cu A B, dusă prin O”, reprezintă locul geome- 
tric al tuturor polilor poligoanelor funiculare pentru care, dacă prima latură 


Fig. 10:9 


trece prin A, ultima trece neapărat prin B. În fig. 10.9 sînt construite 
două asemenea poligoane funiculare: со, сі, сз, сз cu polul în O’ si do, di, ds, 
dą cu polul în 0”. 

O altă construcție grafică pentru aceeași problemă este dată în 
fig. 10.10, unde pentru sistemul celor patru forte F, Fa, Ез, F4, se cere ca a 


doua latură de poligon funicular (latura dintre F} si F;) să treacă prin A, 
iar ultima latură să treacă prin B. 


Cu un pol arbitrar O (fig. 10.10, b) se construieşte un poligon funicular 
1, 2', 2', astfel ca 1' să treacă prin A (latura 0” nu intervine în con- 
strucfie). Evident, ultima latură 4' nu va trece în general prin B. Se duce 
prin A o dreaptă arbitrară AC care este intersectată de 4' in C, iar din polul 
О se duce paralela A^ la AC. Ca urmare a teoremei demonstrate în para- 
graful precedent, pe dreapta AC se vor intersecta laturile omoloage ale 
poligoanelor funiculare cu polii pe paralela din O la 4C, adicá toate poli- 
goanele funiculare cu polii pe această dreaptă se vor bucura de proprietatea 
că latura a doua — omoloaga lui Z^ — va trece prin A şi ultima — omoloaga 
lui 4^ — va trece prin C, Ducind deci dreapta CB, am obţinut un poligon 
care satisface problema, adică latura a doua trece prin A si ultima prin В. 
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Dueind apoi, în poligonul forțelor (fig. 10.10, b), din extremitatea E a lui i 
paralela la CB, intersecția acesteia cu paralela din O la AC determină 
polul O' al poligonului care satisface problema. Dreapta А, paralela la AB 
din O', conţine toți polii poligoanelor lunicularo care construite cu latura 
a doua prin А se bucură de proprietatea că ultima latură trece prin B, 


Fig. 10.10 


În fig. 10.10 este construită una dintre soluţii: poligonul funicular 
сї, C2, C3, б, corespunzător polului 0”, 


Observaţii. 1°. Din cele menţionate se observă că la construirea poligonului 
funicular prin două puncte, trebuie să se precizeze care laturi ale poligonului trebuie să 
treacă prin fiecare dintre puncte, 

2°. În construcția din fig. 10.10, forța P, nu a intervenit in rezolvarea problemei. Se 
generalizează ușor că în rezolvarea problemei intervine numai grupul de forţe cuprinse între 
laturile poligonului care au impuse condiții de a trece prin cele două puncte. Forțele exte- 
rioare acestui grup nu influențează soluția problemei, 

3°. În rezolvarea practică a problemelor se poate alege oricare dintre soluțiile grafice 
reprezentate în fig. 10,9 si 10.10. În tehnică este întrebuințată mai mult soluția din 
fig. 10.9, care nu este aplicabilă însă în cazul cînd sistemul de forțe nu are o rezultantă 
(se reduce la un cuplu). Soluția din fig. 10.10 este însă aplicabilă si în acest caz. 

$ 7. Poligon funicular care trece prin trei puncte date. Pentru un 
sistem de forțe dat, există un singur poligon funicular care trece prin trei 
puncte date, În adevăr, dacă pentru sistemul de forțe QUOS Ёз, Fa. Ё Fe 
din fig. 10.11, a, se cere ca prima latură să treacă prin 4, latura a patra 
(între /^, $i F4) să treacă prin C si ultima latură prin B, soluția se obfiue 
astfel; pentru grupul de forțe Fi, Fa, Ti, ale cărui primă si ultimă latură 
de poligon funicular trebuie să treacă prin 4, respectiv C, se obfin o int- 


_——_——— 


= 
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nitate de soluții, dar toți polii acestor poligoane se găsesc ре o dreaptă de- 
terminată A, paralelă cu AC; de asemenea, pentru grupul de forțe F} şi 
Е, ale cărui primă si ultimă latură de poligon funicular trebuie să treacă 
prin C, respectiv B, se obține o infinitate de soluţii cu polii pe o dreaptă А, 
paralelă cu СВ. Cele două drepte se întîlnesc într-un punct О şi poli- 


Fig. 10.11 


gonul funicular cu polul in acest punct este singurul care satisface atit 
condițiile de pe dreapta A, cît si pecele de pe dreapta A3; adică poligonul 
funicular cu acest pol, început din A, este singurul poligon funicular care 
va trece si prin celelalte puncte C si B. ; с 

În poligonul forțelor (fig. 10.11, 5) se determină rezultanta parțială 
KR, 4a forţelor F}, F», Fa şi apoi cu un pol arbitrar Oʻ se construiește un 
poligon funicular 0'-1'-2'-3' ce determină punctul D al suportului rezultan- 
tei R, Un punct arbitrar de ре Ros (pe fig. 10.11, a punctul D) se 
unește cu punctele A si C, iar în poligonul forțelor prin extremitățile E 
91 G ale lui А, se duc paralele la DA şi DC care se intilnesc în O,. Prin 
О, se duce dreapta A, paralelă cu АС. Dreapta A, confine toţi polii poli- 
goanelor funiculare care trec prin A şi C. 


16 — Mecanica. teoretică 
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Aceeași operație se repetă pentru grupul de forțe F4, F. În poligonul 


forțelor se construieşte rezultanta №; si cu ajutorul unui pol arbitrar 0” 


şi al unui poligon funicular se determină în fig. 10.11, а, punctul 7 de pe 
suportul lui R,;. Se unește 7 cu C şi B, apoi în poligonul forțelor din G 
şi К se duc paralele la JC, respectiv IB, care se întîlnesc în 0,. Dreapta A 
care trece prin 0, si este paralelă cu CB conţine 
funiculare ce trec prin В si C. 

Intersecţia О a dreptelor A, si A, reprezintă polul poligonului funi- 
cular unic care, început din A va trece prin C si В. În fig. 10.11, a este 
reprezentat acest poligon fó, /{, /5, /%, fi, fă, unde fé 
Js trece prin C si fi prin В. 


` toți polii poligoanelor 


a fost dus prin A, iar 


Observaţii. 1°, Din această construcţie grafică rezultă cá pentru un sistem de 
forțe dat, un singur poligon funicular poate trece prin trei puncte A, B, C, deoarece dre 
ААС şi A,||CB se întîlnesc într-un singur punct. Pentru £ ta trebuie ca dreptele 
A, şi Ap să nu fie paralele între ele, adică cele trei puncte A, C, В să nu fie în linie dreaptă, 
Deci, pentru a construi poligonul funicular unic care trece prin cele trei puncte А, C, B, 
este necesar ca cele trei puncte să nu fie în linie dreaptă. 

2°. Dacă cele trei puncte А, В, C sint în linie dreaptă, se pot întîmpla două cazuri: 
sau dreptele A, si A, sînt paralele și depărtate una de alta ( 
şi în acest caz nu se poate construi poligonul funicular care să satisfacă problema, sau cele 
două drepte A, şi A, se suprapun (punctul O este un punct curent al celor două drepte supra- 
puse), adică, în acest caz avem o infinitate de poligoane funiculare care trec prin punctele 
4, C, B ale căror poli se găsesc pe o dreaptă paralelă cu ACB. A 
zentat in fig. 10.12 unde sînt construite două dintre poligo 
Uo fs cu polul O si gj, ..., g4 cu polul О”). 

3°. Dacă la determinarea celor două drepte: A, si A, se întîmplă ca una sau ambele 
rezultante parțiale №3 si R4—5 să lipsească 
AC şi CB să fie echivalente cu cupluri, 
ajutorul construcției grafice din fig. 10.10. 


4°. Poligoanele funiculare care trec prin două sau trei puncte au numeroase aplicații 
în tehnică și în special la calculul grinzilor şi arcelor. Din această cauză, pentru construirea 
poligonului funicular care trece prin trei puncte, există o serie de variante aplicabile în 


diferite cazuri speciale: cazul forțelor paralele, cazul cînd aceeași latură de poligon funicular 
trece prin două puncte etc. 


Toate aceste variante grafice, însă, se deduc din proprietățile 
şi construcțiile descrise. 
$ 8. Alte interpretări 


ptele 


punctul O se duce la infinit) 


cest ultim caz este repre- 
anele care satisfac problema 


„adică, unul sau ambele sisteme de forte dintre 
atunci cele două drepte A, şi A, se determină cu 


geometrice ale poligoanelor funiculare. Construcțiile grafice 
bazate pe poligonul funicular permit să se enunfe unele teoreme de geometrie care se demon- 


NN pa 


Fig. 10.12 


strează pe altă cale în geometria proiectivi, De asemenea, invers, proprietățile poligoanelor 
funiculare pot fi deduse din teoreme de geometrie proiectivă, Aici vor fi enunțate numai 
două teoreme, care sînt folosite apoi în diferite construcții grafice ale staticii, 


—£ 


-—— 
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Astfel, din construirea rezultantei unui sistem de forţe cu ajutorul poligonului funicular 
(Hg. 10.5) s-a văzut că pentru același pol O se pot obţine o infinitate de poligoane funi- 
culare, astfel incit toate au laturile omoloage paralele cu razele polare și deci paralele între 
ele, Punctele С, K, L, M ale tuturor acestor poligoane funiculare se deplasează pe forțele 
Fo Fa Ba Fa iat punctul P pe dreapta care este suportul rezultantei, 

Dacă se înlocuiește cuvintul forţă prin dreaptă şi se elimină cuvintul funicular, ве 
poate enunta următoarea teoremă: dacă un poligon cu n virfuri se deformează astfel ca latu- 
rile sale să rămînă paralele cu nişte direcţii date, lar »—1 virfuri descriu nișto drepte, atunci 
$i al n-lea virf descrie o dreaptă. 

De aici rezultă şi reciproca: dacă un poligon cu » laturi se deformează astfel că toate 
virturile sale descriu nişte drepte, iar n—1 laturi rümin paralele cu nişte direcţii date atunci 
Şi a n-a latură va rămîne paralelă cu o direcție fixă. 

Din proprietatea că laturile omoloage a două poligoane funiculare se întîlnesc fu puncte 
coliniare, asa cum s-a arătat în fig. 10.8, se poate enunfa teorema: 

Dacă un poligon cu n laturi se deformează astfel încît toate vírfurile sale descriu 
auumite drepte date, iar n— 1 laturi se rotesc în jurul a n—1 puncte fixe situate pe o dreaptă, 
atunci si latura a n-a se va roti în jurul unui punct fix situat pe dreapta celor n—1 puncte, 

De aici se poate deduce și reciproca: dacă un poligon cu n vârfuri se deformează astfel 
încit toate laturile sale trec prin niște puncte fixe situate pe o dreaptă, iar п —1 vírfuri 
descriu n—1 drepte date, atunci și al n-lea vîrf va descrie о dreaptă. 

$ 9. Deseompunerea unei forte după trei suporturi neconeurente în 

3 E ; I 
plan. Fie forța К care trebuie descompusá după suporturile Ау, Az, А; necon- 
curente si in același plan cu A (fig. 10.13, a). Intersecţia lui си unul 
dintre cele trei suporturi, de exemplu cu Аз, este punctul A, iar intersecția 
celorlalte două suporturi este B. Se descompune în А forța R după direcția 
suportului A; şi după direcția АВ cu ajutorul paralelogramului, obfinindu-se 
Ез pe suportul Аз si fj, pesuportul AB. Apoi in В se descompune forța 
Куу după direcțiile A, si A, cu ajutorul paralelogramului şi se obține F, 
pe suportul lui A, și F, pe suportul A,. Pentru claritate, în fig. 10.13, a, 
se determină de obicei numai dreapta AB, iar descompunerea propriu-zisă 
s? face pe o figură separată, (fig. 10.13, 5), unde se desenează forța R, 
din extremitățile ei D si C se duc paralele la A, si AB, obfinindu-se Fz 
Şi А5, iar apoi din extremităţile C si E ale lui M, , se duc paralele 


ni 
m 


> 


b) 

Fig. 10.13 
la A, si A, obfinindu-se astfel F, si ү. Sensul forțelor Е, Fa R se obţine 
parcurgind în același sens poligonul CGED, din originea C, spre extremita- 
tea D a lui 2, 
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Hvident suporturile forțelor Fi, F,, F, sînt dreptele Д,, A,, A, din 
lig. 10.13, a. 

Soluția este unică, Dacă cele trei drepte Д, Ap, Ag erau concu- 
rente, dar punctul lor de concurență nu se găsea pe forța /е, problema era 
imposibil de rezolvat, Dacă cele trei drepte A,, A,, A, erau concurente 
pe forța A sau paralele și în același plan, problema era nedeterminată, 
Dacă s-ar fi cerut să se descompună forpa A după patru sau mai multe 
jii din același plan si neconcurente, problema era nedeterminată. 

Soluția indicată în fig. 10.13 este aplicabilă în cazul cînd punctele 
de intersecție А si B intră în cadrul desenului. Dacă intersecțiile nu intră 
în cadrul desenului, se face uz de proprietăţile poligoanelor funiculare 


direc- 


asa 
) 
cum se arată in fig. 10.14, unde forța R, după suportul A, urmează a fi 
descompusă după suporturile A,, A,, Аз. Se admite după direcția A,, 
ponentă £j oarecare şi atunci în poligonul forţelor (fig. 10.14, b) 


O com- 
se deter- 
Dintr-un 
pol О se duc razele polare /,, fu» fas fa (fig. 10.14, Б), iar dintr-un punct C 
de pe forța R (fig. 10.14, a) se duc laturile fý, paralelă cu Jor Şi fá, pata- 
lelă cu Å; apoi se duc laturile: Fi paralelă cu f, si, din intersecția acesteia 
cu Ау, fă paralelă cu Ў Evident f nu se intilneste cu / pe А», adică va- 
loarea arbitrară pentru Ff nu e cea justă. Se ia 


mină celelalte componente 7/7 si 4 care acționează pe Д, şi А,. 


atunci o a doua valoare 


Iig, 10.14 
arbitrară +í de unde rezultă în poligonul forțelor (fig. 10.14, 0) F$ si F 
și razele polare Jo, Au, Ba, Ja, Se duc apoi în fig. 

funicular g4 $i g4 în loe defi si fj, Desigur 


10.14, a laturile de poligon 
că nici gy nu se va intilni cu 


кеу 


"у 
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f3 pe A, deci nici valoarea arbitrară Fi nu e soluția justă. Dacă ne,ocu- 


^) 


pim acum de poligonul /j, /(, fă, observăm cá prin înlocuirea lui Ff cu 


——— 


F1, acesta a devenit poligonul /(, gi, g4, adică latura fý rămîne pe loc, 
latura fi respectiv pj trec amíndouá prin punctul fix D, iar vírfu- 
rile poligonului se deplasează pe două drepte date A, si A, (în cazul de faţă 
| virful D de pe A, stă pe loc). 

Conform teoremei stabilite rezultă că şi a treia latură a poligonului Ji 
r respectiv gg — va trece printr-un punct fix, Acest punct va fi chiar 
punctul 4, unde se întîlnesc cele două laturi /4 şi 25, Deci aceste valori 
arbitrare luate pentru 7, dau laturi de poligon funicular între A, și A, 
ce trec prin А. Adevărata latură va trebui să se întîlnească cu h pe A. 
Dar, intersecţia lui A, cu /j este cunoscută şi este notată cu B, Deci dreapta 
АВ va fi adevărata latură de poligon funicular, În figură este notată cu 
hi şi apoi se deduce si A(. Ducind paralele din О la /ij sí hí se obţine Л» 
şi 4 si apoi adevăratele valori ale forțelor F,, Т», F}, pe suporturile A,, A,, 
As. Pentru verificare trebuie ca dreapta care trece prin intersecția lui -F, 
cu Лу si a lui F, cu Л» să fie paralelă cu A,. 


E 


Observație. Dacă în locul forței R, аг fi acționat asupra solidului un sistem 
oarecare de forțe în același plan, care ar fi trebuit să fie înlocuit printr-un sistem echivalent 
de trei forte Гу, F,, F, care să acționeze după trei drepte A,, A,, A,, neconcurente si ín 
același plan cu sistemul, se determină in prealabil rezultanta R a sistemului de forte și 
apoi se procedează la descompunerea grafică. Dacă sistemul de forţe care acționează asupra 


solidului nu se reduce la o rezultantă, ci la un cuplu, atunci operaţia grafică de descompu- 
nere se aplică asupra fiecăreia dintre forțele cuplului. 


Fig. 10.15 


$ 10, Deseompunerena unei forte după două suporturi paralele eu ea în 
i plan, Cu ajutorul poligonului funicular se poate descompune o forță A după 
două suporturi A, și A, paralele cu ea (fig, 10,13). 
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Dintr-un punct oarecare ( 


al forței R se 


duc două drepte 


Oarecare 


PN > E i RR Á— 


CA si CB pînă intersectează dreptele A, şi А, (fig, 10.15, a). Apoi în poli 
gonul forțelor (fig. 10,15, b) din extremitățile D şi £ ale lui А se duc para 
lelele la AC si BC, care se întilnese în O. Din O se duce paralela la AB 
Ap 
D 
B 
/2 
p ( 
f 5 7 7 
h £ 7 x B 
m met 
E b 2^ 
5 
J b) 
Fig. 10.16 


care intilneste pe DE in G. DG si DE reprezintă cele două componente 
F, şi F,. Pentru a stabili care este F} si care. F, se fine seama de rec 
citatea figurilor a și b. În fig. 10.15, a, Ai, AC si AB sînt concurente 
în A pe A,. Deci paralelele lor, in fig. 10.15, 5, trebuie să formeze 

triunghi închis, care este triunghiul DOG. Deci, DG este componenta F, 
de pe suportul A,. Analog se procedează pentru 7 


În fig. 10.16 este arătată descompunerea forței R, după suportu 
A, şi A, de aceeași parte a lui R. Asa cum rezultă din poligonul forțe 
componentele F, si F, sînt de sensuri contrare. Forța F,, mai apropi 
de R are sensul lui R si este mai mare decît R, iar forța F,, mai de] 
tată deR, are sens contrar lui R. 


$ 11. Momentul unui sistem de forte determinat pe cale grafică. Poli- 
gonul funicular permite să se determine valoarea momentului unui sistem 
de forțe din acelaşi plan în raport cu un punct oarecare din planul forțelor. 
Fie forțele Г, F5, F,, F,, din fig. 10.17, a. În fig. 10.17, 2 se con- 
struieste poligonul forțelor, apoi dintr-un pol arbitrar se duc razel 
0, 1, 2, 8, 4 Si se construiește un poligon funicular 0', 1', 2', 3', 4' cores- 


punzátor polului О, Valoarea absolută a momentului forțelor Е. Е. 
în raport си punctul. A este egală cu produsul «intre rezultant 


e polare 


ta 
forțelor Fi, Fa, Ih $i distanţa d de la punctul A la rezultanta R 
trece prin intersecţia D a laturilor 0” si 3^, Deci | a (5, 4 


1з. Care 


a» a) Ni—a^ 


BLEMENTE DE STATICĂ GRAFICA 247 


Dacă prin punctul A se duce paralela la &4..3 se formează triunghiul DCE 
(Hg. 10.17, a) care este asemenea cu triunghiul OC'E' din fig. 10.17, b, 
datorită paralelismului laturilor. Se notează segmentul CE cu m, lar in 
poligonul forțelor distanța de la O la C'E' se notează cu HM. H poartă nu- 


Fig. 10.17 


mele de distanța polară a grupului de forte F}, F,, F4, deoarece este dis- 
tanfa de la polul O la R4. з din poligonul forțelor. 

Exprimind proporționalitatea dintre bazele CE=m si C'E"=R, 3 
şi înălțimile corespunzătoare d şi Н din triunghiurile asemenea РСЕ şi 


OC'E' rezultă 
m d 

Res de unde R,-3d—mH. 

Deci 


\ M aE Fa, Ез) | Ri gd mH. 


Relaţia | Д/ A(F4, F., Ез) |=тН arată că: valoarea momentului unui 
sistem de forte în plan în raport cu un punct A din acel plan este egală 
cu produsul dintre segmentul m care trece prin punctul А şi este paralel 
cu rezultanta sistemului de forțe, interceptat între prima şi ultima latură 
de poligon funicular al sistemului de forțe considerat si distanța polară H 
a acestui sistem de forţe, dedusă cu ajutorul polului care a servit la con- 
strueția poligonului funicular. 

De ex., momentul grupului de forţe Zy si ^, diu fig. 10.17, a în raport 
cu punctul B este: |M nlla 1°) =, 


диши e ea 
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Se vede că trecînd de la un punct la altul si schimbînd și grupul de 
forțe, se modifică în general atît segmentul m cât si distanța polară H, 
la fel ca si în expresia directă Rd. 


Interpretarea de mai sus are însă avantaje în cazul forțelor paralele 
în același plan (care este un caz cu multe aplicaţii tehnice), așa cum se 


7 
— 


pI 


a) 


0) 


Fig. 10.18 


vede in fig. 10.18, deoarece poligonul forțelor este alcătuit dintr-o singură - 
dreaptă, asa cá distanța polară H este aceeași pentru orice grup de forțe. 


În acest caz, toate segmentele m sînt paralele cu direcția comună a forțelor 
paralele. 


Din fig. 10.18 rezultă: 
Mat, F,, F)omH; ЖВ(Ез, Fa, F;)m'H. 
' Ín aceste expresii, Н este acel 
ca din compararea directă a segm 
telor forțelor paralele. 


asi şi numai m variază, ceea ce permite 
entelor m să se deducă variația momen- 


Scări. Rezultatele construcțiilor grafice trebuie interpretate prin cifre 


care să reprezinte mărimile diferitelor elemente. Aceasta se face cu ajutorul 
scărilor. у 


Astfel se alege о scară pentru lungimi: 1 cm de pe desen reprezintă 


x 
| a unități de lungime din natură, de exemplu, а metri. Apoi 1 em de 
| ре desen reprezintă f unităţi de forță din natură, de exemplu / tone-fortá. 
) | Pentru momente, scara rezultă din expresia M=mH, unde distanța 
m. polară H poate fi măsurată la scara forțelor, iar segmentul m la scara 
lungimilor sau invers. 
| Pentru cazul forțelor paralele, unde 77 rămîne constant, se poate de- і 
i duce și o seară a momentelor, care să evite ' efectuarea produsului měř la 
| evaluarea fiecărui moment, Pentru aceasta se observă că cele spuse se pot 
a scrie astfel: } 


JI (та) m (Hf) \Ї==т(а/Н) tm. 


1 
ў 
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Aceasta Înseamnă că un centimetru de pe segmentul sm din desen 
reprezintă a/H tfm în natură, ceea ce constituie chiar scara momentelor, 
Astfel, dacă un centimetru de pe epură reprezintă 5 m din natură (a=5 m) 


| şi 1l em de pe epură reprezintă 4 tf. (f—4Uf), iar distanța polară este 6 em 
(H —6 em) atunci 1 em de pe segmentul m reprezintă af —6 * 4 «5-120 ti m, 
Scara Тото" 
70 Ü 10 20 JU 7 20 
лаал П  — nik иша жаша! унун, 
Y Score Fortelor 
| 20 0 20 40 00 00 00 J 
гє A 1 | 1 | ! lone- ford 
oca" umomentelon / 
200. | 200 000 7 000 000 
ГИГА A 1 1, L 1 1 


lone -iW /#^ mel 


ig, 10.10 


De obicei scara pentru lungimi, forțe și momente, se reprezintă grafic 
pe desen ca în fig. 10,19. 


С. DETERMINAREA GRAFICĂ A REACTIUNILOR 


$ 12. Generalităţi. Construcţiile grafice analizate pot fi folosite si 
pentru determinarea reacfiunilor unui solid supus la un sistem de forţe 
în același plan și cu legături în planul forțelor. În acest caz, pentru fixarea 
solidului, sînt necesare și suficiente trei legături simple care pot fi: o arti- 
culafie și un reazem simplu a cărei dreaptă de suport să nu treacă prin 
articulație, trei reazeme simple ale căror suporturi să nu fie concurente 
sau paralele, o încastrare. Mai departe se dau unele cazuri curente de deter- 
minare grafică a reacfiunilor. 


$ 13. 0 articulaţie si un reazem simplu. Din punct de vedere al con- 
structiei grafice se pot ivi diferite cazuri. 

a) Solidul este acționat de forte paralele cu suportul veacțiunii din reaze- 
mul simplu. În acest, caz din condiţiile de echilibru rezultă că reacţiunea din 
articulaţie este si ea paralelă cu forțele si reacţiunea din reazemul simplu, 
deci sînt cunoscute suporturile ambelor reacfiuni. 

În fig. 10.20, a, solidul articulat în A şi simplu rezemat iu B este 
acționat de forţele F,, F,, F, paralele cu suportul reacţiunii V в din reazemul 
simplu В, Reacfiunea V4 din A este de asemenea paralelă cu forțele F si 
cu Уз. Deci, sistemul de forțe paralele F}, Fa, Ёз, V4 şi Vp trebuie să fie 
în echilibru, adică pe cale grafică, poligonul forţelor şi poligonul funicular 


: trebuie să fie poligoane închise, Se construieşte poligonul forțelor №, Aa A 
(fig. 10.20, b), se duc razele polare 0, 1, 2, 3 dintr-un pol arbitrar O şi 
se construiește poligonul funicular 0', 1', 2', 8’, Fie A’ intersecția lui 0“ 
^ cu suportul lui V4 $i B’ intersecţia lui 3^ eu suportul lui Pa. Prin «1? 
trebuie să treacă latura de poligon funieular din stînga lui F4, iar prin Zi 
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latura de poligon din dreapta lui V p. Acestea vor fi prima, respec tiv ultima 


latură de poligon funicular Ju stemului de forţe în echilibru Va, ^, P5, Fz, | 
Vp. Dar aceste laturi trebuie să se suprapună (poligonul funicular inchis S); deci 


[ 


2! 


Fig. 10.20 


dreapta A'B’ va fi prima si ultima latură a poligonului funicular închis. 
Aceasta este notati cu 0' si poartá numele de laturá de.inchidere a poli- 
gonului funicular. Din polul О se duce raza polară 0 paralelă cu 0 și 
determină astfel cele două reactiuni V д si V care închid poligonul f үг. 

2 i În fig. 10.20, a, V. ESO! 51 0^ sînt concurente, deci în fig. 10.20, 5, V 
0 si 0 trebuie să formeze un triunghi închis. Astfel, se determină 
dintre reacfiuni este V 4. 


Fig. 1021 
| Dacă forțele acționează şi in afara intervalului dintre reazeme, са 

4 р p Ti à ^ с . > * x x АР 
| in fig. 10,21, unde P, este în dreapta lui B, trebuie să se observe că linia 
de închidere 0' trece prin A’ si B', unde В' 


este intersecția suportului » 
lui Vp eu latura 4' din dreapta lui I 
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х 
| 71 y 4 4 4t 
| Observaţie, Aceeaşi construcție grafică se obține dacă ве determină mal ШШ 
rezultanta forțelor саго acţionează solidul gi apol se descompune ncenstă rezultantă după 
suporturile толстое din A şi D, Cele două componente eu вели achimbat sînt reaeffu- 
nile V4 și Va. 
| EN Ral b 
| N Г L4 
P4 
—*— 74 
A LET; 
T 5 VA 
NC — — В j 
À / 
b Ày [^ 


Fig. 10.29 


b) Soliduteste acționat de forje de direcții arbitrare. Cazul cel mai simplu îl 

constituie acela în care solidul este acționat de o singură forță F (fig. 10.22, a). 

În acest caz, suportul reacţiunii din reazemul simplu В fiind cunoscut, 

se determină punctul C unde Rp intilneste pe F. Pentru echilibru trebuie 

! ca reactiunea Rua din articulația A să treacă si ea prin C. Deci, AC este 


suportul reacţiunii din A. Reacfiunile R4 si Rp se obțin din închiderea 
poligonului forțelor (fig. 10.22, 9). 

Dacă solidul este acționat de mai multe forțe, se poate afla rezultanta 
forțelor şi apoi se procedează ca în fig. 10.22. În cazul cînd punctul C nu 
intră în cadrul desenului, se procedează așa cum se arată în fig. 10.23. Con- 


Fig. 10.23 


difiile de echilibru grafie sint: poligonul forţelor închis si poligonul funi- 
cular închis, Se cunose suporturile forţelor date si ale reacţiunii Ra фе 


4 reazemul simplu B, Nu se cunoaşte însă suportul lui А 4 din articulaţia < 
| În orice caz, A este un. punet al acestui suport, de aceca d 
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funicular corespunzător polului arbitrar O din fig. 10.23, b se începe astfel 


ca latura 0” să treacă prin A. Punctul A este deci un punct al liniei de 


închidere a poligonului funicular, iar punctul B’ unde latura 4' intílneste 
suportul cunoscut al reacţiunii din B, este al doilea. Dreapta AB’ este 
linia 0” de închidere a poligonului funicular. Din polul O se duce 0 paralelă 
cu 0”, iar din D (extremitatea lui 7/,) se duce paralela la Rpg. Se determină 
astfel punctul E, 

în fig. 10.23, a, Rn, 0” si 4' sînt concurente, deci în fig. 10.23, 5 ele 
ste Rp. Pentru а închide 


trebuie să formeze un triunghi ODE. Deci, DE « 
şi poligonul forțelor, se uneşte Æ cu C care va determina pe / д. Semnele 
lui Rpg Şi К a se deduc parcurgind poligonul forțelor CDEC în acelaşi sens, 
$ 14. Trei reazeme simple. Suporturile reacfiunilor din cele trei reazeme 
nu sînt concurente sau paralele. În acest caz, problema este posibilă și stati 
determinată. Dacă solidul este acționat de o forță F, problema revine la а 
descompune o forță după trei suporturi neconcurente în plan, așa cum a fost 
arătat, în fig. 10.13 şi 10.14. În fig. 10.24, a, solidul acționat de forța F 
este simplu rezemat în A, B şi C. Punctul D este intersecția suporturilor 
reactiunilor din 4 si C, iar punctul E este intersecția lui F cu suportul 
reacţiunii din B. În fig. 10.24, b din extremitățile lui F se duc: paralela 
la Rg şi D'E', paralelă cu DE; apoi din extremitățile lui D'E” paralele 
la suporturile reactiunilor din C și A. Parcurgînd în același sens poligonul 
forțelor din fig. 10.24, b se determină sensurile reacfiunilor R 4, Rc, Re- 

Dacă solidul este acționat de mai multe forțe, se construieşte întîi 
rezultanta lor şi apoi se aplică construcția din fig. 10.24. Dacă solidul 
este acționat de un cuplu, se repetă construcția din fig. 10.24 pentru fiecare 
dintre forțele cuplului. 


a) 
Fig. 10.24 


$ 15, Determinarea eforturilor în barele unei grinzi eu zăbrele plane 
(sistem articulat) pe cale grafici (metoda Maxwell-Cremona). Metoda cea 
mai întrebuințată este metoda separării nodurilor, cunoscută sub numele 
de metoda poligoanelor reciproce, sau metoda Maxwell- Cremona şi consti- 
tuie o aplicaţie a condiţiilor de echilibru a forțelor concurente ре cale grafică, 


-— 
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Izolind un nod al sistemului articulat, forţa exterioară din nod sí 
eforturile din barele care pleacă din acest nod alcătuiesc un sistem de forţe 


concurente în echilibru, Aceasta înseamnă că poligonul de forţe corespun- 
zător acestui nod trebuie să fie un poligon închis, Direcţiile tuturor forțelor 


f) 


Fig. 10.25 


pud cunoscute, înseamnă că în nodul respectiv pot fi determinate prin în- 
chiderea poligonului de forțe numai două eforturi necunoscute. Deci, sepa- 
тагеа nodurilor începe de la un nod în care sînt numai două eforturi necu- 


noscute 51 apoi se caută succesiv noduri în care să apară numai cîte două 
necunoscute, 


f 
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EE S E CN | 
Grinda cu zábrele (ferma) din fig. 10,25 nu are, la prima vedere, nici 
un nod eu numai două necunoscute, dar ea, în ansamblu fiind un solid 
geometric nedeformabil, permite să se determine reacfiunile V, $1 V, din 
echilibrul general, fie pe cale analitică fie pe cale grafică cu ajutorul unui 
poligon de forțe si a unui poligon funicular, așa сит s-a arătat anterior, 
Construcţia grafică pentru determinarea reacțiu iilor И, şi V, nu a mai fost 
reprodusă în fig. 10.25. Operația de separare a nodurilor poate începe fie 
de la nodul 7 fie de la nodul 7. Obisnuit se începe de la no lul 7, | 
V, fiind cunoscut se exprimă că nodul 1 este în echilibru sub acțiunea 
lui V4, А, ŞI N44. Se construiește deci triunghiul forțelor din fig. 10.25, b, | 
iar semnele lui N si. Na sint determinate din condiția de închidere a 
triunghiului forțelor. S-au determinat astfel eforturile în barele nodului 1 
Se vede că efortul N,.,, în nodul 7 apasă pe nod, deci este o compresiune 
ре cînd N44 trage de nod, deci este o întindere, Se pun săgețile respective | 
pe fig. 10.25, a. | 
"otodată efortul de compresiune din bara 7—2 apasă şi în nodul 2, | 
iar cel de întindere din bara 7—3 trage si de nodul 3 $i se pun săgețile cores- | 
punzătoare în nodurile 2 și 3. 
> Acum se poate trece la echilibrul nodului 2 căci, finind seama са № 
este cunoscut, rămîn necunoscute numai Л, $1 №3, 
în fig. 10.25, c, este reprezentat poligonul închis al forțelor nodului 2. | 
S-au determinat astfel eforturile în bara 2—4 (compresiune) şi 2—3 (com- | 
presiune). 
Vedem acün că se poate trece la nodul unde Л; $i Na—z sînt cunos- | 
cute, iar necunoscutele sînt N,., si №4. Poligonul închis al forțelor d 
condiția de echilibru a nodului 3 este reprezentat în fig. 10.25, d, de und | 
rezultă eforturile N4., și N, 4, ambele întinderi. Se poate trece acun і 
nodul 4, apoi la nodurile 5, 6 si 7, construindu-se pentru fiecare nod cîte 
un poligon de forte închis. 
Se observă că fiecare efort apare în două poligoane, deoarece fiecare | 
bară este legată de două noduri. [ 
Aceasta îngăduie ca poligoanele corespunzătoare fiecărui пой 5 
aşeze unul lîngă altul, astfel încît în loc să se deseneze de două ori fiec 
efort, să se deseneze o singură dată, dar să se parcurgă de două ori în sen- | 
suri diferite. І 
Rezultă construcția din fig. 10.25, e, în modul următor: 
i Se construiește. întîi poligonul forțelor Р, P, şi apoi se determină 
i reacțiunile V, şi V,, de obicei pe cale grafică, care se aşeză pe poligonul 
| forțelor P}, P,. Poligonul Р„, Р,, Va, V, este închis. Я | 
Se porneşte de la nodul 7 desenînd direcţiile în ordinea în care le ШЫ | 
i ; 


| nim în sensul acelor de ceasornic. Rezultanta forțelor exterioare în nodu 
| este Уу, iar prima direcție întîlnită în sens orar este 7—2, deci prin extremt- | 
tatea lui V, se duce paralela la №,__,, iar prin originea lui V, paralela la 7 j | 
Astfel s-au determinat N, ,si N— cu semnele respective. Se trece a | 
2. Prima forță cunoscută în sens orar este №» parcursă acum j 

| 


la nodul 2, 
în sens invers, de aceea se înseamnă cu două săgeți în acest seus nou de 
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parcurgere, A doua forță întilnită este Py. Se observă cá ea este așezată 
de la sine în extremitatea lui Му. A treia direcție întilnită în sens orar 
este 2—4, deci din extremitatea lui P, se duce paralela la 2—4 şi ultima 
direcție se duce din originea poligonului, adică din originea lui №; para- 
lelă cu 2—3. Parcurgind în continuare N,..,, Pas №, si Na-p se găsesc și 
semnele eforturilor N,.., $i №3. Se trece apoi la nodul 3 şi asa mai departe, 


Pentru urmărirea uşoară a epurei se obisnuieste o notație specială 
(notația Bow) care provine din observația că fiecărui nod din fermă îi 
corespunde cîte un poligon închis pe epura eforturilor, iar fiecărui poligon 
închis de pe fermă îi corespunde un punct de intersecție al laturilor res- 
pective pe ерига. Pentru aceasta se consideră că atît barele cît sí forțele 
date si reacțiunile de pe fermă sînt laturi de poligoane, iar regiunile dintre 
forțele paralele se consideră închise la infinit, Asemenea figuri se numesc 
Jtguri reciproce şi de aceea metoda se mai numește metoda poligoanelor reciproce, 

Se notează intervalele de pe fermă cu literele m, n, p,q, 7,5, t, и sí v. 
Atunci în epura eforturilor aceste litere apar în vírfurile poligoanelor de 
forțe cum se vede ușor în fig. 10.25, f. Orice efort sau forță din epură se 
notează cu literele de la capete, iar pe fermă, bara sau forța respectivă se 
găseşte între aceste litere. De exemplu, N,., se va numi acum я, р, căci 
pe fermă se găsește între л $i p, iar pe epură л şi p sînt capetele efortului 
№15; la fel P, estem g. 

Pentru ca epura să se determine ușor şi corect este necesar ca direc- 
{ше pe ерига să fie duse în ordinea în care se întîlnesc pe fermă într-un 
anumit sens (de exemplu sensul acelor de ceasornic). Astfel, în nodul 2 
bara 2—3 se citeşte 7p si are sensul de la 7 spre p, iar în nodul 3 se citește 
pr şi are sensul de la p spre у. În această notație nu mai este nevoie să se 
deseneze săgeți, căci sensurile eforturilor reies direct din citirea literelor. 
Efortul gr apasă în nodul 2 si 
efortul 77 apasă în nodul 4. 4 
Este deci efort de compresiune. 
Construind epura piná la capát 
se observă cá atunci cînd se 
ajunge la ultimele două noduri 
6 şi 7 nu mai apar cîte două 
necunoscute, ci într-un nod o 
singură necunoscută, iar în ce- 
lălalt nici una. Avem deci un 
mijloc de control al construc- 
fiei grafice, cáci poligoanele 
ultimelor noduri trebuie sá 
se închidă de la sine. Dacă 
aceasta nu se întîmplă, rezultă Fig. 10.26 
că s-au produs erori în con- 
strucfíile grafice, şi construcţia trebuie reluată pînă cînd poligonul se închide. 

Aceste posibilităţi de verificare provin din faptul cá reacțiunile V, si 
V; au fost determinate pe altă cale si apoi au fost folosite în epură deci 
Tâmâîn ecuații de echilibru ale nodurilor, сате pot servi la verificare. Dacă 


Е. лут d 
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însă se determină eforturile numai din echilibrul nodurilor, fără să 
sească vreo relație suplimentară, adică dacă nu este necesar să se deter 


mine reacfiunile în prealabil, asa cum se întîmplă în cazul din fig. 10.26, 


atunci nu apare verificarea de mai sus 


е 16. Caleulul gratie al momentelor statice, Dacă într-o serie de puncte 
\ ( 
Ap Ass Ag, ssd n din același plan se găsesc concentrate mas le i, HL, Mg 
„My si în acelaşi plan se consideră o dreaptă A, mom ntul static al acestor 


mase în raport cu dreapta A este 


S = md Mada Mada : Тай, 
unde d,, dy, dg, =o d, sînt distanţele de la fiecare dintre masele con 
centrate la dreapta A. 

Calculul grafic al momentului static S este în acest caz identic cu 
calculul momentului în raport cu un punct oarecare de pe dreapta A al 
unui sistem de vectori Fi, Fa, Fas ..., Ln paraleli cu dreapta A, de același 
sens, proporpionali cu masele ji, Mos ..., Mn Şi aplicaţi în punctele A;, А, 
As, Hn 


Aceasta se realizeazá cu ajutorul unui poligon de forțe si a poligonului 
tunicular respectiv, asa cum se vede în fig. 10.27. Pentru cele ен mase n, 


Ma, Mg, M, din fig. 10.27, a s-au construit patru vectori F,, Fz, F5, Ё, paraleli 
cu dreapta A, față de care trebuie calculat momentul static. Se construiește 
poligonul vectorilor (forțelor) din fig. 10.27, b cu un pol arbitrar O. C 
ajutorul razelor polare respective se construiește poligonul funicular 012548 
Valoarea momentului vectorilor F,, F», Fẹ F, in raport cu un punct oare- 
care de pe dreapta A este Hm unde H este distanța polară din fig. 10.27 / 
iar m este segmentul BC interceptat pe dreapta A de prima si ultima latură 
de poligon funicular. Deci momentul static al maselor wm, m, Mg, m in 
raport cu dreapta A este S=Hm, unde, așa cum s-a arătat mai înainte 
H se măsoară la scara vectorilor F, iar s la scara lungimilor. Dacă un ce 
timetru de pe desen reprezintă а metri din natură, iar un centimetru de pe 
desen reprezintă f unități de vectori F (adică de fapt f unități de masă 
atunci 5 poate fi măsurat direct prin segmentul m, dacă se adoptă o sc: 


pentru S astfel са un centime tru de pe m să reprezinte afH unităţi de moment 
static. 


$ 17. Centrul maselor (centrul de d: i Centrul maselor coin 
cide cu centrul vectorilor paraleli F, 519, „Fu. El nu se schimbă cînd 
vectorii paraleli F,, F», ..., Fn se ES în лї piuctelor A,, Áa- Яв 
ráminind paraleli. Este suficient deci să se determine EST rezult i 
vectorilor paraleli F, F», ... Fn pentru două direcții diferite. La er 
secția celor două suporturi se va găsi centrul maselor (centrul de greutate). 
În fig. 10.27, a prin punctul de intersecție D al primei şi ultimei laturi 
de poligon funicular se duce paralela la dreapta A şi aceasta va reprezenta 
suportul rezultantei. 

Se rotese apoi vectorii Fi, Fa, Ёз, F, in jurul en de aplicaţie fry 
As, Аз, A, pînă ajung paraleli cu o altă direcție A, şi peutru această direc- 


1 


folo- 
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tie cu un nou pol 0, (fig. 10.27, c) se construieşte un nou poligon funicular 
0", 1; 2; 3! 4, care determină punctul Æ de pe noul suport al rezul- 
tantei. Cele două suporturi se intilnesc în G care este centrul maselor 7, 
ту, Mg Mas 

Prin această metodă se poate determina centrul de greutate al unei 
figuri plane pe cale grafică, asa cum este exemplificat în fig. 10.28. Prin 


Fig. 10.27 


drepte paralele cu o direcție arbitrară se descompune suprafața într-o serie 
de suprafețe mai mici, ale căror arii si centre de greutate să se poată 
determina ușor şi destul de exact (triunghiuri, dreptunghiuri, trapeze). 
Pie A,, Az, Aa, Aa, Ag aceste arii şi Ci, Ca, Ca. Ca Cg centrele lor de 
greutate (fig. 10.28, a). Se determiná centrul de greutate C, repetind con- 
strucția descrisă în fig. 10.27, cu ajutorul a două poligoane funiculare 
construite cu polii O (fig. 10.28, 0) si О, (fig. 10.28, c). 

Observaţie, Dacă cele două poligoane funiculare se construiese cu aceeaşi dis- 
tanţă polară //, atunci fig, 10.28, с, se poate obţine direct din fig, 10.28, ò prin rotația ei 
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cu unghiul о. În acest caz, toate laturile poligonului funicular 0, 7, 2; 8; di sint rotite cu 


unghiul о faţă de laturile funicularului O’ J’ 2' 8’ 4707, Dacă и este unghiul laturilor unui 
echer, nu mai este nevoie să se deseneze fig. 10.2 
desenează concomitent trăgînd laturile 0” şi 01, 1" şi 74 ete, pe cele două laturi ale echerului, 
Pentru determinarea grafică corectă a lui C, unghiul x este bine să nu fie prea ascuțit. Se 
recomandă ca х să fie de 90°, De multe ori, pentru %=90%, suporții vectorilor pentru una 


şi ambele poligoane funiculare se 


Fig. 10.28 


dintre direcţii sînt foarte apropiaţi, cum ar fi fost in fig. 10.28, si, în acest caz, se al 
de obicei 0=45°. 


Altă construcție grafică pentru determinarea centrului maselor (cen- 
trului de greutate) pleacă de la relaţia vectorială 


M g—nmyr,-- mara--marg4- = Sim ifi, 

Уут; este masa totală a sistemului de puncte iu 
același plan cu masele individuale Tj 103; -S РУз Tp far fa Sint vec 
torii de poziție de la originea (polul) O la masele Mi, Ma, Mn, lar geste 
vectorul de poziție de la aceeaşi origine (pol) O la centrul maselor C. 
Astfel, pentru aflarea centrului de greutate al liniei omogene din fig. 10.29, a, 
se imparte aceasta într-o serie de segmente ale căror mase и, ns, д, Mey nts 
se concentrează la mijlocurile segmentelor şi se unesc aceste puncte cu un 


unde M -—m;-4-m,4-:::— 


punct arbitrar din plan O care defineste vectorii de poziţie м, fà, Taa laa Fa: 
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începe în A şi se termină in B. Latura AB este rezultanta lor si conform 
ун i de ai sus este chiar 1 A ^ " 1 

боше le mai sus este chiar Mp. Din O se duce paralela la AB. Pe acea- 
stă dreaptă se găsește centrul de greutate C, la distanța o—OC de О, care 


3 

În fio ) 90 е болек aaa Tt : 

| In fig. 10.29, b, se construiește poligonul vectorilor mi, my, ete. care 
se obține împărțind pe AB din fig. 10.29, b, la masa totală M. 


| 
B " 
Ims 78 


ma Py 


msf3 


mz fa 


Fig. 10.29 


Acest procedeu este mai economic din punct de vedere al desenului 
decît cel descris anterior, dar în practică se întrebuințează mai rar, deoarece 
determinarea vectorilor эму necesită atît evaluarea lui m; cât şi a vec- 
torului de poziție 7;, apoi înmulțirea lor, pe cînd în procedeul anterior 
se evaluează numai masele mmi. 

$ 18. Compunerea fortelor concurente în spaţiu. Un sistem de forțe 
concurente în spațiu se reduce la o rezultantă care trece prin punctul de 
concurență sau este echivalent cu zero. 

Rezultanta se determină cu ajutorul unui poligon de forțe în spațiu, 
analog poligonului de forte din plan. Pentru determinarea grafică se folosesc 
mijloacele geometriei descriptive, proiectînd sistemul de forțe pe două 
| plane perpendiculare: orizontal și vertical. 

f Proiecțiile poligonului de forțe din spațiu pe cele două plane vor fi 
două poligoane de forte plane alcătuite din proiecţiile forțelor pe aceste plane. 
În fig. 10.30 forţele Fi, F,, Ёз, Fa concurente în O sînt reprezentate 


în în cele două plane de proiecție concurente în proiecţiile O' şi 0”. 

2C- Dintr-un punct arbitrar (4', A”) se construiesc poligoanele de forțe 

ste în cele două plane cu proiecţiile forțelor obfinindu-se punctul (B', 3").К'= 

С. = АВ şi В = АВ reprezintă proiecţiile rezultantei „forțelor Fi, S OE 

„Ф Poziţia ei este determinată de punctul (0°, 0''). Mărimea reală a rezul- 
În fig. 10.31, a se arată 


tantei se află prin metodele geometriei descriptive. 


ur f metoda rotirii în jurul unei axe verticale care ne duce la valoarea reală cd 


" gm eem crm 
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iur în fige 10,31, b ente arătată metoda (diferenţei de cote care ne duce 
la valoarea reali ed" 
Observatfle, Din eompuneren lorjelor eonenrente. rezultă сй (шей poligonul de 
forte exte. închis, adio în Mg, 10,30, punetal (4^, 417) ооо eu (3', B) rezultanta ніве 
mului de torţe este nuli şi Mind vorba de forjo eoneurente, rezulti сй for(ele stut În сср, 


—————À ÓÓ—————Á] 


Fig. 10.31 


Deci, condiţia grafică de echilibru a forțelor concurente în plan și în spaţiu este: poligon 

de forte închis. | 
$ 19. Deseompunerea unei for(e după trei suporturi neeoplanare concu- 

rente pe forță. Aceasta revine teoretic la a construi un paralelipiped, | 

care să aibă muchiile paralele cu cele trei suporturi și în care forța dată să N 

fie diagonala lui, | 


на 
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Pentru obținerea grafică a celor trei componente se recurge la do 
plane de proiecţie. 


201 


ud 


Dacă se pot alege planele de proiecție astfel încît pe unul dintre ele, 
două suporturi să se proiecteze după aceeași dreaptă, construcția grafică este 
foarte simplă, aşa cum se arată în fig. 10.32, unde (0', 0”) reprezintă pro- 


Fig. 10.32 


iecțiile lui О pe cele două plane, vertical și orizontal. În planul vertical 
direcțiile A, şi A, se proiectează după aceeași dreaptă A,, А{. În planul 
orizontal suporturile A,, Д,, А; se proiectează in Ат, Aş, As. Forţa exterioară 
R din O are proiecţiile R! si R'' pe cele două plane. Epura se începe în 
planul vertical unde poligonul de forțe din spațiu, cu patru laturi R, Fi 
F,, Fa, se proiectează după un triunghi deoarece F, si F, se proiectează 
după aceeași dreaptă. Din extremitățile lui R' se duc paralele la Аз si Ai 
si in triunghiul astfel format F; este determinat. În planul orizontal prin 
extremitățile lui R” se duc paralele la A1 și Aş. Cu ajutorul lui F; din 
planul vertical, se determiná prin proiecția lui А’ în A” mărimea F; si 
din extremitatea acestuia se duce paralela la A$ care prin intersecția cu Fi 
în B" determină mărimile lui FZ şi Fy. Ridicind pe В” iu B' (în planul 
vertical) se determină Fi si Fi. Sensurile forțelor F,, Fi, F, se determină 
prin parcurgerea poligoanelor de forţe în cele două plane de proiecție de la 
origine spre extremitatea lor (RIN RAUS 

Dacă se alege unul dintre planele de proiecție ca mai înainte şi în 
fiecare dintre cele două plane cele trei torţe se proiectează după drepte 
distincte, se indică două procedee: 
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și a une 
A, şi Аз alt plan, Cele două plane se 


р 


În primul se interpretează grafic metoda generală: prin suportul forței R 
ia dintre direcţii A, se duce un plan, iar prin celelalte douá directii 
intersectează după o dreaptă OA. În 
lanul (R, Л.) se descompune R după A, si dreapta OA, iar în al doilea 


plan (A,, Ау) se descompune componenta de pe OA după A, 81 Ap. 


ар 2600 


7 
D 
/ 
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/ 
> 
N= 


ES 


Fig. 10.33 


În fig. 10.33 este indicată această construcție. Dreapta (Z) reprezintă 


urma orizontală a planului (R, A), iar dreapta (II) reprezintă urma ori- 
zontală a planului (As, Aj). Punctul А” unde se întîlnesc cele două urme 
(I) si (II) este punctul unde dreapta de intersecție a planelor (R, A) şi 
(A; Аз). inteapi planul orizontal. Punctul А” se va găsi deci pe linia de 
pămînt si O'A', O''A"' reprezintă dreapta de intersecție OA. Se descom- 
pune: în fiecare plan proiecția forței A după proiecţiile dreptelor A, $i 
OA, iar apoi, componenta dupá OA se descompune dupá proiectiile drep- 
telor A, si Aa. Sensurile forțelor im UN F, se obțin prin parcurgerea poli- 
goanelor de la origine spre extremitatea lui R. 

Procedeul este simplu, dar de multe ori dreapta OA este greu de deter- 
minat, prin faptul că necesită intersecții care ies din cadrul epurei. De 
aceea este mai practic procedeul următor, indicat în fig. (10.34). 

Prin extremitățile lui R' si R” se duc paralele la Ai şi As respectiv AT 
sí AY, În planul orizontal se duce o paralelă А''В'' la dreapta A4. Punctul В“ 
se raportează în B’, de aici se duce paralela la Ах, din А'', verticala care 


a —————— «= 
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determină pe A”. Punctul A” nu se va găsi, în veneral, ре F4, deci pozi 
gasi, 


›// 


fia 


A" B"' nu este cea justă, Dacă vom lua o altă dreaptă A” B paralelă cu F” 


vom găsi un alt punct A”. Se observă că patrulaterul A”'B'"D'A' se def 


or- 
mează, astfel încît toate laturile sale rămîn paralele, iar trei virfuri A” 


В'' şi В’ se deplasează ре trei drepte, deci în baza teoremei care a fost sta- 


bilità mai înainte, al patrulea Ё 
virf A” se va deplasa si el pe o 22 ^j f 
dreaptă. Pentru a determina o 
a doua poziție a punctului A’ 
se porneşte de la o nouă poziție 
pentru А’'В” paralelă cu Дз. În 


A! 


5 


figură s-a luat pentru această po- ST 

zifie chiar punctul de intersec- NT HE 

Yom ri i i 

ție A! al lui Fi cu P$. Punc- КЕРУ, 
ажылы ше Ешй 


tul В” se confundă cu A41. Acest 
punct se ridică pe verticală în 44 
pe dreapta Fi. În А{ se găseşte 
şi Bi. Dreapta A'A1 intilneste 
dreapta Е în punctul A5. Din 4% 
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se duce 458% paralelă cu Fo. б E 
. A A rj . / CT л 
Proiectind 45 în А5 pe F$ si В RD ёг 
2 > 2 1 A z 
A T wl. I 
în B} pe FI vom găsi dreapta i 47 


( 
' 
] 
f 
D 


АЗ В, care pentru verificare, tře- 
buie să fie paralelă cu Ff. În 
modul acesta au fost determinate Fig. 10.3: 


componentele (Fi, F1), (F2, F4) 


si (Ез, Ff). Sensurile se obțin din urmărirea poligoanelor de forțe în 


fiecare dintre cele două plane de proiecție. 
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$ 1. Generalităţi. Pentru a-și ușura munca, din timpuri îndepărtate, omul a realizat 
şi folosit diferite dispozitive mecanice simple са pîrghia, troliul, scripetele, planul inclinat 
$i şurubul, pe care apoi, în timp, a căutat să le perfecționeze si să le folosească fie direct, 
fie în construcția diferitelor mașini si instalaţii. 

Din punct de vedere mecanic, aceste dispozitive sînt solide rigide sau sisteme de 
solide rigide, supuse la două categorii de forțe: 

— fovțe de actionare, Р (forțe moloare), care caută să pună sistemul în mişcare; 

— forțe vezistenle, Q, сате se opun mișcării, 

Sistemul de forţe care acționează asupra acestor dispozitive trebuie să fie în echili- 
bru; în consecinţă, pentru rezolvarea problemelor care se pun, se pot folosi rezultatele sta- 
Ней teoretice, 
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Cu ajutorul acestor dispozitive, in genere, se pot învinge forțele rezistente Q, între- 
buin(ind torţe de acţionare P mult mai mici, Uneori însă forța de acţionare este egală 
Sau chiar mai mare decît forța rezistentă. În astfel de cazuri, dispozitivul respectiv îşi 
justifică existența și utilizarea, fie prin posibilitatea de schimbare a direcției sau sensului 
forței motoare, fie prin echilibrarea dispozitivului într-un mod mai convenabil din punct 
de vedere practic. 

Poate dispozitivele mecanice care se studiază la acest capitol au un singur grad de 
libertate, Calculul lor constă în studierea echilibrului lor, fie că sînt în repaus, fie că au 
o mişcare uniformă, 

În unele manuale, aceste dispozitive mecanice simple sînt numite „maşini simple 
În fond ele sînt cele mai simple unelte folosite de om. 


A, PIBRGHIA 


§ 2. Pirghla, Prin pirghie se înțelege un corp rigid cu un punct fix sau o axă fixă, 
acționat de două forțe: o forță motoare P si o forță rezistentă Q. Suporturile celor douá 
forte sînt conținute într-un plan normal ре аха de rotație a corpului sí nu întîlnesc această 
axă (fig. 11.1). 

De obicei pirghiile sint alcătuite din bare drepte, cotite sau curbe, 

Din punct de vedere al poziţiei relative a axei O faţă de forţele P $i Ø pirghiile pot 
îi de trei categorii: ч 

а) — de ordinul întîi (fig.. 11.1); 

b) — de ordinul al doilea (fig. 11.2); 


с) — de ordinul al treilea (fig. 11.3). 


Dacă se notează cu p braţul forței motoare si cu q braţul forței rezistente, ecuația de 


momente în raport cu axa de rotaţie, într-o primă aproximaţie, cînd se neglijează frecările, 
este 
Pp—Qq-—0, 
de unde 
q 
P= —Q. ) 
ps (11.1 


La pirghiile de ordinul întîi se poate întîlni unul dintre următoarele trei cazuri: 
2 I 
$-—4, respectiv P=Q, cum este cazul balantelor cu braţe egale; 


P> 9, respectiv P<Q, cazul general, pîrghia reprezentînd un dispozitiv care economi- 
sește forțele; 


$4, respectiv P>0. 


La pîrghiile de ordinul al doilea p>g şi deci întotdeauna P<Q. Aceste pîrghii econo- 
misind forța motoare sint mult utilizate în construcţia mașinilor, precum si în transmiterea 
şi transformarea mişcărilor. 


| La pirghiile de ordinul al treilea p<g si deci întotdeauna P>Q. 
Dacă se tine seama și de frecarea din lagăr, ecuația de momente devine: 


Pp—0q—yu Nr=0, (11.3) 
în саге s-a notat cu p, coeficientul de frecare în lagăr, cu N modulul reacţiunii si cu 7 raza 
| fusului articulației. 
| Modulul reacţiunii N este dat de expresia 


N =\ PI QF APO cos a, (11.3) 


4 


unde a reprezintă unghiul dintre 
(11,2) ne obţine 
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suporturile forţelor P $i Q. Introducînd expresia lui N in 


Pp—0q—yry P2+02+2P0 cos ¢=0. (11.4) 


în cazul particular cînd suporturile forțelor P gi Q sînt paralele, == 0° si formula 


(11,4) dovino ba 
Pa dH МР (11.5) 
р = ш) Pa dur 
р 


Fig. 11.2 Fig. 11.3 


Fig. 11.1 


Comparínd formulele (11.1) cu (11.5) se vede că, prin considerarea frecárii, raportul 


1 se multiplică cu coeficientul 
TZ 
4 
k= 1 > 1, (11.6) 
ш” 
Те) 
p 


adică forța motoare P în acest caz este mai mare decît cea necesară în cazul cînd frecarea 


din lagăr ar fi neglijabilă, 
$ 3. Sisteme de pirghil artic 
plicare este dependent de lungimea braţelor p și g. 

Pentru a se obține rapoarte de demultiplicare mai importante se folosesc diferite gru- 
pări de pirghii, constituind sisteme de pirghii articulate. Acestea au o largă utilizare în 
construcția mașinilor, a aparatelor de cîntărit, la frîne, regulatoare etc. 

În fig. 11.4 este reprezentată schematic o presă cu genunchi, compusă din barele 
AC, B,D, С, Ba Da, AB А,В, $i AM = АМ articulate ca în figură. 
Г аге o mișcare de translație verticală, între ghidajele бү, бу. Pune” 
iorul unei biele se deplasează sub acţiunea forţei P şi prin sistemul 
utilizată ca forță de presare. 


ulate. În cazul unei singure pirghii, raportul de demulti- 


Piesa superioară 
tul M, articulat cu ріс 
de pirghii articulate produce barei E forța Q, 


Între P 91 Q existit relația (ве neglijează [recările) 
20 11.7) 
iga tg AI \ 


D 
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Considerînd spre exemplu, P==2500 kgf, «-76?, 8-82? se obține o for( de presara 
О de 34 400 kgf. 

Un alt exemplu de pirphil articulate se vede la frina cu dol варо, arătată în fij, 
11.5. Frina se compune din pirghiile 0,41, $1 Oyda Articulate respectiv în punctele fixe О, 
$i O,, capetele lor A, şi Ag fiind articulate prin intermediul barelor AC 414€, eu ptrghin 
cotită D O,C,C,, care se rotește în jurul lui Op De pîrghiile OA, 91 О Bint fixaji în 
punctele B, si B, sabofii S, şi Sy care pot fi 


i " un ^ D 
presaţi asupra tamburului de frinare de rază b, 
№. Solidar cu acesta si coaxial cu el, este un / 
al doilea tambur, de rază v, pe care este întă- 7 ү; 


surat un cablu, la capătul liber al căruia este 
atîrnată sarcina Q, Dacă forța P acţionează 


< 
N 
[N > 


Fig. 11.4 Fig. 11.5 
E j în D, forțele de frecare F, si F, care iau naștere între saboţii S,, S, și tambur, mențin 
, 1091129 5 p Уз 
> sarcina Q în echilibru. 
Condiţia de echilibru a pirghiei DO4C,C, este | 
PL-(T,4- Ty)l, 
PE 
unde presupunem у= Тао 


Pîrghia 4,0, este în echilibru sub acţiunea forțelor T, in Ap, Na si Fa=uNa în B, 
Т» соза H — N4h —uN$3a-—0. 


Pirghia 4,0, este în echilibru sub acțiunea forțelor T, în A, N, si F,—pN, in В, 
Тү соза Н — N3h-FuN41a-0. 
Din relatiile de mai inainte rezultá presiunile celor doi sabofi asupra tamburului $ 


N. r cosa y, =r, Cosa 
Е а Н *h-Fua. 


| Aceste presiuni sînt diferite. Deoarece F,—UuN; și Fy=uN,, rezultă că si frecările celor 
doi sabofi pe tambur sînt diferite. 

| Pentru ca sarcina Q să fie menținută în echilibru trebuie ca suma momentelor în raport 

| cu аха О să fie nulă 

|| 


Qro uR(N,-N,, Qr- p Ë з [кысы 
| de unde rezultă 
| p rI(h3 — ua?) ES 
| К p ВНП cosa | 
r 


t5 
co 
=а 
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$ 4. Aparate de eintürit а) Balanja си brafe egale. Din punct de vedere al mecanicii, 
o balanţă cu braţe egale este o pirghie de ordinul întîi în саге p=g. Dacă frecarea în axa 
de rotaţie este neglijabilă, din (11.1) rezultă 


Р=0. 


Calitățile unei balanfe sînt exactitatea și sensibilitatea. 

Se înţelege prin exactitatea unei balanfe calitatea 
ci de a avea braţul perfect orizontal atunci cînd plata- 
nele sint neincürcate, sau cînd pe cele donă platane sînt 
aşezate greutăţi egale. 

Exactitatea unei balanţe se asigură printr-o egali- 
tate a braţelor p si q şi prin reducerea frecărilor în axa 
de rotaţie (rezemări pe cuțite). 

Se înţelege prin sensibilitatea unei balante proprie- Fic. 11.6 
tatea pe care o are de a-și modifica poziția brațului Lt 
atunci cînd în cele două platane sînt așezate greutăţi 
diferite. Ca măsură a sensibilităţii se poate considera unghiul 0 de înclinare a brațului, 
atunci cînd diferența dintre cele două greutăți are o anumită valoare. 

Dacă se notează cu / lungimea braţului, cu P sarcina de pe un platan, cu P+AP 
sarcina de pe celălalt platan, cu С greutatea proprie a brațelor și cu d distanța de la axa 
de rotaţie pînă la centrul de greutate al brațelor, ecuația de momente față de axa de rotație 


este (fig. 11.6) 


(P--AP)I cos 0— PI cos 0—Gd sin 0—0, (11.8) 
de unde se deduce 
0 API 
tg EG (11.9) 


Din expresia (11.9) rezultă cá o balanţă este cu atît mai sensibilă, cu cît are brațele mai 
lungi, cu cît greutatea lor proprie С este mai mică si cu cît centrul de greutate al brațelor 
situat sub axa de rotaţie, este mai aproape de această axă. ә 

b) Cîntarul roman. Este din punctul de vedere al mecanicii, o pirghie de ordinul 
întîi cu braţele neegale (fig. 11.7). Unul dintre brațe, OB, la extremitatea căruia se atîrnă 
platanul, are o lungime dată. În lungul celuilalt braţ poate aluneca un cursor de o anumită 
greutate Р. Fie С greutatea brațului şi a platanului şi О, centrul de greutate respectiv. 

În stare neîncărcată echilibrul are loc atunci cînd cursorul este aşezat în Ag. Ecuația 
de momente față de punctul O este 

Gx 00, = Рх OA,. (11.10) 

Cînd se aşază pe platan o greutate Q, 
pentru restabilirea echilibrului, este 
mecesar să fie deplasat cursorul din 4, 
in Ау. Ecuația de momente în попа 
situație este 


Gx 00,4-Qx OB— Px O4,. 


Comparînd această relație cu (11.10) se 
deduce 


Fig. 11.7 Qx OB— PX (04,—04 ,) = PX 414,. 
(11.11) 


Din relația (11.11) rezultă că greutatea Q este $ropo-tionald cu lungimea A do. Această pro- 
T prietate permite să se dividá braţul lung al cîntarului în modul următor: pe platan se aşază 
o greutate cunoscută, de exemplu de 1 kgf si se determină poziţia А, corespunzătoare a 
cursorului. Dacă 494,2 atunci diviziunile corespunzătoare greutăților de 2 kgt, 81 gf etc... 
vor fi respectiv 2), 3) etc. împărțind intervalele în părți egale, se pot determina diviziunile 
corespunzătoare fracfiunilor de kilogramtorţă, 1 А E Ч A н 
c) Cínlarul zecimal, Este alcătuit dintr-un sistem de pîrghii articulate dispuse aşà 
cum se arată în fig. 11.8. Pe pirghia DE este așezată undeva, la distanța- d de SDE 
tatea D, greutatea Q. Această pîrghie se sprijină în Æ pe uu cuţit solidar cu pirghia FG. 
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Pirphia EG se sprijină la rindul ei în G pe alt cuțit, Extremitütile D şi F ale celor două 
pirghli sînt legate respectiv prin Иши DB şi PO de pirghia ABC care se sprijină în O, 
în extremitaten A este legat un platan pe care se aşază greutatea P; 

Relaţia între P şi Q se stabileşte din ecuaţiile de echilibru ale pîrghiilor DE, FG 


şi ABC, Rezultă 


) x (РЕ ) X Q,x E'G 1 E'G 
Q ^ Sid Q, xd 0, D 2 
: DI QUOCUM DE mt FG DI FG 
X ] ОС ) ос Ес OD 
p Ох ОВ + 0х OC ( 0 n4 APA 
0.1 0.1 Dl FG DI 


L Pentru ca rezultatul cîntăririi să fie indepen- 
4% ад [25% ү dent de poziţia greutăţii Q pe cintar, este пе 
\ A cesar să se anuleze coeficientul lii d, adică 
[> E'G OB 
: 0 
rG ОС (11.12) 

Dacă este îndeplinită condiţia (11.12) atunci 
52087 , 
"o4" (11.19) 


'l'otul se comportă deci ca gi cind sarcina Q 
ar acţiona în B. Alegind OA=10 OB rezultă 


"jg. 11.8 Ре. 


Pe platanul cîntarului este necesar să se așeze o greutate P de zece ori mai mică decit greu- 
tatea О care trebuie cîntărită. De aici și denumirea de cîntar zecimal, 


p. THROLIUL 


§ 5. Trollul. Troliwrile servesc la ridicarea greutăților. Troliul simplu (fig. 11.9) se 
compune dintr-un tambur cilindric pe care este infásurat un cablu (sau un lanf) care are un 
capăt fixat de tambur, iar de celălalt capăt atirná sarcina Q ce trebuie ridicată. Tamburul 
are la extremități două fusuri care se rotesc în lagăre. Pe tambur se află fixată o roată 
la extremitatea căreia se aplică, tangenţial, forța motoare P. 

Notînd cu v raza tamburului și cu Zt 
raza roții si neglijind frecările în lagăre, rigi- 


ditatea cablului și greutatea acestuia, ecuația 
de momente în raport cu axa de rotaţie se serie (52) e 


PR—Qr-0, de unde -Р=05 (11.14) 


a 


Dacă se fine seama de greutatea cablului, 

atunci, notind cu q greutatea sa pe unitatea 

de lungime $i cu 7 lungimea porțiunii de cablu |, 
саге atírná, ecuația de momente devine 


PR—(Q--q1)r-0, de unde P= (054-90) Lc Fig. 11.9 


(11.15) 
Se observă că sarcina P variază cu lungimea / a cablului desfășurat, Pentru a menține con- 
stantă sarcina P în timpul ridicării greutăţii Q, se utilizează un troliu cu tambur tronconic. 
În modul acesta, pe măsură ce greutatea Q se urcă (Z descrește) raza r creşte, astfel incit 
produsul (0-4-gDr să rămînă constant. Ca urmare: P=const. 
Un asemenea troliy se numește /roliu regulator (Fig. 11.10). 
'Troliul cu ax vertical se mal numeşte şi cabestan. 


— 


ae 
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V ————— 
fj 0, "road dileren(ind, Ar tamburul format dim donă porțiuni cilindrice de raze 
| diferita A gt (Pip 11,11), Oreutaten O oare trebule ridicată este atirnată de furca unui 
eripete: mobil, Cablul, робови pe. dup seripete este infágurat în sensuri diferite pe cele 
doni үөн de tambur: Cind trolfal este roth nstfel ineft cablul să se înfăşoare pe porțiu- 
| nen de tambur de rază Л, elsa va desfhgura de pi рогу шлев de tambur de rază y, Deoarece 
IU a vexati vă porțiunea de cablu enre ва înfăgonră enti mal mare decit cea сате ве desfă- 
рон, deni grentaten. () ne uron 
ў Neglijind Freedrile yi riglditaten firelor, tensiunile din firele troliului sint egale cu 9/2 
| jb оопа de momanta faţă de nxi rolului se неги 
\ 
М () () ПЕВ 
| PI ) №0), de nnde ^ 7] (2, (11.16) 


== 


i : 


lg, 11,10 Fig. 11.11 


Ме observik ой raportul dintre forţa motoare P pi cen rezistentă Q este proporţional cu dife- 
renta A —r a razelor celor două porțiuni de tambur, De асі şi denumirea de troliu diferențial. 


G6, BSCIUPETELE 


lintr-un dise circular avînd pe periferia lui un 


(à 7, Berlpetele, Beripetele este Шей « 
„ Axul scripetelui este prins într-o furcă care 


sant, prin care trece un cablu (вац un lant) 
se termin eu un etrHg, 

a) Serlpotela Jiw (Hg. 11,12) 
firului, dim cennția de momente 


îm acest caz, dacă se neglijează frecările și rigiditatea 


PR=QR=0, rezultă 0, (11.17) 
| Daci ве ține neama do freearea iu. lagăre, ecuația de momente se serie 
i pR—QR-—y,Nrz0, 
L| 
unde (4, este coeficientul de frecare în lagăre, y este raza fusului seripetelui, iar N este modu- 
lul reacţiunii din axă 
М=ү PIRI 4-2 PQ сов ш. 
În această exprese ~ ente unghiul dintre suporturile forţelor P si Q. În cazul ciud cele 
două suporturi sini paralele N= P- Q 9l rezultă ecuntla de momente 
Rl ` 
4 PR-—Qm- (124100) 0, de unde Dim Ui o. (11.18) 
T R-—ur 
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În cele 
care reziatenţ 
en sc manife: 
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^E reper. j 
de mal inainte s-a presupus cablul perfect flexibil. În realitate el opuue oare- 
i la încovolere, Această rezistenţă este cunoscută sub numele de rigiditate si 
tă prin aceea că în regiunile DD, şi АЛ, în care cablul se infágoarit, sau se 


pînă la 


desfăsoară de pe scripete (fig. 


valoarea 0 


(zero) $1 nu brusc, 


11,13), curbura variază continuu, de la valoarea 1 


аза cum ar fi posibil numai în cazul unei flexibilitáti per- 


Fig. 11.12 Fig. 11.13 


fecte. Ca urmare, cablul se apropie cu distanța e, de axa de rotaţie, în porțiunea în care se 
aplică forța motoare P $i se îndepărtează cu distanţa e, de aceeași axă în porțiunea în care 
se aplică forța rezistentă Q. Ecuația de momente se scrie în acest caz (fig. 11.13) 


P(R— 2) —Q(R--05) — y Nr =O. 


Dacá suporturile forjelor P si Q sint paralele, N-P-rFQ si, din ecuaţia de momente, 


se deduce 
Е-е,” 


P = —— 
ано (11.19) 


9. 


Deoarece mărimile су, cp şi v sînt foarte шісі, formula (11.19) se poate serie “în mod 


| aproximativ 
r ei Hea -2U4* ETA 2017] н 
1 p-|142;,——À x| 14 += |. .20 
| | un a ara Ло Те | (41:20) 
SEU pe 2р7 : ў A 
Notind A R 2 şi й=1-ЕЛ-Е R’ expresia forței P se poate scrie 
Pko. (11.21) 
^ ^ 
1 Deoarece k> 1 rezultă P>Q. Scripetele simplu are rolul de a schimba direcția de 
) trausmitere a forței, din care cauză se întrebuințează ca scripete de ghidaj. 
К Valorile coeficientului A, în funcţie de diametrul d al cablului se pot lua: 
== 0702 аз. 0,06 d? pentru funii де cînepă; 
120,06 22 ........... 0,09 d2 pentru cabluri de oţel. 


| b) Scripelele mobil. Scripete mobil este orice scripete al cárui ax este deplasabil. 

De axul unui astfel de scripete se poate atirna sarcina de ridicat Q (fig. 11.14, a) sau se 
{ aplică forța motoare Р (fig. 11.14, Б); în primul caz scripetele mobil serveşte pentru demul- 
| tiplicarea forței motoare, iar în al doilea caz pentru demultiplicarea vitezei de acţionare 


a sarcinii, 
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Să considerăm cazul general al scripetelui mobil pentru demultiplicarea forței motoare 
(fig. 11.15), cu cele două ramuri făcînd între ele unghiul о: 
În acest caz din ecuația de momente în raport cu аха de rotație a scripetelui 


Pr — 1v=0 se deduce Т= Р, (11.22) 

| d 77 | ; 

b) eS А 
ў UN 
| | Г 

| 
q 
Fig. 11.14 Fig. 11.15 


iar din ecuația de proiecție pe direcția forței Q 


Q— P cos s T cos : 0 se deduce P= О. (11.23) 
2 cos -> 
Їп cazul cînd forțele P si Q sînt paralele (fig. 11.14, а) «=0 si 
Q 
Р=—5-: (11.24) 


Scripetele mobil, spre deosebire de scripetele fix, permite să se ridice o greutate 9 
folosindu-se o forță motoare Р<0. Comparînd formulele (11.23) şi (11.24) se deduce că se 
utilizează cea mai mică forță motoare posibilă în cazul с =0, adică atunci cînd forța motoare 


este verticală. 
Dacă se ţine seama de frecări și de rigiditatea cablului se poate utiliza formula (11.21) 


stabilită în cazul scripetelui fix. Rezultă 


p kQ 3 
P=kT, Р+Т=0, de unde PERI (11.25) 


$ 8. Sisteme de scripeti- а) Se poate alcătui un sistem de scripeti dintr-un scripete 
fix şi un număr n de scripeti mobili. În fig. 11.16 se arată un astfel de sistem de scripeti 
cu n=3. Notînd cu Ту, Lo, ..., În tensiunile din ramurile 'cablului care leagă între ei seri- 


petii mobili şi ultimul scripete mobil de scripetele fix si folosind formulele stabilite la 


aragraful precedent, avem 
p D 
: k 


k 
———— Qa———— Ту, se 
Zn 1+k Q Ta ndm ты 


Rit = 
Ть=-——, Ta.) P-—RTa. 


| 14-k 

| 
011. Ínmulfind membru си membru aceste egalități, se deduce 
se usd! z 
2-8 P= Q (11.26) 
m i ТЕТ 
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În cazul cînd se neglijează frecările, 4—1 si formula (11.26) devine 


y 


р (11.27) 


Faptul că în expresia forței motoare numărul de ѕсгіре n intervine ca exponent, а făcut 
ca acest sistem de scripeti să fie numit uneori palan exponențial. 

b) Un alt sistem de scripeti este cel din fig. 11.17. El este alcătuit dintr-un Scripete 

fix si doi scripeti mobili, Relaţiile dintre tensiunile T4, Le ..., Га Şi forţa P se scrie apli- 

cînd formula (11.25) 


k я Г k TE f k 
2 1-4k 


= 

D 

M 
> 


Din acest sir de formule se deduce 


т 1-5 P T= (14 k)? p T = (1-4 h)" P 
1 i , 2 2 s ers in = , 
k k k 


sp ! r 2. 
Tensiunile Qo, Q,, ..., Qn se vor scrie aplicînd for- 
mula (11.21) 


PEKO, TQ—kQy .., Ta=kOn- 


Din aceste formule si din cele precedente se deduce 


1 1-F& 
00=— P, -Q= Ls P, Li 
k д? 
k) 2 A) 
Jes usto 12, ax Orem Ma P 
is k3 7 TUR 


JTinind seama cá 


dupá efectuarea tuturor calculelor rezultá 


Q 


(0 (LA) A E (11.28) 
pnl 


În cazul cînd nu.se ține seama de frecări, &—1 şi for- 
mula (11.28) devine 


7 


Q 


R= oni eut 


(11.29) 


$ 9. Palanul (fig. 11.18). Este un sistem de 
Scripeti alcătuit din două mutle, adică din două grupe 
de scripeti montate fiecare pe cite o furcă. Una 
dintre mufle A este fixă, iar de cealaltă B atirnà 
greutatea, Un fir continuu legat de mufla superi- 


oară în C este petrecut succesiv peste scripetii celor 
А două mufle, la capătul firului acționează forța 
Vig, 11,18 motoare Р, 


—— ———Ü y 


| 
| 


~ 
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Presupunind că fiecare muflá are n scripefi si попа cu 7,, Ty. 


din fiecare ramură a firului, rezultă 


0 un | Г -| Nu Tan; 


рау, Tea io Та Dare Da sie ГИР 
Din aceste relaţii se deduce 
J i 1 | | 
îi Dj ЇЧ Бун Түше Р 
h д? h” 
şi, după efectuarea tuturor calculelor 
k'ik 1) 
p A 1) Q. 
йыш 
Dacă se neglijează frecürile si rigiditatea firelor, formula (11.30) devine 
p--8 
2n 


Тур tensiunile 


(11.30) 


(11.31) 


Palanul diferențial este utilizat în practică pentru ridicarea greutăților, folosindu-se 


în ateliere sub numele de macara diferențială. 


El se compune dintr-un troliu A si un scripete mobil В (fig. 11.19). Troliul este 


format din două roţi de raze R și у, iar scripetele mobil are raza у. Rofile 


au profil special 


pentru lant, astfel încît, uu lanț fără sfîrşit este petrecut peste cele două roți ale troliului 
şi peste scripetele mobil. De scripetele mobil este atirnatá greutatea Q, iar foría motoare P 
acţionează asupra ramurii b a lanţului, cînd voim să ridicăm sarcina Q, sau asupra ramurii 2 


a lanțului, pentru coborîre. 
Notînd cu Т, si T, tensiunile din lanţ, din ecuaţiile de momente în 
Ту Tr =, PR+ Tyr — T R—0, 


Fig. 11.20 


| omm 
rezultă T, T,-—75 $i deci 
> h—r 
PP SERM 


raport cu axele 


[о 


(11.33) 


Raportul de demultiplicare depinde de diferența R—r a razelor celor două roți ale 


troliului, motiv pentru care palanul a căpătat denumirea de di/erenfiat, 


18 — Mecanica. leurelică 


274 STATICA 


e ; ‚ h—y 
Întrucât razele R si y pot avea valori apropiate, raportul de demultiplicare Әр 

»»ate atinge valori mici, astfel încît cu o forță motoare mică se poate ridica o sarcină 
b D na 


mare, 

Hxemplu, Să considerăm un palan diferenţial avînd R=200 mm şi 7—180 mm, 
cu care voim să ridicăm o sarcină Q=1 000 kgf, 

Raportul de demultiplicare este 


Rr 1 
DI EO 


Folosind expresia (11.32) se găsește P=50 kg. 

1 Palanul dublu este utilizat la maşinile de ridicat acționate mecanic (fig. 11,20), 

Cu ajutorul palanului dublu, sarcina Q este ridicată riguros după verticală, în timp ce, 
cu orice alt sistem de ridicare, sarcina are şi o oarecare deplasare orizontală. 

Palanul dublu poate fi considerat ca două palane simple, care funcționează concomitent 
fiecare fiind încărcat cu 0/2. 

Caracteristica palanului dublu constă în faptul că ambele capete ale cablului sînt 
fixate de tambur, ramurile 7 şi 4 sînt trecute peste scripeţii coaxiali S, și S, şi în conti- 
nuare, ramurile 2 și 3 trec peste scripetele S, саге are rolul de a egaliza lungimea celor 
două ramuri ale cablului, 


M D. PLANUL ÍNCLINAT 


$ 10. Planul înclinat (fig. 11.21). Servegte la ridicarea și la coborírea corpurilor, Se 

stie că pentru a ridica cu viteză constantă pe verticală un corp de greutate () este necesară 
„ o forță P—Q. Dacă același corp este însă ridicat pe un plan înclinat față de orizontală sub 
un unghi о atunci este necesară o forță P, paralelă cu linia de cea mai mare pantă și egală cu 


3 P=Q sin a. (11.33) 


Această relație între forța motoare si forța rezistentă rezultă imediat, în cazul cînd se 
neglijează frecările, din ecuația de proiecţie pe direcția liniei de cea mai mare pantă a planului. 
Dacă se tine seama de frecări, ecuaţiile de echilibru, în cazul limită, devin 


P—Q sin a—uN=0, N—Q cos «—0, 


din care se deduce 


P=Q [sin «+u cos «]— Q E (11.34) 


unde prin о s-a notat unghiul de frecare (tg p=u). Comparind formulele (11.33) si (11.54) se 
observă că în cazul unui plan aspru este necesară o forță activă Р mai mare decît in cazul 
! unui plan luciu (u=0). 
Din formula (11.33) rezultă că întotdeauna P<Q. Din formula (11.34) rezultă că, 
sin («--Ф 4 > А е 
pentru са Р <0 este necesar са Әбу) ы sau sin (®-Еф) < sin (90°—ф), sau încă 
cos e 


&--29 «90?. . (11.35) 


În cazul cînd condiţia (11.35) nu este îndeplinită, P>Q şi forța necesară pentru a 
ridica corpul pe planul înclinat este mai mare decît aceea necesară pentru a-l ridica pe 
i verticală; planul înclinat își pierde avantajul. 

Cînd planul inclinat serveşte la coborirea greutăților, atunci sensul de alunecare este cel 

descendent, Formula (11.33) nu suferă nici o schimbare, Formula (11.34) devine 


neo. (11.36) 3 
j cos ф 


E | 


У 
| 
| 
| 


"D 
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Formula (11.36) dă mărimea necesară a forței Р pentru a împiedica corpul de greu- 
tate Q să alunece in jos. 

În cazurile cînd «zo valoarea dată de (11.36) este negativă sau nulă, În aceste cazuri 
corpul de greutate Q se autofixează pe plan. Torfele de frecare sînt suficiente pentru a asigura 


Fig. 11.21 Fig. 11.22 


aceasta. Cînd a — 9, P=0. Rezultă cá, la cel mai mic deranjament, corpul începe să alunece, 
Cînd ao, Р<0. Rezultă cá, pentru a face corpul să alunece este necesar să se exercite 
o forță paralelă cu linia de cea mai mare pantă a planului, dirijată în sens descendent. 

în cazul cînd forța P nu este paralelă cu linia de cea mai mare pantă a planului, 
ci face un unghi B cu aceasta (fig. 11.22), ecuaţiile de echilibru se scriu 


Р cos B—0 sin a—uN=0, 0—0 соз «+P sin 0=0, 
din care A ^ 
sin «+p cosg , sin (xd) 


cos.B-+y sin f cos (2 —Ф) 


9. (11.37) 


Formula (11.37) dă valoarea forţei P necesară pentru a ridica corpul de greutate Q pe planul 
înclinat. In cazul cînd planul înclinat servește pentru coborirea greutăților Q, se obține 


. sin (x—9) 


——— —— Q. 1. 
"cos BF)” аы 
Condiţia de autofixare rămîne, ca si în cazul precedent 
a<e. (11.39) 


Forţa P, dată de (11.38) este mai mică decît forţa Р dată de (11.37) deoarece diferența lor 


sin 29 cos (x+ß) 
соз (8 — e) cos (8 19) 


Р-Р, Q 


este o cantitate pozitivă, atît timp cît «+В <90°, ceea ce are loc întotdeauna, deoarece 
pentru a menține corpul în echilibru, forța P trebuie să se găsească la dreapta verticalei OV. 

Adesea planul înclinat se combină cu un troliu, ca în fig. 11.23. Notăm cu u—tg o 
coeficientul de frecare dintre corp şi planul înclinat, cu u, coeficientul de frecare la fusul 
troliului, cu 7 raza tamburului pe care se infásoará cablul, cu R raza roții la extremitatea 
căreia acționează forţa P si cu a raza fusului. 

Se consideră că se taie cablul şi se scrie separat echilibrul corpului pe planul înclinat 
şi echilibrul troliului. 

Cînd tendința mișcării corpului este în sensul urcării pe planul înclinat 

sin («+Ф) 


T= 2, PRzTr-ruN, 
Te osp РЕ Теша, 


unde N, =V PIF T? 4-2 PI sing, lar P are valoarea Pmax, 


18 


STATICA 


Cud tendința mişcării este în sensul eoborirll pe plan 
sin (= Ф) 


соң v 


lu acest eu P ure valoaren Pntu 


Principiul planului înclinat este folosit în pructioă 
gravitaționale, toboganuri, vlovatoare оре, Lunleulate pe gie oti 


Fig. 11.23 


Este un organ de îmbinare demontabil avind forma unel prisme 
Pana acpioncază asupra pieselor 1 
ol laterale. Dacă se 


$ 11. Pana (fig. 11.24). 
triunghiulare care se introduce între două piese А şi D, 
şi B prin presiunile și forțele de frecare pe cure le exercită ро (ооо 
notează cu 2g unghiul la virf, cu P forța de acţionare, cu Ne şi Ve respectiv reacţiunea 
normală şi cea de frecare într-un punct oarecare ul suprafeței laterale a penel, ccuapia de 
proiecţie pe direcția forței Р este 

P—2XN, sin «--2XyN, cos «52 (SN) (sin a-l cos a). 
Forţa cu care pana împinge lateral una dintre piesele 21 sau D esto 
Q= XN cos а= XN, sin g= (XN) (соз = y sin a). 


Din expresiile găsite pentru P şi Q se deduce prin împărţire: 


siu & -- cos « 
=2—————— @‹=2() tgo) (11.40) 
соз @— pusing ~ Q шот) 
і fut mal mici, cu atit se realizează о 


Din această formulă rezultă că, cu cit & şi фз 
presiune mai mare Q, cu o aceeași forță Р, 
în cazul cînd se scoate pana dintre cele donă piese Л şi B, seusul forțelor de frecare 


se schimbă și forța P necesară este 
Ра) (0). quai) 
Pentru са pana să rămînă autotixată după batoro este necesar са valoarea зае Р 


dată de (11.41) să fie nulă sau negativă, adică op. 


wtb forme variato: Cransporboare 


талау on 


ta, 


х. 
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E, SURUDUL 


$ 12, Şurubul (fig. 11,25). Este alcătuit dintr-un cilindru circular drept pe suprafața 
laterală a căruia este săpat un sant, numit filet, în forma unei elice circulare, Dacă se 
consideră desfășurată suprafaţa laterală a cilindrului (fig. 12.13), se poate verifica ugor că 
între panta tg oa elicei, raza ra cilindrului și pasul p al elicei există relația simplă 


p 9 
ju e 42 
igo 29 (11.42) 

Surubul se. ingurubeazá într-o piesă denumită piuliță, care are un gol cilindric pe 
suprafața căruia este săpat un filet de asemenea elicoidal, avînd aceleaşi elemente geometrice 
ca și filetul şurubului. 

Mișcarea relativă а şurubului faţă de piuli( este o mişcare elicoidală particulară, 
numită mișcare de surub, caracterizată prin aceea că viteza de înaintare este proporțională 
cu viteza unghiulară de rotaţie, 

Există cazuri cînd piulița este fixă, iar şurubul are o mişcare elicoidală (de exemplu 
presa cu surub, şurubul de presiune), cazuri cînd şurubul este fix şi piulița are o mișcare 
elicoidalá (de exemplu suruburile de asamblare), 
cazuri cînd piulița are mișcare de rotaţie, iar | 
şurubul mișcare de translație (de exemplu şurubul 
binoclului) şi cazuri cînd surubul are mișcare de 
rotație si piulita mișcare de translație (de exem- 
plu şurubul conducător de la strung). 

În cele ce urmează se va presupune piulita 
fixá şi şurubul mobil. Rezultatele care vor fi sta- 
bilite sînt valabile si în toate celelalte cazuri. 


Asupra şurubului acționează: 
— la una dintre extremităţi un cuplu motor 


de moment ///, al cărui vector este coliniar cu axa 
şurubului (de exemplu în cazul cînd şurubul este 
rotit cu o cheie de brat / la capătul căreia actio- 


nează o forță P, momentul W= PI); 
; — la cealaltá extremitate o forță rezistentă Q Fig. 11.25 

avînd direcția axei şurubului și sensul opus 

celui de înaintare al şurubului; 

— în lungul filetului sáu, în fiecare punct 4; de contact cu filetul piulitei, o forță de 
presiune din partea acestuia, care poate fi descompusă într-o componentă N;, normală la 
filet si o componentă uN; tangentialá la filet si dirijată în sens invers sensului de deplasare 
al filetului şurubului față de acela al piulitei. 

Dacă se caută numai relația dintre momentul motor M şi forța rezistentă Q, este 
suficient să se scrie ecuația de proiecție pe axa şurubului și ecuația de momente în raport 
cu această axă. 

Aceste ecuații sînt: 


— XN, cos ~+ uN, sin «—0, 
2 i | 


„СЯ — ErN; sin «— XryN, cos @=0. 
Ele se mai scriu, considerînd р. constant în lungul filetului 


О= (cos « —y. sin о) AN, 


M = (віп -l-u cos a) Ni, 
de unde prin împărţire 
Жо» sin g-u cos a К 


= () 


)к tg t 11.43) 
соз & — віп a Qr talere) ( 
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Formula (11.43) arată legătura între momentul motor si forța rezistentă, atunci cînd are 
loc ,ingurubarea". La ,desurubare" sensul forțelor de frecare se schimbă și formula (11.43) 
devine 


Sl Qr tg (x—9). (11.44) 


Pentru ca şurubul să se autofixeze este necesar ca valoarea momentului, dată de (11.44), 
să fie negativă sau nulă, cu alte cuvinte pentru deșurubare, este necesar un moment de sens 
opus celui care a produs insurubarea. Această condiție este realizată, indiferent de forța de 
stringere Q, dacă «se. 

În exemplul arătat în fig. 11.25 s-a considerat că asupra şurubului acționează o forță P 
normalá pe manivela AB. Dacă forța P face cu AB un unghi diferit de 90°, са va produce 
presarea şurubului pe fata laterală a piuliţei si va rezulta o frecare de care trebuie să se 
țină seama. Se evită aceasta acfionind asupra şurubului cu un cuplu al cărui plan este 
normal la axa şurubului. 
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XH. CINEMATICA PUNCTULUI 
A. GENERALITĂȚI. DEFINIŢII 
$ 1, Generalităţi, Problema centrală a cinematicii (xivzua—miscare) 
este studiul mişcării mecanice a sistemelor de puncte, fără a | tine eama 
de masele acestor puncte si de forțele care acționează a supra lor. 
З In cinematică se folosesc noțiunile fundamentale de spaţiu sí de timp. 
in mecanica clasică se presupune că spaţiul este: absolut, euclidian şi tri- 
dimensional; iar timpul: absolut, avînd caracterul unui parametru con- 
tinuu unidimensional, independent de spaţiu si de orice altă mărime. 
Mișcarea unui sistem de puncte se raportează în general la un reper, 
care este presupus, in mod convențional, «fix». Orice reper, solidar cu repe- 
M rul fix este considerat de asemenea fix. Orice alt reper care ntt este soli- 


dar cu reperul fix este considerat «mobil». Mișcarea sistemului de puncte 
în raport cu un reper fix se numește mișcare absolută, iar mișcarea 
luiasi sistem față de un reper mobil se numește mișcare relativă. 

În cele ce urmează se va studia în prealabil mișcarea în raport cu ип 
reper fix şi apoi mișcarea în raport cu un reper mobil. Se va analiza, de 
fiecare dată, mai întîi cazul unui singur punct si apoi cazul unui sistem 
de puncte. Dintre sisteme, se vor cerceta mai amănunțit sistemele rigide 
corpurile rigide). 


$ 2. Mişcarea punctului. Mişcarea unui punct față de un reper fis 
este definită atunci cînd este posibil să se determine la orice moment 
poziția punctului. În general vom presupune că se definește vectorul de 
ziție 7 al punctului față de originea О a reperului, ca funcție de timp 


r=r(t). (12.1 


Funcția vectorială, definită de (12.1) trebuie să satisfacă, în І 
valul de timp în care este valabilă, anumite restricții impuse де feno- 
nenul fizic al mişcării punctului. Astfel, ea trebuie să fie continuă, wmi 
ă (deoarece punctul material nu poate ocupa simultan mai multe poziții 
incte în spaţiu), finită în modul şi derivabilă (primele două derivate 
două mărimi fizice, viteza şi accelerația punctului la momen- 


Cu toate aceste restricții, clasa funcţiilor (12.1) este foarte cuprinzătoare 
Definirea vectorului de poziţie r poate fi făcută în general cu ajutorui 
| trei funcții scalare, Astfel, dacă se folosesc coordonate carteziene, сипоаў 


ойо 
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terea vectorului /—7(/) echivalează cu cunoasterea abscisei, ord 
cotei punctului, ca funcţii scalare di timp, adică 


\ x(t), У=%(/), z-2z(l) (19.9 
Dacă se folosesc coordonate cilindrice, cunoaştere A 


echivalează cu cunoașterea razei polare v, 
ca funcții scalare de timp, adică 


vectorului 7—7 (0) 
а unghiului polar 0 şi a cotei 


r=r(t),  0—0(0), (1) (129. 


Dacă se folosese coordonate sferice, 
echivalează cu cunoasterea razei vectoate 7 
9 ca funcpii de timp, adică 


cunoaşterea vectorului 


„a azimutului 0 si a longitudinii 


rer(t), 0=0(0), ф==ф(/). 12.4 
În general, dacă se folosesc coordonatele, g @„ Şi qa, care determină 
B › 1, do 51 (a 
biunivoe poziţia punctului, cunoaşterea vectorului 7 =7([), echivalează 


cunoaşterea funcţiilor scalare 01, 9, 93, adică 


А 02=91(0, 9=9(0), %=9(0). (12.5 

În cele се urmează, se va folosi forma (12.1) la studiul propriet: 

generale ale mișcării. În aplicaţii vom folosi alături de forma (12.1 
dintre formele echivalente (12.2), (12.3), (12.4) sau (12.5). 


Ac 


> $ 3. Traieetorie. Locul geometric al pozițiilor succesive pe care le 
- ; ocupă punctul în mișcare se numește traiectorie. 


Ecuațiile (12.2), (12.3), (12.4) sau (12.5) pot fi considerate ca 
ecuațiile parametrice ale traiectoriei. 

În unele probleme de cinematică se cunoaște traiectoria. În a 
caz, dacă traiectoria este o curbă continuă, rectificabilă Şi are în o 
punct o tangentă unică, mișcarea punctului material poate fi defi 
printr-o singură ecuație scalară, în felul următor: 


Se alege pe curbă un punct arbitrar Ag. Un punct oarecare A poate 


definit prin valoarea s a arcului 4,4. Pentru ca să existe o coresponde 
biunivocă între arcul s şi poziția punctului A este necesar să se stal 


stabileas 
pe traiectorie un sens pozitiv de măsurare a arcelor. O dată această 
venfie făcută, mișcarea mobilului este definită dacă se cunoaşte leg 


gea de f 
variație a arcului s în funcție de timpul / 


con- 


O Ș) 
s—s(). (12.€ 
| Ecuafia (12.6) se numeşte ecuația orară a mişcării. 
$ 4. Invarianţii mișcării unui punet faţă de schimbarea reperului. Să 
| considerăm un reper fix față de care, mișcarea unui punct material este 
definită prin legea r—7(/). Schimbînd reperul, vectorul de poziție, care va 
defini mișearea față de noul reper fix va fi 


me OON 
| ril) ro-F-r(0), (12.7) 
| 


d er mou o ——————— 
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unde prin (7) s-a notat noul vector de poziţie, iar prin pg vectorul 0,0 
care unește originile celor două repere fixe, Vectorul Ж nu depinde, evident, 
de timpul £, deoarece О şi 0, sînt două puncte fixe, Se pot obține invarianţi 
ai mișcării dacă se elimină vectorul 7, din (12.7). Această eliminare se 
poate realiza prin derivări succesive ale acestei relații, în raport cu timpul, 
Se obţine 
рүе” Foesp, Реле. (12.8) 

Conchidem că toate derivatele vectorului de poziție în raport eu timpul 
sint invariante faţă de schimbările de veper fix. 

Proprietățile intrinseci ale mişcării unui punct material sînt deter- 
minate de invariangii (12.8). Primii doi invarianfi 


my (12.9) 
а=, (12.10) 


care se numesc respectiv viteza şi accelerația mobilului la momentul £, inter- 
vin în formularea principiilor dinamicii. 

$ 5. Viteza medie. Viteza la un moment dat. Să presupunem că la 
momentul £ mobilul se găsește in A, iar la momentul /--AZín A, (fig. 12.1). 


Să notăm cu As lungimea arcului de curbă AA,. Se numește vi/eză 
medie în intervalul de timp (7, +A!) raportul dintre lungimea arcului As 
şi durata Лі, adică 

As 


Di 
Um 


AA, At 


Viteza medie depinde de. perechea de puncte А, 4,, care se con- 
sideră pe traiectoria mobilului. Această mărime ne dă o idee destul de 
vagă despre mișcarea punctului. Pentru a obține 
o precizie a acestei noțiuni considerăm punctul A 
fix şi facem ca Лі si As să tindă către zero. În 
acest caz raportul-As/A? tinde in general către 
o limită (presupunem funcția s—s(/) continuă si 
derivabilă), iar formula (12.11) devine 

ds 9.19 
UAT S (12.12) 

Márimea scalará definitá de (12.12) caracte- 
rizează vileza mobilului în A. Această mărime 
scalară poate fi transformată într-o mărime vec- 
torială dacă convenim să se atribuie vitezei din A Fig. 12.1 
direcția tangentei din acest punct, iar ca sens К 
acela considerat pozitiv pentru arcele s. În acest caz, viteza în А va fi 
definită prin vectorul 


ds Q 
VA dt Un (12. 1З) 


е. 
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in care s-a notat cU т versorul tangentei în A la traiectorie. Sensul vecto- 
rului т coincide cu sensul pozitiv ales pentru arcul s. 
Se poate arăta că relația de definiţie a vitezei în A (12,13) coincide 
cu relația de definiție a aceleiaşi mărimi (12.9), dată la paragraful prece- 
dent. 
Într-adevăr, să considerăm (fig. 12.1) vectorii » si 7-- Ду care carac- 
terizează poziţiile A si A, ale mobilului. Se poate scrie 
dr $ Àr . А, ‚ nv + Аз ds = < 
lim lim —— :lim' 7 | ti - z (12.14) ? 
d^ ло Ar0 | А” | A30 AS App Al d | 


deoarece: 


nv ‹ , ‹ ? 
— vectorul [| este un vector unitar care are direcția coardei AA,. 
v 


S TM i $ n i Ағ ; v a 
La limită coarda tinde către tangenta in A, deci vectorul AP tinde cátre 7; 
Y 


Ar с ; ; c 
— raportul este raportul dintre lungimea coardei AA, si aceea 
As k 7 


a arcului corespunzător. Acest raport, la limită, tinde către unitate, deoarece 
curba a fost presupusă rectificabilă; 


NS QE Reg" 
— raportul Ar tinde la limitá cátre x. 


Unităţi de măsură. Din definiție rezultă că ecuaţia dimensională a vitezei se va serie 


———ҹ 


І, 
= LT. 
= 


Unitatea de măsură pentru viteză va fi egală cu unitatea de măsură pentru lungime 
divizată prin unitatea de măsură pentru timp. 


În sistemul CGS viteza se măsoară în centimetri pe secundă, iar în sistemul SI, 
F 
viteza se măsoară în metri pe secundă. 
$ 6. Aeceleratia. Să considerăm din nou mobilul în cele două poziții 4 


51 A, şi să presupunem că vitezele corespunzătoare sînt v si v--Av. Mări- 


A а > 07 РЛ A А УФ 
= caracterizează variația vectorului viteză în unitatea de timp. Această 


mărime depinde de perechea de puncte A si A, aleasă si ne dă o noțiune 
destul de vagă asupra variației vectorului viteză. Pentru a o preciza vom ^ 
presupune punctul A fix si vom trece la limită făcînd A4 si Av să tindă r 
către zero. Dacă se admite cá vectorul v este o funcţie continuă si deri- 


mea 


Y с Av a 7 CTS g = 
vabilă de timp, raportul Ar Va tinde către o limită, care se numeşte acce- 
leralia mobilului în punctul A 


bi (12.15) 


Unităţi de măsură, Din definiție rezultă că ecuația dimensională a accelerației va fi 
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Unitatea de măsură pentru accelerație va fi deci egală cu unitatea de măsură pentru 
ine, divizată prin pătratul unității de măsură pentru timp. Їп sistemul CGS accelerația 


măsoară în centimetri pe secundă la pătrat, iar în sistemul SI în metri pe secundă 
la pătrat. 


$ 7. Hodograful vitezei. Se consideră un punct arbitrar О în spaţiu, 

în care se aplică un vector echipolent cu vectorul viteză. Cînd mobilul des- 

scrie traiectoria (Г), virful vectoru- 

lui viteză, aplicat în О descrie o 

ta curbă (y). Această curbă poartă nu- 

| mele de /iodograful viteze: (fig. 12.2). 

Cu ajutorul hodografului se 

poate da o interpretare interesantă 

accelerației unui mobil într-un 

punct. Dacă se consideră două po- 

ziții apropiate A, si А, ale mobi- 

lului pe traiectoria (Г), vitezele 

у lor corespunzătoare v şi 74-Av, 

z punctele B, si B, corespunzátoare 

pe hodograiul (ү), atunci viteza ex- 

tremitátii B a vectorului v pe hodo- 
graf va fi 


вав (Оло) Ж OA IEEE 
lim А ? lim! m lim a154, 
мэо 21 д0 t Ar0 A! 


adică accelerația mobilului pe traiectoria (Г) este egală cu viteza extremității 
vectorului viteză pe hodograful (y). 
$ 8. Aproximarea mişcării unui punct în vecinătatea unei poziții. 


Deviatie. S-a presupus că funcția 7—7(/) care defineşte mişcarea unui punct, 
este continuă si derivabilă de două ori, derivatele ei fiind si ele continue. 
Aceasta permite să se dezvolte în serie Taylor sub forma 


(А) = (0--AUr (+2 (А0) 25 (Dre, A). (12.16) 


Relaţia (12.16) ne permite să aproximám mișcarea unui punct in veci- 
nătatea unei poziții A. Pentru intervale de timp Л? foarte mici, mişcarea 
T curbilinie poate fi înlocuită cu aceea a unui mobil fictiv care s-ar mişca 
după legea à 
AA'-—At-r(t). (12.17) 
Deoarece 7(/) este un vector tangent la traiectorie, rezultă cà mișcarea 
are loc pe tangenta la curbă. Considerind /—const si A/—variabil, rezultă 
că viteza mobilului fictiv este HE 
СЕТЕ 
р 
d(A/) ( ) ч 


deci constantă, O asemenea mișcare se numeşte mişcare rectilinie şi untforma. 
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În concluzie, о mișcare curbilinie poate fi asimilală, în vecinătatea de 
ordinul inti? a punctului A, cu o mișcare rectilinie și uniformă, pe tangenta 
in A la traiectorie, avînd viteza egală cu viteza din A a mobilului. 

În vecinătatea de ordinul al doilea [pentru valori Aż mai mari, dar 
totuşi suficient de mici, ca e(/, A/) să fie neglijabil] este necesar să se 

introducă o corecție sub forma mișcării unui mobil 


i 4 i fictiv care se face după legea 
AA" — (A)? r(). (12.18) 


''raiectoria acestei mișcări este o dreaptă avind 
aceeași direcţie ca 7(7). Considerind si de data aceasta 
timpul ¿ constant si intervalul de timp A^ variabil, 
pentru viteza și accelerația mobilului fictiv obținem 
expresiile 


O asemenea mişcare, cu accelerație constantă, poartă numele de miş- 
care rectilinie uniform variată. 
În concluzie, o mișcare curbilinie poale fi asimilată în vecinătatea de 
E " ordinul al doilea a punctului А, си două mişcări rectilinii: una, uniformă 
е Ri pe tangenta la traiectorie, cu viteza din A a mobilului şi a doua, uniform 
2 variată cu accelerația din A a mobilului. 


Vectorul A'A” poartă numele de deviatie. 
| În fig. 12.3 au fost desenate segmentele ФА”, A'A” si А”А,. Ulti- 
| mul segment, A''A,=e(f, At), uneşte punctul A" cu punctul 4, de pe 

curbă, în care se găseşte mobilul în momentul /--Л/. 


В. COMPONENTELE VITEZEI ŞI ACCELERATIEI ÎN DIFERITE SISTEME 
DE COORDONATE 


i $ 9. Sistemul de coordonate carteziene. Într-un sistem de coordonate 

carteziene (fig. 12.4) vectorul de poziţie este definit prin coordonatele x, y 
şi z ale punctului. Cunoașterea mişcării punctului revine la cunoașterea 
acestor coordonate ca funcții de timp 


00), у= (0), 2200): 


| f ; Aceste ecuaţii pot fi considerate că definesc parametric traiectoria (Г). 
Dacă se elimină timpul, ecuațiile traiectoriei mai pot fi scrise şi sub forma 


D! implicitá 
f(x, y, 2)=0, (2, y, 2) —0. 


Vectorul de poziţie 7 se va serie 


Pi yj 4-20. 


«& 


a 


— —— 


| 
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Viteza v se deduce prin derivarea vectorului de poziţie în raport cu timpul 
| : ~ 5 Мир, = ^ 
v=r=yi+yj+ zk. (12.19) 
Acceleraţia a se deduce derivind de două ori vectorul de poziție în 
raport cu timpul 
а= іу j--z h. (12.20) 
ta 
{ 


Fig. 12.4 


În aceste derivări s-a ținut seama că axele triedrului fiind fixe, ver- 


sorii lor î, şi А sînt constanți, deci TE EE 
Din relaţiile (12.19) si (12.20) deducem proiecţiile pe axe ale vecto- 


rilor vitezá si acceleratie 


Gy х, ауу, Gz—z. 
$ 10. Sistemul de eoordonate cilindrice. În sistemul de coordonate 


cilindrice (fig. 12.5), vectorul de poziţie 7, este definit de coordonatele 
(unghiul polar), 7 (raza polară) si 2 (cota). Cunoașterea mişcării punctului 


revine la cunoașterea funcțiilor 
= 7—71) O=O 40) 
Aceste ecuaţii pot fi considerate ca ecuații parametrice ale mişcării. 
Direcţiile pe care se proiectează sînt: a) direcția razei polare OM, carac- 
terizatá prin versorul p, b) direcția normală la raza polară din planul хОу, 
caracterizată prin versorul » si c) direcția axei Оз caracterizată prin ver- 


sorul 4. 
Se observă că versorul k este constant, deci &—0, iar ceilalți doi ver- 


sori, p şi n sint mobili. Se pot calcula derivatele lor, în raportul си timpul, 


caleulínd proiecţiile lor pe axele fixe de versori і si J. 


А 
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Obtinem 


p=cos O/--sin 0j, л sin 07-|-cos 07, 
de unde, priu derivare, 


o sin 0-0 7--cos 0-0 j— 0 qi, 
(12.22) 


== —cos 0-0 /—sin 0-07 р. 


— —MMÀ— 


H , Yl m ' 
м Vectorul de poziție 7, se va scrie 
i 7у==”0-|2#%. 

Viteza se obține prin derivarea vectorului de poziţie 7, în raport cu 


timpul 


2.25 


-zk-rp- Onze. (12.23) 


Ur =e Hre 


Acceleratia se obține derivînd de două ori vectorul de poziție în 


raport cu timpul | 
а= р}, pr 024-7 Ün--r ба E— (9 — 702) e4- 


A -F(r 0--27 n-z f. (12.24) | 
E. з 

Е. Р Din (12.23) şi (12.24) deducem componentele vitezei şi accelerației 
NL 4 în coordonatele cilindrice | 
к= Dai Ой ; (12.25) | 
i d,—7—70?, q,—70--270, a,—2. | 
| Observaţie. În cazul unei mișcări a “mobilului în planul coordonatelor ғ, Ө | 

Al i (coordonate polare) rezultă 

i 2—0, 02—051 22-0. | 
| şi obţinem | 
: | 
v =, v,-—r0, | 

| TRI. не. 239) 
a,—r—r0?, 4,—r0--2r0. ? 


Se poate defini o mărime care | 
caracterizează creşterea ariei secto- 
riale, cuprinsă între două raze vec- | 
toare și arcul de traiectorie cînd | 
mobilul descrie traiectoria. Ea se 
numeşte viteză areolară О. 
і Se consideră pentru aceasta aria sectorială А la momentul £ şi la 
P. momentul /4-A/. Creșterepariei, AA, este reprezentată in fig. 12.6 prin | 
aria triunghiului curbiliniu OMM. S-a presupus că derivata r(î) nu se 
anulează de o infinitate de ori în vecinătatea punctului AZ, astfel incit se 


Fig. 126 


о  Ҥҥ Өш ы ө ө EEUU gemere 
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| 
poate alege un are MM, pe care funcția 7(/) să fie monotonă, de exemplu, 
în cazul fig. 12.6, monoton crescătoare, Se observă că 
"А0 rA- AmA0 
> е АА ( I ) ? 
2 2 
împărțind cu timpul A/ si trecînd la limită putem serie 
2, 
АДО ВЯ 00 (r4 Av) AO? 
lim у lim —— lim E Au 
4 da0 24! “мо M Alo 24/ 
Cum 
RAO p (ale AA 0) 
lim = lin t n 4, 4 5 
дьо 241 мю 24! 2 


rezultà pentru viteza areolará expresia 


0 


o (12.27) 


Observaţie. Se poate arăta că viteza areolară О are ca valoare absolută jumá- 
tate din modulul produsului vectorial 7x v. Într-adevăr 
TX v—rpx (vog Honn) =runpXx т POR, 
Rezultă 
|х| = |0 |-2 0, 


de unde 


$ 11. Coordonate sferice. 
Vectorul de poziție este definit 
in acest caz prin raza vectoare 
7, azimutul 0 si longitudinea 9 
(fig. 12.7). Miscarea este defi- 
nitá, cînd se cunose funcțiile 


r=r(), 0=0(), е=®(%), 


T care pot fi privite ca ecuații 
1 parametrice ale traiectoriei. 
Proiecfiile vitezei şi accelera- 

fiei se vor calcula pe: 
a) direcția razei vectoare 
OM orientată de versorul р; 
b) direcfia tangentei la paralela care trece prin M, orientatà de 


: versorul m; 

: c) direcfia tangentei la meridianul care trece prin M, orientată 
2 f de versorul p. 

e 


19 Mecunicea. teoretică 
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т 
Se observă că toţi aceşti versori sînt variabili. Pentru a cali ula deri | 
| 


vatele lor în raport cu timpul, îi vom proiecta pe axele lixe Ov, 0 j 


Ox. Obtinem 


б==зїп 0 cos o itsin 0 sin oj [cos 0A 
7 Sin oi-]- cos | 
еж C08 () cos et cos Ü sili р) in 0 | 
Prin derivare în raport cu timpul rezultă « 
| 4 
a= Ü cos 0 cos pi 0 cos Osin р) 0 sin 04 


e 
_Ф sin 0 sin oi] 9 sin 0 cos р) jm Foe sin 0n, 


n 2 COS pi р sin 9 p siu 0 o 9 cos б, (12,29) 
ш — 0 siu 0 cos фї- 0 sin 0 sin 9j-— 0 cos 0% 
9 cos 0 sin фі) p cos 0) cos фу Ор--ф cos On 
În coordonate sferice, vectorul de poziţie poate fi seris sub forma 
TY 
Viteza se obține prin derivarea vectorului 7 în raport cu timpul 
I — 5 .— .— . ? 
v—7r—r-l-ro—rge--rüu--ro sin 0n. (12.30 
Accelerafia se obține derivind vectorul viteză (12.30). Jiuînd seama di 
(12.29) obtinem | 
а=тр-Е^р+ (P0-+rrd)urrdu+ [re sin 0 | rọ sin 0-- t 
--rÜg cos 0]n-I-79. sin 0n—r--r(0p.--g sin 0л) 4 
+ (70 H »ü)uJ r0(—0o-1-o COS 0л) - [o sin 04 ro sin 0-| 12.31 
(12.31) 


--rÓg cos 0] —79 sin 0[o sin 00--ф cos 0u]= [y —702— 
— r sin20-9?] p+ [2o sin 0+20pr cos 04-7 ọ sin 0] n+ 

4 [2204-70 — r9? sin 0 cos 0]u. 

Rezultă următoarele componente pentru viteză si accelerație: r 
v,—70, Yn=r sin бф, 


? 
2/0—r sin 0 cos 002, (12.32 


a,—r—7r0?—r sin? 0:9?, a,—r0-- 


1 d 


an=r sin 0:9--2ro sin 0--20or cos 0 FESTE ET (rè sin? 0%) 


$ 12, Componentele vitezei si accelerației pe axele triedrului lui Frenet 
(fig. 12.8). Se presupune că este cunoscută traiectoria prin ecuația 
(12.33) | 


? r(s) 


1 
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unde s este arcul de curbă, măsurat de la 
considerat ca origine ‹ 
definită printr-o singură funcţie scalară 


s=s(7) (12.34) 

Heuafia. (12.34) este ecuajia orară a mişcării. Se consideră un triedru 

mobil, eu originea în M, avind ca axe tangenta la curbă, orientată de 

versorul т, normala principală oriei 

tată de versorul v şi binormala orien 

tată de versorul B. (triedrul lui Frenet 
sau triedrul natural). 


Folosind ecuaţia parametrică а pa e 
traiectoriei (12.33) şi ecuația orară “0 
(12.34) se determină componentele 
vitezei si accelerației pe axele tric- 
drului lui Frenet, ţinîndu-se seama de 
definițiile generale ale acestor vectori 

i 0 
оғ sr, (12.35) Fig. 128 
căci (у. сар. І, $ 29)]. Mai departe 
e 
dż 
Dar 
Ie ат ds s = 
mon um A 
cáci = E [prima formulă a lui Frenet, v. cap.I. formula (1.86)]. 
Rezultă |. 
a=sr+ а У. (12.36) 


Din formulele (12.35) şi (12.36) rezultă componentele vitezei şi acce- 
lerafiei pe axele triedrului lui Frenet 


U.—S =V, 
zu (12.37) 
a.—S =V, 


Rezultă că viteza este tangentă la traiectorie în M, iar accelerația 
este conținută în planul osculator la traiectorie în punctul М. Componenta 4, 
a accelerației se numeşte accelerație tangențială, iar а, accelerație normală. 


Observaţii. 1°, Dacă într-un anumit interval de timp а‹=б, rezultă 


şi mişcarea curbilinie se numeşte uniformă, 
2 


const 


Dacă a, $i v ап acelaşi semn, viteza creşte in valoare absolută şi mişcarea эе 


numeşte accelerată, Ducă as $! t au semne contrarii mişcarea se numeşte întiraiată (deceleratà). 


un anumit punct Mo, al curbei, 
v arcelor. În acest caz s-a arătat că mişcarea este 


обе CINEMATICA 
3 Ducă (Const. mişcarea se numeşte untform variată, ea putînd fi uniform accel, 
dacl ar şi est de acelaşi semu şi uniform бра dacă ae si v sint de semne contrarii 
! Wealarul accelerației normale, ay fiind în general pozitiv, accelerația normală TE 


seusul vorsotului v, adică este dirijată către centrul de curbură (este c ntrip« 


1 
M NVeceleratia normală poate fi nulă (exceptind cazul 0), cind 0, adică în punc- 
tele de intlexiune ale traiectoriei, san în cazul cind traiectoria este o linie dre aptă 
G7, Singura mişcare їп care acceleralia este nuld, este mişcarea rectilinie ȘI unilorimná 
I 
eM din a0 vesultà ауз şi oc 0, adică 0 si const 


Lecelerajte de ordinul al doilea. Derivind expresia accelerației se obține 
un vector denumit accelerație de ordinul al doilea. Deşi această accelerație de 
ordin superior nu intervine direct în ecuaţiile fundamentale ale dinamicii, 
există motive să se presupună că anumite mărimi fizice care intervin în 
fenomene ce se deslüsoará cu o variație foarte rapidă, în timp, a intensității 
fortei (ciocniri, smucituri, cutremure etc.) se pot exprima nemijlocit în 
более de acceleraţia de ordinul al doilea si în general în funcție de acce- 
lerațiile de ordin superior. De aceea accelerația de ordinul al doilea sí 
accelerațiile de ordin superior au format obiectul a numeroase studii teo- 
retice 1, 

Cu notafiile de mai înainte avem 


Р pss 
Dar 
v3 do 
e d 
In baza formulelor lui Frenet 
dz m si ду Е 
d = o > RB cS Cu 
unde p, este raza de torsiune, avem 
2 ат dreiv gdo Dodi 96; 
ds di e ds а; e Pe 
Rezultă atunci 
da Ek Үү [2 vv 
dt y e 


Grupind termenii găsim 


da zx [s w|= 
dt К e? Ы 


Accelerafia de ordinul al doilea, are deci, în cazul general, componente 
diferite de zero, pe toate axele triedrului lui Frenet. 


! A. A, Deleg, La notion de secousse et sou rôle dans la dynamique (Bulleti 
Mathématique et de Physique pures et appliquées de l'école Polytehnique de 
Nr. 1, 2, 3, 1936—1937, Anul VIII), 


— i 24 
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€, MIȘCĂRI PARTICULARE ALI: PUNCTULUI 


$ 13. Mişcarea rectilinie uniformă, Se numeşte mișcare rectilinie uni- 
formă o mișcare a cărei traiectorie este o linie dreaptă și a cărei viteză 
este constantă, 

Pentru uşurinţa studiului se presupune că mișcarea are loc ре axa Ox 
a unui triedru cartezian. Datele problemei sînt 

Ug C,, y—0, 2=0, 
Tinînd seama că v; v rezultă x :C4 si, prin integrare 
YO Ga, 

Constanta C, reprezintă viteza v a mobilului la un moment dat. Con- 
stanta C, reprezintă abscisa punctului la momentul inițial (/—0). Conve- 
nim s-o numim spațiu inițial si o notăm cu ху. Ecuația mișcării rectilinii 
uniforme devine 

х==®ї-|- xo. (12.38) 
Aceasta este forma cea mai generală a unei mișcări rectilinii uniforme pe 
axa Ox. Dacă se calculează acceleraţia, se găsește x—0. 

Se poate arăta, reciproc, că singura mișcare pentru care а= este miş- 
carea rectilinie si uniformă. Într-adevăr, proiectînd relația &—0 pe axele 
unui triedru cartezian se obține 

=й суш 1-0) 
din care se deduc prin integrare 


D 


x—at--xo, y—bt-Eyg , z-—ct--29, 


unde a, b, с, ху, Уо, Zo sînt șase constante de integrare. Eliminind timpul 
între aceste ecuații parametrice se obține 


zog 


a b с 


adică ecuația unei drepte. Componentele 
vitezei vor fi 


UIS W= Os Uz 0; 
Rezultă 


v—V vi Fo 4-v— V. a?*-- b*-- c*—const 


(vezi si observaţia 6° de la $ 12). 
Diagrama mişcării. În fig. 12.9 s-a 

reprezentat grafic miscarea rectilinie si Гіс. 19.9 

uniformă pe axa Ox. În abscisá s-a înscris 

timpul / iar în ordonată spaţiul x. Diagrama este o linie dreaptă. Ordonata 

la origine reprezintă spațiul inițial x. Dacă timpul a fost reprezentat la 

scara l/m, iar spaţiile x la scara 1/7 atunci scalarul vitezei v se poate 

obține cu formula 


n 
=z te 0. 


y 
H 
g 
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$ 14, Mişearea reetilinie uniform variată, Se numeşte mişcare 


$1 a cărei accelerație este constantă, 


Vom considera că mişcarea are 
ре аха Ox a unui triedru cartezian, 


Din definiţia miscării rezultă 


аз=а,‚ у= 0, 


Cum @s=Ẹx rezultă x—a si, integrind succesiv 


X-abpC, —x—latt4 CC, 


Semnificaţia fizică a constantelor de integrare C, şi С, se obține dacă 
se înlocuieşte în expresiile vitezei 4 spaţiului x, v а timpului / 
cu 0. Obfinem x(0): C, şi x(0)—C,. Deci constantele 51 C, reprezintă 
respectiv viteza si abscisa mobilului în momentul initi 1 Se vor nota C, 


51 C,— Vo: Atunci legea spaţiilor si a vitezelor în 
vor căpăta formele 


Uf 


mişcarea uniform у; iată 


2 jq f 
x= vot l-Xo,  V=al-kvw. (12.39) 
În aplicaţii este uneori util să se exprime viteza v a mobilului î 


funcţie 
de abscisa x. Eliminind timpul / între relațiile (11.39) 


, Se obține 


—U 7 ‚ 0 [0—00 \2 0—0, А 
z Apoi is ) "00 — X, 


a 
si efectuind toate calculele, 


v 


` t= 


v—Yy w--2a(x— x,). (12.40) 
Această formulă este cunoscută sub numele de formula lui Torricelli. Cînd 
mobilul pleacă din origine fără viteză inițială (x,—0, v,— 0) 


v— V 2ax. 
În cazul particular al unui punct material greu, lăsat liber să cadă 


în vid pe verticală, de la înălțimea A, viteza cu care atinge pămîntul 
este dată de expresia 


v— V 2gh, 2eh 

unde prin g s-a notat accelerația pim (la București 2—9,8053 п/з 
229,81 m/s?). 

Se deosebesc două feluri de mișcări rectilinii uniform variate: 
lerate si intirziate. | 

О mișcare uniform variată este accelerată, într-un interval de timp, 
dacă, în acel interval viteza si accelerația au acelaşi sens şi este înfirziată, 
dacă viteza şi accelerația au sensuri opuse. 

Este posibil ca o mișcare uniform variată să aibă ambele faze, acce- 
lerată $i întîrziată, sau numai una dintre ele. De exemplu un punct material 
greu, lăsat liber să cadă pe verticală sau aruncat cu o viteză inițială des- 


cendentă, are o mișcare uniform accelerată, deoarece în tot timpul mişcării 
viteza Și acceler afia au același sens (desce nde nt). 


acce- 


ree 
tilinie uniform variată o miscare a cărei traiectorie oste o linie dr ipti 


loc 


Y 


r2 
e 
a 
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ln cazul unui mobil, care frineazá, mişcarea este definită din momen- 
tul 40 pînă în momentul cînd se opreşte, În tot timpul mișcării, accele- 
vatia (presupusă constantă) este dirijată în sens invers vitezei, deci miş- 
carea este. întirziată, 

în sfirsit, în cazul unui punct material greu aruncat pe verticală în 
sus, miscarea este întirziată pînă în momentul cînd este atinsă înălțimea 
maximi, iar după aceea este accelerată, 

Diagrama mişcării. În fig. 12.10 
s-a reprezentat diagrama unei mişcări = 
wniform variate, Diagrama este о pa- 
rabolà, Ordonata la origine este spațiul 
iniţial, Dacă l/m este scara timpuri- д, 
lor şi l/a este scara spaţiilor x, iar 0, 
este unghiul dintre tangenta la para- 
bolà în А, si axa Of, avem 


n 
90 5 tg б. ——— і 
Mișcare ugífarm accelerată 


Mișcare 
Ta YS x R TRU р» св uniform 
Таг într-un punct oarecare A, viteza întinzială 
este dată de 
v=} te 0 Fig. 12.10 
n. rovs 


unde 0 este unghiul dintre tangenta la diagramă în A și axa 0/. Se observă 
că unghiul 0 descreste din A în A, apoi devine obtuz. Rezultă că viteza 
descrește din 4, în 4, apoi își schimbă sensul și crește în valoare absolută. 


. $ 15. Mişearea circulară. a) Mișcare circulară uniformă. Se numeşte 
mişcare circulară uniformă mișcarea a cărei traiectorie este un cerc si în 
care modulul vitezei este constant. 

Să presupunem că mobilul se găsea în momentul inițial in A și la un 
moment dat se află in M (fig. 12.11, а). Mişcarea fiind uniformă, arcul AWM 


Fig. 19.11 


$i unghiul 0 descris de raza OM crese proporțional cu timpul ё. Se nu- 
meste vileză unghiulară o unghiul deseris de raza vectoare în unitatea de 


timp. Rezultá 
0=0/. (12:41) 


re Peer p e 


296 CINEMATICA 


Viteza şi accelerația mişcării se determină 


calculînd proiecţiile pe 
axele triedrului lui l'renet, спаја orară este 


s=AM=RO0= Rol. (12.42) 
Folosimd expresiile (12.37) în cazul mişcării circulare uniforme, sc 
găseşte 


. 2 
' T șa Io? p 
EsSu mS) Сиу == 3 Ro?, (12.43) 


Observaţie. Їп practică se cunoaște de obicei numărul de rotații pe minut 
(turaţia) » pe care le execută punctul ЛГ, În acest caz viteza unghiulară о se calculează 
observind că în timp de un minut unghiul descris de raza OM este 2 я. În timp de o secundă 
raza OM va descrie un unghi 


At" тт 


e y (12.44) 


Unităţi de măsură, Viteza unghiulară se exprimă prin numărul de radiani pe unitatea 
de timp. Beuaţia dimensională va fi deci: 


OSTA 


În sistemele CGS și SI viteza unghiulară se exprimă în radiani pe secundă, 


b) Mişcarea circulară neuniformă. În cazul mișcării circulare neuni- 
forme unghiul 0 este o funcție oarecare de timpul /. Prin analogie cu viteza 
şi accelerația în mișcarea .rectilinie, viteza și accelerația unghiulară se 
definesc prin relațiile 

0=0 si o=0. (12.45) 
Ecuația orară a mișcării este 
s=AM= RO, (12.46) 


Folosind expresiile (12.37), în cazul mișcării circulare neuniforme se găsește 


US ROZ RO, qi SE RU RO ze e AER CD (12.47) 


Modulul accelerației .va fi 


a=Va2-a2= R Vó? Fot. (12.45) 
Unghiul dintre vectorul accelerație şi raza OM este dat de relația 
S 29 e. m [0] D 49) 
Ud arată ua 


În fig. 12.11, b si c s-au desenat vectorii v si a în cazul unei mişcări 
circulare neuniforme. 


Observaţie, Sensul indicat în fig. 12.11, b, pentru vectorul v corespunde cazului 
în care: 0, În cazul 0) <0 sensul se schimbă, De asemenea sensul iudicat în fig. 19.11, d 


pentru acceleraţia tangenţială a. corespunde cazului w> 0, în cazul 020 sensul se schimbă. 


Accelerația normală a, аге întotdenuna sensul indicat în fig, 12.11, e, adică este centripetă. 


ў 
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b^ ———— a — X" - —— 
| Aplicaţii, 1°. Mişcarea po cicloidd. Să se studieze mișcarea unui punct de pe 
| periferia wnei ro(i:de rază X (situată într-un plan vertical), care se rostogoleşte fără să 
alunece pe un plan orizontal, ştiind că centrul roții se deplasează uniform cu viteza va 
(tig, 12.19), 
Rezolvare. Condiţia de rostogolire fără alunecare conduce la egalitatea 
\ —~ y 
Ол = ore AM 


Dat O4 vlr 


~ 


aro 4M — RO. 


Rezultă 
vol RO 
de unde 0 
v 
o= 6 ol Fig. 12.12 


Coordonatele punctului M, în funcție de unghiul 0, vor fi 
x= RO0—R sin 0, y=R—R cos 0. 


Din geometria analitică se stie că aceste ecuații definesc parametric o cicloidă. 


înlocuind 0—o/, se obţine 
+= В (ot—sin ot), у= В (1—cos o). 
Componentele vitezei si accelerafiei sint 


= Ro(1— cos ot), vy=y= Ro sin ot, 


= Ro? sin ot, ау=у= Ro? cos ot. 


Se pot arăta unele proprietăţi interesante ale vectorilor v şi a. Astfel vectorul v este 
normal pe vectorul АМ şi egal în modul cu АМо, iar vectorul acceleraţie are direcția razei 
MC şi este egal în modul cu MCo?. 

Într-adevăr AM = — R sin oti4- R(L—cos ot)j şi v— Ro(1—cos ol)i+ Ro sin oj. Consi- 
derăm produsul scalar 


AM-v— — Ro sin «(1 — cos àt) + R*o(1— cos wt) sin cfzz0, deci AM si v sint ortogo- 


nali. Apoi 


| v | =} (1 — cos 0()2+ Во? sin? ot— Roya — cos w4) 2-4-ѕіп?оі, 


{АМ | — V R" sin? F R:U соз o1)? — RVsin? ot (1— cos %4)?. 


Rezultá 
|v|—1AM [o. 


Vectoful a se serie a= Rw? sin cli -- Го? cos otj. Vectorul MC se scrie MC R sin ой + 
!- It cos olj, Rezultă că proiecţiile celor doi vectori sînt proporționale, deci vectorii a şi MC 
sint coliniari, Factorul de proporţionalitate fiind о? rezultă |a |-|.MC lo’, 

Aceste proprietăţi arată că, în сееп ce priveşte vitezele, un punct de pe periferia un 
roţi se comportă ca şi cînd s-ar roti uniform cu viteza unghiulară e în jurul punctului 
iur în сееп ce priveşte nccelerațiile, са și end s-ar roti în jurul punctului €, 


ei 


t, 


4 
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9», Migcayoa wnlformd po ohoo, Se eonalder un mobil care ве deplasează uniform pe 
o ellee de paa p, altuat pe un ellindm de rază R (Eig. 12,13), Desfăgurind cilindrul, se 
obaerv căi dach migonren ente uniformi, decl nreul de clico AgA erepte proporțional eu timpul, 


ntunel și arcul de eere Agd gl unghiul 041404, crose 
notează 0, ntunel ah eon e, ph nin c£, Cota 


Г Io T 
LOL Rezultă A fi 
uth Әт 


proportional cu timpul, Dacă se 
Al ne determină din asemănarea a 
doui triunghiuri 


Fig. 12.13 


Proiccțiile vitezei sînt 


ү { р po 
vasta — RO ВОР, v,7yc Ro cosol, vz=z= bo 


Modulul vitezei este 


у о де 25 

Proiec(lile accelerației sînt 
ag m = — Ro? cos of, ay=y= — Ro? sin ol, ^ ag-2-0. 

Modulul accelerației este 

[а|= Va а} а= Во?. 


Observaţie. Pe baza acestor rezultate se poate calcula raza de curbură a elicei. 
într-adevăr, deoarece mişcarea pe elice este uniformă, rezultă că accelerația se reduce la 


v : : 
componenta normală 4=ay= ‚ Jinind seama de expresiile găsite pentru v și а rezultă 


= p° ) 
on( n4 


р? 
5 —— = Ro de unde р= 0-4. — 


AER 
c) Delerminarea razei de curbură а traiectoriei în cazul general. Să con- 
siderăm mişcarea definită prin vectorul r=r(. Rezultă v=r, a—r. Dar 


D ET — — | TOT |, ut 
й= фт $i й =l 7-- a, 9. Atunci vXa=vat X v=v ^ p. 


A 
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vy? 
Rezultă |uxXa|——, de unde p= = 
Р lv xaj 


Folosind coordonatele carteziene, obținem 


T | "m | UL 
0: са иа Ue UTRUM 
((yz zy)! (x2)? (xy — 9x) ]? 


Se regăseşte astfel cunoscuta formulă din geometria diferențială. 


XIII. CINEMATICA SOLIDULUI RIGID 


А. GENERALITĂȚI 


му 


$ 1. Generalităţi. A cunoaște mișcarea unui solid rigid echivalează 
cu a găsi expresiile generale pentru vectorul de poziție, viteza $i accele- 
rajia unui punct oarecare al rigidului față de un reper care se consideră, 
în mod convențional, fix. 

Fie T,(0,x,y,2, un triedru cartezian fix și T(Oxyz) un triedru solidar 
cu rigidul, deci în mişcare față de triedrul fix (fig. 13.1). 

Poziţia unui punct oarecare A al rigidului se defineşte în raport cu 


triedrul mobil prin vectorul de poziție 7, respectiv prin coordonatele x, y, z 
ale punctului în raport cu T. Aceste coordonate rămân evident constante în 
timpul mișcării. 

Poziţia triedrului mobil T faţă de triedrul fix T, se caracterizează 
prin vectorul de poziţie 7, —7((/) al originii triedrului mobil şi prin versorii 
i—i(t), 7=7(ї) şi k=k(t) ai axelor Ox, Oy şi Oz. (Cunoaşterea acestor patru 
funcții vectoriale echivalează cu cunoa- 
şterea coordonatelor punctului О și a 
cosinusurilor directoare ale axelor mo- 
bile față de axele triedrului fix, ca 
funcții scalare de timp). 

Poziţia punctului А faţă de triedrul 
fix se definește prin vectorul de poziție 
ZI DE Е: 

Între vectorii 71, 7 Şi Yọ există re- 
latia: 


27 


yigg; (13.1) 
sau, punînd în evidență coordonatele x, 
y, z ale punctului A faţă de triedrul Fig, 13.1 
mobil 


n y5 аг vj Ez. (13.3) 


Relativ la funcţiile vectoriale r, č, ) şi Ñ, se observă că în timp ce л 
este supusă la puţine restricții (continuitate, uniformitate, derivabilitate 
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—————— = 


—Є— 
de două ori), funcţiile 7, j si 4, reprezentînd versorii axelor unui tried 
ortogonal trebuie să aibă modulul egal 
două cîte două, 


ru 
cu unitatea şi să fie ortogonale, 


Aceste condiţii se exprimă prin relaţiile 


(13.3) 


Relațiile (13.3) permit să fie redus numărul parametrilor cínematici 
care caracterizează mişcarea unui rigid, 


$ 2. Distribuţia vitezelor într-un rigid. Viteza punctului A al rigi- 

dului în raport cu triedrul fix 7, se obține prin derivarea relației (13.2) 
în raport cu timpul 

V=r =r} i Hyj +zk. (13.4) 

În această derivare s-au considerat constante coordonatele x, Y, 2, deoarece 

triedrul mobil este solidar cu rigidul si deci poziția punctului A nu se 

schimbă față de Oxyz. Derivata 7, reprezintă viteza originii О, a triedrului 


mobil. Pentru a găsi o semnificație a celorlalţi termeni din (13.4), se deri- 
vează relațiile (13.3) în raport cu timpul. Se obține 


2i 


(13.5) 


Oy, 17 


17-07: 


ПЕЕ рае hi ki 


(13.6) 


Tinind seama cá proiecția unui vector pe o axă este egală cu produsul 
scalar dintre vector şi versorul axei, se găsesc pentru proiecţiile vectorilor 


i,j şi k pe axele Ох, Oy si Oz valorile din tabela 8 de mai jos. La fel, 
ținînd seama de (13.5) si de (13.6) rezultă pentru aceste proiecții valorile 
din tabela 9. 


Tabela 8 Tabela 9 
| | Ex 
Ox Oy Oz Ox Oy Oz 
; | б 
4d dd i j ik 4 0 | ez | -Oy 
" | | E. 
2 ^ erede em о 
| h "d ЛЕ ГҮЛ * «y | — юр 0 


l— > 


Y 
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Atunci 


Pi shm (оор) оу) (оо) (о 04:7) 
(ty e, V) (оо оо 0) |+ A (y — yx). 


Sub această lormă se recunoaşte că expresia derivatei vectorului de 
poziţie este un produs vectorial dintre un vector o, ale cărui proiecții ar 


li oa y Şi oa Şi vectorul de poziţie, ale cărui proiecții sînt x, y si 
În definitiv se poate serie 


po XP, (13.7) 
înlocuind acest rezultat in (13,4), pentru viteza unui punct oarecare 
al rigidului se obține următoarea expresie 
ПЕТЕР (13.8) 
Se observă că distribuţia vitezelor într-un rigid este definită de două 
funcţii vectoriale: v,v,4(/), care reprezintă viteza originii triedrului mobil 
sio e (f), un vector a cărui semnificație se va vedea mai tîrziu şi ale cărui 
componente wg, Oy, o pe axele triedrului mobil sînt date de relațiile (13.6). 
Proiecţiile pe axe ale vitezei v sînt 
Va Voy (y $— Фу 
Uy Ugy-[- (4X — Фу (13.9) 


V= Vost Оу QV. E 


Observație, Uneorl componentele vectorului w se notează 
€, p, Әрә, Qa 


$ 3; Distributia aceeleratiilor într-un rigid. Derivind relația (13.8) în 
raport eu timpul, se obține 


Ue 0, koxra Xr. 


"чипа seama că оза, va, lar r=oxr(13.7), rezultă următoarea 
lege de distribuţie n acceleraţiilor într-un rigid 


аах X (0 хо). (13.10) 
Proiecţiile accelerației а pe axe sint 
(y 7 (9a (90393) 1 (Daty ог) aO Ay), 


(yy — (2-03) (әу, ол) 2- (уба), (13.11) 


45554095 — (oi lo) (osos y) А (әәә). 


E] 
$ 
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D. MIȘCĂRI PARTICULARE ALE IUGIDULUI 


Misearea de translație, Un solid rigid 
dacă o арн 
cu еа însăși, 


Ca exemplu de mișcări de translație cităm: 
a) Tvanslaţii rectilinii: mişcarea sertarului mesei, 


unui vehicul care parcurge un drum 


are o mișcare de translati 
oarecare a rigidului rămîne in tot timpul mișcării paralelă 


mişcarea caroseriei 
rectiliniu, mişcarea unui a; 


3CefISOF, 
mişcarea unui piston în interiorul unui cilindru etc. 

b) Translatii circulare: mişcarea bielei de cuplare a două roți ale 
căror axe sint fixe, mișcarea unui scrínciob etc. 


c) Alte translajii: biela de cuplare a roţilor unei locomotive (un punct 
al bielei descrie o cicloidă scurtată) etc. 

Într-o mișcare de translație, traiectoriile diferitelor puncte ale rigi- 
dului sînt identice, ele putînd fi suprapuse printr-o translație geometrică, 
Această proprietate rezultă din relația 


аа ЕА 
Vi =Y oT? 
dintre vectorii de poziție 7, si ro ai punctelor A si O (fig. 13.1). Se observă 
că, în cazul trauslației, ЕУ este constant 51 deci traiectoria punctului 0 
poate fi făcută să coincidă cu traiectoria punctului A printr-o translație 
geometrică de vector 7. 
Pentru ca orice dreaptă a rigidului să rămînă paralelă cu ea însăşi 
în timpul mișcării este suficient ca această condiție să fie îndeplinită d 
axele Ox, Oy, Oz ale triedrului mobil. 
Rezultă cá versorii 7, 7 şi k ai acestor axe trebuie să fie constanti, 
atit ca mărime cit și са direcție. Deci, 


e 


E 7=0, k-—0. 
Folosind formulele (13.6), deducem = oy=0, в„=0, deci w=0. 
Legea de distribuție a vitezelor (13.8) se reduce la 

7—U,, (13.12 

iar legea de distribuție a acceleratiilor (13.10)-se reduce la 
(Il pe 
Relaţiile (13.12) si (13.13) arată că, la un moment dat, toate 
unui rigid, aflat în mişcare de translatie, au aceeaşi viteză şi aceeaşi а 


Vectorii „viteză de translație” și „accelerație de translație” sînt deci 
vectori liberi, ei putînd fi aplicaţi în orice punct al rigidului. 


$ 5. Mișcarea de rotaţie. Un solid rigid are o mişcare de rotație, dacă 
în tot timpul mişcării două puncte, aparținînd rigidului, rămîu fixe în 
spațiu. Considerații geometrice elementare arată că toate punctele care 


aparțin dreptei ce uneşte cele două puncte fixe rămîn de asemenea fixe. 
Această dreaptă se numeşte axă de rotație, 


^ 
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Ca exemple de mișcări de rotaţie citám: mișcarea unei roți a cărei 
axă este fixată de batiul (elementul fix) unei mașini, mișcarea acelor unui 
ceasornic în raport eu cadranul, a unui pendul, mișcarea Pămîntului în 
jurul axei polilor, abstracţie făcînd de mișcarea lui în jurul Soarelui etc. ... 

Pentru studiul mişcării vom considera un triedru mobil Oxyz, solidar 
cu rigidul, a cărui axă 02 coincide cu axa de rotație și un triedru fix 
Ox, y42, a cărui origine О, coincide cu O 
si a cărui axă Oz, coincide ca suport şi 
sens cu Oz (fig. 13.2). Dacă se notează 
cu 0 unghiul axelor (O,x,, Ox), mișcarea 
rigidului este definită, dacă se cunoaşte 
funcția scalară: 


0=0(). 


Un rigid cu o axă fixă are deci un singur 
grad de libertate. 

Consideraţii geometrice elementare 
arată că traiectoriile diferitelor puncte 
ale rigidului sînt cercuri, situate în 
plane normale pe axa de rotaţie și avînd 
centrul pe această axă. Punctele rigi- Fig. 13.2 
dului au deci mișcări . circulare. Din 
cauza rigidității, aceste mișcări circulare nu sînt independente. Legătura 
dintre aceste mișcări va rezulta din studiul distribuției vitezelor și accele- 
rafiilor. În acest scop, în formulele: (13.8) 51 (13.10) este necesar să se 


determine parametrii cinematici Vp, dp, o $i о. Din cauză că О este fix, 
rezultă v9=0 și a,—0. 
Pentru determinarea vectorului o se folosesc relațiile (13.6). În cazul 
de faţă, proiectînd vectorii 7, j si k pe axele fixe, de versori în, fı $i Ё, 
se obține 
i—cos 0/,--sin 0j, j=—sin 0/,--cos 0/1, kh. 
Derivind aceste relatii 


i— — 0 sin 0i,-- 0 cos 07, 507, 7- 0 cos di, — sin 9j, — — 0, Ё=0, 


rezultă 


Og jh jk 0; oy ki ki- 0, о;= ij lj- 0. (13.14) 


Vectorul œ este deci dirijat în sensul axei Oz și are ca mărime vileza 
unghiulară б. În cele ce urmează o se va numi: vectorul viteză unghiulară 
al mișcării de rotație. : 

Pentru determinarea vectorului о se derivează componentele vecto- 
rului o, Rezultă 

бш=0, шу=0, e. (13.15) 


E MM —E 
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Observaţie. Valorile găsite pentru componentele oz, Фу, wz ale vectorului o | 
rămîn valabile si în cazul mai general al mişcării unui rigid în care planul mobil хОу rămîne | 
paralel cu un plan fix din spaţiu (respectiv axa Oz a triedrului mobil are o direcție fixă), | 

În cele ce urmează, o se va numi vectorul accelerație unghiulară al 
miscári? (notat uneori cu е). 

Rezumind, parametrii cinematici ai mişcării de rotație analizate 
prezintă următoarele particularități: 

207—0, m=0, = 0, о — 0f, Y 


adică originea are viteza si accelerația zero, iar vectorii o Şi w au о 
direcție fixă. 

Distribuţia vitezelor: in: cazul mișcării de rotaţie, din formula (13.8) 
rezultă 


v=w X? = 0х (i -+yj-k-zk) =- бу 0x j. 


Componentele vectorului v pe axele triedrului mobil sint 


?,— —0y——oy, vy x ox, v=: (13.16) 


Din expresiile componentelor vitezei v pe axe, rezultă următoarele 
proprietăți ale cîmpului de viteze într-o mişcare de rotație: 

a) Singurele puncte de viteză nulă sînt cele pentru care x=0 şi у=0, a 
adică punctele de pe axa de rotație Oz. 


| Fig. 13.3 


b) Pe o dreaptă AB (fig. 13.3, a) paralelă cu axa de rotație, vitezele. 
sînt aceleași, deoarece expresiile componentelor Ve, v, şi v; nu conțin cota =. 

c) Vitezele sînt conținute în plane normale pe axa de rotaţie Оз, » 
deoarece 7;—0. 
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d) Pe o dreaptă OA ce intilneste axa de rotaţie sub un unghi drept, 
vitezele sint normale la ea sí variază liniar, fiind proporționale cu dis- 
tanţa OA. Aceasta rezultă imediat dacă se consideră ca dreaptă OA, axa Ox, 
ceea ce nu particularizează poziţia ei, axa Ox putînd fi orice dreaptă ce 
intilueste axa sub un unghi drept, Rezultă atunci vp=0, vy-ox, 0,0). 
Se recunoaşte aci formula v= № (7 ==) stabilită în cazul mişcării circulare, 
Rezultă deci că mișcările circulare ale diferilelor puncte ale vigidulut se fac 
cu aceeaşi vileză unghiulard. 

Distributia accelerajitlor: în cazul mişcării de rotaţie, din formula 
(13.10) rezultă 


а= ®хР--®х (Фф х) = О (xi--yj--2h)-- 0k x (— 0у/4- 0л) 


= -yÔ 04)7-I-(x0 y02)j (оу | 0x)i4- (ох - 0y)j. 


Rezultă următoarele componente ale vectorului a pe axele triedrului 
mobil: 


= —@у—®х, ау= QX— у, 47-0. (13.17) 


Din expresiile componentelor accelerației @ pe axe, rezultă urmă- 
toarele proprietăţi ale cîmpului accelerafiilor într-o mișcare de rotație: 

a) Punctele de accelerație nulă sînt cele pentru care 

— 024 —0y=0, ox—o?y —0. 

Sistemul fiind omogen, iar determinantul o*-- o 2240, rezultă singurele 
valori posibile x—0 şi y=0, deci singurele puncte de accelerație nulă sint 
cele de pe axa de rotație. 

b) Pe o dreaptă АВ, paralelă cu аха de rotaţie (fig. 13.3, b), acce- 
lerafiile sînt aceleași, deoarece componentele a7, ay şi az nu depind de cota z. 

c) Accelerafiile sînt conținute în plane normale pe аха de rotație Oz, 
deoarece а,=0 

d) Pe o dreaptă се intilneste аха de rotație sub un unghi drept, acce- 
leraţiile variază liniar (fig. 13.3, b), fiind proporționale cu ОА si fac un 
1 unghi constant ф cu raza ОА. Dacă se consideră ca dreaptă ОА, аха Ox, 
ceea ce, evident, nu particularizeazá pozifia ei, atunci din (13.17) rezultà 


D С —— « о 
а= —о°х, ay—ox, a7—0, apoi а=х\/ o? şi tg p=; const. 
Se recunosc aici rezultatele obținute la mișcarea circulară [formu- 


e lele (12.48) si (12.49) in care =]. Rezultă cá miscárile circulare ale dife- 
vitelor puncle ale rigidului se fac cu aceeași viteză unghiulară w şi cu aceeaşi 
accelerație unghiulară o. 
Observaţii. 19 În cazul cînd vectorul accelerație unghiulară o este nul intr-un 
anumit interval de timp, mişcarea de rotaţie este uniformă. 
2? Dacă vectorii o $i w au același sens, viteza unghiulară creşte în valoare absolută 
$i mișcarea este acceleratd. 
3? Dacă vectorii о şi o au sensuri opuse, viteza unghiulară descrește iu valoare abso- 
lutá 91 mişcarea este fntírziatd. 
> 42 în cazul const mișcarea de rotație este uniform variată, şi anume uniform. acce- 


levată, dacă o $i о au același sens, sau uniform întirziată dacă о şi o au sensuri opuse. 
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3 6. Misearea elieoidalá. Un solid rigid are o mișcare elicoidală dacă 
două puncte aparfinind rigidului rămîn, tot timpul mișcării, pe o dreaptă 
tisă din spaţiu. Această dreaptă se numește аха mișcării elicoidale. 

Ca exemple de mișcări elicoidale cităm: mișcarea unui șurub, mișcarea 
unui corp care ar cădea pe verticală rotindu-se în același timp în jurul 
unei axe verticale, mișcarea unui glonte în interiorul țevii armei sau pe o 
ar putea fi asimilată cu o linie dreaptă etc, 
M Pentru studiul mișcării se va con- 
Me sidera un triedru fix 0х2; astfel încât 
axa Oz, să coincidá cu axa mișcării eli- 
coidale și un triedru mobil Oxyz a cărui 
axă Oz coincide cu Oz, (fig. 13.4). Spre 
deosebire de mișcarea de rotaţie, punc- 
tul O se poate mişca pe 0,7,. 

Mișcarea elicoidală este cunoscută 
cind se definesc funcţiile scalare 


20=20(/) $i 0 = 0(/), 


porțiune de traiectorie care 


— 
unde s-a notat 0,0=20 si (0454, 05) —0. 
Rezultá cá rigidul are douá grade de 
libertate. 


Fig. 13.4 Traiectoriile pe care le descriu di- 
0% feritele puncte ale rigidului depind de 
z funcțiile z,(/) si 0(). În particular, dacă aceste funcții satisfac con- 


Фіра z,—A0 (k—const), caz frecvent întîlnit în practică, traiectoriile sînt 
elicoidale. Mişcarea elicoidală poartă în acest caz particular denumirea de 
mişcare de şurub. 

În cazul mişcării elicoidale vectorii Ug, do, o şi o au următoarele 
expresii: 
a) Deoarece originea O a triedrului mobil se deplasează în direcția 
comună a axelor Oz si Oz, rezultă 


0020—00 ŞI do=zok= aoh. 

b) Deoarece planul хОу al triedrului mobil rămîne paralel cu planul 
| fix 410,9, vectorii w si о vor avea aceleaşi expresii ca în cazul mişcării 
| de rotație (vezi prima observație de la $ 5) 


|. а брой şi обо. 


Distribuţia vitezelor: in cazul mișcării elicoidale din formula (13.8) rezultă 


11] 7—U,--0 X7 =v kH ok x (а-у) ak) — — оу oja, 

| deci componentele vectorului v pe axele triedrului mobil sînt 

: Ug5— —Qy, Uy—CX, 0:00. (13.15) 
Í | Din aceste expresii rezultă următoarele proprietăţi ale distribuției vitezelor 


g într-o mişcare elicoidală; 


M cessus ———— ———— 


| 
| 
| 
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| а) Nu există în general nici un punct al rigidului în care viteza să 


| fie nulă. Axa mișcării elicoidale se bucură de proprietatea că viteza în 
punctele ei are valoarea minimă și egală cu vo. 
b) Pe o dreaptă AB (fig. 13.5) paralelă cu axa mișcării elicoidale 
vitezele punctelor sînt aceleași. 
c) Pe o dreaptă ОА, perpendiculară pe axa mișcării elicoidale care 
| poate fi aleasă са axă Ox, proiecţiile vitezei sint vz=0, vy—0OX, Vz—Uy. 
Rezultă deci că proiecția vitezei pe axa mișcării elicoidale este constantă, 
iar proiecția pe planul normal la axa mișcării elicoidale variază propor- 
| tional cu OA (la fel ca la mișcarea de rotație) iar unghiul z dintre viteză 
i şi axa mişcării elicoidale este dat de tg z—ox/v,. Distribuția vitezelor 
într-o mişcare elicoidală se poate deci obține din compunerea unei dis- 
tribupii de viteze de translație, în direcția axei mișcării elicoidale şi a 


Ы unei distribuții de viteze de rotație în jurul aceleiași axe. 
4 i Distribuţia accelerațiilor: in cazul particular al mișcării elicoidale, din 


formula (13.10) rezultă 


а=а о Xr +o X (o Ху) =а о? Хх (xi 4-j-I- zh) ох [ойх (014 yj --zh) ] = 
—(—oy—o?x)t-4- (o x— 0?y)7-- ask. 
Componentele accelerației @ pe axele triedrului mobil au următoa- 
rele expresii: 
4g5— —оу—о?х, ау=Фх—о=°?у, 42—49. 13.19 
y 10 


Din aceste expresii rezultă unele proprietăți ale distribuției accele- 
ratiilor într-o mișcare elicoidală: 


z 


Fig. 13.5 Fig. 13.6 


a) Nu există, în general, nici un punct al rigidului in care accelerația 
să fie nulă. Axa mişcării se bucură de proprietatea cá în punctele ei acce- 
lerafía are valoarea minimă si egală cu aj. tm 
а=: b) Pe о dreaptă AB (fig. 13.6) paralelă cu аха mişcării elicoidale 
{ accelerafiile sînt constante. 


20 
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c) Pe o dreaptă OA, perpendiculară pe axa mișcării elicoidale care 


poate fi aleasă са axă Ox, proiecţiile accelerației sînt а= —«?x, ау==Фх 
а= (fig. 13.6). Rezultă că proiecția accelerației pe direcția axei mis- 
carii este constantă, iar proiecţiile pe un plan normal la axa mişcării sint 


proporționale cu х=0А şi sint identice ca la mișcarea de rotaţie 

Distribuţia acceleraţiilor într-o mișcare elicoidală se poate deci obține 
din compunerea a două distribuții: una corespunzătoare unei mișcări de 
translație, în direcția axei mișcării elicoidale și alta corespunzătoare unei 
mişcări de rotaţie în jurul acestei axe. 


Aplicaţie. 1. Să se determine relația dintre viteza unghiulară și viteza de ina- 
intare a unui gurub de pas p. 
Rezolvare. În cazul şurubului, între deplasarea d 0 și unghiul de rotație 10) 
există o proportionalitate 
dzy — Ad0, 
sau, divizind cu di: 
А0 — he. 


Up 


Pentru determinarea constantei # se observă că la rotația şurubului cu 0 Zx, cl iua- 
inteazá cu p. Rezultă: 


p 2x 
fo Vo=} jo d0, sau p=2rk, de unde = 
p ` С ise EID : re 
Deci 00= 2—0 О relație» asemănătoare există și între accelerația cu care înaintează şurubul 


= д A ae h 
şi accelerația unghiulară: ag =Ё o- 


7 


$ 7. Mişearea plană (plan-pa- 
ralelá). Un solid rigid are o mișcare 
plană dacă trei puncte necoliniare 
ale rigidului sînt conţinute în tot 
timpul mişcării într-un plan fix 
din spaţiu. 

Consideraţii geometrice ele- 
mentare arată că toate punctele care 
aparțin rigidului si sînt coplanare 
cu cele trei puncte, rămîn ‘йе aseme- 
nea conţinute în planul fix din spațiu. 

Ca exemple de mișcări plane 
se citează: mişcarea bielei care leagă 
pistonul de manivela roții, mişcarea 
rofii unui vehicul, mișcarea unui 

Fig. 13.7 corp care cade pe verticală si se 

rotește în același timp în jurul unei 

axe orizontale, mișcarea într-un plan vertical a unui disc sprijinit pe 

un plan înclinat etc. ... Mişcarea de rotație si mişcarea de translație cu 
traiectorie plană sînt două cazuri particulare ale mişcării plane. 

Pentru studiul mişcării se consideră un triedru fix Otita а 
încît axele O,x, $i O,y, se găsesc în planul fix considerat şi un triedru 


astfel 


| 
| 
| 
> 


i 
> 
| 


| 
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mobil Oxyz, solidar eu тїрї ala: ЕИ aA „ai x 

ar et gidul, ale cărui axe Ox $1 Oy se güsesc de ase- 
menea în planul fix (fig, 13,7), 

Mișcarea rigidului este cunoscută, dacă se definesc coordonatele 40 


și Ya ale originii triedrului mobil în raport cu triedrul fix și unghiul 0 
dintre axele О, şi Ox, adică trei funcţii scalare 


| Vo valt) Yo Yoli), 0 =0(7). 


Rezultă că rigidul are trei grade de libertate, 

l'ratectoriile depind de. funcţiile Xo, Vo Şi Hle sint, evident, curbe 
plane, Poate punctele situate pe o paralelă Та Oz PEL traiectorii identice. 
Hste suficient să se studieze mişcarea în planul х0у. 

In cazul mișcării plane, vectorii vy dp, € $1 w au următoarele expresii: 

a) Deoarece originea O a triedrului mobil se mișcă în planul x,0,y;, 


vectorii vy gla, vor fi confinufi în acest plan si vor avea proiecții numai 
pe axele Ox si Оу. Rezultă 


Vo= Vost --Ugy] , 00=oat-kâoy] . 


. b) Deoarece planul mobil хОу coincide cu planul x,0,y,, vectorii w 
şi ® au aceleași expresii ca la mişcarea de rotație, (vezi prima observație 
de la § 5) adică 

? бой, o=o% 
Distribuţia vitezelor. În cazul mișcării plane, din formula (13.8) rezultă 


VF Q X — oai + 00у) KORX (xi 4-] +z к) — (002—0) (Vgy —2)7. 
Componentele vitezei v pe axele mobile sint 
Uy-7U9gg—Oy, Vy=Vvoy Ox, 0:0). (13.20) 
Din aceste expresii rezultă următoarele proprietăți ale distribuției 
de viteze în mişcarea plan-paralelă: 
a) În general există puncte a căror viteză este nulă. Coordonatele lor E, 
T sînt soluţiile sistemului 


1, 
! Г 
Ф 002—910, 203-0 —0. 
- Rezultă 
tU А TY 
pu, n=, C-arbitrar. (13.21) 
$ у о [2] > 
Рилсїе1е rigidului care au viteza zero se găsesc deci pe o dreaptă para- 
lelă cu Oz, Ea poartă numele de axă instantanee de rotație. Punctul din 
planul xOy, care are viteza zero poartă numele de centru instantaneu 
de ғоіа[іе. 
{ b) Distribuţia de viteze într-o mișcare plană este identică cu cea 
A. de Ја mișcarea de rotaţie, са și cînd rigidul s-ar roti iu jurul axei instan- 


tanee de rotaţie, 
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c) Pe о dreaptă OA, perpendiculară pe axa mișcării elicoidale care 
poate fi aleasă ca axă Ox, proiecţiile accelerației sînt 457 —0?5, а„-—=оух 
&;—4, (fig. 13.6) . Rezultă cá proiecția accelerației pe direcția axei miş- 
caru este constantă, iar proiecţiile pe un plan normal la аха mişcării sînt 
proporționale cu x—04 si sînt identice са la mișcarea de rotație. 

Distribuţia accelerafiilor într-o mișcare elicoidală se poate deci obține 
din compunerea a două distribuții: una corespunzătoare unei mișcări de 
translație, în direcția axei mișcării elicoidale $i alta corespunzătoare unei 
mișcări de rotație în jurul acestei axe, 

Aplicaţie, 1. Să se determine relația dintre viteza unghiulară şi viteza de îna- 
intare a unui şurub de pas р. 

Rezolvare. În cazul şurubului, între deplasarea dz, si unghiul de rotatie 40 
există o proportionalitate 

dz, — Ad0, 
sau, divizind cu di: 
vy —kÜ— ko. 


Pentru determinarea constantei Ё se observă că la rotația şurubului cu 0—2z, el îna- 
intează cu p. Rezultă: 


AT 


2. ? 
{ү de f, a6, sau p=2rk, de unde parie 
Р 


Deci v,— ^. о. О relaţie: asemănătoare există si între accelerația cu care înaintează şurubul 


H : Ei м Dă 
z şi accelerația unghiulară: ag =5=9 


$ 7. Mişearea plană (plan-pa- 
raleli). Un solid rigid are o mișcare 
planá dacá trei puncte necoliniare 
ale rigidului sint confinute in tot 
timpul mișcării într-un plan fix 
din spațiu. 

Considerații geometrice ele- 
mentare arată că toate punctele care 
aparțin rigidului si sînt coplanare 
cu cele trei puncte, rămîn (Пе aseme- 
nea conținute în planul fix din spațiu. 

Ca exemple de mişcări plane 
se citează: mişcarea bielei care leagă 
pistonul de manivela roții, mişcarea 
roții unui vehicul, mişcarea unut 

Fig, 13,7 corp care cade pe verticală ŞI se 

roteşte în acelaşi timp în jurul unei 

axe orizontale, mişcarea într-un plan vertical a unui dise sprijinit pe 

un plan înclinat ete, ... Mișcarea de rotaţie si mișcarea de translație cu 
traiectorie plană sînt două cazuri particulare ale mişcării plane. 


А агн Мез, КОК iată AR E 

Pentru studiul mişcării se consideră un triedru fix O xiy дас 

e i [ 1 r [dix О tie! 

încît axele O,x, $i Oi se găsesc în planul fix considerat si un triedrt 


—.——- 


v 
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mobil Oxyz, solidar cu rigidul, ale cărui і 
l solidar ct › ale cărui axe Ox si Oy se gáses 5 
menea în planul fix (fig. 13.7). i EEN Шат 
Mişcarea rigidului est scutá 4 i 
"— ea rig i Sp este cunoscută, dacă se definesc coordonatele x, 
si y, ale originii triedrului mobil în raport cu triedrul fix şi unghiul 0 
dintre axele 0,x, și Ox, adică trei funcţii scalare 
Xo—xXo(), yo—ys(), 0=90(0). 
Rezultă cá rigidul are trei grade de libertate. 
Traiectoriiüle depind de. funcţiile i ile si i 
) х şi 0. Ele s 
lane. Toate punctele situate pe HA am n а = 
plane. Toate punctele situate ре o paralelă la Oz descriu traiectorii identice. 
Este suficient să se studieze mișcarea în planul хОу. 
În cazul mișcării plane, vectorii vo, ау, о si o au următoarele expresii: 
a) Deoarece originea О a triedrului mobil se mișcă în planul *,0,y,, 


vectoriivg Şi а vor fi confinufi în acest plan si vor avea proiecții numai 
pe axele Ox şi Oy. Rezultă 


Vo= Vost --Ugy] , Motori oy ] - 


. b) Deoarece planul mobil хОу coincide cu planul x,0,y;, vectorii o 
si œ au aceleaşi expresii ca la mișcarea de rotaţie, (vezi prima observație 
de la $ 5) adică 

оой, o —oh. 
Distribuția vitezelor. În cazul mișcării plane, din formula (13.8) rezultă 


U —Ug4- o Xr =vozi --Voyj Бо X (xi Hyj +z А) = (002—0) (Voy ox). 
Componentele vitezei v pe axele mobile sînt 
Ug—Ugg—0Oy, Vy=Voy Fox, 0:0. (13.20) 
Din aceste expresii rezultá urmátoarele proprietáfi ale distributiei 
de viteze în mișcarea plan-paralelă: 
a) În general există puncte a căror viteză este nulă. Coordonatele lor £, 
т, © sint soluţiile sistemului 
Ugg— 0» —0, 0001-05 =0. 
Rezultă 
eat, o n=, t—arbitrar. (13.21) 


o? Оу 


Punctele rigidului care au viteza zero зе găsesc deci pe. о dreaptă para- 
lelá cu Oz. Ea poartă numele de axă instantanee de rotatie. Punctul din 
planul хОу, care are viteza zero poartă numele de centru instantaneu 
de volalte. 

b) Distribuţia de viteze într-o mişcare plană este identică cu cea 
de la mişcarea de rotaţie, ca şi cînd rigidul s-ar roti їп jurul axei instan- 
tanee de rotaţie, 


7 


7" 
soi 


^" lk 
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Intr-adevár dacă se face o translație de axe în centrul instantaneu de 
rotație, definită deci de formulele 


=v FE, yey-dm n, 


se obțin pentru componentele va si vy expresiile 
Uy——0y', UVy—OX',  Vz=0, 


analoge cu cele de la mișcarea de rotaţie. [formulele (13.16). 


Observaţie. Se atrage atenția asupra faptului cá rigidul nu se roteşte în jurul 
axei instantanee de rotaţie. Această axă este în mișcare atit față de triedrul fix cît si fat 
de triedrul mobil, deoarece & si ņ date de (13.21) sînt în general funcții de timp, deci | 
sînt variabile. | 

a) Bază şi rostogolitoare. Locul geometric al centrului instantaneu de | 
rotație in raport cu sistemul mobil este o curbă numită vostogolitoare | 
(centroidă mobilă). Locul geometric al centrului instantaneu de rototie 
în raport cu sistemul fix este o curbă numită bază (centroidă fixă). 

Ecuatiile parametrice ale rostogolitoarei sînt evident 


v 5 
z 0% v Oc 
› 1) ЭГЕ) 22 
2 === (13.22) 


iar ecuațiile parametrice ale bazei vor fi 
E= Yat & cos 0—7 sin 0, nı=yot Ё sin 0-- cos 0. (13.23) 1 


În multe probleme, pentru determinarea centrului instantaneu de 
rotație se pot utiliza procedee geometrice, folosind proprietățile distribuției 
de viteze într-o mișcare plană. S-a arătat că vectorul viteză este normal 
pe rază, iar modulul său este proporțional cu raza. 

Rezultă de aci că dacă se 
cunosc direcțiile vitezelor în | 
două puncte A si B (fig. 13.8,a) 
ale unui rigid aflat in miş- 
care plană, atunci centrul in- 
stantaneu de rotație / se află 
la intersecția normalelor duse { 
în A şi В pe suporturile celor i 
două viteze. Dacă se cunoaște 
mărimea vitezei într-unul din 
puncte, se poate determina vi- К 
teza unghiulară œ cu formula 


Vig. 13.8 ! 


а= 
А ^ 


l 
1 
Odată determinată viteza unghiulară œ, se poate afla viteza oricărui alt 
punct, De exemplu viteza punctului B va fi 


vU 
2в=1БВо=1 Б d, | 
LA | 
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m $i fig. 13.8, b se arată cazul cînd suporţii vitezelor în cele două puncte 
si aa ia eleni d 15 aceşti suporţi vor fi şi ele para- 
SO ELI i 2 а n puncta de la infinit al planului. Se regá- 
веке тапз айа plană, ca un caz particular al mișcării plan-paralele, 

In fig. 13.8, c se arată cazul cînd suporţii vitezelor sint normali pe AB. 
În acest caz este necesar să se cu- 
noască vitezele v д si v в. Folosind pro- 
prietatea de variaţie liniară a viteze- 
lor, se gáseste centrul instantaneu pe 
dreapta AB la intersecția cu dreapta 
care unește virfurile vectorilor v4 

Baza şi rostogolitoarea sînt două 
curbe tangente în centrul instantaneu 
de rotație. În timpul mișcării rigidu- 
lui baza rămîne fixă, iar rostogolitoa- 
rea se rostogolește fără să alunece Fig. 13.9 
peste bază. 


Pentru demonstrarea acestor proprietăți se pleacă de la relația evi- 
dentă (fig. 13.9) 


e Ж 711047, (а) 
unde 7, si 7 sînt vectorii de poziție ai centrului instantaneu de rotație I 


în raport cu cele două sisteme de referință, iar 7, este vectorul de poziție 
al originii О în raport cu sistemul fix. Relația (a) mai poate fi scrisă 


Edom E; --nj А70. (b) 
Derivind în raport cu timpul se obține 
Ea na v Р Gy. (с) 


бе observă са У 
Dot 52-1] 794-9 x r—0, 
deoarece viteza punctului din rigid care coincide cu centrul instantaneu 


de rotatie este nulá. 
Atunci din (c) rezultá 


> БААЛ СЕЙЛ @ 


În egalitatea (d) vectorul éi +j, reprezintă viteza cu care se depla- 
sează centrul instantaneu de rotaţie pe bază, iar vectorul in reprezintă 
viteza cu care se deplasează centrul instantaneu de rotație pe rostogoli- 
toare. Egalitatea celor doi vectori, implică, în primul rînd, că ei au aceeași 
direcție. Cum viteza. este tangentă la traiectorie rezultă că baza si E. 
golitoarea au o tangentă comună, deci sint tangente între ele. In al doilea 
rînd, această egalitate implică egalitatea modulelor celor doi vectori 


p tt nt E gt 
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sau, multiplicînd cu d/? 
О а= d£--da?, sau ds?— 45°, 


Rezultă că elementele de arc ale celor două curbe 
mişcarea lor relativă este o rostogolire fără alunecare. 

b) A xoidá Лха. Axoidd mobild. Dacă în loc să se considere locul 
geometric al centrelor instantanee în raport cu sistemul. de referință fix 
şi cu cel mobil se consideră suprafețele generate de axele instantanee de 
rotație față de aceleași sisteme, se obțin în cazul mișcării plane doi cilindri: 
un cilindru fix şi un cilindru mobil, care se rostogolește fără să alunece 
peste cilindrul fix, Aceşti doi cilindri poartă respectiv numele de axoidá 
fixă şi axoidà mobilă — 


sînt egale, deci 


Aplicaţii. 2°, Să se studieze mișcarea roții unui vehicul 
se deplasează cu viteza Uo iar roata se roteşte în 
unghiulară о. 

Rezolvare. 


ştiind că centrul roții 
același timp în jurul centrului cu viteza 


Se consideră sistemele de axe 01719, $i Оху din fig. 13.10. Rezultă: 


Voz= —00 COS 0,  voy=vo sin 0 
si de unde folosind relațiile (13.21): 
E Uoy v, sin 0 Voz vo cos 0. 
-————-— , "= . 
% о Пг; % 


Aceste formule arată că centrul instantaneu de rotație se găsește în 7, pe verticala 


| ce trece prin O la distanta OI = VEI n=. 
à [3 


Dacă v, — Ro, rezultă OI — Р, $i centrul instantaneu se găseşte în punctul de tangenţă Т 
dintre roată si axa O. Rezultă vr=0 deci mișcarea roții este o rostogolire fără alunecare. 
Dacă v> Ro, atunci OI, R. Rezultă vr=I,lo. Roata alunecă în sensul în care înain- 
tează. Este cazul unei roţi trase, care se deplasează pe un teren lunecos. 
^. Dacă v, — Ro, atunci ОТ,< Р. Rezultă Vr— —l,Io. Roata alunecă în sens invers celui 


în care înaintează. Este cazul unei roţi motoare care se deplasează pe un teren lunecos. 
d: Я - To 79 sin O, v, cos 0 
Ecuațiile parametrice ale rostogolitoarei sînt: E 0 o . 


: А 
o 1 о 


Deci rostogolitoarea este un сеге cu 


Eliminind parametrul 0 se obţine в (8). 
o 


a 4 U x : C5 can -. 
centrul ín О avînd raza —, Dacă vy= Ro, rostogolitoare este periferia roții. 
о 


Ecuațiile parametrice ale bazei în cazul fig. 13.10, sînt 


5i xot E cos 0—m sin («Ey 


я ù 
у= t — Ё sin 0—7 cos 0— 0-9 — const. 
11 а 1 ci 
і 


Rezultă că Daza este o dreaptă paralelă cu Ол, situată la distanța de centrul roții 
O 


În cazul rostogolirii fără alunecare (v9 Ло), baza este chiar axa Oa. 
3°, О bară AB de lungime 27 se mișcă astfel încît extremitatea А se deplasează pe 
аха Ox, cu viteza v, iar extremitatea В se deplasează pe axa Олу (Fig. 13.11) (problema 
lui Cardan). Să se studieze mișcarea, 
Rezolvare. 8e alege сп sistem mobil un sistem avînd originea iu A, iar аха О) 
în coincidenţă cu bara, Rezultă 


Voz=V Cos 0, шу usin 0, о 0. 
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Қхргеѕі itezei i 
“xpresia vitezei unghiulare œ se deduce din observația că 


m к d 
ОА =v i, вап a7 (2l sin 0) —v, 21 cos 0:60 
de unde : Я 


* v 
= 2lcos0. - 


Fig. 13.11 


- Voy in 0 

C= SUD UR Mo COS 0sin 0, ER cos 9 ol cos? 0. 
€ 0 

> 21 cos 0 21 cos 0 


Hliminind parametrul Ө, se găsește ecuația rostogolitoarei 
Et (n- D*- P, 


adică un cerc cu centrul în mijlocul barei AB, de rază /. 
Coordonatele centrului instantaneu Т, în raport cu sistemul fix, vor fi 


£,=2 Z sin 0-- £ cos 0—7 sin 0—2/ sin 0, 
n= © sin 04-7; cos 0—27 cos 0. 
Eliminind parametrul 0 între aceste ecuații, se găsește ecuația bazei sub forma 
2 ° 
Eni 20°, 
adică un cere cu centrul în О, avînd raza 2/. 
Observaţie. În cazul acestei probleme se poate da o soluție geometrică simplă. 
Se observă că vitezele punctelor A si B fiind dirijate respectiv în lungul axelor Оху şi O, 
> centrul instantaneu de rotaţie se va găsi la intersecția I a normalelor duse in 4 si B pe 
aceste axe. Figura OAIB este un dreptunghi. 
Față de bară, centrul instantaneu I ocupă poziţiile din care bara se vede sub un 
unghi drept. Rezultá cá rostogolitoarea este cercul construit pe segmentul АВ ca diametru. 
Față de sistemul fix se observă că, deoarece O,7 —4 B —21 (ca diagonale în dreptunghiul 


О,АІВ) centrul instantaneu Т, găsindu-se la o distanță fixă de O,, descrie un сеге cu centrul 
în O,, avînd raza 21. Acest cerc este baza. 


Distribuția accelerapiilor în mișcarea plană. Formula (13.10) in cazul 
mișcării plane devine 


44-0. x r--o x (o X r) —621--6992-F Q^ X (xit v] 4-38) 4- 


” рођ x [ok х (xi Руј zh) |= (4—97 ~w r)i (aqy 4 QX— 02). 


D 
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„Rezultă următoarele expresii pentru proiecţiile accelerației а pe axele 
mobile: 


(a-—0,5—0y—0G*y, — ay-aqy--ox- "y, Ap=0, (13.24) 
, Din aceste expresii rezultă unele proprietăți ale distribuţiei accele- 
rațiilor în mişcarea plan-paralelă: 

a) Există, in general, puncte în care accelerația este nulă. Ele se 
Susese pe o axă paralelă cu Oz. În planul хОу există un singur asemenea 
punct /. КІ poartă numele de centrul (polul) accelerafiilor. Coordonatele 
sale E' şi y’ trebuie să satisfacă următoarele relaţii: 

Qoo — on —o2E'=0, dopo £' о 0). 


Rezolvind acest sistem se gáseste 


> (Des 0200 — С e Odoy- dor , (13.25) 
witho? € -|- e? 


b) Distribuţia accelerafiilor într-o mișcare plană este identică cu cea 
dintr-o mișcare de rotaţie ca şi cînd corpul s-ar roti în jurul axei normale 
pe planul fix care trece prin centrul accelerafiilor. Într-adevăr, efectuind 
o translație a sistemului mobil astfel încît originea sa să coincidă cu centrul 
acceleratiilor, definită deci de relaţiile x— x’ E, Y=y' +n, 2=2', se obține 


&5— —0y'—o?x', ay-ox'—o?y', a,—0, 
expresii identice cu cele obținute în cazul mişcării de rotaţie. 


Observaţii. 19. Se atrage atenţia asupra faptului că rigidul nu se roteşte în jurul 
axei care trece prin centrul acceleraţiilor. Această axă este în continuă mișcare, deoarece 
expresiile (13.25) ale coordonatelor Ё’ $i m” sint, în general, funcţii de timp. Distribuția 
acceleratiilor este identică cu aceea a unei mișcări de rotaţie, ca și cînd rigidul s-ar roti 
în jurul axei care trece prin centrul acceleratiilor. 

2°. În multe cazuri practice este util să se folosească metode geometrice pentru deter- 
minarea centrului acceleratiilor. În acest Scop se ține seamă de proprietățile distribuției 
acceleratiilor într-o mișcare de rotaţie, cu care distribuția acceleratiilor din mișcarea de 
rotație este identică. În special, se folosește proprietatea că unghiul dintre raza vectoare 


şi vectorul accelerație este constant tgo D. pi proprietatea că modulul accelerației este 
о)“ 


proporțional cu raza conform relaţiei la] =R ОБ! Astfel, dacă se cunoaşte acceleraţia а, 
a punctului O şi mărimile o şi o ale vectorilorvit eză unghiulară si accelerație unghiulară 
(fig. 13.12), centrul accelerafiilor / se va găsi ре o dreaptă care face cu vectorul a, unghiul o 
о 3 eh ) | y 
dat de tgo — o anásurat în sensul trigonometrie dacă 7-0 si iu sensul acelor de ceas dacă 
)* l : 
, ^ М 1а, 
o <90), la o distanță OJ = = =, 
Vot -- о?, NN 
3°, Cercurile lui Bresse. Cercul inflexiunilor, Cercul de rebrusment, Se poate arăta că 
într-o mişcare plană, locul geometrie al punctelor în care viteza şi accelerația siut vectori 
coliniari este un cere (denumit cercul inflexiunilor), iar locul geometric al punctelor in € T 
aceşti doi vectori sînt ortogonali este de asemenea un cere (denumit corcul de rebrusi (р A 
Dacă se uneşte centrul instantaneu de rotaţie Г cu centrul acceleraţiilor J (fig, 13 


^ я nella. (909 { y o este 
gi se duc dreptele Iy gi Гу саге fae eu 7/ respectiv unghiurile (90 e) şi e | uude ф esti 


[2] А are i Ineşto 
{ í пой se a А n]: y I are tutiln 
dat de relaţia tg ф= г; ‚ apoi dacă se duce o perpendiculară în pe Г] car 
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dreptele Ix si Гу respectiv în 4 si B 
geometrice căutate. 
Într-adevăr, dacă se consideri 


atunci cercurile de diametre JA si IB sînt locurile 
ă ‚ 
un punct M pe cercul: de diametru 74 și se unește acest 


ОИЕ M а punctului M trebuind să fie normală pe IM, suportul 
а 4, iar acce erafia aar a aceluiași punct, trebuind să facă unghiul 9 cu JM, suportul 


т < 
si сү {ГА A SAPIEN 
ei va fi IM. Cum 4MI-—90? rezultă că vectorii var şi am sint ortogonali, 


punct cu 7 şi J, atuüci viteza v 


Fig. 13.13 


Dacă se consideră acum un punct N pe cercul de diametru ТВ şi se unește acest punct 
cu I si ], atunci viteza vy a punctului N trebuind să fie normală pe IN, are direcția NB, 


iar accelerația aya aceluiași punct, trebuind să facă unghiul o cu JN, suportul ei va fi tot 
NB. Rezultă că vectorii vN şi ax sînt coliniari. 


$ 8. Mişcarea rigidului eu un punct fix. În cazul unui rigid cu un 
е fix se va utiliza un triedru fix O 151У121 $1 un triedru mobil Oxyz 
solidar legat cu rigidul, ale căror origini 
coincid cu punctul fix (fig. 13.14). 27 
Particularitatea mișcării, din punct 
de vedere al parametrilor cinematici, constă 


în aceea că v, = 0 si 4y—0. Vectorii о si © 
pot fi arbitrari. 

Distributia vitezelor: în cazul rigidului 
cu un punct fix, din formula (13.8) rezultă 


y—O X7. (13.27) 

Se poate observa cá existá puncte de 
viteză nulă şi anume acelea situate pe supor- 
tul vectorului о, deoarece pentru r—2o, 
v=0 X 7—0. Distribuţia de viteze este deci Fig. 13.14 
identică cu cea din cazul mișcării de rotaţie, 
ca 51 cum rigidul s-ar roti în jurul axei care coincide cu vectorul à. Această 
axă se numește axă instantanee de rotație. Locul geometric al axelor instantanee 
de rotație în raport cu triedrul mobil este un con cu virful în О denumit 
conul polodic, iar locul geometric al axelor instantanee de rotaţie in raport 
cu triedrul fix este de asemenea un con, eu virful în O,, denumit сонш! 
herpolodie (conurile lui Poinsot). 
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а 
—— 


În timpul mișcării rigidului, conul herpolodic rămîne fix, iar 
polodic se rostogolește fără să alunece peste conul herpolodic. Într-adevăr, 
să considerăm, pe axa instantanee de rotație un punct situat la o distanță 
constantă de punctul fix O. Iie Ё, m, С coordonatele sale faţă de triedrul 
mobil si £i, m, бу, coordonatele față de triedrul fix. Avem evident 


conul 


5 mJ = Hj Ck. 
Derivind in raport cu timpul 
&h md GE m Ei E nj ECCE BI 7 4- US, 


Dar Ё уу Ёо xr=0 pentru că punctul se găseste ре 
: 17 gases ] 


axa 
instantanee de rotație. Rezultă atunci 
Ei dm аг der E 4-7-4 CR. (13.28) 


Acesti vectori reprezintá vitezele cu care se deplaseazá punctul con- 
siderat, pe curbele descrise de el pe cele douá conuri. Din ( 13.28) rezultă 
că cele două curbe sînt tangente, iar curba de pe conul polodic se ros- 
togoleste fără să alunece peste curba de pe conul herpolodic. Rezultă că: 

a) cele două conuri sînt tangente; 

b) conul polodic se rostogoleste fără să alunece peste cel herpolodic. 


Această imagine este foarte sugestivă în ceea ce privește mișcarea 
rigidului cu un punct fix. 


Distribuţia acceleratülor: se obtine din formula 


(13.10) în care se con- 
sideră a , —0. Rezultă 


a—oxr--ox (à xr). (13.29) 
Proiectind pe axele triedrului mobil se obtin expresiile componen- 
telor acceleratiilor az, ay, az sub forma [v. (13.11)] 
22 — (wojo) r+ (050 о) y (озо z+oy)z | 
а» = — (0: оз) Y+ loyo —a)z+ (050 4-]-c г) х, (13.30) 
4 «== — (02 4-5) z4- (€ zoz Oy) x 4- (0 гоу 05) y. | 


Pentru а se vedea dacă există puncte de accelerație nulă, se vor egala 
cu zero aceste componente. Sistemul astfel format are ca necunoscute coor- 
donatele x, y, z, ale unui punct al rigidului și se observă că este liniar 
şi omogen, Determinantul său este 


— (o5 оу) (0304 — б); (4€ z--Q 
A OyOg|-GOz (02-02) Q yQ 2— Qa 
O 20) »— буу 2€ y-|- € y (o3-I-«3) 
Valoarea acestui determinant este 
A= -[(0,0, - 64 )*-| (отоо) (оо y — о уо) 8] Го хеј. (13.31) 


Se observă că acest determinant nu poate fi nul decît numai în cazul 
07 070, adică în cazul mișcării « 
(13,30) admite soluţii diferite de 


le rotaţie. Numai iu acest caz sistemul 
Zero pentru coordonatele v, v, z,. Dacă 


Е 9 н Ж CO 


egg 
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nu se ia în considerație acest caz particular, se poate afirma că, în general, 
în mişcarea solidului rigid cu un punct fix, în afară de punctul fix nu mai 
există alte puncte си acceleratia nulă, ` 

u consecință, distribuția acceleratiilor în caz 
lix este in general ireductibilă la aceea a unei mișcări de rotaţie. Solidul 
rigid cu un punct fix are deci o distribuție de accelerații specifică. Ка, se reduce 
la distribuția caracteristică mișcării de rotaţie, numai în cazul cînd unul 
ili, sau în cazul cînd cei doi vectori sînt coliniari. 


ul unui rigid cu un punct 


dintre vectorii à sau o sint 1 
N 9. Mişcarea generală a rigidului. Distribuţia vitezelor, În cazu! cînd 
vectorii оо si © sînt oarecare, se pot arăta unele proprietăți generale ale 
distribuției de viteze si anume: 
a) Proiectüle vitezelor а două Puncte ale rigidului pe dreapta care 
uneşte aceste puncte sint egale. Într-adevăr, dacă se consideră punctele O şi P 
(tig. 13.15), în baza relaţiei (13.8) se poate serie 


Up-—Ug--0 KOR 
Multiplicînd scalar această relație cu versorul w al direcției OP, se 
obține 
Upu=v u+ (о ХОР)и. 


Dar produsul mixt (о ХОР)и este nul, deoarece vectorii ОР şi u sînt 
coliniari. Rezultă 


vpu=vu, sau (fig. 13.15, а) ор cos В= 0, соз q, 
ceea ce justifică proprietatea 
enunțată. 

În multe aplicații această 
proprietate a cîmpului de viteze 
în mişcarea cea mai generală a 
rigidului se dovedeşte foarte utilă. 

b) Proiectiile vitezelor diferi- 
telor puncte ale rigidului pe direcția 
vectorului оу sînt constante. Într- 
adevăr, multiplicînd scalar relația 


75—794-0x ОР 


cu versorul А al vectorului w se 
obține 


| 2 ] 
put —gt3-]- (Q X OP) ш. 
Dar produsul mixt (0х O P) иу este nul, deoarece vectorii ө si s, sint 
coliniari, Rezultá 
Upili — 7914, Sau (fig. 13,15, b) 
Up COS д =0 cos y, 
ceea ce probează proprietatea enunțată, 
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Ca o consecință a acestei proprietăţi rezultă că, în cazul mişcării 


celei mai generale a rigidului nu există puncte de viteză nulă. 

De asemenea, rezultă că, dacă într-un punct vectorii v şi w sînt orto- 
gonali, ei vor fi ortogonali în orice alt punct. 

În sfirsit, din punct de vedere al distribuţiei vitezelor, rezultă că 
există doi parametri cinematici care sînt imvarianți absoluți (aceiaşi în orice 
punct): 

vectorul o, 

— proiecția vectorului 9 pe direcţia vectorului c. Mărimea acestei 

proiecții este evident egală cu 


0.0) 


Vu. (13.32) 
€^ 
“| с) În mişcarea cea mai generală a vigidulut, distributia de viteze este 


identică cu aceea a unei mişcări elicoidale. Pentru aceasta este suficient să sc 

arate că există puncte pentru саге? și à sînt vectori paraleli (proprietate care 

" caracterizează punctele axei mişcării- elicoidale in cazul unui rigid care 
=, execută asemenea mișcare). 


~ e (v 5 
Зе consideră relația (13.8) 
7—17,4-0XT. 
p." o A c E =; ^ I : >- a 
= Punctele căutate satisfac relația 0—10. Proiectind relația (13.8) pe axele 


de coordonate, se obține (13.9) 
Uz—Uoz-Oy2—OZy, Uy—J7,y--OzX— 042, V= z-]-0 4'y —e yx. 
Proiecfiile vectorului 7 sînt proporţionale cu proiecţiile vectorului & 


Vor t 0y2 — 0,у Voy tO — Or  Ug--Q4y— OyX ( 13.33 
Og Gy ©; 


Aceste două ecuatiii de gradul întîi în x, y şi z definesc o dreaptă, care 
joacă același rol în cazul mișcării generale a rigidului, pe care-l juca, în 
cazul mișcării elicoidale axa acestei mișcări. Spre deosebire de mişcarea 
elicoidală dreapta definită de ecuaţiile (13.33) este variabilă, atit față de 
triedrul fix, cît si față de triedrul mobil, deoarece mărimile Vo, 
O 7, Фу 51 0, Sint funcții oarecare de timpul /. 

i Pentru aceste motive axa definită de (13.33) poartă numele de «x 
înstanlanee a mişcării elicoidale. 

Se precizează că mişcarea cea mai generală a unui rigid nu este o miş 
are elicoidalá, ci distribuţia de viteze este aceeaşi са şi cînd rigidul a: 

vea o mișcare elicoidală în jurul axei (13,33). 

Se spune uneori că mişcarea elicoidală în jurul axei (13.33) aprox! 
mează mişcarea generală a rigidului pentru un interval de timp iufiutt 
mic. Mai precis se poate spune cá această mişcare aproximează mişcarea 
rigidului, așa cum o tangentă aproximează o curbă în vecinătatea dilereu 
fialá de ordinul întîi al unui punct al curbei. Această 


Voy» 0 > 


comparație destul 


i 
| 


| 
| 


а. 


em acre pm 
- 


CINEMATICA SOLIDULUI RIGID 319 


de sugestivă a făcut ca, în unele tratate, mișcarea elicoidală în jurul axei 
(13.33) să fie numită mișcare elicoidală tangentă mișcării generale a rigidului, 
la un moment dat. 


Observaţie. Prin analogie cu definiția axei centrale a unui sistem de forte (cap 
IV, $4) se poate defini axa instantanee а mișcării elicoidale c 


a fiind locul punctelor în care 
viteza este minimă, 


$ 10. Axoida fixă. Axoida mobilă. S-a arătat la paragraful precedent 
că axa instantanee a mişcării elicoidale este mobilă, atît față de sistemul 
fix, eit si față de sistemul mobil de referință. 

Locul geometric al axelor instantanee ale mişcărilor elicoidale în 
raport cu sistemul fix de referință este o suprafață, evident riglată, numită 
axoidă fixă, 

Locul geometric al aceloraşi axe în raport cu sistemul mobil de refe- 
rință este de asemenea o suprafață riglată, denumită axoidă mobilă. 

Mișcarea cea mai generală a rigidului poate fi reprezentată cu ajutorul 
mișcării acestor două suprafețe riglate. 

Se consideră un punct M, pe axa mișcării elicoidale, solidar cu această 
axă, Fie Ё, у, ©, coordonatele acestui punct în raport cu triedrul mobil 


ŞI Ej, тд, С, coordonatele aceluiași punct în raport cu triedrul fix. Există relația 


Esta aa GR mr &-E-- Gh. 


Derivind în raport cu timpul, se obţine 


Lo TOTEM NEL NM E NN 
brir aa Sf vy TN- 


Punctul găsindu-se pe axa instantanee a mişcării elicoidale, rezultă 
Vot £i] + votoxr=)o, 


deoarece viteza punctului din rigid, care coincide cu punctul M, este paralelă 
cu vectorul ©. 

Se poate atunci scrie 

(inj Г ЁЁ) — (5144-7 Суу) = —Ао. (13.34) 

Termenii din prima paranteză reprezintă viteza de deplasare a puuctu- 
lui M în mişcarea axei instantanee a mișcării elicoidale instantanee față de 
triedrul mobil, iar termenii din a doua paranteză reprezintă viteza de de- 
plasare a punctului M ín mişcarea aceleiași axe față de triedrul fix. 

Relația (13.34) arată cá cele două viteze nu sînt egale. Difereufa 
lor pune în evidență o alunecare a axoidei mobile peste axoida fixă în 
direcția vectorului o, cu viteza —)0. 


În direcția normală la vectorul о nu are loc o alunecare, deci componen 
tele normale la axa instantanee a mișcării elicoidale sint aceleaşi pentru 
cele două viteze, Egalitatea acestor componente pune în evidență faptul că: 

a) cele două axoide sint tangente; SU 

b) axoida mobilă se rostogolește față de axoida fixă în jurul generatoarei 
comune $i alunecă în lungul ei, 
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În concluzie, în mişcarea cea mai generală a rigidului, axoida mobilă 
este tangentă axoidei fixe, iar mişcarea ei este o alunecare în lungul generaloarei 
comune cu axoida fixă, însoțită de o rostogolire în jurul acestei generatoare. 

Aceste proprietăți ale celor două axoide arată că două suprafețe riglate 
oarecare nu pot servi întotdeauna ca axoide. Într-adevăr, ele trebuind să 
tie tangente, deci să aibă două generatoare infinit vecine comune, rezultă cá: 

a) Suprafețele trebuie să fie sau amîndouă desfășurabile sau amîn- 
două nedesfăşurabile. 


b) Dacă ambele suprafeţe sînt nedesfásurabile punctele centrale ale 
generatoarelor trebuie să coincidá, deci curbele de stricfiune, trebuie să 
se întîlnească pe generatoarea comună, iar parametrul de distribuție în 
lungul generatoarei comune trebuie să fie același pentru ambele suprafețe. 

c) Dacă cele două suprafețe sînt desfásurabile, atunci muchiile lor 
de rebrusment trebuie să se intilneascá pe generatoarea comună. 


În cazul general se presupune că vectorii ap, о şi о au direcţii și mărimi 
oarecare. Legea de distribuţie a acceleratiilor (13.10) 


a=4 Ho Xr +o X (о ху), 
proiectată pe axele triedrului mobil, conduce la expresiile componentelor 


f 
$ 11. Distribuţia aeceleratiilor în mișcarea cea mai generală a rigidului. | 
az, Ay Şi az ale accelerației a, sub forma (13.11) 


ү 
VEM | | 
@х=@у— (951-02) x+ (03€) — O 2) yH ow z-- o y) z; | 
ау==@уу— (924-05) у (0 уо ?— 0 s)? -{- (© ую а-о г), | 


а=: (071-05) -|- (0 292—9) (о 20 y--04)y. | 


Cercetînd dacă există puncte ale căror acceleratii să fie nule, respectiv pen- 
tru care să avem à5—4,—4;—0 se ajunge la un sistem de ecuaţii liniare in x, 
y Şi z, al cărui determinant este același ca în cazul rigidului cu un punct 


fix (13.31) adică 


e ==_, 
А=— [e хо ]?, | 
deci diferit de zero, în cazul cînd o xo-*0. Rezultă cá, in general, existi 


ит Singur punct care are accelerația zero. Punctul acesta se numeşte polul 
accelerațiilor. În cazul cînd A=0, sistemul de ecuaţii poate fi imposibil 
cazul translafiei $i al mișcării elicoidale, cînd nu există în general puncte 
de accelerație nulă) sau nedeterminat (cazul rotației şi al mişcării plane, 
cînd toate punctele unei drepte, axa de rotaţie respectiv normala pe planul 
fix trecînd prin centrul accelerafiilor, au acceleraţie nulă) 


Polul acceleraţiilor se mişcă, atît față de sistemul fix cit si față de 
sistemul mobil, Distribuţia accelerajiilor în mişcarea cea mai u 


gener 


unui rigid este deci identică cu aceea a unui. rigid си un punct fix, ca si cid ES 
vigidul ar avea ca punct fix, polul acceleraţiilor, 


MISCAREA. RELATIVA 321 


XIV. MIȘCAREA RELATIVĂ 


A. MIŞCAREA RELATIVĂ A PUNCTULUI 


8 1. Generalităţi, In capitolele precedente s-a analizat mişcarea unui 
punct material şi a unui solid rigid în raport cu un sistem de referință pre- 
supus fix, In unele cazuri este comod să se raporteze mişcarea la un sistem 
de referință avînd o mişcare față de un sistem fix, Se pune în acest caz 
problema sá'se determine parametrii cinematici care caracterizează mis- 
carea punctului sau a rigidului în raport cu reperul fix, atunci cînd se cunose 
parametrii cinematici ce caracterizează mişcarea punctului sau a rigidului 
în raport cu reperul mobil și parametrii cinematici ce caracterizează miş- 
carea reperului mobil în raport cu reperul fix. 

O asemenea problemă se pune, de exemplu, în studiul mișcării cor- 
purilor la suprafața pămîntului. În marea majoritate a cazurilor curente 
în tehnică, pămîntul este considerat fix, deși se ştie că el se găseşte în miş- 
care față de un sistem legat de centrul maselor sistemului nostru solar. 
Este interesant de cercetat ce influență are faptul că pămîntul nu este imo- 
bil asupra mișcărilor observate la suprafața sa. 

Se va studia în prealabil mișcarea relativă a punctului material si 
apoi mişcarea relativă a rigidului. 

În mișcarea relativă a punctului material intervin trei noțiuni 
importante: 

a) Mişcarea absolulă este mişcarea punctului în raport cu reperul fix. 
Se numește viteză absolută și acceleraţie absolută, viteza, respectiv accele- 
rajia punctului în această mișcare. Dacă reperul fix este un triedru carte- 
zian, proiecţiile vitezei, respectiv accelerației pe axele acestui triedru se 
obțin, derivind o dată, respectiv de două ori, în raport cu timpul, coordo- 
natele punctului față de acest triedru. 

b) Mișcarea relativă este mișcarea punctului în raport cu reperul 

mobil. ; . à 
Se numește viteză (respectiv accelerație) relativă, viteza (respectiv 
accelerația) punctului în această mișcare. Dacă reperul mobil este un triedru 
cartezian, proiecţiile vitezei (respectiv accelerației) relative pe axele trie- 
drului mobil se obțin derivind o dată (respectiv de două ori) coordonatele 
punctului față de acest triedru, în raport cu timpul. ө м 
c) Mișcarea de transport este mişcarea cu caracter incipient, considerată 
în raport cu reperul fix a punctului, solidar cu reperul mobil, si care, în 
momentul considerat, coincide cu punctul a cărui mişcare se studiază. 
Se numeşte viteză (respectiv acceleraţie) de transport, viteza (respectiv 
accelerația) punctului solidar cu reperul mobil, Aceste mărimi se determină 
cu ajutorul expresiilor cunoscute de Іа studiul mișcării rigidului (13.8, 13.10) 
Ut 
JMxemplu. Un punct P ве mişcă uniform (xs ud) pe o bară care se roteşte uuiform 
cu viteza unghiulară о în planul fix 4,0, (tig, 14,1), Se cere să se determine mișcările 
absolută, relativă şi de transport ale punctului, 


Ug - e X7, armato Xr F x (o xr). (14.1) 
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Rezolvare. Dacă se consideră ca reper mobil, solidar cu bara, un sistem de axe 
Oxyz astfel са О să coincidă cu originea О, a triedrului fix, iar axa Ox să coincidă cu bara 


se observă că: 


a) Mişcarea absolută este mișcarea punctului față de sistemul fix O,*,y,z,. Punctul 
deplasindu-se pe axa Ox, iar axa Ox rotindu-se, el va descrie în mișcare absolută o spirală 


T , А : ір и 
de ecuaţii parametrice р= иі si 0—«/ sau de ecuaţie explicită p=—0. 
e 


b) Mişcarea relativă este mișcarea punctului față de sistemul mobil Oxyz. Este o 


mişcare rectilinie si uniformă cu viteza и, pe аха Ox (v,—14, a,—0). 


2 2 


, 


Fig. 14.1 Fig. 142 


c) Mişcarea de trausport este mișcarea punctului solidar cu triedrul mobil Oxyz care 
coincide cu P. Acest punct nu se mai deplaseazá pe Ox si descrie, in consecintá, un arc 
de cerc de rază ОР. Deci mişcarea de transport este o mișcare circulară uniformă (2; =ОР:о, 
4;—0P-o?). În fig. 14.1 au fost arătate vitezele şi acceleratiile celor două mișcări. 


$ 2. Derivata absolută si relativă (locală) a unui vector. Să considerăm 
un triedru fix О,х1У121 si un triedru mobil Oxyz (fig. 14.2). Un vector oare- 
care С poate fi definit, fie prin proiecţiile lui pe axele triedrului mobil, 
Uz, Uy, Uz, fie prin proiecţiile lui pe axele triedrului fix, Uz, Uy, şi Са: 
Există evident relația 


Олй Uy Ug Ust Uyj + О, (14.2) 


de unde, prin derivare 


U zit U pi Ја = (Uri Uy] 4- Uzk)+ (Ust + Uy] 4- UzR). (14.3) 
Termenii din primul membru al acestei egalitáti reprezintă derivata vec- 
torului U față de triedrul fix. Ба se numeşte derivată absolută. Se va nota 


în cele ce urmează cu 2 sau U. 
1 


Termenii care figurează în prima paranteză din membrul al doilea 
al egalității (14.3) reprezintă derivata vectorului U calculată în raport 
cu triedrul mobil (presupunînd versorii 7, j si Е constanfi). Această derivată 
se numește derivata relativă sau locală, În cele ce urmează se va nota ace: 
QU 
d 


stă 


derivată, їл mod convenţional, cu 


w 
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Semnificația termenilor din cea de-a doua paranteză din (14.3) se 
obține dacă se ține seama de componentele vectorilor 1,j si k pe axele 
triedrului mobil, determinate la studiul distribuţiei vitezelor într-un rigid. 
S-a găsit în cadrul acestui studiu (cap. XIII, $ 2, tabela 9) 


i =o] —0yh, j-osgk—t0o4, k-—oyi—ogzj. 


We poate verifica usbr că aceste expresii mai pot fi scrise sub forma 


I=O0X1, ј=0хј, h-oxk. (14.4) 
(Sub această formă, relațiile sint cunoscute sub numele de formulele Lui 
Poisson) . 
Rezultă atunci 


Usi -Uyj--U;k- Use x +U a xj Uo х 


=o X (Ui --Uyj4-Uz;k)—-oxU. 
Relatia (14.3) devine 


EA aU. (14.5) 


Relaţia (14.5) dă expresia derivatei absolute a unui vector, definit 
prin proiecţiile lui pe axele triedrului mobil. 


Observaţii. 1°. Dacă un vector este invariabil legat de un triedru mobil, deri- 


vata sa absolută este, în general, diferită de zero. Într-adevăr, in acest caz derivata sa relativă 


U 
(locală) este nulă (22-0) şi rezultă 
U-ox UÆ0. 
99 


. Pentru ca derivata absolută a unui vector să fie egală cu derivata sa relativă este 
necesar ca 


ох U=0. 

(Trecind peste cazul banal U —0, această egalitate este satisfăcută cînd o —0 (mişcarea 
triedrului mobil față de triedrul fix este о translație) 51 cînd Ille adică vectorul U se 
deplasează astfel încît rămîne, în tot timpul mișcării, paralel cu vectorul o. În particular, 
derivata absolută a vectorului о este egală cu derivata sa relativă 

Qo 


ә==7 . (14.6) 


$ 3. Compunerea vitezelor in mişcarea relativă, Aşa cum s-a arătat 
în introducere, problema fundamentală în mişcarea relativă a punctului 
material este următoarea: se consideră un triedru fix O,x,v,:, $i un triedru 
mobil Oxyz (fig. 14.3). Se cunoaşte mişcarea unui punct P în raport cu 
triedrul mobil si mișcarea triedrului mobil in raport cu triedrul fix. Se 
cere să se determine elementele cinematice (viteza şi accelerația) în uis 
carea punctului P faţă de triedrul fix, Se presupune că mişcarea punctului P 


| 
i 
| 
| 
| 
| 
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față de triedrul mobil este definită prin legea de variație a vectorului de 
poziţie 7 in funcţie de timp 
r=r(i), 

adică se cunosc coordonatele x, y și 2 ale punctului P față de triedrul mobil 

Se presupune că mișcarea triedrului mobil în raport cu triedrul fix 
este definită prin viteza v, a originii acestui triedru si prin vectorul о. 

Se notează cu 7, vectorul de poziţie 
al punctului P în raport cu triedrul fix 4 
si cü 7 vectorul de poziție al originii 
triedrului mobil în raport cu același 
triedru şi rezultă (fig. 14.3) 


2; 2 


r*. (14.7) 


Se deriveazá această relație in raport 


A fg 


cu timpul si se tine seama că vectorul r 
este definit, prin proiecţiile lui pe axele 
triedrului mobil, deci i se aplică regula 
de derivare (14.5); se obține 


эз : - = or pet - : 
Fig. 14.3 roti тох У. (14.8) 
д. 
Dacă se pun în evidenţă viteza absolută, relativă si de transport, defi 
la $ 1, se constată că: 


a) Vectorul 7, este viteza punctului P în raport cu triedrul fix, deci 
viteza absolută va. 


b) Vectorul т, derivata relativă (locală) a vectorului 7, reprezintă 


viteza punctului P în raport cu triedrul mobil, deci viteza relativă 
c) Vectorul 7, reprezintă viteza v, a originii O a triedrului mob 


lar 74-09 X7=VotoXr reprezintă viteza unui punct solidar cu triedr 
mobil, avînd vectorul de poziţie r (v. 13.8), deci a unui punct care coiuci 


cu P, în momentul considerat. Rezultă că aceasta este viteza de traus 
port v, a punctului P. à 
Relaţia (14.8) devine 
Un Ur | Г ч 
und« 
д, ^ HOU 
Vy or Ut, Vat Q j 


Formula {14.9) este fundamentală la compunerea vitezelor du 


relativă. Ma arată că vileza absolută a unui bunct este ega 
toriald dintre viteza relativă şi viteza di transport a punctului 
8 4. Compunerea acceleratiilor in mişcarea relativă, Dacă se dertvea A 


incă o dată în raport eu timpul relația (14.8), si se ține seama că vector 
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S AP a usu? ; бое 
51 p sint definifi prin componentele lor pe axele triedrului mobil [d 


li se aplică regula de derivare (14.5) ] 


Ф 
б 
e 


, se obține 
д?» — or 2. аа > и ж» С 
pap | ДЫЙ С j д” , 
fi? d on | оха WX7A4+oX [2 Loxr 
Grupind convenabil termenii, se obtine 
= Oir 


os s MORS 
== fo о) Хӯ+о х (о <7) 4-20) x £ . (14.11 
0“ bI 
Dacá se pun in evidenfá acceleratiile absolută, relativă și de transport, 
definite la $ 1, se constată că: 
a) Vectorul 7, reprezintă accelerația punctului P în raport cu triedrul 
fix, deci accelerația absolută ag. 


Y] 


> д?> . "NET. . . . r + 
b) Vectorul 38 este derivata relativá a vitezei relative —, deci repre- 
д^ et = 


zintă accelerația relativă ap. 


c) Vectorul 7, reprezintă accelerația originii triedrului mobil a,. 


solidar cu triedrul mobil avînd vectorul de poziție 7, deci a punctului care 


се- 


Зе observă că ultimul termen 


Е RS qus 2 
а.а x 9 —9 xv, (14.12 
OE 


; v oru NN . T X 
este o acceleratie care nu aparține nici uneia dintre cele trei mișcări de ma 


înainte. Ea poartă numele de accelerația complimentard sau accelerati 
Coriolis. 


Componentele pe axele de coordonate ale accelerației Coriolis sînt 


&5—2 [e yz—o2y], ay=2[wzx—wzz], а&=2[юуу— ух]. (14.13 


Relatia (14.11) devine 
ав=ау-}Еа{-Еа с, (14.14 
unde 
a 9» E 


а=, ао оху фох (ох), a —2oxv. (14.15) 


Formula (14.14) este fundamentală pentru compunerea acceleratiilor 
în mișcarea relativă. Ea arată că accelerația absolută a unui punct este 
egală cu suma vectorială dintre accelerația relativă, acceleratia de transpor 
și accelerația Coriolis. 

Observaţie, Lásind la o parte cazul banal U,770, accelerația Coriolis se anulează 
cînd c —0, adică atunci cînd triedrul mobil execută in raport cu triedrul fix o mişcare 


lafíe şi în cazul cînd mişcarea relativă se face astfel încît viteza relativă v, rămiue iu perm 
nență paralelă cu vectorul о (de exemplu cazul unui punct care se deplasează pe 


ratoarea unui cilindru circular drept, care se roteşte in jurul axei sale), 
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donate polare, consider 


toare după legea r—7(/), această rază se roteşte în jurul polului după legea 0=0(/). 
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Aplicaţii, 1°, Să se deducă expresiile componentelor vitezei și accelerației în coor- 

înd mișcarea punctului ca o mișcare compusă, 

Rezolvare. Зе poate considera сй în timp ce punctul M se deplasează pe raza vec- 
yt 


In aceste condiţii considerind un triedru mobil Oxyz a cărui axă Ox este dirijată în 


direcția razei vectoare, rezultă 


”=0, п= рр, о= 05, о= 02. 
Cu aceste valori, 


Ape S 


t.e T -—rp, ор Хх Ox ур=”0 n, 

Qi 
= 2 Re кыо ачаа pita Оа РРА 
а=" ar=r box Y-F eX (0X Y) 05x ro--0Rx rÜn-rt n—r02p, 


ae=20 x S 2 dx rg 2 0n. 
ot 


Rezultă atunci 


Va — VU, - Vt— ro --vOn, 


ааа, Ьа Бас (r—r62)o (r8--27 0)». 


Aceste expresii pun în evidență componentele vitezei absolute si ale accelerației absolute 
pe raza vectoare şi pe normala la raza vectoare. 


Observaţie. La aceleași rezultate se ajunge, dacă se observă că mișcarea relativă 


este o mişcare rectilinie după legea —7(/), iat mișcarea de transport este o mișcare circulară 
pe un cerc de rază 7, cu viteza unghiulară o=6. Rezultă 9,—r, а„=”, apoi v;— Ro=r6, a; cu 
două componente: ат = Ro 70 si ay— Ro3—102; Acceleratia Coriolis se determiná observind 
că v, este dirijat în lungul razei vectoare, iar œ este normal pe planul în care se face miș- 
carea. Cei doi vectori fiind deci ortogonali 4c=—2wv, sin 909—270. Această accelerație este 


normală la raza vectoare. 


Rezultă pentru componen- 
tele vitezei absolute (fig. 14.4, 4) 
Si accelerației absolute (fig. 14.4,0) 
următoarele expresii: 


. GS URS 
Up SUPT, ap-a,—ay —r—r0?, 
Ug —v,—r0, 
ag —az--ac—r0--2r0, 
Fig. 14.4 care sint tocmai formulele (12.26). 
"ig. 14. (12 
7 2°, Un punct se mişcă pe 
generatoarea unui con circular 


А 1 2 
drept după legea OP-—-—-a1/*, Conul ве roteşte în jurul axei sale cu viteza unghiulară con- 


stantă о, Se cere să se determine viteza absolută si accelerația absolută a punctului la un 


moment dat, Unghiul la vîrf al conului este 2g. 


conului, iar аха O,7, eu аха conului, Se alege triedrul mobil astfel încît Oz 


Rezolvare, $e alege triedrul fix astfel încît originea O, să coincidá cu virful 


D Oy să com 


cidă cu generatoarea conului, iar аха Ox să fie situată în planul 440 y, (fig. 14.5). 


SEES e O ag 
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aces condiții vectorii >, v t ао, €) 51 au valori 
In g 
ceste s чу 0› n şt 0 lo le; 


P áp o. Б 
9 ah #у=0, 00=0, a9=0, 
== COS 07-0 sin gk, 0—0, 


Componentele vitezei vor fi (14.10) 


E vp al, 0600-Х r— (0 cos ој о sin vk) x i aij = — — sin gi, 
Viteza absolutá va fi (14.9) 


Án U а E 
Ug — UL -Ut—a1j — > act? sin ої, 


Componentele acceleratiei absolute sint 


(14.15) 
DEPA TS : E 
“ra —8];  at—dag-d-oXY--oX (0x7)= 
= (о cos aj +osin ол) х 
1 IE 
X| —5 aot? sin o |= 
г rms 212 si De 2/2 sin? af. 
= t aq t^sin a cos ak — E) асу?і? sin? aj, Fig. 14.5 


ac=20X v,—2(o cos 074-0 sin ол) х ај = —2aot sin «i. 


Acceleratia absolutá va fi (14.14) 


XXI I qUE "I A 1 x el Я = 
Ga —4,-- m-tac= —2aoft sin ei +-|a— 2 ac?t? sin? x | j+ D aw? 1? sin о cos ад. 


B. MISCAREA RELATIVÁ A RIGIDULUI 


$ 5. Distributia vitezelor. În cadrul cinematicii rigidului, s-a studiat 
distribuția vitezelor si a acceleratiilor în mişcarea unui rigid față de un 
reper fix. În cele ce urmează se va analiza aceeași problemă în cazul cînd 
mișcarea se consideră în raport cu un reper mobil, 

Fie triedrul fix Т,(О,х0Уо0), triedrul mobil 7(0,x,y,2,) şi corpul C 
(fig. 14.6). Vom considera un triedru 7,(0,x4y,:,) solidar cu corpul. Se 
presupune că mișcarea relativă a corpului față de triedrul mobil (7) este 
definită prin viteza v, a originii triedrului (ТУ) si prin vectorul œp, iar 
mișcarea triedrului (7) faţă de triedrul fix (Tq) este definită prin viteza v, 
a originii triedrului (T) şi prin vectorul оу. 

În acest caz viteza unui punct P oarecare al corpului C față de triedrul 
fix (Т) se obține folosind „rezultatele de la $ 3 al acestui capitol 
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Într-adevăr se poate considera că punctul P se mișcă față de (Tj), iar 
triedrul (74) se mișcă, la rîndul său, față de (T). 

Folosind această schemă, rezultă că viteza relativă a punctului este 
viteza în mișcarea sa față de (Ту) și este egală cu 


0,—03--05 х Ya, (14. 16) 

Viteza de transport a punctului P va fi viteza față de (Т) a punctului 
solidar cu triedrul (7), care coincide cu P. Acest punct are față de triedrul | 
(Ti) vectorul de poziţie 7,. Dat fiind l 


că mișcarea triedrului (ТГ) față de (Т,) 
este caracterizată prin v, $i, rezultă 
pentru viteza de transport a punc- 
tului P expresia 


Vito Хт. (14.17) 


Viteza punctului P față de trie- 
drul (To) va fi viteza absolută si se 
va obține prin însumarea vectorilor 
2, Si v, (14.19). 

Rezultá 


0р=0 t0 оу хто X7,. (14.18) 


Fig. 146 


Expresia (14.18) obținută pentru viteza 
absolută a unui punct P al corpului poate fi 
ușor generalizată în cazul cînd ar exista mai multe mișcări de transport. Acest caz ar cores- 
punde următoarei probleme: se cunoaște mişcarea unui rigid față de un triedru (Т„_1). Se 
cunoaște mișcarea triedrului (Т, _ ү) față de un alt triedru (T, 9) mobil la rîndul său față 


de (T, 3) etc. Dacă se cunosc toate mișcările relative ale triedrelor si mișcarea ultimului 


triedru mobil (Ту) față de triedrul fix (T), se cere să se determine mișcarea rigidului față 
de triedrul fix (TY). з 

Să considerăm un triedru (Т») solidar cu rigidul si un punct arbitrar P al rigidului, 
$i să notăm cu 71, 7, ..., Ул vectorii de poziţie ai punctului P în raport cu triedrele (Tj). 
(T5), ..., (Tn); dacă se consideră că mișcările relative ale triedrelor se caracterizează prin 
parametrii cinematici 


7, şi o, pentru mișcarea triedrului (7) față de (Ty), 
7, Şi оз pentru mișcarea relativă a triedrului (7) fati de (Ту), 


Un și On pentru mişcarea relativă a triedrului (Ta) față de (T, ,), 


ivi : x : А 4 
atunci viteza punctului P faţă de triedrul (Ту) va fi 
Б n A LL ad ы 
Up= Y vi-t} у ох. (14.19) 
j=1 j=l 
Demonstrația acestei formule se poate face prin inducţie. Ea este valabilă pentru п = 1 
şi n=2, О vom presupune valabilă pentru cazul a (n—1) triedre mobile $ 


Р п=1 п 1 
d ЛЕД 
vp= у ц M oix ri (a) ке 


м 
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Considerind si triedrul (7,), viteza relativá a punctului P față de triedrul (T, 4) va fi 
ЕЕ 

: Uy Ug орх Ул, (b) 

iar viteza de transport va fi dată de (а), Însumtud (а) $i (b) se obține viteza punctului P 

în cazul a n triedre mobile sub forma (14.19), 


С. CAZURI PARTICULARE DE MIȘCĂRI RELATIVE ALE NIGIDULUI 


8 6. Compuneri de translatii, Dacă se presupune că toate mișcările 


relative ale triedrelor sînt translatii sau, în momentul considerat, au dis- 
tributii de viteze caracteristice translafiilor, rezultă o,—«,—05— ...—0,— 0. 


Folosind formula (14.19), pentru distributia de viteze a rigidului 
rezultă expresia 


2р= У). (14.20) 
Deci toate punctele rigidului au aceeași viteză, deoarece în expresia (14.20) 
nu intervin vectorii de poziție 7,. 

In concluzie, din compunerea de mișcări cu distribuții de viteze carac- 
teristice translațiilor, se obține o mişcare rezultantă cu о distribuție de viteze 
de asemenea caracteristică translației, viteza mișcării rezultante fiind egală 
cu suma vectorială a vitezelor mişcărilor componente. 


Exemplu. Ca exemplu 
se consideră mișcarea bielelor de 
cuplare 4,4,, 4,45 etc. a roți- 
lor motoare ale unei locomotive 
(fig. 14.7). În acest exemplu se 
presupune cá sasiul locomotivei 
are o mișcare de translație recti- 
linie față de terasamentul căii 
ferate. Bielele de cuplare au față Fig. 147 
de șasiul locomotivei o mișcare Zita 
de translație circulară. 

Din compunerea acestor două translatii, rezultă că bielele vor avea faţă de terasamentul 
căii ferate de asemenea o mișcare de translație. 


$ 7. Compuneri de rotații concurente. Dacă se presupune că toate 
mișcările relative ale triedrelor sînt rotații (sau au distribuții de viteze 
caracteristice rotatiilor) si că originile triedrelor se găsesc pe axele de rotație 
$i coincid, rezultă $,—75,—74— -. =Un=0 ŞI r,—r,— -. —r,-—r. În acest 
caz formula (14.19) devine 


о (Уо) х= xr, (14.21) | 

unde s-a notat cu | 
== Уо. (14.22) 
Formulele (14.21) 51 (14.22) arată că din compunerea de mişcări си distri- 
butii de viteze caracteristice rotației, avind axele instantanee concurente în O, se 
obtine o miscare veiullantă cu o distribuție de viteze caracteristică rotației, 
a cărei axă instantanee trece prin O şi а cărei viteză unghiulară instan- 
lanee œ este egală cu suma vectorială a vitezelor unghiulare instantanee œ; ali 

mișcărilor componente. 


J" 
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Aplicaţii. 3°, Să se studieze mișcarea roții unui vehicul cînd acesta execută 
un viraj, Se consideră raza roții egală cu 7 si raza arcului de cerc, pe care-l descrie punctul 
de contact între roată şi planul şoselei, presupus orizontal, egală cu R (fig. 14.8), Se cunoaște 
viteza unghiulară c a roții vehiculului față de caroserie, 

Rezolvare. Roata vehiculului are o mișcare faţă de planul orizont 


al care poate 
îi considerată ca rezultind din compunerea a două mișcări de rotaţie: 


о mişcare relativă cu 
viteza unghiulară r=% faţă de caroseria vehiculului, avînd ca axă de rotaţie axul 00; 


al roții, şi dintr-o mișcare de transport, care este o rotație o, a axului їп jurul unei axe vert; 


Fig. 14.8 


cale 010,, trecînd prin centrul O, al arcului descris 


de punctul B de tangenţă între roată și planul 
orizontal. 


Mișcările componente fiind rotații concu- 
rente, mișcarea rezultantă va avea distribuţia de 
viteze a unei mişcări de rotaţie. Dacă roata vehi- 
culului se rostogolește fără să alunece, rezultă că 
vectorul o al mișcării absolute trebuie să treacă 


prin punctul B de contact între roată şi planul Fig. 14.9 
orizontal. 


În fig. 14.8 s-au indicat vitezele unghiulare OD 


Ot $1 од ale celor trei mișcări. Rezultă 
din compunerea lor, tinind seama că Oro 


2 Y 
== | 1+—› orp o. 
i 


8-au obtinut astfel expresiile vitezelor unghiulare absoluti $i de transport. 


Observaţie. Deoarece în mișcarea rezultantă a roții, punctul О, rămîne fix, 


rezultă că roata unui vehicul în curbă poate fi considerată ca un solid cu un punct fix. Modul 
posibilitatea de a se soluţiona probleme de solid rigid cu un 


de rezolvare de mai sus arată za 
punct fix, folosind rezultatele de la mișcarea relativă a rigidului (compunerea rotatiilor 
concurente) 


4^. Să se studieze misc 


area unui rulment intr-un lagăr vertical L in care se reazemă 
pivotul P, Viteza unghiulará 


a arborelui este o. Se cunosc unghiurile а, В (fig. 14.9). 
Rezolvare. Presupunind că nu se produc alunecări între pivot şi rulment şi nici 
între rulment si lagăr, mişcarea absolută a rulmentului este o rostogolire față de lagăr, аха 
instantanee de rotaţie fiind DE, Mișcarea rulmentului poate fi socotită ca rezultind din miş 
carea relativă față de pivot, care este o rostogolire avînd ca axă iustautanee de rotație dreapta 
AB şi dintr-o mişcare de transport, rotația pivotului în jurul axei 00”. În fig. 14.9 s-a con- 
struit paralelogramul vectorilor Or, Ot $1 oa, din care rezultă, tinind seama că о; =0, 

sin а sin В 


Oq = —7— —Q, Ога MM ua. 
^ sin (а) " sin (8а) 
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Observaţie Axa i 
E s € ‚ Аха instantanee de rotație DE iscárii abs mnt i 
trecînd prin punctul fix О, rezultă că t s A Mişcării absolute a rulmentului 


а un astfel de r Я i i а i 
cu un punct fix, ' rulment poate fi considerat ca un solid 


А LEA ‚ T 
relatis e rai urii h paralele, Dacă se presupune cá mişcările 
ri de rotatia u$ Sal Micar cu distribuții de viteze caracteristice mis- 
cării de rotație, cá originile triedrelor se' găsesc pe axele instantanee de 
rotație si că vectorii o; sînt paraleli, rezultă v= v 

& (^ fiind versorul comun), 

In acest caz, formula (14.19) devine 


V= se 00), ор ои 


Vp—Y omy = 1 «Уот. (14.23) 
Se deosebesc două cazuri: Хо; 20 şi Xo,—0. 
a) Cazul Хо, 50. Relația (14.23) se poate scrie 


F O о = 
Vp—(Y oiu 2907 уо (14.24) 
220; 
unde s-a notat cu 
p prs. a Уор; = 
о=(У opu $1 cu o————.. (14.25) 
Xo; 


| Expresiile (14.24) si (14.25) arată că mișcarea rezultantă are distri- 
e butia de viteze caracteristică unei mișcări de rotaţie, de viteză unghiu- 
lară & egală cu rezultanta vectorilor о Şi a cărei axă instantanee trece 
prin centrul vectorilor paraleli бу [deoarece din (14.24) rezultă pentru 
0—0, 1p=0]. i 
b) Cazul Xo;—0. Dacă se determină viteza unui punct Q, diferit 
de P, 51 se tine seama сй pentru noul punct Q vectorii de poziție față de 
triedrele mobile sînt 
rin PO, 
rezultă MEI кше рл 8 
20=и x Xo(r;4- РО) —u x Xojri4-u x (Хо) РО. 


Dar, în virtutea relaţiei (14.23) их Xojr;—vp şi, tinind seama de ipo- 
teza făcută Xu4=0, rezultă 
vo —Up. ( 14 96) 

Relația (14.26) arată că toate punctele rigidului au la un moment 
dat aceeași viteză, deci mişcarea rezultantă are o distribuție de viteze carac- 
teristicá translaţiei, | x 

În concluzie, din compunerea de mișcări cu distributii de viteze carac- 
teristice rotației, avînd axele instantanee paralele, se obtine o mişcare rezul- 
tantă care are fie distribuția de viteze caracteristică rotației, fie cea carac- 


a7 у ` М ` 1 SCA BOSSES x ! 
teristică Iranslaliet, după cum ZrO sau Xo—0, In cazul = Qi +0, ве 
instantanee a mișcării vezultante trece prin centrul vectorilor paraleli à iar 


6) Zo "m 
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Nxemplu,. Ca exemplu să considerăm mişcarea rulmenţilor într-un lagăr, În fíg,]4,10 
este arătat schematic un lagăr cu rulmenţi. Presupunind cunoscută viteza unghiulară 0, a аго» 
relui, se cere să se determine viteza unghiulară а rulmentilor. 

Presupunind cá rulmenfii se rostogolese fără să alunece atit ре pereții lagărului 
cît şi pe fusul arborelui, rezultă că mișcarea unui rulment față de lagăr are distribuţia unei 
rotații o în jurul unei axe trecînd prin A (fig. 14.10), iar mișcarea relativă a rulmentului 
față de fusul arborelui are distribuţia unei rotații о, în jurul unei axe trecînd prin 7; 
(fig. 14.10, b). 

Mişcarea rulmentului faţă de lagăr poate fi considerată ca rezultind din compunerea 
a două rotații paralele: aceea a fusului și aceea a rulmentului faţă de fus, Deci (fig, 14.10, b) 


R 
O 09у = 0, Q (R+d)— od =0, de unde 077-064 


(s-a notat cu R raza fusului si cu d diametrul rul- 
mentului). 


Fig. 14.10 Fig. 14.11 


$ 9. Cazul general de compunere a mișcărilor. Expresia generală (14.19) 


2р=У0,4 Уо; Хт; 


mai poate fi scrisă 


vp= Уо X(—71) Хо; Xvi-4- X PO, хо. (14.27) 
Formula (14.27) arată că viteza într-un punct P al rigidului se obține 
reducînd sistemul de vectori alunecátori œ; si de vectori liberi v; în 


punctul P (fig. 14.11). 
„Formula (14.27) pune în evidență o analogie cu problema reducerii 
unui sistem de forțe (vectori alunecátori) și de momente de cupluri (vectori 


liberi) în raport cu un punct, ea fiind cu totul asemănătoare formulei cu 
care se calculează momentul rezultant. 


Dacă se calculează viteza unui alt punct Q, definit în raport cu 
punctul P prin vectorul PQ=r, şi se observă că vectorii de poziţie ai 
punctului Q faţă de triedrele mobile sînt r;--r, rezultă 

по vit Xoix (ritr) = Xvi4- Хоху (Хо) x7, 
sau, tinind seama de (14.19) si notînd 


© SO ( 14.25) 
se obține 


T T 
Ug Up-|- о X f. (14 9) 
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Formula (14.28) este analogă cu formula cunoscută din statică ‘pentru 
determinarea vectorului rezultant, iar formula (14.29) este analogă for- 
mulei care dă în statică, legea de variație a momentului rezultant, cînd 
se schimbă polul de reducere. 

; In baza acestor analogii, asa cum în statică s-au tras concluzii asupra 
Sistemului de forțe, din analiza vectorilor Ф (vectorul rezultant) si M 
(momentul rezultant în raport cu punctul P), se pot trage şi în cadrul 

& mișcării relative а rigidului concluzii asupra mişcării rezultante, din cer- 
cetarea vectorilor vp si o. Acești doi vectori se pot calcula cu ajutorul 
expresiilor (14.27), respectiv (14.28). 

Discutia asupra distribuţiei de viteze în cazul mișcării rezultante 

poate îi rezumată, prin analogie, astfel: 
1? 0=0, vp—0, rigidul este în repaus; 
2? 0=0, vp4-0, distribuția de viteze a unei translatii de viteză vp; 
3? 00, vp—0, distribuția de viteze a unei rotatii de viteză unghiu- 
lará œ în jurul unei axe trecînd prin punctul P; 
4? w0, 0р0 
а) ovp—0, distribuția de viteze а unei rotații de viteză unghiulară 


© în jurul unei axe care trece prin punctul О, definit 
în raport cu punctul P prin vectorul 


5 n 
P о X 
ro=— ; 
o? 

b) ovpÆ0, distribuția de viteze a unei mișcări elicoidale în jurul 
unei axe ce trece prin punctul О, definită în raport 
cu P prin vectorul 

ООР 
BO EFA 
о" 
Parametrii cinematici аі mişcării sînt: viteza unghiulară о şi viteza 
pe axa mișcării: v EE ‚ (А se vedea si Cap. IV, $ 6). 
e, lo 
^i $ 10. Mişcarea relativă a rigidului. Compunerea aeeeleratiilor. In acest 


caz problema se pune astfel: СОВ 

Se cunoaște distribuția de viteze si de acceleraţii în puce unui 
rigid față de un triedru mobil (Ту) şi distribuția de viteze Şi acce сари 
în mișcarea triedrului mobil (T,) față de triedrul fix (T). Se cere să se 


determine distribuția de  accelerafit în mișcarea rigidului față de (7, 


Se consideră un triedru (7,) solidar cu corpul (fig. 14.6). Se presupune 

: 7 А { x А EE 

că mișcarea sa față de (7) se caracterizează, din punct de vedere al distri 

ici 11 Hin parametrii si ci iar miscarea triedrului (T) 

buţiei accelerafiilor, prin parametrii аз, 9, $i оз, iar mişcarea triedrului (7, 
| 


4 față de triedrul fix (Т) se caracterizează prin ау, €, $i e. 


А 


IF 


Jj 
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Considerind mişcarea punctului P față de (Ту), ca mișcare relativă 
şi mişcarea sa față de (74), ca mişcare absolută și aplicînd regula de com- 
punere a accelerafiilor (14.14) se obține: 

a) Acceleraţia relativă este accelerația punctului în mișcarea sa în 
raport cu (74) adică 

ара 0,00 X (Wa X Ya). (14.30) 

b) Acceleraţia de transport este accelerația punctului solidar cu (Ту), 

care coincide cu P, in mișcarea sa față de (Т); adică 
arma to X 42-9, X (юу X71). (14.31) 

c) Acceleratia Coriolis este dublul produs vectorial dintre viteza unghiu- 
lari instantanee a mișcării de transport o, si viteza relativă [viteza față 

de (74) egală cu vy4-0, X75], adică 


4,2, X [V5-€3 X f ]- (14.32) 


| d) Accelerația absolută se obține adunînd relațiile (14.30), (14.31) si 
(14.32) 


p—4, 4-0 4-9, X 7 H0 X 744-9, X (юу X71) Боз X (02X 7j)-d- (14.33) 
+201 X [v+ (02 X 79)]- 


În cazul mai multor triedre mobile (Ту), (75), ..., (Tn) formula (14.33) poate fi gene- 
ralizatá. Pentru aceasta se presupune cá in cazul а (и — 1) triedre mobile se obține accelerația 


pe care o notám in mod conventional puc d), 


Dacă se ia în considerație încă un triedru mobil (Tn), accelerația aa D deter- 
minată anterior, poate fi considerată, pentru noua mișcare, ca fiind accelerație de transport. 
Pentru a se obține accelerația a trebuie să se adauge la accelerația de transport atat 


celeratia relativă şi accelerația Coriolis, care se datorese mişcării triedrului (Tn) față 
de triedrul (T 4—1). 
Acceleratia relativă va fi accelerația punctului in mișcarea sa față de (T,—1), adică 


ac- 


ap an tonă n+ onX (OnX Уз). 


Pentru determinarea accelerației Coriolis se tine seama că viteza unghiulară a miş- 
cării de transport este egală (în baza celor stabilite la studiul distribuției de viteze în mis- 
carea relativă a rigidului) cu suma vectorială a vitezelor unghiulare a mişcărilor relative 
ale triedrelor (Tj), (Т,), ..., (Tn—1) adică cu 


Q4 4-95 4-7 -O4—1. 
Dacă se fine apoi seama că viteza relativă este viteza puuctului față de triedrul (Га 
adică 
YnkonX fn 
rezultă accelerația Coriolis sub forma 


Со 2(0, -]- 03 -]- *** о —1) X (Vuh nX ға). 


Expresia accelerației absolute aq va fi atunei 


in 
4p 


; (n—1) 00 ^ | 
LITL ар Fan од ntk eX (ох ка) 51 PACOTE 9-6 1) х (vat e: 


NP 
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Tüeiud în această formulă de recurenţă succesiv: n—1, 2. 3 


N ‚ ә, (n—1) si iusumind, 
se obţine 


ар= X [а ох Фох (ох ri)]--2XXo;x (vi "m ri). (14.34) 
i»j 
Formula (14,34) generalizează formula (14.33) pentru cazul a n triedre mobile. 
Distribuția de acceleratii dată de formula (14.34) trebuie să fie însă o distribuție 
de acceleraţii caracteristică unui solid rigid. Pentru a se pune în evidență această proprie- 
tate, se consideră un al doilea punct Q al rigidului, definit față de punctul P prin vec- 
torul PQ=r, Acceleratia acestui punct se poate obține în două moduri: 


^ 
j a) Consideriud că vectorii de poziție ai punctului О față de originile triedrelor (7,), 
(T3), so (Ты) sînt 
ror ores, sc Par. 
În acest caz, folosind formula (14.34) se obține 
ag= X (ait eix (н) Босх Гох (rit7)]) +25 5o;X [vi3- oix (rit-7)]— 
Ж i>i 14.35) 
—Gp-F(Xoj) X r+ Хох (ох) -2X Xo;x (oix 7). 
i»j 
b) Consideriud cá între acceleraţia punctului Q şi aceea a punctului P există relația 
(13.10) care, în cazul de față devine 
aQ—8Gp--oX --oX (ох 7). (14.36 
> Expresiile (14.35) si (14.36) ale accelerației ао, trebuind să conducă la aceeași valoare, 
rezultă 
(Жең) х r+ oix (ох 7)-2X ух (ex >). (14.37) 
i»i 


Din această identitate, care trebuie să fie adevărată oricare ar îi r, se vor determina 


vectorii œ şi i mișcării rezultante, în funcție de vectorii o; şi o; ai mișcărilor componente. 
Se observă că, în baza celor stabilite la compunerea vitezelor (formula 14.28), v 
torul c este@st de relația 


QR о5о. (14.38 


Pentru determinarea vectorului c se înlocuieşte expresia (14.38) iu (14.37) si se deduce 


e P = = pai YU m с ке ч € r ^ а 3v 
wx r-(Xoi)x r+ Хох (oix 7) -2EXojX (oix т) (Eoi) X (Хо) х ғ). (14.39 


i»j 
Dar, in baza unei cunoscute proprietăţi a dublului produs vectorial, 
(500) x [(Zog)xr]— Box (охх rr ZXoX (vX т) - XXo;X (vX r), 
i»j ii 
Înlocuind în (14,39) si efectuind reducerile evidente, rezultă 


эх r-(Xoi)x r+ XXojX (wX r) - XXojX (өх). 
t>] <) 


Facem o schimbare evidentă de indici 


XXoX (ох = Лох (wX r) 
isi i>i 
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XX[ojX (wX r) 7 01X (wX 7)] (LX (4X v) 4X (rx 69j)] VPE (ox 04)]- 


[E oX 04]x *. 


> 


Introducînd această expresie în (14,39) rezultă 


ох rex (X0)X r-|- [ XXojx 04]X Y. 
i»j 


Această relație trebuind să subziste, oricare ar fi v, rezultă 


v= У XXojx wt (14.40) 
i>j 
Pormulele (14.38) si (14.40) rezolvă problema distribuţiei accelerațiilor în mișcarea 
rezultantă, d 
Observație. Formula (14.40) poate fi stabilită şi pe o cale mai simplă în modul 
următor: 
Se consideră expresia vitezei unghiulare a mișcării rezultante 


v= Xo, 


care se deriveazá în raport cu timpul. La derivare se observă că vectorul о; este definit prin 
proiecţiile sale pe axele triedrului (74), Derivata acestui vector se obține adunînd la derivata 
= ј=і_ 
locală Qo;/Q4 produsul vectorial dintre viteza unghiulară de transport, У оу corespunză- 
Je 
toare şi œw; adică 


do Аюв ке (1—05 
Сой о неи; 0j |x од. 


Rezultá atunci 
do doi . до 


AY e ET + XI Oi. 


Cu notaţiile de mai înainte si finind seama cá pentru j=i, ox o;—0 rezultă 


o= Ло; 3X0;X Mor, 
i>j 
adică tocmai formula (14.40). . 
Cazuri particulare. 19. În cazul cînd mișcările componente au distribuții de accele- 
taţii caracteristice translatiei, mișcarea rezultantă are de asemenea o distribuție de acce- 
lerații caracteristică translafiei. 


Într-adevăr, în acest caz 0,—0, 0;=0; prin urmare 


o=20;=0, o=20; ХУ oj xXw;=0, 
ij 
deci 
ар = aQ. 
ХИ cazul cind mişcările componente sint plane, vectorii œw; siut. paraleli si produ- 
sele vectoriale o o sînt nule, Formula (14.40) devine in acest caz 


* V m 4D 
о DIVE (Sok. (l4 
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Dacă mişcările componente sînt plane și tm 0 rezultă 
(oes, (14.42) 


Deci, din compunerea unor 
uniforme si paralele, rezultă 
tică unei rotații uniforme. 
3°, În cazul compunerii unor mi 
miscare cu distribuţie de acceleratii са 


iuișcări cu distribuții de accelerafii caracteristice unor rotații 
de asemenea o mişcare cu distribuție de accelerafii caracteris- 
şcări de rotație concurente, se obține în general, o 
wacteristicá solidului rigid cu un punct fíx, deoarece, 


k chiar dacă rotațiile sint uniforme (04=0), accelerația unghiulară а mișcării rezultante este, 
in general, diferită de zero 
“ууз у 
О 2 AX Oi. (14.43) 
1j 


Exemplu. Să determinăm accelerația unui 


punct oarecare al roții unui vehicul 
care execută un у 


iraj, rotindu-se uniform in raport cu caroseria (v. aplicatia nr, 3, $ 7, fig.14.8). 
Acceleratia unui asemenea punct P este datá de expresia 


áp—ay EX r-Fax (ax). (14.44) 


Pentru a se utiliza această expresie, este necesar 
— acceleraţia unui anumit punct al roții; 
— viteza unghiulară c; 


să se stabilească în prealabil: 


— accelerația unghiulară o. j . e: 
Vom alege ca punct, centrul O al roții, care are o mișcare circulară uniformă cu viteza 
z J Yo А : d Uns Ro? yg? 
unghiulară о; =R’ deci cu o accelerație centripetá а= ар 75 
2 
Tinind seamă de sistemul de referință Oxyz (fig. 14.12) rezultă 


= yii. 


m= p k (14.45) 


Viteza unghiulară © a fost determinată la aplicația пг. 3, unde s-a găsit Q-—01--0, 
Tinind seamá cá 


= DC) ич 
OO — 


pi: Q,—03—0, (14.46) 
t 


pai ES 


Fig. 14.12 


rezultă "m 


оштун] Fo. (14.47) 


: i от are, iu с 1 problemei 
i | i > ealeuleazá cu formula (14,40) care, iu. cazu 
Accelerafia unghiulară o) se calet a ( 
de fatá, devine 


v= Q, -[- оо X ооу, 
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Jinind seamă că rotația în raport cu caroseria este uniform, rezultă о, 0, 04-0 ji 
КИР Ча 2 
- DOR Yo 
(70,X05,7— ——7—] X : 1. 
„== 04 X б); RI @ т? (14.48) 


Un punct P arbitrat din planul roții avînd vectorul de poziție f2:xi-- yj, are acce- 
letatia 
pă êr а? $ ro? 
ap= -[ + ajo = yo*j — (r --2y) Н h. (14.49) 


Cazuri particulare, Pentru extremitățile ÆA (0, 7) şi B (0,—7) ale diametrului vertical 
al roții obținem următoarele expresii pentru accelerafii 
mo? mo? 


—R ^ a p-vo^j-- zc 


ад —ro*j-: 
Analog, pentru extremităţile С (—7, 0) si D (v, 0) ale diametrului orizontal al roții, 


obţinem 
ja 262 2 2,52 
=- у re uo py (4 Ino VADE T 
ас= р o — k apz—|1-4'o5—- —— k. 
C | | , р | | н) R 


1+3 R 


Punctele diametrului АВ (x—0) au accelerafiile cuprinse im planul vertical normal 
pe planul roții (yOz). 

Punctele diametrului CD (y=0) au accelerațiile cuprinse într-un plau orizontal (502). 

Punctele segmentului EF (у= —7/2) au acceleraţiile cuprinse în planul roții (хОу). 

Cu acestea, expunerea privind noţiunile principale de cinematică se încheie urmînd 
ca multe probleme să fie reluate şi dezvoltate în cadrul dinamicii. 

Cinematica, utilizînd numai noțiunile de spațiu și timp, se apropie intrucítva de geo- 
metrie, motiv pentru care i s-a mai dat gi numele de „Phoronomie“ sau „Geometria me- 
canicii“. 

Cel dintîi care a studiat mai aprofundat mișcarea corpurilor a fost Aristotel, care infe- 
legea prin migcare atit schimbarea de poziţie a corpurilor cît si schimbările fizice sau chimice 
ale acestora. Dintre savanții antichităţii trebuie să amintim și pe Arhimede, care, cu oca- 
zia lucrărilor lui asupra pârghiei, a studiat îndeosebi mișcarea ре cerc, 

La dezvoltarea Cinematicii au contribuit: Leonardo da Vinci, N. Copernic, Galileo 
Galilei, Descartes, G. de Roberval, Huygens, Newton, d'Alembert, Euler, Lagrange, Jukov- 
ski, Krilov, Sofia Kovalevskaia etc. 

Cinematica are un rol considerabil in studiul construcfiei şi funcționării mecanisme- 
lor şi mașinilor. În acest scop, ca o necesitate în dezvoltarea tehnicii, studiul cinematicii 
şi aplicaţiile ei practice au luat, în ultimele decenii, o amplă dezvoltare, constituind o dis- 
ciplină cunoscută sub numele de „Cinematica mecanismelor“. 

în cele ce urmează vor fi expuse, în cadrul aplicaţiilor cinematicii şi unele noțiuni 
cu privire la mecanisme şi dispozitive mecanice simple. 
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Aplicafiile cinematicii au un rol important iu studiul proiectárii si funcționării meca- 
nismelor şi mașinilor, 

Analiza cinematică a mișcărilor elementelor componente ale mecanismelor şi 
nilor a permis determinarea caracteristicilor lor cinematice care, împreună cu studiile de 
sinteză ale mecanismelor, stau la baza proiectării maşinilor, aparatelor și instalațiilor diu 
toate domeniile producţiei, 

Ca o necesitate a dezvoltării tehnicii, aplicaţiiie cinematicii, luînd o amplă dezvoltare 
în ultimele decenii, au constituit o disciplină specială, cunoscută sub numele de „Cinematica 


mecanismelor", 


mași- 
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A. NOȚIUNI DESPRE STRUCTURA MECANISMELOR 


М H H 1 м 1 1 n H Й 
TNT а отац, e mecanism sau mașină se compune din diferite piese, numite 
етее, Unul dintre aceste elemente este fix (batiu, şasiu, suport, cadru), iar celelalte 
sint mobile, 
Mle atele 1 int natfa nta fát #4 Й 4 
m Elementele mobile sint astfel legate între ele, încît unele primesc mișcarea, altele tran- 
Smit sau modifică mişcarea, iar altele execută lucrarea în scopul căreia este construită magina. 
In orice maşină, două, elemente succesive oarecare 4 şi b sînt în contact, astfel încît 
unul transmite mișcarea celuilalt, prin intermediul legăturii dintre ele, 
е rer Sture ќе р te limiteazA 1i í ivi 
. Cuplarea (legătura) a două elemente, care limitează libertatea de mișcare relativă a 
unuia față de celălalt, poartă numele de сирій cinematică. 
În analiza structurii cuplelor cinematice unul dintre elementele cuplei, spre exemplu b 
se consideră fix si se studiază mişcarea relativă pe care o poate avea elementul a față de b. 
Solidar cu elementul b se consideră un sistem de referință, reprezentat printr-un triedru tri- 
ortogonal Oxyz. 
Dacă elementul a ar fi fost un corp liber în spaţiu, ar fi avut şase grade de libertate. 
Prin legarea lui а de un alt element b, într-o cuplă cinematică, mișcarea relativă a lui a 
față de b este supusă unor anumite restricții, după natura acestei cuple. Restricțiile mișcării 
relative a elementului unei cuple cinematice se numesc condiții de legătură. 
Condiţiile de legătură ale unei cuple cinematice sînt date de un număr întreg c 


1<с%5. (15.1) 


Cazul c—0 exprimă că elementele а şi b sint complet libere între ele. Cazul c=6 
exprimă imposibilitatea mișcării relative între elementele cuplei, care reprezintă o îmbinare 
rigidă a celor două elemente (incastrare). 

Mișcările posibile şi independente în mișcarea relativă a elementelor cuplei cinematice 
determină numărul gradelor de libertate al elementelor cuplei cinematice (mobilitatea cuplei 
cinematice), adică numărul mișcărilor simple ale elementelor cuplei. 

Numărul gradelor de libertate N este un număr întreg 


N=6—c (15.2) 
cuprins între 1 si 5. a 
Cuplele cinematice se împart după Malisev în clase, clasa unei cuple corespunzind 


numărului condițiilor de legătură 
c—6—N- (15.3) 


Rezultă deci cinci clase de cuple cinematice. 
Exemple. Cupla plan-sferă (fig. 15.1) este de clasa І, deoarece numărul gradelor 
de libertate ale sferei a în mişcarea ei relativă față de planul orizontal b pe care se reazemă 


este N —5 (trei rotații si două translatii) si deci c—6—5— 


Fig. 15.2 


м 
ES 
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Сира uluc-sford (fig. 15.2) şi cupla plan-cilindru (fig. 15,3) sînt de clasa a II-a, La 
prima, sfera a poate avea faţă de ulucul b trei rotații şi o translație, iar Ja а doua cilin- 
drul a poate avea faţă de planul b pe care se reazemá, două rotații $i două translaţii, 

în ambele cazuri N=4 şi c=6—4=2, 


Сира sferică (fig. 15.4) şi cupla plană (fig. 15.5) sint de clasa а III-a. La prima, 
stera a, cunoscută în practică sub denumirea de nucă, poate ауса trei rotații în lagărul 


Fig. 15.3 Fig. 15.4 


sferic b. Cupla sferică reprezintă materializarea cazului unui solid cu um punct fix. La cea 
de a doua, planul a poate avea față de planul b pe care se reazemă, două trauslafii $i o rotație. 


În ambele cazuri N=3 şi с=6—3=3. 


Cupla inelară (fig. 15.6) si cupla cilindrică (fig. 15.7) sînt de clasa a IV-a. La prima 


Vig. 15.5 


cît si iu jurul 


sint posibile două rotații, inelul æ putindu-se roti atit îu jurul axei sale лл, ey 


axei ВВ a inelului b, iar Ја а doua, o trauslajie $i o rotaţie după аха comuna 
lindrilor, 
în ambele cazuri N=2 şi с=0- 2=4, 
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Cupla de rotație (fig. 15.8) si cupla de translație (fig. 15.9) sînt de clasa a V-a. La prima 
T. Debe singură rotaţie, iar la a doua o singură translație. În ambele cazuri N=1 
31 c=6-—1=5, 
À Cupla de rotaţie reprezintă cazul curent al unui fus a care se rotește în lagărul b. 
Cupla de translație reprezintă cazul ghidajelor rectilinii, Cupla de rotaţie este foarte mult folosită 
sub formă de lagăre; cupla de translație se intilneste la mișcarea capului de cruce $i a pis- 
tonului, la masinile de rabotat, la arborii 
canelati etc. 


L 
23) — 
X 
Fig. 15.7 Fig. 15.8 
Tot în clasa a V-a trebuie considerată si cupla elicoidală (fig. 15.10), reprezentată în 
mod curent printr-un surub si piulitá. În acest caz, deși sint două mișcări, o translație 
şi o rotaţie, ambele avînd aceeaşi axă, acestea nu sînt însă independente, ci sînt legate prin 
relația geometrică s—f(o), în care s reprezintă deplasarea de translație, iar o unghiul de 
rotație. 
În tabela alăturată se arată clasele şi mobilitatea cuplelor cinematice. 
y Tabela 10 
> — а: 2 
| 4 Miscári posibile 
Саа | suprimate N 7 EET jeno Exemple de cuple cinematice 
| Translaţii | Rotatii 
I-a | 1 5 2 3 Cupla plan-sferá Fis. 15.1 
| 1 3 Cupla uluc-sferă Fig. 15.2 
| л » 
II-a 2 4 | ^ NEL 
2 2 Cupla plan-cilindru Fig. 15.3 
0 3 Cupla sfericá Fig. 15.4 
III-a | 3 3 > E 7 | 
z 2 1 Cupla plan-plan Fig. 15.5 
0 2 Cupla inelară Fig. 15.6 
IV-a 4 2 e m Mte 
1 1 Cupla cilindrică Fig. 15.7 
0 1 Cupla de rotaţie Fig. 15.8 | 
V-a 5 1 a | 
1 0 Cupla de translație Fig. 15.9 | 
| 
А 
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După natura mișcării relative a elementelor lor, cuplele cinematice se clasifică în сире 
plane si cuple spațiale, în primul caz mișcarea relativă a elementelor cuplei fiind o mig- 
care plan-paralelă, iar în al doilea caz o mișcare în spaţiu, | 

După zonele de contact dintre elementele cuplei cinematice, avem: cuple cinematice 

| inferioare la care zona de contact este o suprafață (cupla de translație, cupla de rotaţie 
| cupla sferică, cupla elicoidală) si cuple cinematice superioare, la care zona de contact este 
| o linie sau un punct (roţile de frictiune, roţile dințate, roţile pe șine, camele cu tachet, rul- 
mentii etc.). 


"Dr 


Ё № 
Fig. 15.9 Fig. 15.10 


I 


§ 2. Lanjuri cinematice. Se numeşte lanț cinematic un sistem de corpuri (elemente) 
legate între ele prin cuple cinematice, care își transmit mișcarea de la unul la altul, trans- 
formind-o succesiv. 

Un lant cinematic se numește deschis, dacă are cel puțin un element care nu participă 
decît în compunerea unei singure cuple cinematice. Un astfel de element se numește element 
singular. 

De exemplu lanţurile cinematice din fig. 15.11, a (elementele singulare a si 4) şi din 
fig. 15.11, b (elemente singulare; barele a, e, Л, k). 

Un lanţ cinematic se numește închis dacă fiecare element al său participă la cel puțin 
două cuple cinematice. 

ч De exemplu, lanţurile cinematice din fig. 15.12, a şi b. 

та Lanturile cinematice din fig. 15.11, a si fig. 15.12, a sînt lanturi cinematice simple, 
^ elementele lor intrînd în compunerea uneia sau a cel mult două cuple cinematice, iar lan- 

ţurile cinematice din fig. 15.11, b şi 15.12, b sînt lanțuri cinematice complexe, deoarece au 


кы 


B 8) 


Fig. 15.11 


în compunerea lor cel puţin un element complex care intră in mai mult de două cuple cine- 
matice (elementele complexe c si g care participă fiecare in trei cuple cinematice). 

Se observă că un lanţ cinematic simplu deschis (lig. 15.11, a), după închidere dà un 
contur închis (fig. 15,12, a) pe cînd un lanţ cinematie complex, deschis (fig. 15.11, 5), după 
închidere dă mai multe contururi (fig, 15.12, b). 

lanţurile cinematice sînt plane, dacă toate cuplele lor sînt cuple plane, 
lor au numai mișcări plane, sau spațiale, dacă au cel puțin o сирій spaţială, 

Un lanţ cinematic are de obicei unul din elemente considerat fix, legat rigid de batiul 
sau șasiul mașinii; acest element se muneşte baza lanţului cinematice, 


iar elemeutele 


pyr 
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Elementul lanţului, care primes i 
= gea mută) e lin ÎI ut primeşte mișcarea de la corpuri din afara lanţului şi imprimă 
d Kod celorlalte e emente ale lanțului, se numește element conducător, iar toate 
3t ` | ente, care primesc mișcarea de la acesta se numesc elemente conduse, 
APR Al aro Area el] dacă, pentru fiecare poziţie a unuia sau а mai multor 
ütoare ale lui corespunde o poziție univoc det inatá ! | 
e А : ; eterminată pentru toate celelalte 
elemente conduse ale lui, faţă de elementul considerat ca bază, j 1 


Ca exemplu de lanţ cinematic 
desmodrom este patrulaterul articulat 
din fig. 15.13 la care elementul d este 
bază, elementul a este element condu- 
cător, iar b si c sînt elemente conduse. 

Un lanț cinematic este пейеѕто- 
drom, dacă pentru fiecare poziţie a unuia 
sau a mai multor elemente conducătoare, 
pot corespunde mai multe poziţii pentru 
elementele lui conduse. De exemplu, 
pentagonul articulat din fig. 15.14 cu 
un singur element conducător (a). Penta- 


Fig. 15.13 


gonul articulat devine un lant cinematic desmodrom, dacă are două elemente conducătoare, 
spre exemplu elementele a $i d, rotindu-se respectiv cu 0, $i о». 

Să considerăm un lanț cinematic compus din n elemente, legate prin р; cuple cine- 
matice de clasa I, p, cuple de clasa a II-a, în general pe cuple de clasa c. 

Pinînd seama că un element liber are 6 grade de libertate si cá o cuplá cinematică de 
clasa с suprimá c grade de libertate, numărul gradelor de libertate N al lantului cinematic este 


5 
N-6n— Y сре. (15.4) 
(ESSI 


Dacă se consideră unul dintre elemente fix, numărul gradelor de libertate ale lantului 
cinematie în raport cu elementul fix este М№= №—6. 


5 
м=б(»—1)— Ў) се (15.5) 


с= 1 


și reprezintă gradul de mobilitate al lanțului cinematice, | m^ 

Formula (15,5) este formula structurală a lanjurilor. cinematice (formula lui S E 
Malísev), Mobilitatea lanţului cinematice nu depinde de elementul care a ai Ates 9. А 
Та aplicarea formulei (15.5) cuplele cinematice „ве consideră absolut indepeu ente E e A 
deoarece în caz contrar, condițiile de legătură sînt mai puține, iar mobilitatea reală à К 
tului cinematice este mai mare decît cea calculată cu (15.5). 
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Wlementele lanțurilor cinematice înainte de а fi legate prin cuple cinematice pot ave 
anumite legături anterioare comune, care introduc restricții comune de mişcări, cum р 
de exemplu rotația în jurul uneia sau mal multe axe, translapia în lungul uneia sau mai nib 
lor axe, gan concomitent anumite tranalapii gi rotații, à 


Notind cu 7 numărul de legături anterlonre comune, care introduc deci 7 restricții de 
mişcare, comune, impuse elementelor Innțului cinematic, numdärul gradelor de libertate N 
al lanţului devine 

һ 
N= (6—1) Y (0 — 1)ро (15.6) 
pes l-A 


iar gradul de mobilitate al lanţului cinematic devine: 
5 
Mie (6—1)(n—1)— Y, (—2he (15.7) 
бее 4-1 


expresie care se numeşte formula lui Dobrovolski (1948). 

De exemplu în cazul cînd lanţul cinematic este plau, /=3, Un lanţ cinematice plan 
nu poate avea decît cuple de clasa a IV-a $i а V-a; numărul gradelor de libertate ale lanfu- 
lui cinematic plan este: 

N =3n— 2p — b, (15.8) 


iar gradul lui de mobilitate este 
M=3(n—1)—2bo— Pa (15.9) 


$ 3. Mecanisme. Se numește mecanism un lanț cinematic închis cu un element fix 
şi cu mișcare desmodromü. 

Patrulaterul articulat (fig. 15.13) şi pentagonul articulat cu două elemente conducă- 
toare (fig. 15.14) sînt exemple de mecanisme, 

În general numărul elementelor conducătoare ale unui mecanism este egal cu numărul 
gradelor lui de mobilitate M. 

Gradul de mobilitate al unui mecanism este dat de formulele (15.5) sau (15.7), după caz. 

Pentru mecanismele plane formula structurală este (15.9), cunoscută sub numele de 
formula lui СеЬбуво (1869). 

Cea mai mare utilizare în construcția mașinilor o au mecanismele plane cu un singur 
grad de mobilitate, 

Mecanisme plane cu М =2 se întîlnesc mai rar, iar cu M=3 sau M=4 sînt foarte rare. 

Patrulaterul articulat (fig. 15.13) este prototipul mecanismelor plane cu un grad de 
mobilitate. În cazul patrulaterului articulat n=4, 574, Pa=0 şi formula lui Cebişev ne dà 


М =3(4— 1) —2:4=1. (15.10) 
În cazul pentagonului articulat (fig. 15.14) n=5, }у=5, Pa=0 si rezultă 
M=3(5—1)—2:5=2 (15.10 


adică pentagonul este un mecanism cu două grade de mobilitate. A 
Formula structurală a mecanismelor spațiale (la care punctele elementelor lor descriu 
traiectorii situate în diferite plane) este formula (15.5), 
Mecanismele utilizate în construcția maşinilor, aparatelor si instalațiilor siut. extrem 
de numeroase şi variate, cele mal frecvente fiind mecanismele plane. 
псеріпа eu Monge, oamenii do ştiinţă au elaborat diferite clasificări ale mecani 
(Willis, I, V. Assur, V, V. Dobrovolski, I. T, Artobolevski). Pentru studiu, mecanismele siut gru- 
pate în familii, metodă care reprezintă cel mul modern criteriu de clasificare a mecanisimelor!. 


canistuelor 


$ 4, Centrele de rotaţie nlo meeanlsmolor plano, Ta patrulaterul articulat din fiu. 15.15 


se (dleosebese trei categorii de centre de rotație; 


1 A ве vedea T, I, Arlobolevshi, “Peoria Mecanismelor şi Maginilor, Міга 


l'elinied, 


1955, 


ке 
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. a) Centrele de rotație fixe D si C 

sierului с cu baza d a mecanismului, 
Aceste centre se notează în mod curent cu О 
b) Centrele de votajie mobile ( 

manivela a si balansierul c. 


ed AVR Key gre de Popa pia I, și Iy, 1, reprezentînd centrul instantaneu ín rotația 
ă a bielei aţă de baza d, iar Г, centrul instantaneu în rotafiile relative ale elemen- 
telor mobile a Si c, unul față de celălalt, 

ln mișcarea patrulaterului arti- 
culat se disting deci şase centre de ro- 
taţie: patru centre de rotație perma- 
nente (două fixe C, D şi două mobile 
А, B) şi două centre instantanee de 
rotație Т, si Ie. 

În general, la un mecanism alcă- 
tuit din » elemente, numărul centrelor 
de rotație este dat de relaţia 

n(n—1) 
k 5 . (15.12) 

În baza acestei formule, penta- 
gonul articulat din fig. 15.14 are 10 
centre de rotație, dintre care cinci 
centre permanente de rotaţie (articu- Fig. 15.15 
latille 4, B, C, D, E) şi cinci centre 
instantanee de rotatie. 

Teorema celor trei centre instantanee de rotatie, Orice centru de rotație (permanent sau 
instantaneu) poate fi notat cu litera I avínd doi indici; acesti indici reprezintá literele 
elementelor care constitue cupla de rotaţie, în cazul centrelor permanente, si literele elemen- 
telor corespunzătoare, în cazul centrelor instantanee. Astfel, articulația din A se notează 
Тар, articulația din D se notează Iag etc., iar centrul instantaneu de rotaţie I, în miş- 
carea absolută a bielei b față de baza d a mecanismului se notează cu Ipa (fig. 15.15). 

Deoarece în mișcările reciproce ale elementelor unei cuple cinematice, centrul de rota- 
tie al unui element față de celălalt este același, rezultă că la notarea oricărui centru de rotație, 
ordinea literelor care reprezintă elementele în mișcare relativă, nu are importanță. In 
consecință se poate nota Гар sau Iva, Iva sau Гар etc. 

Din fig. 15.15 se vede că, dacă se consideră trei elemente consecutive, spre exemplu 
d, a, b, cele trei centre de rotaţie ale lor Таа, Iva, Iva sînt coliniave. Aceasta este teorema 
celor trei centre instantanee de rotaţie, în cazul mecanismelor cu mișcare plană. Ea rezultă 
са o consecință a compunerii rotatiilor paralele. Astfel, considerînd axele instantanee de rota- 


ție proiectate in D, A şi I, şi vitezele unghiulare instantanee op, oa Si or în jurul acestor 


„ сате reprezintă articulațiile manivelei 4 şi а balan- 


1 91 05. 
relative) A şi B, care reprezintă articulațiile biele b cu 


axe, viteza unghiulará rezultantá Sr, este paralelă cu primele două, egală cu diferența lor 
si conținută în planul lor. ] К 

Această teoremă este mult utilizată pentru determinarea centrelor instantanee de rota- 
tie ale mecanismelor. 


D. DETERMINAREA DEPLASĂRILOR, VITEZELOR SI ACCELERAȚULOR 
ELEMENTELOR MECANISMELOR PLANE 


5 5. Generalităţi. în studiul cinematic al oricărui mecanism se examinează trei pro- 
bleme referitoare la punctele elementelor lui. ; A P 

a) determinarea deplasărilor; b) determinarea vitezelor; с) determinarea acceleratiilor. 

Determinarea poziţiilor, vitezelor 31 acceleraţiilor punctelor mecanismului pot fi tăcute 
pentru o anumită situaţie a mecanismului, sau pentru un ciclu de funcţionare a lui, în care 
caz se trasează diagramele respective. A ; | 

Cunoaşterea deplasărilor, vitezelor gi accelerafiilor diferitelor puncte ale mecanismelor 
este necesară atît la proiectarea maşinilor în construcţia cărora vor fi folosite, eit şi m exploa- 
tare, la studiul funcționării lor, 


7 
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Astfel, cunonşterea deplasărilor este necesară pentru determinarea gabaritului mașinii 
pentru asigurarea posibilităţii КЕЧТЕ maşinii, astfel încît două puncte oarecare ale 
elementelor el să nu treacă în acelagi timp printr-un acelaşi punct din spațiu, pentru deter- 
minarea punctelor limită ale funcționării ciclice, precum gi în procesele de mecanizare şi 
automatizare, 

Cunoagteren vitezelor este necesară pentru determinarea energiei cinetice а elementelor 
mobile şi pentru proiectarea mecanismelor, deoarece pentru diferitele clemente mobile, după 
materialul din care se confecționează, sînt prescrise anumite viteze limită, care nu trebuie 
să fie depășite, ' 

Cunoaşteren accelerațiilor este necesară în special pentru determinarea forţelor de inerție, 

Pentru determinarea deplasărilor, vitezelor şi acceleraţiilor punctelor elementelor meca- 
nismelor se folosesc: 

— Metode analitice, 

— Metode grafice, 

— Metode grafico-analitice, 


I. METODA ANAIJITICÁ 


5 6. Metoda analitică, Metoda analitică de determinare a caracteristicilor cinematice 
ale mecanismelor este în general laborioasă. Pentru aplicarea acestei metode trebuie să se 
cunoască legea de mişcare a elementelor conducătoare sub formă analitică (ecuații de mișcare). 
Este necesar să se cunoască atîtea ecuaţii cîte elemen^e conducătoare are mecanismul. 

Pentru studiul analitic considerăm mecanismul bielă-manivelă din fig. 15.16 şi se cere 
să se determine poziția, viteza şi acceleraţia piciorului B al bielei AB, considerínd ca para- 
metru variabil unghiul ф cu care se rotește manivela ОА. 

Cînd manivela s-a rotit cu unghiul ọ față де poziţia OA,, piciorul B al bielei s-a 
deplasat faţă de punctul mort exterior D, al cursei lui cu distanța x. 


х= B,B — A4C—r(1— cos ф) -- /(1— cos 0). 


Din triunghiurile ABD şi AOD rezultă sin d sing si deci 


incar 
T — COS za ic, pem Aa TIS LI 
4 —r(1— cos ф) 4 i: |: j sin 4) 
Y A { { м 1 H м { х $ 
Raportul 7.8% notează cu A și caracterizează mecanismul bielă-manivelă. În general 


1 1 
=, putînd varia între — 1 


198 459 


Fig. 15.16 


Dezvoltind expresia de sub radical după formula binomului 


A 


| йр чүн лу (ame); 
Tam МА а А ВБА 
1 7 е atem 
se observă că pentru Ле 91 sinp=1 seria este rapid convergentă, astfel incit o puten 


D 


limita la primii doi termeni, 


„эш 
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v — 
N : hus 
Formula aproximativă a deplasării + este 
y2 
=r (1 — cos ф)-|- — sin? 
(1— cos ф) 4 3j sin? фр, (15.13) 
Viteza 1 xi VEG Pi 4 
iteza punctului B se obține derivind în raport cu timpul expresia (15.13) 
dọ , r? dọ 
Up—*.sing--— -> sino coso- 
ва Ф 1 dt Ф ? 
х 
: x dp . 
Dacă se notează cu о) = it ȘI v a=W avem 
at 
е "i LIN 
Vp v 4|sin 95 sin 29 |. (15.14) 
În studiul funcționării mecanismelor se consideră cá elementul conducător are viteza 
unghiulară «= const. Poziţia manivelei pentru care se obţine vpmaz se află anulînd derivata 
lui vg în raport cu timpul, adică 
7 
cosp-t 7 cos 29 —0. 
Această ecuaţie este satisfăcută pentru o valoare a luig mai mică ca 90°, Viteza ортаг 
are valoarea aproximativă 
U 220 1р1 |1,02 (15.15 
у Втах “А Diu енн (15.15) 


репіги ЫЬ unghiul o avînd valoarea ф=79°16/. 


Pentru determinarea accelerației lui B, expresia (15.14) se derivează în raport cu 
timpul. În cazul general se consideră о variabil si avem 
do 7 
ав= u = о?у (ет 


ао Y = ЗЕ 
‚ i — sin 20 |- 15.16 
созо] + di (nec sin 29 2. 1 


În cazul funcționării de regim (c = const) 


4 => Б} 
aptat cose (15.17) 
în care a д=Ф?у este accelerația butonului de manivelă A. 
А н Ж ET ds c 
< Pentru ф = 0° se obține автах = o*r(14-2), iar pentru ф=п se obţine автіп= —% r(1—2). 
II. METODĘ СКАТІСЕ 
5 7. Determinarea deplasărilor. În majoritatea cazurilor deplasările si traiectoriile 
diferitelor puncte ale mecanismelor se determină pe cale grafici. 
Astfel, pentru a ве obţine traiectoria diferitelor puncte ale bielei patrulaterului articulat 
din fig, 15,17, se împarte cercul descris de butonul de manivelă 4 îutr-un număr oarecare 
А ЖА РР k 1 1 М У) * ^ uA 
de arce egale şi considerînd succesiv butonul de manivelă A în fiecare din aceste puncte 
0, 1, 2, 3, ,.. se trasează poziţia respectivă a mecanismului si se determină poziția punctului 
considerat Se obţin astfel atitea poziţii succesive ale punctului, în cite părți a fost împărțită 
circumferinta lui A, Unindu-se aceste puncte printr-o curbă continuă se obține traiectoria 
R care este o curbă de bield 


punctului, 


2 
| 22 


№ 
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Construindu-se tratectoriilo unul maro număr do puncte ale moecanlamulul, se obține 
familia: curbetor de dield arătată în tin, 15,17 caro serveşte la atudille de proleetare, pentru 
Мекеге curbei caro, în intregime, san numal pe o porțiune п el, до aprople mal mult de 


traiectoria necesară, 


Pentru obținerea cu uşurinţă a curbelor de blelit, în practică ве folosesc pnbloane, 


$ 8, Determlnaren vitezelor, а) Metoda contului instantaneu da vota[le, În mlycarea plană 


a unui element distribuția vitezelor 


Fig, 15.17 


poate fl considerată identică cu aceea a rotației Iul 


Instantanee în jurul centrului instantaneu de 
rotaţie, Acesta во determină, fle analitic, deter- 
minfud punctul pentru care viteza este nulă, 
Пе gratie, la intersecția perpendicularelor la 
vitezele a două puncte ale elementului. 


Cazul cel mai frecvent este acela în 
care se cunoaşte viteza 94 а unui punct A al 
elementului (echivalentă cu cunoaşterea a doi 
parametri) şi direcția vitezei unui alt punct B 
al elementului (al treilea parametru), Ca exem- 
plu se consideră mecanismul bielă-manivelă 
din fig. 15,18 la care se cunosc lungimile ele- 
mentelor OA $i AB şi viteza unghiulară о a 
manivelei OA. Viteza v д a butonului de mani- 
velă A are mărimea vq=w:OA şi este perpen- 
diculară în A la manivela OA. Viteza vg a 


punctului B (piciorul bielei AB) are direcția DO. La intersecția direcției manivelei OA сц 
perpendiculara în В la BO se află centrul instantaneu de rotaţie Г. Deoarece putem scrie 


од=Фв®ОЛ= о ТА (15.18) 


rezultă viteza unghiulară instantanee 


Viteza punctului B este 


wp=ovIB, (15.19) 
iar viteza oricărui alt punct C al bielei 
AB este 

vc— оС. 


b) Metoda rabaterii viteselor, Se con- 
sideră mecanismul  bieli-maniveli din 
fig. 15.18 si se cere să se determine vite- 
zele diferitelor puncte ale bielei AB. 

Din expresiile (15.18) şi (15.19) re- 
zultă 


vp IB 
va IA 


Se rabate viteza v д cu 90? aducind-o în 
din A, se duce 4,7,||4 și din asemănare 
In. 

[ 


Deoarece AA =v 4 rezultă 


vn BD, 


poziţia АА, pe direcția razei instantanee IA; 


a triunghiurilor TAB si ГАВ, rezultă 


“ВВ, 
ЛА, 


(15.20) 
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segmentul BB, reprezentind mărimea vitezei v [zn ч , . 
à NE Vm 4 : ^ Un la scara la care AA, reprezintă viteza vu; 

pentru a determina poziţia vitezei Ug SC rabate BB, « 
А \ : ab: c 

pe direcția BO, 1 


Viteza unui punct oarecare C al bielei ate 


u 90° în sensul mişcării, pînă în b, 


^ : n ү mărimea CC,, iar prin rabatarea cu 90° 
in sensul mişcării, se obține со Cr, 

X N і i care 5 t 

1 m егеп, care în această poziție a mecanismului are viteza minimă, este piciorul D 
al perpendiculorei coborite din I pe АВ, Viteza ор ате direcţia bielei BA, iar ор= DD, 
reprezintă distanța dintre dreptele АВ şi A Bi: Punctul D se numeşte punctul caracteristic 
al bielei 4 B. 

Dacă se schimbă scara vitezelor, astfel încât va să fie reprezentată chiar prin raza 
iustantanee ГА a punctului А, mărimea vitezei 
oricărui punct al bielei va fi reprezentată priu 
raza instantanee а acelui punct, 

Această metodă este uneori denumită şi 
metoda vitezelov normale deoarece, prin rabatare, 
vitezele sînt aduse pe direcții normale la 
traiectorii. 

Folosirea metodei centrului instantaneu 
de rotație devine greoaie si chiar imposibilă, 
cînd acesta iese din cadrul figurii. 

Metoda rabaterii nu necesită însă cunoa- 
şterea lui Г şi poate fi folosită în toate cazurile- 
cînd se cunoaște viteza unui punct A al elemen- 
tului şi direcția vitezei unui alt punct B al lui. 

c) Metoda mișcării relative si metoda proiecțiilor vitezelor. În mişcarea plană a unui 
element viteza unui punct oarecare B al lui se poate determina în funcție de viteza unui 
alt punct A al lui (fig. 15.19). 

Formula (13.8) din cinematică 


Fig. 15.19 


Uo axy, 


stabilită la mişcarea generală a rigidului, in cazul mişcării plane capătă forma 
vp=vatox АБ. ( 


cunoscută si sub numele de formula lui Euler. De 
Ecuația vectorială (15.21) este reprezentată gralic prin triunghiul vectorial Bò, 


л, bb Bb,—ox AB si Bb=vp. 


ВЬ,= iB 
Se notează vp(4)— ох АВ şi (15.21) devine 


"э › IRI 
vp = VAT VBa) A 
{ i punct B al unui elemen Ñ cu vi 
care exprimă teorema; vileza absolută а ини pun 9 Tw. s AE T 
absolută a unui alt punct A al lui, considerată ca viteza unei тісні de iro ч A 
- pg ; : Maliel relativa a lui В față de А. Această teoremă are о largă 
sumată vectorial cu viteza rotaţie Ц 1 : $i NOSE 
iplicatie în cinematica mecanismelor, Uneori aceustă metodă este cunoscetă şi sub deuu 
mirea de metoda ecuaţiilor vectoriale. ME SUR 
^P » A ^ > a 
În fig, 15.19 se observă că distanţa BBą reprezintă proiecția pe direcția л 
g. 15.19: E 
vitezei va=Bb,, cit şi a vitezei vg Bb. | 
Se regăsește astfel în « azul mişcării plune teorema proieetiilor: proie 
Ийэ & X Herc p z 


į { ve trece prin aceste puncte, 
puncte ale unui element pe direcția са ce 1 1 
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BH, rezultă şi în mod logic, deoarece dacă n-ar fi egale, punctele 
at depărta, соса се ar contrazice condiția de rigiditate a elemen- 
tului AB, 


Vaptul că Ap 


A şi B sor apropia sau 8 


QA Această teoremă stă la baza determinării 
x. Lm vitezelor prin metoda proiec[iilor. 

e X ub În fig. 15.20 se arată cum se foloseşte 

N DN А această metodă pentru determinarea vitezei unui 

| N P Ve punct oarecare C al unui element, cínd se 
: \ p a! cunosc vitezele v4 și vg a două puncte A si 

А A А 6b B ale lui. 
rod IX P d) Metoda poligonului vitezelor (metoda 


asemănării), Se ştie din cinematică că mișcarea 
plană a unui corp este determinată cînd se 
cunoaște mișcarea a două puncte ale lui. 
Pentru o mai clară expunere a metodei, 
X. se consideră un element rigid ABC cu mișcare 
Fig. 10.20 plană (fig. 15.21, a) la care se cunoaşte viteza v4 
a punctului A și direcția BẸ a vitezei lui 2. 


Duci normalele la v4 şi BB se determină I şi, prin una dintre metodele cunoscute , 


se determină Uh si vc. Valorile vitezelor punctelor 4, B, C sint 


vA-04, vp-ojlB, vozoulC, 


de unde 
v v va — 
EL S Я (15.23 
ІА ІВ ІС 


Dintr-un punct oarecare p se iau vectorii ра, pb, pe, echipolenfi respectiv cu v4, 7g 
si se unesc punctele a, b, c (fig. 15.21, b). 


Figura рабе este asemenea eu 1A HC şi rotità eu 907 (ана de aecasta, їй seusul lui w 
Punctul p se numește polul poligonului vitesclor, iur figura abe poligunul роіи 


sau simplu poligonul vitezelor ! 


1 › n xoligouul 
figura радо asemenea cu | g 


1 Unii autori numese poligon polar al vitezelor 
JA BC considerat, 


b: APLICAȚII ALE CINEMATICII 


351 


Dacă ў H lén TW à ^ 

poate i pir M REID ры n schimbă scara vitezelor, astfel încît ab=AB figura abc 
i adusă să se suprapună peste ABC, în car Ee 

mania în e a ` Ss I. : are caz р £ 3S Ф 

reprezintă deci imaginea figurii АВС, - Mil aere ta и 


b] 1 nte > $. H 
К lată ee pri vitezelor permite determinarea vitezei oricărui punct D al figurii ABC 
-onsiderind spre exemplu punctul D situat pe AC, se ia pe ac imagi da нир TES 
încât „ se la p ginea d a lui D, astfel 
«d Ср! (15.24) 


iar vectorul pd ne dà în mărime, direcție și seus pe vp 


Fig. 15.22 


] Poligonul vitezelor permite de asemenea determinarea centrului instantaneu de rotație Г 
prin construirea triunghiului ГА В asemenea cu pab. Е 


Deoarece ab | AB, din triunghiul рар se observă că ab: reprezintă V B(A)» iar triunghiul 
pab este reprezentarea grafici a ecuaţiei vectoriale (15.22). 


Considerind triunghiul pac, in mod similar se poate scrie 


0с=04-1-0С (A); 


in care viteza in rotația relativă a lui C faţă de A este "C (4)=ac. 
In mod similar se poate scrie viteza punctului F 


Ugp—U A--VF(A) — B--UF( B): 


Din poligonul vitezelor rezultă următoarele deductii (teorema lui Burmester): 

a) vitezele absolute ale tuturor punctelor elementului au originea în polul Р; 

b) vitezele relative se obțin unind extremitățile vitezelor absolute; poligonul abs 
al vitezelor relative ов(а), vo(a), 0с(в) este asemenea cu elementul ABC si rotit cu 90° 
față de acesta; 

c) poligonul vitezelor trebuie construit pentru fiecare element al unui mecanism., 

Pentru a ușura construcţia grafică a vitezelor diferitelor puncte ale bielei unui meca- 
nism, se admite pentru viteze o scară astfel încît viteza v 4—«O0,4 a punctului 4 al ele- 
mentului conducător O,4 să fie cît lungimea 0,4 (fig. 15.22, a). 

În acest caz, rotind in mod convenţional poligonul vitezelor (fig. 15.22, b) cu 90? în 


seus contrar vitezei unghiulare c şi considerînd polul p suprapus peste O,, v4 se suprapune 
peste manivela 0,4, ов (a) are direcţia bielei AB, iar vg este paralelă cu OB. 

Acest poligon de viteze suprapus peste mecanism se numeşte poligon de vile: 
Această metodă prezintă serioase avantaje față de celelalte metode si este foarte utilizată iu 
cinematica mecanismelor, 


e roli. 


5 9. Determinarea neceleruţiilor. a) Reprezentarea grafică а accelerafi 1 
unui element. În cazul unui element cu mişcare de translație acceleraţiile tuturor punctelor 
lui sînt egale, reprezentindu-le printr-un vector liber @, 

Să considerăm cazul unei euple de rotaţie, constituită diu bara ОЛ articulată iu О de 
elementul fix B (fig. 
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Presupunem că bara ОА de lungime /, are o mișcare de rotaţie încetinită cu vitez 
unghiulară c si accelerația unghiulară el, 
Viteza punctului A este v 4—004, iar componentele intrinseci ale accelerației lui sînt: 


a 


а= 0А şi аў = 00А. 
Acceleraţia lui 4 este a4 — O4 Vo! --e?, iar vectorul ад face cu elementul OA unghiul o, 


dat de tg 9— "E 


Accelerafía ам a oricărui punct M al barei OA 


are valoarea ay —OMY ot +e? si este paralelă cu a4. 
Considerind aceeaşi scară pentru lungimi, viteze 
şi acceleraţii, în cinematica mecanismelor se utilizează 


des următoarele construcții gráfice pentru determina- 
= 1 0: 
rea lui ад: Р E 
1. În C, extremitatea lui v4, se duce o normală 

la OC pînă întîlneşte in D direcția OA. In triunghiul 
dreptunghic OCD avem 

AC? v? Я 
= = — = 4 . 

OA 5 A 


AD 


Din A ca centru, cu AD ca rază se duce un 
semicerc care întâlneşte pe ОА în E si AE=ay. 

2. Pe ОА ca diametru se -construiește un semi- 
cerc, iar din A ca centru, cu raza AC se duce un arc 


ig. 15. de cerc care intersectează semicercul în F. Din F se 
coboară perpendiculara FE pe OA. 
În triunghiul dreptunghic AFO avem : 
URP e 
AE-—— =a" 
Zio e 
b) Meioda miscárii relative. Їп mişcarea plană viteza unui punct este dată de (15.22), 
iar accelerația lui este: : 
4 p—4 4+4 B(A)- (15.25) 
Dar, accelerația ap(4) în. rotația relativă a lui B față de A аге două componente 
7, ET Ay (15.26) 
aB(a)= 45(4) аВ(а) \ 
$i deci acceleraţia lui В are expresia 
pA үү) E (15.27) 
a]; 7 44 -+ арду авс ду 
Observaţie, Din cinematică se stie că acceleraţia absolută а unui punct este 
dată de formula lui Coriolis 
Пааа o. 
1 Acceleratia unghiulară, notată în cinematică cu w, se notează іц mod cureut cu € і 
în aplicaţiile practice, * 


m 
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În cazul de fată aq p, aa, 7 А 2 

de trausport u M ШАКЕ. în pipa (cip acceleraţia Coriolis ae=0 deoarece mişcarea 
FE ҮҮӨ CT - az cind mişcarea > tra ЕЗУ EI d 
formula (15.25) capătă expresia generală $сатеа de transport este o mișcare oatecare, 


Васа Ha nla) | а › (15,28) 


care se aplică î ate cazurile ci i 
sa lica în о cazurile cînd ас +0 (cazul culiselor oscilante sí rotative ete ) 
К) ааа S MPO grafică a ecuaţiei vectoriale (15.27) în cazul sistemului din 
S d9.24,0 alcătuit diu bara OA care se roteste în jurul articulatiei fi foros! i 
AE UM шыта cate е 9 лиш articulației fixe O cu оу și e, și bara 
se roteşte în jurul articulației mobile И cu co, şi ез. ? " 


b3 


Paa > 


Fig. 15.24 


Acceleratia lui A este a4 0AY ol -- ei şi face 


Componenta normală a accelerației ав(а) este 


VER UA Vj A) = 99 
BAAB (13.29) 


în care овоа are mărimea determinată cu ajutorul poligonului vitezelor. Vectorul ав 4) 


este reprez’ arin Bbz. 
Componenta tangentialá ap A) Bbs este normală la AB si аге valoarea aja 7 &' 4B. 
În fig. 15.24, a este reprezentată ecuaţia vectorială (15.27) prin linia poligonală 52, Bb,b,b. 
Triunghiul Bb,b, este reprezentarea grafică a ecuaţiei vectoriale (15.26). 
Să examinăm acum proiecţiile acceleraţiilor pe direcția АВ (fig. 15.24, a), proiectind 
ecuația „vectorială (15.27) pe АВ 


Bb'—Bb',4- Bb,, (15.30) 


care exprimă /eorema proiec[iilor acceleraţiilor: proiecția accelerației unui punct B pe o direcție 

A B este egală cu suma algebrică dintre proiecția accelerației punctului А pe această direcție 

și accelerația normală a punctului B, în rotația relativă а acestuia in jurul lui 4. 

) Metoda poligonului accelovaţiilor. Considerăm un element rigid ABC la care se 

cunoaşte acceleraţia ад a punctului 4 зі direcția BB” a accelerației lui B si se cere să se 

APTA , 1 б: - = 

determine acceleraţiile diferitelor puncte ale elementului (fig, 15.25, a). AS... 

ste dată de expresia (15,27) care este reprezentată iu tig. 13.79, 


Acceleraţia punctului B e ) | 
prin linia poligonală Гар, bI dusă dintr-un punet arbitrar 11, in modul următor: din П se 


" 1 ^ v 
duce a a= Па, din a se ia vectorul apia) 


с 


П 
b 


ab, pe o direcţie paralelă cu АБ şi aviud valoarea 
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dat& de (15,29), din b, ve duce direcția bip, LAB cate se intersectează în b cu direcția 10 


paralelă cu BB? Se obţin 


^ 


(15.31) 


у 

ара) 

opla) m 
! aha 
enl л)у=- " 


“М E 
ч. 
“М, 
`~ ` * ET рок 
= Fig. 15.25 
A ә 3 ~ " = c A A Z 
Se observă pe figură că vectorul ap(4) face cu direcția segmentului АВ unghiul Ф 
dat de 
Т 
` = s urn Ph CIUS бы, 
E Pi ate Дур (15.32) 
B(A) 
a + 
Acceleraţia punctului C al elementului considerat este 
EU IE ЫЛДЫ an 
2 ас=аа+ас(л)= аа acc taca) (15.53) 
< » 
it ecuație vectorială reprezentată 
a prin triunghiul Пас. Poligonul 
Ilabe se numeşte poligonul аббф- 
leraţiilor, iar punctul П este polul 
poligonului acceleratiilor. 
Se observă că triunghiul 
abc este asemenea cu elementul 
ABC şi rotit față de acesta cu 
^ 180?—0, in sensul rotației ele- 


. Fig 


7 


z, 15.26 


mentului, 

Ca şi la poligonul vitezelor, 
vectorii accelératiilor absolute ale 
tuturor punctelor elementului au 
originea în polul 11, iar vectorii 
accelerațiilor relative ale diteri- 
telor puncte unese extremitățile 
respective ale vectorilor uccele 
та ог absolute. 

Metoda poligonului accele 
га Цог permite determinarea 
accelerației oricărui punct D ul 
ligurii 
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Se observă că, dacă pe segmentul AB se 
A : = 4 8 M struiea n 
Mad, intrueit în poligonul acceleratiilor puietul Tue un triunghi JAB asemefiea cu 
screlatati " fs. i uu ate accelerație i n 
accelerația nulă în mișcarea plană ç Н accelerația nulă, punctul ei 
Hi îi $c plană a elementului АВС şi reprezintă arii PU iyen 
1 tul 1g. 15.25, a se observă că acceleratiile ад, а le d E АА 
elementului fac eu razele instant: Ц л, ав, ас, ар ale diferit же ale 
cindu-se potita lui ] o анын respective JA, J.B, JC JD XS rigen Wap A 
< ziţi se poate determina cu usurintà повео aa acelaş ighi o. Cunos- 
` Я a cu ușurință acceleraţie йг! ў 
Spir; кка ni У а acceleraţia oticăru " еше i 
М Pentru | ev TRY utilizarea metodelor grafice Pes à ast. dit MP NE 
;elór si a aeceleratiilor diferitelor © 1 ^» s-ă arătat determinarea vite- 
- Şi a acceleraţiilor diferitelor, puncte pentru cîteva mecanisme mal impe Жа ză д 
canis { rtante: 


Fig. 15.27 


— $n fig.'15.26 pentru mecanismul bielă-manivelă; 

— în fig. 15.27 pentru mecanismul de transportor; 

— în fig, 15.28 pentru mecanismul de concasor. 

5 10, Diagrama vitezelor: Diagrama acceleraţiilor. La $ 8 şi 9 s-au arătat mai multe 
metode pentru determinarea vitezelor şi acceleraţiilor diferitelor puucte ale unui mecanism, 
pentru o anumită poziţie a lui, În studiul funcţionării maşinilor éste nevoie însă să se deter- 
mine vitezele si accelerafiile pentru diferite poziţii succesive ale mecanismelor, în decursul 
unui ciclu de funcţionare, {п acest scop se folosese diagrame de viteze şi acceleratii. 

În fig, 15.29 se arată o metodă simplă pentru trasarea diagramei vitezelor elementului 
condus pentru o rotaţie completă a elementului conducător al unui patrulater articulat, 
Pentru aceasta se împarte cercul deseris de butonul de manivelă А într-un număr de părți 
egale (pentru uşurinţă, de obicei într-un multiplu de 6; în cazul nostru s-a împărțit în 
12 părţi) şi în fiecare dintre punctele respective s-a dus viteza normală (rabatată), obfi 


níndu-se segmente egale, deoarece se consideră w= const, 


Fig. 15.28 


Fig. 15.29 


Pentru fiecare dintre cele 12 poziţii succesive ale lui 4, prin metoda rabaterii, s-a 
construit viteza corespunzătoare a punctului B, în reprezentare radială, n 

În fig, 15,30 s-a trasat diagrama vitezelor si a accelerafiilor piciorului Б al biclei ; 
unui mecanism bielă-manivelă, 

Pentru poziția mecanismului din figură, manivela ОА face unghiul ọ cu аха meca- 
nismului; considerínd polul р în O, se iu la scară, viteza va egală cu lungimea manivelei О t 
și se construieşte poligonul vitezelor rotit рар. Viteza punctului В este reprezentată priute-un 
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vector de mi rime Ob, situo t pe normale t c 118 re O intersecția direcției 
› 1: |, in O ОВ, cu 9 L ; i y 
jelei AB cu normala în О la OB D їргїпз între 91 * t 


vele Se WAP E eri de A într-un număr oarecare de părți 91 pentru fiecare din 
aceste poziţii ale punen ui A se determină, în modul atătat, viteza lui B, care se ia în B 


normală la BO, in modul acesta se obține diagrama, vitezelor bob, b bub 
ati at del X) A - 4 19g *** 99. 
să ч E a se determina accelerația punctului B, corespunzătoare unghiului o, din b se 
€ o paralelă la OB pînă intersectează în c direcția manivelei OA, din c se coboară o 


perpendiculară la OB pînă intersectează în d direcția bielei AB, iar din d se ridică o normală 
la AB pînă intersectează in e direcția BO. Segmentul Oe reprezintă accelerația punctului B; 
în punctul B normal la OB se ia un segment Bb, =0e. Se observă că figura OAdeO este 


tocmai poligonul acceleratiilor rotit şi construit la scara acceleratiilor: а 4— O04, cu polul 
în О. Procedîndu-se în același mod pentru toate poziţiile punctului A se trasează diagrama 
acceleratiilor 00005 ... bg pentru cursa de ducere si бу b; bi ... bj, pentru cursa de întoar- 
cere. Metoda aceasta simplá pentru determinarea graficá a acceleratiilor se aplicá numai 
în cazul cînd o = const. Din diagramă se vede că piciorul B al bielei are aceeași accelerație, 
atunci cînd trece printr-un punct al cursei lui, atît într-un sens, cit si în sens invers. 


C. STUDIUL CINEMATIC AL CELOR MAI CURENTE MECANISME, 
MECANISME CU PÎRGHII ARTICULATE 


$ 11. Mecanisme patrulatere articulate. Mecanismele cu pirghii articulate sint construite 
din elemente rigide legate între ele de obicei priu cuple de rotaţie si cuple de translație. 
Elementele acestor mecanisme sînt bare simple (tije), sau au diterite profile (glisiere, ghidaje, 
culise etc), К Ro s КАД 
Prototipul mecanismelor plane este patrulaterul articulat (fig. 15.13) alcătuit din 
elementul fix O,0,—4d $i elementele mobile О,А=а, AB=b, BC Nc legate priu cuplele de 
rotaţie (articulaţii, clasa a V-a), 4, В, C, D. BI are gradul de mobilitate M=1, deci nece- 
sită un singur element conducător, Barele 014 și ов au mişcări de rotaţie. lu cazul cînd 
pot executa rotații complete, ele se numese manivele, Ciud au mişcări pendulare se numesc 
balansiere, Вата AB are o mişcare plană; ea se numeşte bielă, Articulația 4| în care capul 
biclei b este legat de extremitatea barei a, considerată ca manivelă, se numeşte buton 
de manivelă, A 
Să examinăm condiţiile în care bara O,4 este manivelă si cele în care este balausier. 
Pentru са bara O,4 să fie manivelă trebuie să fie satisfăcute inegalitățile 


AB BO, ЛО [A4 B — BO, | c 40, (15.54) 


a 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
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ad f 
n 4 


Li 
„Pentru ca aceste încgalități să fie satisfăcute în tot timpul mişcării este necesar și 
suficient ca E 


AB BO,;2max 40; JAB- BO, [min И0,, 


(15.35 
Dar * =) 


max 4О„= 4А,О==А,О,-}+0,0=за-}@, + 
min 4057 А,О,=О0|О0,—0,А,= |@—@| 


, 
şi au loc în cazul eid. direcția elementului а se suprapune peste linia centrelor 0,0,, 
Tnegalităţile de mai Înainte devin \ 


b-cmadd, |b-c|s|d—a| (15,36) 
şi exprimă condiţia necesară şi suficientă pentru câ bara а să fie manivelă, Dacă una dintre 
aceste inegalităţi nu este îndeplinită, bara a este balansier. 

Permutiud în ultimele inegalităţi literele a $1 с se obține condiția necesară și suficientă 
ca bara c să fie manivelă 


b-pamce-d, |б—а|<|@—с|. (15.37) 
. * Dacă una dintre aceste inegalităţi nu este îndeplinită bara O,B este balansier. 
: Patrulaterul articulat poate fi un mecanism cu o manivelá si un balansier (fig. 15.31), 
un mecanism cu douá manivele (fig. 15.31) sau un mecanism cu douá balansiere (fig. 15.32). | 
Cînd unele dintre elementele patrulaterului sînt egale între ele, se obțin mecanisme 
speciale. 
Astfel, în fig. 15.33, a se arată paralelogramul articulat, mecanism cu două manivele | 
egale, care se rotesc cu aceeași viteză unghiuloră о), iar biela АВ are o mişcare de translație. 
Acest mecanism este utilizat la bielele de cuplare a roților motoare de la locomotivă. 
Mecanismul, în momentul €înd trece prin una dintre poziţiile limită (elementele lui mobile 
a, b, csint după direcţia 0,0,) se poate transforma în antiparalelogram articulat (fig. 15.33, b), 
la care, pentru rotația manivelei conducătoare 0,4 cu viteza unghiulară constantă оу, manivela е 
condusă O,B se roteşte cu о variabilă, in sens contrar lui oy. Centrul instantaneu de rota.ie 
se găsește in Z la intersecția manivelelor O,4 si O,B. R 
Dacă elementul fix este latura mică a antiparalelogramului, baza și rostogolitoarea - 
mişcării sînt două elipse egale (fig. 15.33, c), iar dacă elementul fix este latura'lui mare, baza 
şi rostogolitoarea mişcării sînt două hiperbole, alcătuite fiecare din două ramuri (fig. 15.35, b). 
Patrulaterul poate avea şi forma unui trapez isoscel. În acest caz, dacă se fixează baza 
mică se obține un mecanism cu două manivele 0,4 si O,B egale, care transformă rotația 
continuă si uniformă, a manivelei conducătoare O,4, într-o rotaţie variabilă oz а manivelei 
conduse O,B, cum se foloseşte la comanda mecanismului de transportor (fig. 15.27). 
| + 
! 


Pig, 15.81 Fig. 15.32 


Acelaşi trapez, dacă are baza mare ea element fix, este un mecanisui eu două balansiera, 
eare ве rotesc cu уй еле unghiulare diferite, Acesta se utilizează la“ mecanismul de direcție 
de la automobile, 

Cele mai utilizate mecanisme articulate, obţinute prin diterite transformări ale patru 
Jaterului articulat, sint mecanismul bielă-manivelă și mecanismele cu culisă 


ЗУТ 


ИИҮҮ 
anslaţie 
motivi. 
| mobili 
5.33, 0), 
manivela 
e rota 


olitoarea 


are, buză 
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Mee \ 
eeanlamul blelit-moniveli transform mløcarea rectilinie alternativi a platonulul, 


ntreo mdgeare de ro nt ü n nrbore rele 1 plato: MIT ivers la m 19111 с 
Int ШИИ Као о Ипи 1 "e f 

T "d, la motonrele e 1 

ао Mern en pisti n, pompe ei plutor ‚ comprononre eta j PA : 


în $ 0 в-а făcut ntudlul алани al асови meennlam, lar în fig, 18,18 yi fig, 15.28 


s-au arătat diferite metode pentru obfinoren vl 
| en vItezelor pi decolor { “ 
diagrama vitezelor 9l neeeleratHTor. pentru un felit vetre pod Брат. 


i d) Y 


- 


Fig. 15.33 


Ld 
Caracteristica structurală a mecauismplui bielă-manivelă este raportul À—-—7- care poate 


{ 
' 


1 1 
varia între — pi 7 
12 ?. 8 
' 
În cazul cînd cursa piciorului Dic- 
lei trebuie să fie mică, manivela se în- 
locuieste cu un disc, care are un buton A 


situat la distanța ex OA de аха, de ro- 
tafíe O a diseului, numită excentricitate. 
Se obține un mecanism cu excenlrio, 
ține sanis Я 
ү; УЛ [OSI 
caracterizat prin 2. foarte mic cuprins ==. = 
L 6, 
j i : td | În 
re Í і st de vedere cine 
ntre go 91 45, Din punct d 
matie acest mecanism este identic cu / | 
mecanismul blelá-«malvelit, H1 are largă P | | 
utilizare în special la prese (prese cu Les 
excentric) yi oriunde este nevole вй so . e 
obțină o 'cnrs mich (52e) а plelo 
rului bielei, Fig 15.34 


* 


300 CINEMATICA 


$ 12. Meennisme cu culisă, Culisa are de obicei forma unui cadru drept sau curb în 
interiorul căruia alunecă o piesă numită culisor (piatră). Culisa Joacă rolul unul ghidaj, 
de obicei mobil, putînd avea o mişcare de translație, o migcare oscilantă (pendulară), sau 


o mişcare de rotaţie. 


Culisa de translație (fig. 18.34) serveşte pentru a transforma mișcarea de rotaţie, de 
obicei uniformă (о = сопзі) a manivelei ОЛ, într-o mişcare rectilinie alternativă, de cursă 


дуя =20А a culisei CC: 


V 
max 
Cursa da. dued 8 


Cursa de înloar- 
care 


1 Б Бү 


Qo 
сл 


Mișcarea butonului de manivelă A se consideră ca mișcare absolută, obținută din 
mişcarea lui în lungul culisei (mișcare relativă) si mișcarea de translație a culisei (mişcare 


de transport). Considerînd punctul B al culisei, care se confundă în momentul considerat 
cu butonul de manivelă A, avem 


Viteza și accelerația culisei sînt 


vp=va sin 0=oR sin 0; 

ap=a д cos 0=w2R cos 0. 
DEUM ИО КАЛЕТИ СЕТИ (18.38) 
a А T А(В), t B; VA-—Up-F"ACB) / 


аа=ад, а 


GAB) ав=ар, ас=0, (19.39) 
& A76 pn-lE a ALB). 


Acceleratía Coriolis «,—(0 deoarece niisearea de transport este o translație. 

Presiunea mare $i unilaterală а culisorului asupra culisei produce frecări mari si pierdere 
de energic, motive pentru care acest mecanism este utilizat numai în cazul transmiterii 
unor eforturi mici şi cu viteze reduse, 

Mecanismul cu culisă oscilantă (tig. 15.35) este utilizat în construcția maşinilor, iu 
special la seping'si servește pentru a transforma mișcarea de rotaţie uniformă a manivelei Ol, 
în mișcarea rectilinie oseilatorie а cuţitului sepingului, solidar cu cursorul D, Datorită faptului 
că > 9, particularitatea acestei mișcări oscilatorli constă iu faptul că, în cursa de ducere, 
cît timp cuțitul taie materialul, viteza u, este mai mică, lar în cursa de întoarcere (moart i 
viteza v, este mai mare, În figură se arată diagrama vitezelor pentru un ciclu de funcpionare 
Pentru cazul «= 2) se obţine va mediu 2v, mediu. Caracteristica eulisei oscilante este £ E 


—— 


5 
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Mecanismul си culisă rotativă (lig. 15.36) este caracterizat prin relația /— R, КІ este mai 
compact decît cel eu culisă oscilantă, Se utilizează la pompe rotative, compresoare, transmisii 
hidraulice etc, 

$ 13, Mecanisme directoare, Acestea servesc pentru realizarea unei traiectorii rectilinii, 
sau după o anumită curbă. Ele pot fi grupate în inversoare (mecanisme directoare exacte) 
Şi mecanisme divectoave aproximative, 

În fig. 15.37 se arată inversorul lui Lipkin-Peaucellier, folosit pentru obținerea unei 
traiectorii rectilinii АА, LOO, cînd mecanismul oscilează de un unghi oarecare, 


Fig. 15.36 


Inversorul este constituit din opt elemente legate în zece cuple de rotație și avind 
caracteristicile 


OC—OD-!, 0,B=00,, BC=CA=AD=BD=a. 
Conform formulei (15.9) gradul lui de mobilitate este 
М=3х7—2х 10=1, 


deci necesită un singur element conducător. 


Pe figură se vede că O4 —OE--EA, OB=0E— BE, de unde O4 x OB—OE?—I 


251 BE2=—a2—GE?, 
—a?-—const, 


deci OA X OB—1? 
care este condiția ca punctul A să descrie o dreaptă normală la 00}. Centrul instantaneu 
de rotaţie al bielei AC este in I. Un astfel de mecanism se foloseşte la mişcarea de avans 
a ferestraielor circulare.” 
Ca mecanism director aproximativ se arată 8 

mecanismul bazat pe principiul paralelogramului lui 
Watt (fig. 15.38), la care punctul С descrie o lem- 
niscatá. Se foloseşte la indicatoare, instrumente de 
măsură etc, 


§ 14, Mecanisme eu articulaţie cardanică, Pro- 
totipul acestor mecanisme spafiale este cuplajul car 
danic cunoscut şi sub numele de cuplaj universal 
(fig, 15.39), Acesta are o articulaţie dublă, constind 
dintr-un element în formă de cruce cu braţe egale 
(erueea cardanică), cu două axe de rotația 414 şi CD, 
care se rotesc în lagărele de la capetele а două furel, 
eu care se termină arborii O, $i Oa, Aceşti arbori fae 
între ci un unghi « variabil în mod obişnuit între РЫСЬ 


Z 


5" si putind ajunge pînă la a0", Fig. 5.38 
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АРЕ ABEST e e е Влае TER ia sal 0, ba ы ашы at ЦЕ: 
Pentru o rotaţie оуу == const a arborelui conducător О, se obține pentru arborele condus jA 
O, o rotaţie à, дате poate varin între E 
01 15 | 
Omat осо x 91 ртіп = 0 С08 0. (15.41) 


Acest mecanism se folosește pentru a 
cupla doi arbori care fac între ci un unghi 
variabil în timpul funcţionării, 


? 
Pentru a se obține o rotație w, constantă 


şi la arborele condus 0, se folosește cuplajul 3 
dublu cardanic (cuplajul Hoocke) arătat în | 
fig. 15.40, sconstituit din două cuplaje carda- f 
nice legate printr-un “arbore intermediar L. 4 
1 Acesta 'poate fi folosit atit în cazul cînd 
} arborii О, si Oa sint perpendiculari, „cit și 
atunci cînd ci ar fi paraleli, la o distanță 
ort ` 
d=L sin х. : 
^ ; are. n 
E Pentru a se permite variația distanţei L, 
` arborele intermediar se face telescopis. 
Mecanismele cu articulaţie cardanică se folosesc la autovehicule, la mașini-unelte, la 
diverse transmisii ale maşinilor de ridicat etc. ' 
S. . , 
MECANISME CU ROȚI : 
Е = 1 1 сүз: 1 ' ^ ^ ых e 
. $ 15. Considerații generale, Mișcarea de rotație este mișcarea cea ,mai des întilnită în 
^ x. ^ : м H w 
tehnică. În cazul cînd se transmite de la elementul conducător А la cel condus B ne interesează: 
— poziția axelor de rotație si i 
5 — vitezele unghiulare. 
s Axele celor: două elemente pot,avea următoarele poziţii: 
a) coliniare, b) paralele, c) concurente, d) oarecare. ; ` 3 
Dacă se notează cu ©) 4 şi Ор vitezele unghiulare ale celor două elemente, se pot intilni 
cazurile: o 4—( pg. sau o 47£0 p. 4 к 
Raportul vitezelor unghiulate, în sensul trausmiterii mişcării (de la А la B) se numeşte 
vapori de transmitere i 3 
à OA | » 
1224, (15.42 
ов 
Ё 
În cazul 4—1 există o simplă transmitere a mişcării, pe cînd în cazul iz 1, o dati k ^ 
cu transmiterea mişcării se obţine şi o transformare a el, deoarece o ga 4. | * 
Transmiterea mişcării de. rotaţie se ponte face prin cuplaje (cînd arborii siut iu 
prelungire) şi prin rb(i de frlefiune, roți dinţate, cu ajutorul elementelor flexibile (cabluri, f 
R 


curgle, lanţuri ete,), cînd arborii sînt paraleli, concurenţi ete, 
Elementul conducător A are în" mod eurent o rotație uniformi; pentru elementul 


i 
condus B se poate obţine o rotație uniformă (rot de fr letiune, roti dințate, elemente flexi 

А { TPYTI à 
bile), o rotaţie variată (апотелаје eliptice, variatori de viteză) sau o rotaţie {шеген A 
(roti necireulare, mecanisme malteze, eu clichet ete), t 


$ 
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Pentru са 'atít roată ă 
f; atå conducătoare A (ga 
în contact direct, să aibă rotat 22р 


NI cit și roata condusă B, (sau II), aflate 
11 uniforme 
fără alunecare (patinare). 


trebuie ca între ele să existe rostogolire pură, 


L 


РТР à 1 
Rofile in contact direct se pot prezenta în două cazuri: f 


a) lange Merioare. (fi 
) tangente exterioare (fig. 15.41, a); b) tangente interioare (fig. 15.41, b). 4 


Se notează cu n, si и, turaţiile roţilor, 


Fig. 15.41 


Pentru -ca rostogolirea lor să fie fără. alunecare, trebuie ca viteza punctului lor de 
contact Р. să fie aceeași pe ambele roti, adică vj—9v,, sau оуу 05%, de unde 


În mod convențional, raportul de transmitere i se consideră cu semnul (+) după cum 
vitezele unghiulare ale roților sînt sau nu de același sens. 


În cazul cînd mişcările celor două roti sînt uniforme . 
. тп н T 
1 : 
oim = rad/s si w= 
137.30 [s si o= gg 
rezultă " 
сараро а 15.44) 
Oz ES 


În cazul roţilor circulare 7— const. à 
Pe fig. 15.41 s-au trasat diagramele vitezelor. 
Dacă se notează cu / distanța centrelor (0,0,), atunci atit pentru roțile exterioare, cit si 
pentru cele ihterioare se obține 
1 li 
2 : 
t 


în care se tine seama bineînţeles de semnul lui î, 
4 Lă 


$ 16, Transmisii eu roţi de fricfiuno. Într-o trausniisie prin roti de frictiune, iutre 
roți, în punetul lor de contact, nu au loc deplasări relative, Mişcarea relativă a roţilor este 
o rostogolire fără alunecare, аха instantanee de rotație trecînd prin punctul lor де tangenţă. 
Din punct de vedere cinematice problema revine la compunerea a doud rotații paralele: rotația 
у eu rotația relativă o, a roții II faf de Z (fig, 15,41), iar ca rezultat se obţine wa 


Pentru ca raportul de transmitere (15.44) să fie constant, trebuie ca coeficientul de 
frecare y să fie atît de mare, încît forța de frecare F=uQ produsă de presiunea Q dintre 
roti să învingă rezistenţa roții conduse, In acest scop se măreşte adeziunea dintre supra 
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$i — i a dei 3 

1 is AE TTE, 

|| fețele în contact, folosind pentru una dintre roți (de obicei pentru cea mică) materiale ca 


piele, fibră, lemn, си coeficient de frecate mare, я l у 
| în fig. 15.42 se arată diferite tipuri de roți de fricțiune: cilindrice (a), conice (b), sub 


formă de tambur (4), j 4 
In cazul roților conice, problema revine la compunerea de rotații concurente, vitezele 


unghiulare absolute o, și o fiind dirijate după axele conurilor, iar viteza unghiulară relativă 
ȘI Op 


=, după generatoarea lor comună, 


Fig. 1542 


| 
! d ADS mp RE p ; : : - 
| Proiectînd relația оу-Ео„=о„ ре o direcție normală generatoarei comune se obține 
| 6), Sin «,— 05 sin o5, 
de unde 
3 5 ао е алек (15.46) 
©з Sin o 
În cazul, destul de curent, cînd 0371-45 90?, 
i—ctg o,—tg ap. (15.47) 
În fig. 15.42, c 51 d se arată doi variatori de viteze, iar in fig. 15.42, e, o presă 
de fricțiune, 
$ 17. Transmisii cu roţi dințate. Angrenaje. a) Caracteristicile roților dintate. În cazul 
transmisiilor prin roți de friețiune, funcționarea mecanismului este condiționată de mărimea 
forței de frecare dintre cele două roți, care împiedică lunecarea lor relativă, Această forță 
j însă poate varia ín funcție de factori accidentali, fapt care face ca functionarea transmisiilor 
| prin roţi de fricţiune să fie nesigură, 


Pentru asigurarea unui raport de transmitere riguros constant şi pentru transmiterea 
| unor puteri mari se folosese roți dinţate, cuplate în angrenage. 


Conform STAS 915-61 se numese roți de rostogolire limitele către care tind roțile unui 


angrenaj, al căror număr de dinţi crește către infinit, în timp ce înălțimea lor se micşorează, 
tinzind către zero; ele pot fi considerate ca nişte roţi de fricţiune. Secţiunea acestor roți 
este cercul de rostogolire, 

Dinţii celor donă roți angrenate sint astfel construiți fuett, în mişcarea relativă a 
roților, baza $i rostogolitoarea mișcării sînt cele două cercuri de rostogolire, 


APLICATIE ALE CINEMATICIT 305 


A" Pasul roții dințate este distanța p dintre profilele de acelaşi sens a doi dinți consecu- 
tivi, măsurată pe cercul de rostogolire. 

Se numeşte modul m lungimea care revine pe diametrul cercului de rostogolire pentru 
un dinte al roții 
(15.48) 


m 


unde т este numărul dinților, iar d diametrul cercului de rostogolire, 
Pasul roții este 


ps, (15.49) 


Pentru ca două roți dințate să poată fi angrenate, trebuie să aibă acelaşi modul sí 
același profil al dinților. 

b) Angrenaje cilindrice. În cazul angrenajelor cilindrice roțile dințate au axele paralele. 
Angrenajele cilindrice sînt reversibile, oricare dintre cele două roți putind fi conducătoare. 

In fig. 15.43 se arată două angrenaje cilindrice: a) exterior, b) interior. Raportul de 
transmitere i (15.44) devine 


7», o Ta Za 5 50 
cai (Oi лаш pe Sa (15.50) 
Na Oa 7i a 


br. Ан П 
limitele între care poate varia i инд şi 10. 


Distanţa „centrelor este 


n зү 
1=0,03= 5 (21-22), (15.51) 
2 
semnul -- considerindu-se în angrenajul exterior, iar — pentru cel interior. 


Cu ajutorul unui singur angrenaj se poate transmite mişcarea de rotație între două axe 
paralele situate la o distanță limitată de mărimea roților dințate, precum și un raport de 
transmitere limitat. 


Pentru transmiterea mişcării între axe paralele situate la o distanță mai mare se folo 
ese trenuri (lanţuri) de roți dințate (fig. 15.44), la care, între roata conducătoare a şi roata 
Sese (e - , { > | h M t: Asa do даг ; à 
condusă d se introduce o serie de roți intermediare, Consideriud angrenajele parțiale a — 5, ? 


i і i i, rapoartele de trausmitere parțiale se obţine 
c—d şi notind eu £,, їз, їз rapoartele de trausmitere parţiale se obt 


k ^ 
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1 de unde і f ; 

3 SEE WM n m Ы 7 ў 

біо z(—1)9— : а (15.52 j 

1235 na ( 5 ) | 

| " Raportul de transmitere al trenului nu depinde. dy roţile intermediare, care, rind pe 
rînd, sînt roţi conduse şi conducătoare in angrenajele parțiale succesive, avînd aceeași valoare, E 

"ca gi cînd roţile extreme a si d ar fi angrenate direct, ; | 


În fig. 15.45 se arată un tren de angrenaje, compus diu trei angrenaje а— 4, 5—B. 
ale căror rapoarte de transmitere sint 


"© 
| 
(9) 


T ББТ R, AUT Is 5. та 
i=—== ] i =— = = > lj == 
1 Na 2 Ny fs na 


Raportul de trausmitere al trenului de angrenaje este 


creer , Rey RR 
d 1 taia (19 азаи я t (15.53) 
Ny Vil'of'3 


Mecanismul din*fig. 15.45 repreziută un reductor de tuvaţii. 
Mecanismul este reversibil; dacă transmiterea mișcării se face de la roata C către roata a, 
se obține un amplificator de turapii. 

Exemplu. Razele roţilor sînt А, —20 cm, Ку=25сш, 
Tu 30 em, 7,—4 cm, 7,—9 cm, r,—6 cm. Raportul de 
transmitere este 1= 125. Dacă roata conducătoare are spre 
exemplu turafia »,—2 500 rot/min, roata condusă va avea 
turatia n4=20 rot/min. 


c) Angrenaje сопісе. Angrenajele conice se compun 
din roți dințate conice, ale căror axe se iutiluesc sub uu 
unghi oarecare. Raportul de transmitere este dat de forum 
lele (15.46) si (15.47) si variază între 1/6 si 6. lu cazul 4 
cînd unul dintre unghiurile celor două conuri este m, roata 
respectivă devine o roată dinfatà plană. ? 

d) Angrenaze cu cremalieră. Angrenajele cu cremalieră 
se compun dintr-o roată dinţată cilindrică augrenatà cu 9 
bară dreaptă dinţată şi servesc pentru transformarea unet 
mişcări de rotație, într-o mişcare de translație rectilinie, 
91 vice-versa, Angrenajele, cu eremalierü se îutrebuințează 
lu mașini-unelte, ericuri ete. 


Roata dințată poate fi angrenată cu două eremaliere 
paralele ea în Ни, 15.46, а acestea deplastuclu-se іц озии 
, Vig. 15,40 contrare, eu aceeași viteză, 
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În cazul augrenajului din fig. 
centrare, dar cu viteze vliferite, 


se deplasează în acelaşi sens şi cu aceeaşi viteză. 


e) Mecanisme planetare și diferențiale. 
terizeazü prin faptul că au un 
rotindu-se în jurul axului mecanismului. 


În fig. 15.47 
tralà 1 al cărei ax О, se roteste in lagărul fix 
lagărul La situat la extremitatea brațului pori 
sateliți S care are o mişcare de rotație, axul 
său O, rotindu-se în lagărul fix L,. În cazul 
cînd roata centrală 7 este menținută fixă, se 
obține un mecanism planetar (numit astfel 
deoarece 


satelitul 2 are o mișcare epicicloi- 
dală, se roteşte în jurul axei О, si în același 
timp şi în jurul axei О, a roții centrale 7, ros- 
togolindu-se peste aceasta, amintind astfel 
mișcarea planetelor), 

Dacă se imprimă si roții centrale 7 o 
mişcare de rotaţie se obține un mecanism diferen- — 


se arată cel mai simplu mecanism de acest fel, constituit din: 


Li, 


5—1 


tial. Pe figură, pentru simplificare, s-a arătat “7, 


un singur satelit; de obicei sînt trei sau chiar 
mai multi. 

Studiem mai întîi mecanismul sub for- 
mă planetară, adică se consideră roata 7 fixă. 
Bratul portsateliti S se rotește cu turatia ns şi 
viteza unghiulară œs, iar satelitul 2 cu turatia 
na şi viteza unghiulară œ. În timp ce brațul 


7 


în 


. dy 
Rotatia satelitului cu unghiul ү este migearea lui absolută si = 


lui cu unghiul B este mișcarea lui relativă faţă de brațul S şi 


S 


15.46, b cele două cremaliere se dep|aseazá tot în sensuri 
In cazul augrenajului din fig. 15.46, 


c cele două cremaliere 


Mecanismele planetare si diferențiale se carac 
a sau mai multe roti, numite sateliți, ale căror axe sînt mobile, 


roata cen 
ul cărui ax О, se roteşte In 


Fig. 15.47 


se roteşte cu unghiul æ, sgtelitul se roteşte 


jurul axei lui O, cu unghiul y, iar în raport cu braţul S cu unghiul В. 


TEA rotația satelitu- 
€ 


8 1 ; : 
F =0a(s) iar rotația brațului 5 


şi „deci implicit si a ʻaxului O, al satelitului cu unghiul х este mișcarea de transport 


nirmi E 
5. elitu 1 ȘI = Os. 
ate ui și 4 s 


De pe figură se vede că y=«+ß si ra 


„ Raportul de angrenare dintre turafia n, a satelitului si turatia s; a brațului S 


de unde rezultă 


Aceasta este formula mecanisinului planetar, 


Dacă facem acum mecanismul diferențial, imprimiud roții 7, în acelaşi seus cu 
rotație 7, (viteza unghiulară c) satelitul 2 va avea turafia 


І 
Ha m ng | 1p = 
ld A 


Sub forma simplă arátdtá în fig, 15,47 mecanismul planetar-diterențial este rar folos 
deoarece arborele О, al satelitului este in rotație si deci impropriu pentru a comanda 


carea- unei maşini, 


Aceasta este formula mecanismului diferenţial, 


(18.86) 
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Mecanismul pJanetar-diferential curent este arătat în fig. 15.48 şi se compune din roțile 
centrale 7 si 3, brațul portsateli(i S și satelitul dublu format din roţile 2 91 4 solidare cu 
axul 0, ,. Se consideră mecanismul sub forma diferențială, roţile centrale rotindu-se cu 
vitezele unghiulare o, Si og, braţul S cu o», iar sateliții 2 şi 4 cu 05:0. 

Se aplică metoda considerării braţului S ca imobil, ca şi cium întregului mecanism 1 
s-ar aplica o rotaţie — ws: 

Mecanismul se studiază astfel ca um augreuaj obișnuit, la care roțile 7, 3, 2. au res- 
ресі vitezele unghiulare relative 

р Әр, ®у—%, 08 098, 


iar braţul S este fix. 
Pentru angrenajul 7—2 raportul de augrenare este 


€ — 0 


ca za. 
1-a 
(09 — 05 Za 


Aceasta este formula lui Willis pentru o pereche de roți angrenate, dintr-un mecanism 


planetar. Semnul — s-a luat pentru cá angrenajulul este exterior.. Pentru angrenajul 4—4 
avem à 
: (4—6Os Z3 "A 
$-3—————-—3. (15.58) 
Q5 — Os 24 


Făcînd produsul 4,7/,.5— 44, şi tinind 
seama cá o,—0,, se obține 


€0,—60s Z 


Фе = 


= h 15.59 
a ah E (15.59) 


de unde rezultă 


0; 254. 294. 
б 005| 1-2] +o 28. (15.60) 
1 ЕЛ 2124 


Considerind acum acelaşi шесапізш 
planetar, cu unul dintre elementele centrale 
fixe, spre exemplu roata centrală 3, si deci 
03=0, avem 


22, 
601—605 sje (15.61) 
2124 


Mecanismele planetare se folosesc ca reductoare de turație. 
Astfel, considerind spre exemplu z,—7,—100 dinţi, 2,=99 dinţi, 
formula (15.61) se obţine 


=101 dinți, din 


EP [уе ЕСШ feet 
ignes 10 000 | 10 000 ^ 


Folosind metoda poligonului vitezelor unghiulare să examinăm acum vitezele puncte 
lor unui mecanism planetar cu angrenare interioară (fig. 15.49) cu satelit dublu, cu două ele 
mente conducătoare, roțile centrale 7 și 3 avînd vitezele unghiulare €, Şi op cunoscute 

Cu vitezele unghiulare €, Și оз, la о scară anumită, şi cu distanța polară OO' se tra 
seazá poligonul acestor viteze (fig, 15,49, c). | 

| 
^ 


—— M — рна 


Axa O, a mecanismului are viteza nulă, Din O, (Fig. 15,49, b) se duce direcția Orli 
510,23, || Ob si se obţin vitezele v 4 și vp ale punctelor 44 şi В iu care augrenează roțile 


E H H ce 


ҥш H 2 


13.3) 


(15.60 


саше 
entra 


si deci 


(15.6! 
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și 4—3. Se uneşte 44 cu D, și, în fig. 15.49, c ducînd Od 

€, a satelitului 2. În tig. 15.49, b, intersecti 

viteza lui О, extremitatea brațului S, iar o paralelă la 0,0, dusă, în fip. 15.49, с ne dă 

viteza unghiulară ws a brațului portsatelit S, În modul acesta, folosind poligonul vitezelor 

unghiulare şi poligonul vitezelor liniare se determină vitezele tuturor punctelor mecanismului. 
Considerind distanţa polară OO'— 1, rezultă 


|| А,В, se obţine viteza unghiularit 
а normalei în O, la 0,0, cu A,B, determină 


UA Un my", 
0, =tg фу = Lo Go tg фу ep (15.62) 
1 () 
0034-0 U 09 
sai, Qs == 60 ps = —, 
Ya PF rg 


relații între vitezele liniare si vitezele unghiulare, 
Mecanismele planetare si diferențiale se construiesc si cu roţi сопісе. Ele se folos 
la maşini-unelte, mașini de ridicat, vehicule ete. Sub numele de diferențial, un astfel de me 


nism permite ca roţile motoare ale autovehiculelor să se rotească cu viteze unghiulare dife- 
rite, cînd autovehiculul execută un viraj. 


Fig. 15.49 


f) Angrenaje elicoidale. Angrenajul cu mele. Angrenajele elicoidale A ANC, IA ana i” 
terea mișcării de rotaţie a doi arbori, ale căror axe sint oarecare în spațiu, Diuţii ONES Qr 
roți sint oblici faţă de axa roții, ei reprezentînd porțiuni de elice, de unde si numele angre- 
najului, Astfel de roți dințate pot fi socotite ca porțiuni dintr-un şurub cu mai multe fileturi, 
numărul acestora corespunzind numărului dinților roților, | 

Angrenajul cu melc (angrenajul mele-voată melcatd) este cunoscut şi sub denumirea de 
angrenaj cu gurub fără sfirsit, E este un caz limită al transmisiei prin roți elicoidale, una din 
roți avînd diametrul foarte mie, comparativ cu al celeilalte, astfel încît diufii ei nu mai siut 
porțiuni de elice, ci o elice continuă (fig. 15,50), Surubul este elementul conducător, iar roata 
meleată este elementul condus, Axa şurubului este normală la axa roții, fără a fi iu. acelaşi plau. 
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Raportul de transmitere este 


issa (15.63) 


unde s, este numărul dinţilor roții, iar 2, numărul filetelor şurubului; i poate varia între 
1 şi 80 la masini, iar la aparate pînă la 500. 
Mecanismul funcționează ca reductor de turație. El nu este reversibil, transmiterea 


mişcării de la roată la surub fiind împiedicată de autofrinare. 


1 
MECANISMI CU CAME 


$ 18. Mecanisme eu came. Servesc pentru transfor- 
marea mișcărilor. Cama are o formă profilată si actío- 
neazá ca element conducător, transmitind elementului 
condus (de obicei o tijă) o anumită mișcare, a cărei lege 
este determinată de profilul camei. 

Pe cale de sinteză, pentru fiecare lege de mișcare 
a elementului condus se construieşte profilul camei res- 
pective. Tija se află în contact cu cama, fie direct 
printr-un vîrf sau disc plat, fie cu ajutorul unei role sau 
galet, care reduce mult frecarea în zona de contact. 

În fig. 15.51 se arată diverse came; cele din ca- 
zurile (a), (b) si (c) sînt came plane, avînd forma unui 
disc, iar cea din cazul (e) este о сата spațială, de forma unui tambur cilindric. În general, 
cama are o mișcare de rotație uniformă; se folosesc însă şi came cu mișcare de translație 


b) 


Fig. 15.61 


alternativă, Tija poate avea o mișcare de translație alternativă sau o mişcare pendulară. Ea 
se poate mişca în mod continuu, neîntrerupt [cazurile (b) şi (e)] sau are o mişcare interii 
tentă, adică, in decursul unui ciclu de funetionare execută o anumită mişcare, după care, uu 
anumit timp, Stă nemigeatá (a), 


multiplă, (tig. 15.51, c)]. 


este menţinut prin acţiunea grout 
eum sînt camele eu caneluri (b, е), 


formà, în plan si în spaţiu, rezultă marea var 


elementului eoudus mişcarea cu transformări de direcţii, viteze şi 
3 
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^s " ^ H M КЕ! ` A 
A TRU о rotaţie completă A euni {, tija poate avea o singură perloadă de funcţionare, 
ame cu асропаре simplă (tig. 15.51 a, b, d)), sau mai multe perloade [came cw acflonare 


Mecanismele eu camă pot fi deschise, la care contactul permanent dintre camă şi tijă 


Wi sau cu ajutorul unul are Şi mecanisme си сата închise 


legea de deplasare a tijei fiind determinată de profilul camel care poate avea orice 


7 letate de mecanisme cu came care se pot obține. 
Mecanismele eu eame se combină de obicei şi cu alte mecanisme, Kle prezintă universalitate 
in transmiterea şi transtormarea mişcărilor, deoarece, în mod cit se poate de simplu transmit 


accelerații, operații pentru 


realizarea cărora, cu altfel de mecanisme elementare, ar trebui să se folosească dispozitive 


complicate, 


MRCANISME CU HLEMEN'TH FLEXIBILE 


$ 19. Mecanismo eu curele, cabluri, lanţuri, Pentru transmiterea mişcării de rotație 
intre arbori situați la distanţă mare se utilizează mecanisme cu clemente flexibile: curele, 
benzi, cabluri, lanţuri. Axele roților peste care sînt trecute elementele flexibile pot fi paralele 
concurente sau pot avea orice poziţie iu spațiu, 

Transmisiile pot fi directo ca în fig. 15.52, a, în care caz cele două roti au acelaşi 
sens de rotație, sau inverse, cu curele încrucișate, ca în fig. 15.52, b, cînd roțile au sens con- 
trar de rotație. Admitind că nu există alunecare între curea şi roți, iar cureaua nu se defor- 
mează rezultă că viteza unui punct al curelei'este egală cu viteza periferică a celor două roti 
şi raportul de transmitere este dat de formule 15.44, semnul -+ luîndu-se in cazul transmisiilor 
directe, iar semnul — în cazul cînd elementele flexibile sint încrucişate. 

Transmisiile cu curele au avut uu rol foarte mare în trecut, pentru autrenarea maşinilor 
de lucru din ateliere, 


Pentru a se obține diferite viteze la arborele condus se folosesc schimb 
în trepte (fig. 15.53), constituiți din două conuri în trepte, identice, plasate iuvers pe de 
Р | - 2 PM 1 x 
arbori paraleli О, şi O, peste care este trecută о curea fără stirsit, Arborele О, avàt o tura 

arbori pari Şi Op, 


ție constanti, pentru arborele condus O, se obţin atitea turaţii ette trepte are com 
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Tu fig. 15.54 se arată un ariator continuu de viteze, cu ajutorul căruia, prin deplasarea 
curelei, raportul de transmitere poate fi vatiat în mod continuu între valorile 
› 
ту К " * 


imaz=—=— ȘI = =. (15.64 
ma Ta » n, R 4) 


Transmisiile cu benzi sint folosite la transportoare de tipuri foarte variate, utilizate 
în mecanizarea transporturilor materialelor vărsate şi granuloase. 


Transmisiile cu cabluri sint utilizate la mașinile de ridicat, folosind scrip 


eti, tamburi 
cilindrici, cabestane, etc. 


Transmisiile cu lanţuri înlocuiesc pe cele cu cabluri sau curele, 
ca raportul de transmitere să fie riguros constant, 
se întîmplă în timpul patinării pe tamburi a curelelor sau cablurilor. 


în cazul eforturilor 


mari, sau cînd se cere fárá variatii, cum 


PARTEA A PATRA 


DEN AMIC A 


ХУІ. NOȚIUNI INTRODUCTIVE ÎN DINAMICĂ 


Inainte de a intra íi 


, ]naii studiul bazelor dinamicii, vom expune citeva 
noțiuni şi teoreme de care avem neapărată nevoie pentru a înţelege cele 
ce vor urma. Astfel, vom studia noțiunile de impuls și moment cinetic, 
de lucru mecanic, putere mecanică si energie mecanică, precum si multe 
teoreme care au legătură cu aceste noțiuni principale. Bineînţeles, asupra 
lor vom mal reveni pe măsură ce vom înainta cu studiul. 


A. IMPULS 


$ 1. Impulsul t unui punet material si al unui sistem de punete mate- 
riale. Impulsul unui punct material de masă m si viteză v este vectorul 


H=mv (16.1 


care are același punct de aplicație, aceeaşi direcție și acelaşi sens ca şi 
viteza v a punctului, iar modulul | any |. 

Noţiunea a fost introdusă sub o formă științifică de Leonardo da 
Vinci si Galilei, sub denumirea de ,impetus". După Engels, cantitatea mv 
este mișcare mecanică măsurată tot prin mișcare mecanică. 

În cazul unui sistem de n puncte materiale 4 ;(7=1, 2, ..., n) impulsul 
total al sistemului este 


n n 
zl S AM Tied aea Ed 
H=}, Н,= У mv. 16.2 
i= i—1 
Considerînd v;—»7;, unde r; este vectorul de poziție al punctului A 
fati de un punct fix O, avem 


n n 
— — d => d » 
Эйе = = = =M 
H У Miri àr du miri 3 9) 


> > N 

H=Mọ,  HzMve, (16.9 

unde M este masa totală a sistemului de puncte materiale, e vectorul de 

poziție faţă de О al centrului de greutate C al acestui sistem, tar e este 
viteza vo a lui C, 


1 Impulsul este numit și cantitate de mișcare, 
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Formula (16.3) exprimă proprietatea impulsului unui sistem de puncte 
materiale de a putea fi considerat ca impulsul centrului lui de greutate, 
în care se presupune concentrată întreaga masă a sistemului de puncte. 


В. MOMENT CINETIC 


$ 2. Momentul einetie al unui punet material gi al unui sistem de 
punete materiale. Momentul cinetic in raport cu un punct fix 0, al unui 
punct material А de masă m și viteză v, este momentul impulsului acestui 
punct material în raport cu punctul O 


Ko=rxH=rx mv. (16.4) 


În cazul unui sistem de puncte materiale А; (/—1, 2, ..., n), momentul 
cinetic al sistemului în raport cu punctul fix O este suma vectorială a 
momentelor cinetice în raport cu O ale punctelor sistemului 


n n 
Ko= MX Ki= Уу; xmo. (16.5) 
ї=1 ic 
Vectorii Н şi Ko pot fi socotiți ca elementele torsorului în 0 al sis- 
temului de vectori H; (==), care se notează 


то(Н)=(Н, Ko). (16.6) 


C. LUCRU MECANIC 


$ 3. Lucrul meeanie elementar. Fie un punct material, care se depla- 
sează pe о curbă (C) în spaţiu, astfel încît la momentul / poziţia lui M 
este definită prin vectorul de poziție 7, iar în momentul /--d/ poziţia res- 
pectivă M, este definită prin vectorul de poziţie 7,—7+d7, dr reprezentînd 
deplasarea elementară a punctului material, în timpul dż (fig. 16.1). Asupra 
punctului material acționează forța F. 

Se numește lucru mecanic elementar al forței F, corespunzător depla- 


sării dr, produsul scalar dintre forță si deplasare 
а= ау. (16.7) 


Lucrul mecanic este o mărime scalară, exprimată în ergi în siste- 
mul CGS, în jouli? în sistemul MKS si în kgfm în sistemul MKIS. 

Noţiunea de lucru mecanic a rezultat din necesitatea omului de a 
măsura activitatea sa, a mașinilor ete., lucrul mecanic exprimind torma 
simplă sub care se poate lua cunoştinţă de acțiunea dinamică a unei forte 


1 Momentul cinetic este numit și momentul cantității de mișcare. 
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| Lucrul mecanic exprimă cantitativ »9 schimbare a formei mişcării” 
unu corp în altă formă de miscare (Ingels). Lucrul mecanic poate fi pozi- 
tiv, negativ sau nul, după cum unghiul (, dr) este ascuţit, obtuz sau drept. 
і Таста mecanic pozitiv este lucrul mecanic motor (Г.п) care poate pune 
în mişcare un mecanism, o mașină ctc. 
lucrul mecanic negativ este 


eru! lucrul mecanic rezistent (L,), pentru efec- 
tuarea căruia este necesar să se 


consume o energie exterioară, 
Lucrul mecanic este nul cînd forța sau 

deplasarea sînt nule, sau în cazul cînd forţa, 

$i deplasarea sint perpendiculare între ele, 
Lucrul mecanic elementar dat de for- 

mula (16.7) este o formă Pfaff, adică nu este 

în general diferenfiala totală a unei funcții. 
Formula (16.7) poate fi scrisă 


dL=dr[F cos (F, dr)] (16.8) 
sau 
dL—F [dr cos(F, dy)], (16.9) 
care ne arată că iau i mecanic elementar Fig. 16.1 


poate fi considerat ca produsul dintre de- 
plasarea elementară și proiecția forței pe direcția deplasării, sau ca pro- 
dusul dintre forță și proiecția deplasării pe direcția forței. 

Din (16.8) rezultă că, dacă asupra punctului material acționează mai 
multe forte Ir I8, e Te pentru o deplasare 17, suma lucrurilor mecanice 
elementare ale acestor forte este egalá cu lucrul mecanic elementar al rezul- 
tantei F a fortelor date 


dL— F,dr-4-Fidr4- РГ, (FA + ----F,)dr—Fadr. 


Dacă o deplasare dr este suma vectorială a mai multor deplasări 
elementare dr,, dr, ..., dry, în baza formulei (16.9) rezultă că lucrul mecanie 


elementar al forței F, corespunzător deplasării dr, este suma lucrurilor 
mecanice elementare corespunzătoare deplasărilor. elementare componente 


dL—Fdr—IF (dr, + drak dr) = Fdr,--Fdr,-- -----Fdr,. 


Dacă v=r este viteza punctului la momentul considerat, rezultă 
dr—ovd, iar expresia lucrului mecanic elementar devine 


dL = pat, (16.10) 


În cazul cînd viteza v este suma vectorială a mai multor viteze 


Vj, 1 Vu, lucrul mecanice elementar al forţei J^ corespunzător vitezei 
TR У 
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este suma lucrurilor mecanice elementare ale forței / corespunzătoare vite- 
elor componente 


а= оа F(v, vs: 


ЅА determinăm expresia analitică a lucrului mecanic elementar. Notînd 
cu 7, J, d versorii axelor triedrului Oxyz, avem 


son) 04а 4 Fun dt. (16.11) 


[5 xi- + yi zh 
ye dxi-- dyj -E dz 


ie e mă 

F=Xi t Yj+ZRk, 
în care x, у, z sînt coordonatele punctului M, 
dx, dy, dz — deplasările elementare „după direcția 
axelor, x, y, 2 — proiecţiile vitezei v, iar X, Y,Z 


— proiecţiile dose F pe axele Ox, Oy, Oz. 
Expresia analiticá a lucrului mecanic ele- 
mentar dat de (16.7) este ^ 


dL—Xdx-F- Ydy--Zdz, (16.12) 


care are o largă utilizare în dinamică. Expresia analitică a lucrului mecanic 
elementar dat de formula (16.10) este 


Fig. 16.2 


dL-—(Xx--Yy--Z2)dt. (16.13) 


$ 4..Luerul meeanie total. Considerăm cazul general al unei forte 
variabile F al cărei punct de aplicație M are o deplasare finită, după o 
anumită lege de mişcare, astfel încît la momentul /, se afla in. A, iar la 
momentul A, in B pe o curbă (C) în spațiu. Se cere să se găsească lucrul 


mecanic total al forței F corespunzător deplasării finite de la A la В 
(fig. 16.2). Problema se reduce la cazul anterior dacă se descompune miş- 


carea în mișcări elementare dr—AM;, dr! M1M,, dr; — Ms My, еп саге 
arcele se pot asimila cu coardele lor, iar în timpul acestor mișcări elemen- 


tare forțele Fo, Fi, Fa, ... (fig. 16.2) pot fi considerate constante. 


Sumînd lucrurile mecanice elementare corespunzătoare acestor depla- 
sări elementare se obține 


Va 
Lag | ¡Edr 


I м 
= {хах Ydy- Za), (16.14) 
A 


care arată că lucrul mecanic total al unei forțe, corespunzător unei depla- 
sări finite, se exprimă printr-o integrală curbilinie de forma (16.14), e xtiusi 
pe traiectoria descrisă de punctul material. 

Din formula (16.14) rezultă că lucrul mecanic finit depinde attt de 
forța F, cât şi de arcul de curbă AB, 
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În cazul cel mai general, forţa F este de forma F (r. 7 1), adică depinde 

de poziţia punctului, de viteza lui şi de timp, p 
Y HAN "1 ИН Ó T7 

Rezultă cà proiecţiile forței F adică AG 

î X, 3 & ŞI de /, Pentru a calcula lucrul mec 

în acest caz mișcarea punctului material de 

coordonatelor mobilului în functi 


Y, Z sint funcții de x, y, 
anic trebuie să se cunoască 
la A la B, adică expresiile 
e de timp 

=A), y=), sq). 

$ In acest caz, proiecţiile forţei X, Y 
ŞI integrala curbilinie (16.14) se reduce 

Aşadar, în cazul gener 


‚ Z devin funcţii numai de timpul / 
la o integrală simplă în £. 
i dar, ћ al expresia lucrului mecanic depinde atît de 
traiectorie cît şi de modul în care este parcursă aceasta de punctul material. 
Să examinăm acum cazul cînd forta F depinde numai de pozitia punc- 
tului material. Pentru determinarea lucrului mecanic este suficient să se 
cunoască curba C pe care se mișcă punctul material de la A la B. Putem 
exprima coordonatele unui punct oarecare al curbei C în funcție de un 
parametru g care variază de la q, la q, cînd punctul parcurge arcul АВ 


x—f(q), y—e(q), z—w(q). 


Proiectille X, Y, Z ale forței F depinzind numai de coordonatele 
X, y, z devin si ele functii de parametrul q în lungul curbei C, astfel încît 
integrala definită (16.14) se reduce la o integrală simplă în g. 

Așadar, în cazul unei forte care depinde exclusiv de poziția punctului, 
expresia lucrului mecanic depinde numai de traiectorie, independent de 
viteza cu care ea este parcursă. 


Observaţie. Dacă același punct material ar parcurge curba C în sens contrar, 
s-ar obține același lucru mecanic însă cu semnul minus, deoarece se intervertesc limitele de 
integrare. 


$ 5. Forte conservative. S-a definit noțiunea de forță conservativi, 
drept forța ale cărei componente se pot pune sub forma unui gradient 


УЕ ep QUIS QUE (16.15) 


ox QE)" n E 
U fiind functia de fortá corespunzátoare. 


Lucrul mecanic elementar al forței F devine 


dU dydU qz qu 16.16) 
57 dy =: dz=dU, (16. 
adică diferenţiala totală a funcției de forță U, — 

Lucrul mecanic total al forţei F cînd punctul ei de aplicație se depla- 
sează din A(x4, Ул, Za) în B(in, ya, 2g) ре curba C, devine 


Lan $ Far ү dU: Ure (Л, (16.17) 


dL—Fdr— E dx-4- 


în care U у= U(xn, Ув, zn), U 4-U(xa, va, 24) stut valorile functiei U 
cînd punctul material se айй in B $i A, 
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Deci, dacă în regiunea spaţiului considerat, U este o funcţie uni- 

formi! de x, у, z, lucrul mecanic total L nu depinde de drumul. parcurs, 

ci numai de poziția inițială A şi de cea finală B ale mobilului. În parti- 
4 э H Ж А 1 { w ' * 

cular, dacă punctul material descrie un drum închis, adică В coincide 

cu A, lucrul mecanic total al forței în lungul acestei curbe închise va 


fi nul, 
În locul funcţiei de forță U se poate considera funcția definită prin 


relaţia 
V-—U (16.18) 
adică funcția potențială. 


În acest caz componentele А, Y, Z, al forţei // se vor exprima prin 


relațiile 
D APPIO ҮЛЕ A uo. 
57 ) 3y' Z= or (16 19) 


iar lucrul mecanic elementar va avea expresia 
dL=—dV. (16.20) 


Atit funcția de forță U cît şi funcția potențială V nu pot fi deter- 
minate decît cu aproximația unei constante aditive, arbitrare. 
Să considerăm acum cazul unui punct material acționat de un sistem 


de forțe F,, Е ‚.., Fn, care derivă respectiv din funcţiile de forță 
U, (x, y, 2) О, (x, y, 2), ..., Un(x, y, 2). Proiecţiile acestor forțe pe axe sînt 
p. QU Jie QU NIU. 
XM } 7»! шэн 
x,W, y U, у U: 


э 


Fg dur, dette Ya ЗАНЫ de 


Л д HEDAU: QU. 
X PT ү Pay! a К 
Proiecţiile X, Y, Z ale rezultantei R(—F, --F,-L... Fa) sînt 
X= UHUH. RU) ү MUCEUS E. EUS 
Б 2 (5 dy — 
; U, +U,- : 
z dU atu tUa), (16.21 
дг 
adică rezultanta 7? derivă din funcția de forță U=U Ub 


ду (ym de sistem de forțe este un sistem conservativ 

$ 6, Lucrul mecanice elementar ul unui sistem de torţe care acţionează 
asupra unui corp rigid, După cum se stie din cinematică, viteza v; a unui 
punct 4; al unui corp rigid este 


) Avi b ni i 
Avind o singură valoare în fiecare puuet al acestei regiuni 


| 
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in x) Ug este viteza unui punct O al corpului, œ — viteza unghiulară în 
jurul unci axe А саге trece рїш O, iar ў — vectorul de poziţie al 
punctului A; față de O (fig. 16.3). 


Să presupunem că în punctul А, acționează forța F; si că în timpul de 
punctul A; are deplasarea elementară 


dr;—v,d/ = 00014 (оху), 


Lucrul mecanic elementar dL; al forței 1% este 


dL; 147; = Гуй | Tilo хт). 
рат 


Fi(oxri)df (ях), 
deci 
dLı=F wdi- (ri x Pod. 


În această expresie notăm cu dry —v,dt depla- Fig. 163 
sarea elementară în mișcarea de translație a rigidului, 
cu d0—od/ — unghiul elementar de rotaţie şi cu ffir x Fi — momentul for- 
tei F; în raport cu O. Expresia lucrului mecanic elementar devine 


dL — F;dr,-- Mad. (16.22) 


In cazul unui sistem de forțe oarecare acfionind asupra acestui corp 
solid se aplică formula (16.22) pentru fiecare forță în parte si prin sumare 
se obține lucrul mecanic elementar total 


dL—(XFjdr,4- (E /t;)d0. 

Avem însă XF;= (vectorul rezultant), iar X //;—. Al, (momentul 
rezultant), Ф 51 lo fiind elementele torsorului de reducere în О al sis- 
temului de forțe. Rezultă : 

dL=Rdr Маб. ` (16.23) 

În cazul unei translatii (0=0, deci d0—0) expresia lucrului mecanic 

elementar devine 
аг = (0417, = Хах Ydy--Zdz, (16.24) 
adică similară celei din cazul punctului material (16.12). 

În cazul mișcării de rotaţie în jurul axei A(dr,—0) expresia (16.23) 

devine A e. 
dL— Apd. (16.25) 


Pentru o mişcare de rotaţie finită, corespunzătoare poziţiilor soli- 
dului definite prin unghiurile 0, si 0,, avem 


L= fy „Жаб. (16.26) 
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În cazul particular cînd Jlo este constant si are aceeaşi direcție 
| cu dO lucrul mecanic devine 
L= 4| JI, (0 0) (16.27) 


unde semnul (4-) corespunde cazului cînd vectorii Mo $i 10 au același sens 
(lucru mecanic motor), iar semnul (—) cores- 
punde cazului cînd au sensuri opuse (lucru 
mecanic rezistent). 

$ 7. Diagrama luerului mecanic. În prac- 
ticá, pentru determinarea lucrului mecanic 
efectuat într-o maşină de o forță variabilă 
ne servim de diagrame. 

Să considerăm, de exemplu, forța Ё para- 
lelă cu аха Ox, avînd valoarea scalară F —4(x). 
Lucrul mecanic corespunzător variației d este 


dL—Fdx-o(x)dx. 


Pentru o deplasare finită între două puncte D și E (fig. 16.4) lucrul 
mecanic total este 


L— o (x) dx. (16.28) 


În fig. 16.4 lucrul mecanic elementar dL este reprezentat prin aria 
414,4241, iar lucrul mecanic total Г prin aria BCED; această arie repre- 
N zintă diagrama lucrului mecanic al forţei variabile F=ọ(x) pentru depla- 
тм. sarea finită DE-—»x,— х0. 
Analog, se poate reprezenta diagrama lucrului mecanic produs de un 
cuplu de moment ,// 


(ari HE OQ! 
Lal Map. (16.29) 
| 1 
| | D. PUTERE MECANICĂ 
il m : st 
IH $ 8. Putere mecanică. Puterea unei mașini este cantitatea de lucru 
mecanic produs de mașină în unitatea de timp. Dacă forța sau momentul 
| cuplului sînt constante, puterea este 
| pak (16.30) 
! ri t : 
| iar dacă sint variabile, 
| ae (16.31) 
d S 
| | adică derivata lucrului mecanic în raport cu timpul, А 
i Unitatea de putere în sistemul CGS este 1 erg/s, avînd ca multiplu 
И 1 J/s—1W! , In practică se foloseşte 1 kW=1 000 W. Unitatea de putere tu 
H 1 Vezi tabela 2, р, 90, 


k 
| 
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sistemul MRIS este 1 kgl m/s; în practică se mai foloseşte 1 CP= 75 kgf-m/s. 

Ys Intre unitățile practice avem relațiile: 1 Cp :0,736 kW, 1 kW=1,36 CP. 


Deoarece «== 7^ dr, formula (16.31) devine 


) ;dr or $3 
Pes FS ш], (16.32) 


expresie care mai poate Îi scrisă 


2. ) 19» cost To. 5$ ^, ^. ; ).3: 
м | P= [70 cos(f, о) = Хо, 4 У 04-20, (16.33) 
è ln cazul unui cuplu (d£ —,//d0) puterea este 

p 40 7 G6 

x =M ato. (16.34) 
SA Dacă se cunoaşte бита а v rot/min a solidului, о =з] si 

nl 

ET f 16.35) 

zi (16.35) 

lucn Noţiunea de putere este utilizată la etalonarea motoarelor, maşinilor, apa- 

ratelor etc. 
(16.25 Exemplu. Un automobil merge pe o şosea orizontală cu viteza maximă v—72 km/h. 


Rezistenţa totală la înaintare este F=300 kgf. Cu ce viteză maximă va putea parcurge 
automobilul o şosea în rampă, dacă rezistența la înaintare este 7", —400 kgf. Puterea motorului 
este aceeaşi în ambele cazuri. 

În primul caz 


1n 


kgf: 
P=Fu=300 kgf:20™ = 6 000%% a 


-=80 CP. 


În al doilea caz 


D. 6 
UE de unde) пс оош 


‚ F 40075 15 m/s—54 km/h. 


E. RANDAMENT MECANIC 


$ 9. Randament mecanic. În timpul funcționării unei maşini, forta 
motoare (cuplul motor) produce lucrul mecanic motor Lm, care reprezintă 
lucrul mecanic cheltuit (prestat) pentru funcționarea maşinii. 

În același timp forfele rezistente și cuplurile rezistente produc un 
lucru mecanic rezistent L,; acesta se compune din lucrul mecanic util Luy, 
care este lucru mecanic realizat de maşină, în scopul în care funcționează 
ea, $i lucrul mecanic pasiv Lp, consumat pentru învingerea frecárilor, rezis- 
tenfelor mecanismelor si altor diverse forțe pasive, 

În cazul funcţionării de regim a unei maşini 


Lab (16.36) 


adică întregul lucru mecanice motor se consumă în lucru mecanic rezistent; 
maşina apare astfel ca un /ransformator de lucru mecanic 


=—- 
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sistemul MKIȘ este 1 kgf-m/s; în practică se mai foloseşte 1 CP= 75 kef-m/s. 
intre unitățile practice avem relațiile: 1 CP -0,736 kW 1 kW=1,36 CP. 


Deoarece dL=F dr, formula (16.31) de 


PRZ To, 16.32 


expresie care mai poate fi scrisă 
P= Ео cos(F, v)=Xuz+ Yvy4 Zo. 16. 


In cazul unui cuplu (dL = Ad) puterea este 


n> 
- 


(16.34 


Dacă se cunoaște turafia n rot/min a solidului, 


Noţiunea de putere este utilizată la etalonarea motoarelor, mașinilor, apa- 
ratelor etc. 


Exemplu. Un automobil merge pe o şosea orizontală cu viteza шахі 

Rezistenţa totală la înaintare este F— 300 kgf. Cu ce viteză maxi 
automobilul o şosea în rampă, dacă rezistenţa la înaintare este F,—400 k 
este aceeaşi în ambele cazuri. 


În primul caz 


P=Fu=300 kgf. 202—6 000-2 
În al doilea caz 


3 P 6000n AA 
Р=Рүщү, ӣе unde гу F 100 IE, m/s=54 km/h. 
^ s 
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9, Randament mecanic. În timpul funcționării unei masi 
motoare (cuplul motor) produce lucrul mecanic motor Ly, care 
lucrul mecanic cheltuit (prestat) pentru funcționarea mașinii. 

În acelaşi timp forțele rezistente și cuplurile rezistente prod duc un 
lucru mecanic rezistent Le; acesta se compune din lucrul mec і 
care este lucru mecanic realizat de maşină, în scopul în care fui 
са, 51 lucrul mecanic pasiv Lp, consumat pentru învinge rea trecă 
tenfelor mecanismelor şi altor diverse forțe pasive, 

În cazul funcționării de regim a unei maşini 


Lm= Lut (16.36) 


p» 


adică întregul lucru mecanice motor se consumă în lucru mecanic rezistent 
maşina apare a (fel ca un /ransformator de lucru mecanic 
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Se numeşte randament mecanic raportul 7 dintre lucrul mecanic util 


şi lucrul mecanic motor 
n=. (16.37) 
J Lm 
Randamentul mecanic (gradul de folosință) al unei mașini caracte- 


rizează eficacitatea modului ei de funcționare. 
Deoarece L,—L,,—Ly, rezultă 


psp Ө (16.33) 


L " ГР ; ; 
unde =т=” poartă numele de coeficient de pier- 
т 


deri în maşină. 


Exemplu. Să calculám randamentul unui plan incli- 
nat folosit pentru ridicarea greutăților (fig. 16.5). 
Pe planul înclinat AB, de lungime 1, se ridică corpul С de greutate С, coeficientul de 
frecare dintre corp si plan fiind u=tgo. 
Forţa motoare este , 
Fg —G(sin a-+y cos a), 
iar lucrul mecanic motor este 


sin (4-9) ғ 


Lm=Gl(sin v+u cos x) =Сі 
т (sin 4-4 a) cos o 
Lucrul mecanic util este 
L,—Gh-Gl sin a 
si randamentul 
L, sing coso sin g 


1 Lm sin (a+e) sinc-u cosa. 
Dacá, spre exem lu, g=30° i =0,4 
p p ŞI p 


$ 0.5 * 
| 0,52-0,4x 0,865 


1 0,59. 


Е. ENERGIE MECANICĂ 


$ 10. Energie cinetică (energie de miseare). Pentru un punct material 
de masă m aflat în mişcare cu viteza v, energia cinetică este 


1 A 
E=; m}. (16.39) 


» Nofiunea de energie cineticá, ca si noțiunea de lucru mecanic a a] 
in legáturá cu preocuparea de a gási o másurá pentru miscarea mecani 
Descartes a considerat cá această măsură este mv, iar L^ibnitz mv? (forță 
vie), Forma actuală a fost dată de către Rankine, iu secolul XIX. Engels 


onsideră cantitatea ""' ca mis xx "EE А 
cons a ca atea == cà mișcare mecanică măsurată priu capacitatea 


ei de a se transforma într-o „anumită cantitate de miscare de altă formă 


mao 


NOTIUNI INTRODUCTIVE 1N DINAMICA 385 


a ca aa ft te ie 


În cazul unui sistem de puncte materiale, energia cinetică a siste- 


` mului este, prin definiție, egală cu suma energiilor cinetice ale punctelor 
materiale care alcătuiesc sistemul 
n 
| bog vues ^ 1 е 
А. E=E, | E+ FEM av? , (16.40) 
f: 


În cazul unui mediu continuu vom avea 


ЧЕЗ. E (otim, (16.41) 


integrala extinzindu-se la masa întregului volum. 
Dacá corpul are o mișcare de translație, viteza este aceeași pentru 
toate punctele lui si energia cinetică a corpului va avea expresia 


ў, Е= 11° | dm= Mo (16.42) 


l de unde M este masa totală a corpului. 
Dacă corpul are o mișcare de rotaţie, în jurul unei axe A, cu viteza 
unghiulară o, viteza unui punct al corpülui-situat la distanța y de axá 
este v=or, iar energia cinetică a corpului are expresia 


Е= {1032002930 nam =2 Jao? (16.43) 


unde s-a notat cu Ja=fr?dm momentul de inerție al corpului în raport 
cu axa A. f 

$ 11. Energie potențială (energie de poziţie). În cazul cînd forțele 
care acționează asupra unui sistem de puncte materiale derivă dintr-o funcție 
de forță, se poate pune în evidență energia potențială (de poziție) a sis- 
temului. ) 

Să considerăm deocamdată un sistem redus la un singur punct mate- 
rial P, asupra căruia acționează o forță conservativă, funcția de forță cores- 
punzătoare fiind U(x, у, 2). Fie A(x, y, 2) poziţia momentană a punctului P 
Şi А0(х0, yo, Zo) poziția sa inițială. — — 

Lucrul mecanic дд, al forței F pe drumul AA va fi 

L 4447 U(s, у, 2) — U(Xo Уо 29)- 

Energia potențială a punctului este lucrul mecanic Lasa luat cu 
semn schimbat 
‚0 V=U (%0 Уо, 29)  U(*,y.z)- (16.44) 

Deoarece funcția U nu poate fi determinată decît cu aproxima[ia 
unei constante aditive, rezultă că şi energia potenţială corespunzătoare va 
avea aceeași nedeterminare. | E 

Adeseori se alege poziția А, aşa fel ca О(хо, Уо, Zo) să fie nulă. Se 
: va putea deci serie în acest caz 
e. V2 —U(x,, 2). (16.45) 


О” 25 — Mecanica teoretică 
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În cazul unui sistem de я puncte materiale (1>1) energia potențială 
a sistemului va fi, prin definiție, suma energiilor potențiale ale tuturor 
punctelor sistemului. Sistemul este de fapt un sistem conservativ. 
$ 12. Energie mecanică. Prin definiţie, se înțelege prin energie meca- 
nică totală suma dintre energia cinetică și energia potențială a unui punct 
material sau a unui sistem de puncte 
Em=E+V. (16.46) 


La o maşină la care se cunoaște puterea P, energia consumată (produsă) 
poate fi calculată cu ajutorul formulei 


7А = 
Е= y Pdt. (16.47) 
Unităţile de măsură pentru energie sînt aceleaşi ca si pentru lucru 
mecanic, la care se mai adaugá unitátile practice: 
1 CPh—75 kgf-m/sx3 600 s—270 000 kgf-m—270 tf-m 
1 &Wh—1 000 ]/sx 3 600 s—367 000 kgf-m— 307 tf-m. 
Asupra nofiunii de lucru mecanic vom reveni pe larg mai departe. 


G. POTENTIAL 


$ 13. Generalităţi. În cele ce urmează ne yom-ocupa exclusiv de forte 
avind forma 


F—f(r)e (16.48) 


Јо) fiind o funcție obișnuită de distanța r, iar р — versorul vectorului 
de la centrul A din care acţionează forța, spre punctul material actio- 


25 F(z.4z) 


nat P (fig. 16.7) 
p=vers AP, 
unde 7 este distanța AP. 


Forţele (16.48) se numesc „forțe cen- 
trale” şi ele alcătuiesc o categorie de forte pe” 
care le vom studia în capitolul XIX. Ra- 
portăm totul la un reper cartezian Oxyz tri- 
ortogonal (fig. 16.6); notám cw z, y, Z,.COOr- / 
donatele lui P şi cu a, b; c coordonatele lui А. ^ 


Vom avea Fig. 166 


Se vede că, dacă se ia 


er) - f /()4”, 
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se poate scrie 


Asada i d F í : 
Aşadar, cimpul forței F poate fi determinat cu ajutorul funcției scalare ф 


F= grad ф. 
E o este Juncpia de forțe corespunzătoare forţei F. 
ава poc dicic d A Paate queo E 
F,—fyry) e: Е=/;(7;) P2 


91 și 7 fiind versorii respectivi ai vectorului А.Р şi А,Р, proiecţiile rezul- 
tantei K—fF--F, pe cele trei axe de coordonate vor fi 


Ка= (п) 8 р) 575, «— Ry fr) 7 fun) 28 


^ Ta. 


к=) 228 fnt. 


7 fa 


Luind ca mai înainte 


9103) = fhd, ex) = $ fara) dra, 


rezultă 


R 09, 99, (94-9, 
2 Q* у ox DEJ 
р, 9 eto? — 9 (9-99 
y ду , R 2 dz 
sau încă, 
R=grad (94-99). 


Aşadar, funcția de forță a rezultantei a două forte centrale este egală 
cu suma funcțiilor de forță corespunzătoare fiecărei forte. 

Proprietatea aceasta se poate generaliza: dacă forțele centrale Еу, Fs, ... Fa 
admit respectiv functiile de forță і, qs, ..., Фп, aga încât să avem 


F,—grad Ф; (=, Аке) 


= л = с. е, o SAEC 
vezultanta lor R= X Е; оа admite functia de forță Zips, adică vom avea 


i21 
R—grad(p:--92- -..--92)- 
5 14, Atrae(ia newtonianá. Potential. Dacă punctul А (a, b, с}. de 
masă, m, este centrul atractiv şi Р(х, у, 2) este punctul atras, de masă 
m 


egală cu unitatea, forța de atracție avînd forma F= — 73 p se numeşte forță 
я 


» DE 


» 
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de atracție gravitațională sau newtoniană 1. De aceasta ne vom ocupa în 
mod special la cap. XIX 
Ea derivă dintr-o funcție de forță 


фа", үа) (у 09) (20), (16.49) 


Y 


presupunind coeficientul de atracţie universală egal cu unitatea (/=1). 


Funcţia ọ corespunzătoare atracției newtoniene se mai numeşte și 
potential. 


Dacă punctul atras ar avea masa m se înțelege că ar trebui înmulțit 
potențialul o cu m pentru a obține funcția de forță а atracției. Vom 
avea deci 


F=m grad o. (16.50) 
Funcția q satisface ecuația lui Laplace 


= „die die 
Ae tay pai 0 
ceea ce se poate verifica printreun calcul foarte simplu. 
În cazul mai multor centre atractive А, А, ..., 44, de mase res- 


pectiv Ma, Mo, ..., Mn, potenţialul corespunzător va avea forma 
р (trema t, дүр, i12; sn (16.51) 
Үү Yn i 


astfel încît cîmpul F al atracției newtoniene, corespunzător masei m, va fi 
determinat de relația 


F=m grade — 
unde o ia valoarea (16.51). 


Funcţia o definită de relația (16.51) satisface de asemenea ecuaţia 
lui Laplace 


Ap=0. 


_ § 15. Continuum atractiv. Să considerăm o masă atractivă distribuită 
continuu în spațiu si ocupînd o porţiune finită a spațiului de volum V. 
Vom presupune deocamdată că punctul atras este exterior volumului V. 
Atunci suma (16.51) care dă potențialul ф se transformă într-o integrală 


__C dm 

ф== ИРЕЙ, 
Am însemnat cu dm masa unui element de volum dr din V și cu y dis- 
бапа AP, unde P este punctul atras, de coordonate х, y, 2, iar A punctul 
de coordonate a, b, с, în jurul căruia s-a luat elementul de volum atrac- 


4) 1 S-a presupus cá unitățile de măsură sînt așa fel alese încît constanta universală f de 
atracţie gravitaţională are valoarea egală cu unitatea, 


£y 


S 


ea 


MM M € ——M 
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tiv dr. Dacă presupunem că 
` ё 5 1 Cà u este masa specifică ; 

: x | asa specific? est ele 

volum, în punctul A, vom putea scrie pe cati Acte 


5 i : dm-yuds 
ŞI deci 


Ф | em ү?" 
m, (16.52) 

is a AN " - ^ia [i i13 TT 
presupunind că p/r este funcție (integrabilă) de poziția punctului A în V 
adică de variabilele a, b, c. l'inind seama de formula 


'=V(a— x)3-L 2 7)2 

Уа) (у (227, 
rezultă pentru cimpul F (=grad 9) al atracției exercitată de materia din V 
asupra unui punct P(x, y, 2) de masă egală cu unitatea $i situată în exte- 


riorul volumului V, următoarele proiecţii Fz, Fy, Fape axele de coordonate 


AN CU CELESTE 

d Jyr Ма 

=% ( о удас TE 
Lye As udr (16.53) 


Regula de derivare sub semnul integralei se aplică fără nici o rezervă 


atît timp cît punctul atras P nu se află în interiorul volumului V. De 
altfel, în cazul cînd P este exterior volumului V, funcția o însăşi este 


derivabilă. Se poate verifica imediat că ea satisface ecuația lui Laplace 


Caz particular: atractia unei sfere. Să presupunem că masa atractivă este distri Í 
omogen pe suprafața unei sfere de rază R. Raportată la un sistem de axe cu originea în 
centrul ei, ecuația sferei va fi 


a?+b?+e?= R? 


a, b, c, fiind coordonatele unui punct curent pe sferă. 

Fie x, 0, 0 coordonatele punctului atras P, de masă egală cu unitatea, situat pe 
axa Ox. Ne propunem să găsim potențialul Ф corespunzător, Notind cu p masa spec 
superficială si aplicind considerafiile precedente, se poate serie 


uds 
97) РА 
A fiind unu punet curent pe sferă (fig. 16.7), iar PA distanța dintre cele două puncte 
si P. Integrala este extinsă la toată suprafaţa sferei, Presupunem că elementul de supralață 
dS este aria unei zone sferice foarte înguste de înălțime da, Ox fiind axa ei de simetrie 


Aria acestei zone 45 va 11 4 
45 2n Ada 


Pe de altă parte, avem 


/ 


J 


j 
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Introdueind aceste valori în expresia lui Ф, se obţine 


TR da 
-2 
9 Ruj ^ n тшу 


Integrala se efectuează imediat si este egală cu 
BR 4 
= —-(В'Р—ВР). 


— LV REF rax 
2 -R X 


Se disting douà cazuri: 2R 
1°, y» В, deci B'P— Вр —2R; în acest caz integrala devine egală cu E 


2°, OC x — R, deci B'P—BP-— —(R--5)--R—*- —2x; în acest caz integrala devine 
2x 
egalá cu sima 


Asadar, rezultá 
Ar К?р, 
27 


p= pentru > R (exterior) 


și 
Q—4rRy pentru 0Sz<R (interior) sau, 
„notând cu М masa 4r: R?y a sferei, 


p=% pentru x— R 


=% pentru 0б<х<Ё. 


Aceste formule arată că atracţia newtonianá a unei sfere omogene, goale, este egală cu 
atracţia centrului în care s-ar concentra toată masa sferei dacă punctul atras se află în exte- 
riorul sferei şi este egală cu zero dacă punctul se află în interiorul sferei. 

Cunoscînd pe o, se poate deduce forţa de atracţie 


F=grad g 


fie că punctul atras se află în exteriorul sferei atractive, fie că el s-ar găsi în interiorul ei, 
deoarece în ambele cazuri punctul atras se găseşte în exteriorul mediului continuu atractiv, 


acesta fiind distribuit pe suprafața sferei. Rezultă că forța de atracție F are proiecţiile pe 


M 
axe za, 0, 0 în cazul x> R si 0, 0, 0 în cazul Oxzx c R. 


n la 


Așadar, atracția gravitațională a unei sfere, be care materia esie distribuită omoge: 
suprafața ei, asupra unui punct material este egală cu atracția centrului sferei în care s-ar con- 
centra toată masa acesteia, dacă punctul atras se află în exteriorul 
sferei si este egală cu zero dacă punctul se află în interiorul sferei. 


De la acest caz se poate trece ușor la o sferă plină; n-am 
avea decit să considerăm sfera ca fiind compusă dintr-un număr 
foarte mare de straturi sferice, concentrice, foarte subțiri. 


Rezultă astfel următoarea teoremă: atracția newloniand a 
unei sfere pline, omogene, asupra unui punci situat la distanța х 
de centrul ei este egală cu atracția unui punct aşezat în centrul ei, 
unde ar Ji concentrată toată masa atractivă cuprinsă în interiorul 
unei sfere concentrice de vază egală си x, 

Cu alte cuvinte, dacă punctul P s-ar afla în interiorul sferei 
de rază R (fig, 16.8) atunci паза sferei de rază x-—OP exercită o Fie. 168 
atracție asupra lui P. IR, 195 

Se remarcă de altfel că nu este nevole ca sfera atractivă | wA. rue е 
să fie omogenă pentru ca teorema să subsiste, ci ar putea fi constituită si din straturi conce 
trice omogene, i Sr i 

Observaţie. Forfa:de atracţie în Р, în cazul cînd punctul atras Е зе NE. A 
interiorul unei sfere omogene, este tot gradientul potenţialului respectiv $ calculat пи 
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inainte, Într-adevăr, dacă w este di 
: 3 в VN este distan N T. 
forța de atractie Fe va aven expla {а punctului P Ia centru, P fiind situat pe аха Ох, 
Eu My 
cl ү (16.54) 


unde s-a notat cu Ma masa sferei de талй X. Vom avea decl 


г 4614 
Factus. (16.54) 


Pe de altă parte, conform celor stabilite, potenţialul 9 va fi alcătuit din două părți: o 


Ma 
зате ——, corespunz "6 sferei de raz /. al ? " 
pe ri punzütoare sferei de rază x, şi alta egală cu integrala 


Ar (95 dë 


corespunzătoare masei cuprinse între sferele de rază x $i de rază R, deoarece potenţialul 
stratului de rază Е şi de grosime dE va fi egal cu 


M 4 ad 
=> = HEUS any Ed E. 


Rezultă deci ! 
4 3 2 
Ф g rua? Any (R*— y?) -2ny R?— тра". (16.55) 


Comparind cele două valori obținute pentru Ф și Fy, se deduce 


rezultind că F este grad o. 

Demonstrația aceasta convine, cu mici modificări, si cazului mai general cînd sfera ar 
fi alcătuită din straturi concentrice omogene. 

Aplicaţie. Să presupunem că sfera materială considerată reprezintă Pámintul, 
pe care-l vom considera format din straturi concentrice omogene, pentru a ne situa în condi- 
{11е teoremei precedente. De altfel, ipoteza aceasta se potriveşte si cu constituția probabilă 
a Pămîntului, 

Conform celor demonstrate, Pămîntul atrage punctul exterior P de masă egală cu 
unitatea ca şi cum toată masa lui iar fi concentrată în centrul său О. Forţa de atracție va 
avea deci valoarea 


9 
сл 
Ф 


F= 


M fiind masa Pămîntului, iar x distanța OP. 
Cazul punctului interior se supune formulelor 
va avea valoarea absolută 


(16.54) (16.547), adică forţa de atracţie 


Formulele (16,56), (16,57) permit să se reprezinte printr-o curbă (fig. 16.9) variația forței F 

în funefie de distanţa # ОР | | , 
Cazul cînd punctul atras Р se află în interiorul volumului atractiv, Vom începe prin 

а arăta că formulele (16.52) şi (16,53) care dau ф şi primele sale derivate au uu seus Vom 


demonstra apoi că şi în acest caz forţa atrăctivă J^ este egală cu grad e 
8 а i 5 
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Pentru prima parte se observă de la început că integrantul Ein cazul lui ф s fu 


cazul primelor derivate ale lui ф | devine infinit de ordinul întîi, respectiv de ordinul al 


doilea, în raport cu 1, pentru y tinzând către zero, Însă elementul de volum dr tinde către 
А zero ca 78, deci integrala tre- { 

buie să rămînă finită, Асеаз- | 

ta se poate stabili riguros 

trecînd de la coordonatele 

carteziene, la coordonatele 

polare cu originea în P (fig. 

16.10) 


a—x=r cos Ч) cos 0 
b— yr cos ф sin 0 
c—z=r sin (d. 

; S-a notat cu 0 unghiul 
4PA', А’ fiind proiecția lui A 
pe planul zOy, iar cu d un- 
ghiul razei vectoare PA сп 


planul хОу. Elementul dS de 
suprafață pe sfera de rază у este 


dS=r? cos ф 40 dy, - (16.58) 


Fig. 169 


astfel încît elementul de volum (un paralelipiped cu baza 45 şi cu înălțimea dr) va avea 


expresia 
dc—7? cos ф 40 аа». (16.59) 
Ki | 
} 


Integralele care dau valorile (16.52) şi (16.53) ale funcțiilor p, Fa, Fy şi Fz devin 
= pur cos 4 dð dy ar | 


Feu cos? ф cos 0 dO dy dy 


i (16.60) 
Fy=f pu cos? ф sin 0 dO dy dr 


Р.={ usin ф cos фаб dy dr. 


Cum integrantul a devenit finit prin 
această schimbare de variabile și cum volumul V 
este de asemenea finit, rezultă că expresiile 
(16.52) si (16.53) au sens. 

Vom demonstra acum cá expresiile (16.53) 
reprezintă efectiv derivatele expresiei (16.59) Fie. 16.10 
şi în cazul cînd punctul atras P se află in A ut 
interiorul masei atractive. În acest scop vom : 
detașa din volumul V un mic volum sferic V4, de centru P, astfel încît volumul V să fie 
alcătuit din volumul V, al acestei sfere plus volumul V, al restului. Atracția exercitată asupra 


|| | punctului de masă unitate așezat in P va fi egală cu atracţia F, exercitată de masa atrac- 
| ! tivă din volumul V plus atracţia F, dator tă masei atractive din Vi. 

t Se efectuează cn indicele „1“ toate cele patru mărimi Q, Fa, Еу, Fa relative la volumul 
V, şi cu indicele .2" cele referitoare la volumul Va. Se va nota, pentru prescurtare, cu G 
oricare dintre cele patru mărimi, Rezultă 


G-G,-G,. 
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Pentru volumul Vi, mărimea 


udr 
Фу s ~y | este evident pozitivă 


Vi 
1 
| po TS 0 
n” 


Folosind expresia în coordonate polate ( 
de Я 
Taj ur cos y d0 dy dr< f ur cos Y dO dy dr< 2r? um f. ийи — 272 2 
Lon Vi Yi v 


unde um este valoarea m 
grala considerată 


16.59) a elementului ат, rezultă 


aximă a masei specifice u în V, şi e taza. sferei Vi. Rezultă că inte- 


f udr 
E, 
VAR 
care trebuie să reprezinte contribuția o, a masei din V, la valoarea potenţialului o, tinde spre 
zero о dată cu raza e a sferei V.. 


mod analog se arată că integralele din (16.53) extinse la V, tind spre zero o dată cu e 


lim G,=0. 


(16.61) 
Dar G=G,+G,, iar la limită G—lim б»; în particular ọ=lim g,. Vom deduce 
дф. dea 
Sardinia > (16.62) 
deoarece relația Ф=Ф, Ф, se menține tot timpul, iar lim д о, Relaţia (16.62) se mai 
i A 
poate scrie @2 а. lim Fa 
ox 
Si cum lim Fa=Fa rezultă cá 
0 
L——EF.. 
dz ^7 


în raport cu y şi z, se ajunge la concluzia că 
F=grad e 
şi pentru un punct situat în interiorul masei atractive. 


Procedind în mod similar cu derivatele lui 9, 


$ 16. Caleulul divergentei veetorului F. Ecuatia lui Laplace. Eeuatia 
lui Poisson. Fie din nou vectorul F definit prin proiecţiile sale pe axe 
Ех, Еу, Fa, in cazul general; să calculăm scalarul div F 


div == ӘР ӘР. дю, de, d 

da ! ду | дг Qai! yi ge 
Se disting douá cazuri: 1?, cind punctul atras B este exterior masei 
atractive si 2°, cînd punctul P este interior acestei mase. e eA ași 
1°, P exterior masei atractive. Expresiile derivatelor se obțin fără nici 


о dificultate 
dDFr_ de {С m) | 1 
da ож fl be! zi Jude 
| ! - у | м aa 
9л, де f Ё (b—y? 1 luds Е 
0» 07° pU rn 5 | 


y 7g 7 Ju [aa] uds. 
\2 02% pl „d Bl * 


» 
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ÎN na tat a 


———O  '—— аа. 
—— 


Sumind, rezultă 


icc e de d'p do. () 
div F oui | Qi TN ) 


adică potenţialul satisface în acest caz ecuația lui Laplace 


дф, д%ф_ m д°Ф 
Qi "оу? TN 


care se mai serie si sub forma vectorială 
VVes Viso 
A9=0 


sau încă 


RE uis Е ; і 1 
3 Q - TY far i x 
А = = z liind un operator diferenţial de ordinul al doilea 


(operatorul lui Laplace). 
9» P interior masei atractive. În acest caz, folosind din nou volu- 
mele V, şi V4 avem F= FF, şi deci div F=div F,--div E. Cum însă 


CRIME atras P este exterior volumului V. , avem div F,=0 si deci div F= 
—lim div F. 


În analiza matematică se demonstrează formula lim div F,— —4my, 
astfel că se poate serie div F— —4ny. sau 
Аф=—4тф. (16.64) 


Ecuația (16.64) astfel obținută este ecuația lui Poisson. Demonstrația 
ei generală (pentru и. continuu) depăşeşte cadrul prezentei cărți. Dăm numai 


verificarea în cazul unei sfere omogene. În acest caz particular expresia 
potențialului [formula (16.55)] va fi 


9=2muR2—2 ти??. 


Am înlocuit pe x? prin z?(—x?--y?-I-2?). Rezultă 


= TUA $ nuy, ае 
de unde rezultă 
Aq — — fru: 
б 


Aplicaţii. 1. Un lanț omogen 
de lungime 7 şi greutate unitară p kgí/m 
este ridicat de pe planul orizontal AB pe 
planul inclinat BC (fig. 16.11). Sá se de- 
termine lucrul mecanic cheltuit, coeficien- 
tul de frecare dintre lanț şi planele 4B şi 


px BC fiind p. 
ў pfi-n Forfele de frecare siut Б, — u^: cos o. 
Fig. 16.11 Fy-sup(l— x), Lucrul mecanic elementar 
ig. 16. 


pentru deplasarea dx este 


NO] IUNI NTRODUCT VE N 
TIVE [ 
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dL- —pa sin ойх ра cos xdy—up (ау ; 
integrare de la 0 la 7 ub (ada, iar lucrul mecanic total se obține prin 
TL LE 
Ls um (sin g- H cos а-и). 


Anulind frecarea (u=0) se obtine 


s ja 
L= -2 sin y= —Pt 
: en 
în care P=plşi 6-5 in &— cota centrului de greu- 


tate al lanțului adus pe planul inclinat ВС. 


ires 
оаа 


1 
) 
\ 
l] 
l 
1 
I 


Fig. 16.12 


Fig. 16.13 

2. Să se determine energia cinetică a unui motor, cu piston (fig. 16.12). 

Motorul se compune din trei ansambluri: 

a) ansamblul pieselor cu mişcare de translație compuse din piston, tija pistonului 


5 MU а 1 
şi capul de cruce, care are energia cinetică Eie Mwg, unde M, este masa tuturor acestor 


piese în translație, iar ов este viteza piciorului B al bielei АВ; 
д XE eee н eg A 1 - - 
b) biela AB care are o mișcare planási a cărei energie cinetică este E,— э Jie; unde fy 


este momentul de inerție al bielei față de centrul instantaneu de rotație I, iar œ; este viteza 
unghiulară instantanee în rotația bielei în jurul lui 7; 
с) ansamblul format din manivela 40 şi arborele motor О, rotindu-se cu viteza unghiu- 


= 1 A d : : 
lară o, are energia cinetică E,—  [90?, în care Jo este momentul de inerție al acestor piese 
în raport cu axa О. 2‹ 

Energia cinetică totală a motorului este 


1 AT aun Al г 
Е=Е, +E, +E; = Ma + 3 9i + D 1%. 
Y К IB | 
Din relaţia v 4—or— o4£:14A rezultă агт ©, dar vpg—IBoi—, ro. 
Se obtine ТВ%? ya ; 
; E= р [м Л ҮЙ} |e* 
2 ІА? ZA? 1 


3. Un punct material M de masă m, se află la înălțimea y deasupra plimintului. Să 
se arate care sînt energia cinetică E, energia potenţială Ep si energia mecanică Em in punc- 
tele A, B, C (fig. 16.13) şi să se verifice principiul conservării si transformării energiei 


În punctul 4; Е=0; Ep=mgy; Ет= "У 


În punctul B; E - m(V2gy)*mgy; Ер=0; Em=mgy 
În punctul C; nr m(V 2gy,)? mgy,; Ep = mgys 


Eq ze mgy, V mgy, mgy. 


DINAMICA PUNCTULUI MATERIAL 


XVII, ECUATHLE MIȘCĂRII PUNCTULUI MATERIAL. 
TEOREME GENERALE 


e 


$ 1, Generalităţi, Dinamica este acea parte a mecanicii generale care 
studiază mişcarea mecanică a corpurilor materiale, în legătură cu forțele 
care acționează asupra acestora. Atunci cînd corpurile materiale sînt reduse 
la puncte materiale ale căror dimensiuni pot fi neglijate fără a influența 
calculele, studiile corespunzătoare se consideră ca făcînd parte din dinamica 
punctului material. 

Bazele dinamicii au fost puse de Galilei și de Newton. Lagrange este 
acela care le-a exprimat analitic aproape sub forma actuală. 

Contribuții importante în acest domeniu au adus Hamilton, Jacobi, 
Ceaplighin, Mescerski și alții. 

Problema directă din dinamica punctului material cere să se găsească 
mișcarea punctului, cînd se cunosc forțele care acționează asupra lui. 

Din cinematică se ştie că a cunoaște mișcarea unui punct material, 
înseamnă a cunoaște expresia vectorului său de poziţie 7, ca funcție vec- 
torială de timp 


75. (17.1) 


Se spune că forța F care lucrează asupra punctului material este cunos-. 


cută atunci cînd se cunoaște expresia vectorului F ca funcție vectorială de 
timp, de poziția (7) şi de viteza (r) corespunzătoare punctului material 


F=F(t, 7,7). (17.2) 


Această problemă se rezolvă pornind de la ecuația fundamentală а 


dinamicii 
mr-FUr, 7), (17.3) 


exprimînd accelerația aa punctului material cu ajutorul derivatei a doua r 
a vectorului său de poziție în raport cu timpul. А . 

Se vede cá relația (17.3) este o ecuație diferențială vectorială, in care 
funcția vectorială necunoscută este r(t). Problema directă se rezolvă deci 
integrînd ecuația (17.3). 

Problema inversă din dinamica punctului material cere să se 


; А ; z 3 ч scută 
forța care provoacă mișcarea punctului material presupun nd SE A 
ut mate- 


mișcarea acestuia, adică se cunoaște vectorul de poziție al punctu x 
fortà P. 


rial ca funcție vectorială de timp 7(/) şi se cere să se determine vectorul 


găsească 


'ale w, 
forta 
lE reds. 
flue 
dinam; : 


Пов ьч 
Ange б 


‚ Jacobi 
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Ca şi problema precedentă, aceasta se rezolvă tot cu ajutorul ecuaţiei 


(17.3). Derivind de două ori funcţia 7 (t) în raport cu timpul şi calculînd 
valorile numerice corespunzătoare unui moment / din timpul mişcării, ale 


proiecţiilor vectorului r(t), găsim valorile numerice ale proiecțiilor vec- 
torului F, corespunzătoare acelui moment. Din punct de vedere numeric, 
se poate spune așadar că problema inversă ате o soluție unică [evident 


că această afirmaţie este valabilă numai atunci cînd proiecţiile lui 7(/) sînt 
funcții uniforme de t]. Funcţia vectorială F nu este însă univoc determi- 
natá; aceasta se recunoaște dacă avem în vedere faptul că în expresia for- 


fei F ca funcție de timp se poate înlocui # în parte sau total, în funcţie 


de proiecţiile vectorilor 7 şi 7. Deoarece funcţii F de structură diferită, repre- 
zintă forțe de proveniență fizică diferită, putem spune că în problema inversă 
numai determinarea numerică a forței este unică, ре cînd determinarea 
naturii forței care provoacă mișcarea nu poate fi făcută. 


În cazul problemei directe, lucrurile se petrec altfel; vom vedea în 
cele ce urmează cá, în anumite condiții (care sînt aproape întotdeauna 
îndeplinite în problemele tehnice), ecuaţia diferențială. (17.3) are o soluție 
şi numai una. 


$ 2. Ecuațiile diferențiale ale mișcării punctului material. De cele mai 
multe ori se recurge la sistemul de ecuații de proiecții, echivalent cu (17.3) 


mx—F(; х,у,л; x, y) | 
my—Fyt; х,у; х,у) et (17.4) 
mz—F.t x,y,z; х,у,2). | 


Acestea sînt ecuațiile diferențiale ale mișcării punctului material. 
Ele reprezintă un sistem de ecuații diferențiale de ordinul al doilea în 
care funcţiile necunoscute sînt x(/), y(t), z(t), adică tocmai coordonatele 
punctului material a cărui mişcare o studiem, în funcție de timpul £. 


§ 3. Integrala generală a ecuațiilor diferențiale ale mișcării. Deter- 
minarea constantelor de integrare prin condiţii inițiale. În teoria ecuațiilor 
diferențiale se demonstrează că dacă funcțiile Fz, Еу, Fz aparțin unui соп- 
tinuu derivabil de ordinul întîi în raport cu toate argumentele indicate 
— adică aparțin clasei C, — atunci ecuaţiile (17.4) posedă într-un anumit 
interval (/,,/) un sistem de soluţii și numai unul în x(), y(t), 2(4), asa fel 


ca acestea să se reducă la хе, Yo» Zo pentru =t iar derivatele lor (2), 
Y(t), z(t) să se reducă la x, Yo» Zo, pentru £—4,, mărimile хо, Vor Ta Vos Уо, 
22» putînd fi alese arbitrar (teorema Cauchy-Kovalevskaia). Cu alte cuvinte, 
în condiţiile menționate, sistemul de ecuaţii (17.4) admite un sistem unic 
de soluţii, funcții de timpul /, 


СЕО) | 


у=у(!‚, Сү, Cy, ..., Ca) (17.5) 
z=z(t, Сү, Co sea С) | 
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unde C4, Co =o 6, reprezintá sase constante arbitrare care fin locul mări- 
milot хо, Yy 20) Xo Jo žo, , j Ren | 
Relaţiile (17.5) reprezintă integrala generală a condiţiilor mişcării. 
Mărimile xy, Yo Zo Xo Yo Zo Pot juca un rol fizic important deoarece 
ele reprezintă coordonatele poziţiei punctului la momentul /—/, $i com- 
ponentele vitezei în acel moment. Dacă momentul /=/g este chiar momentul 
în care începe mișcarea, adică dacă /, reprezintă momentul îmițial, atunci 


aceste mărimi dau poza inițială а punctului şi viteza sa imihială. 
Ele constituie împreună condițiile inițiale ale problemei. De multe 


ori constantele C; (i=1, 2, ..., 6) nu sint chiar mărimile х0, yg, Zo, (x)g, 
(Mo (2o; acestea din urmă se vor putea însă determina din ecuațiile 


Xa tlto Ci o Co): 


Уо= (бо, Су, = Ce): 
(Са Са) 


(= 27 (£9) (17.6) 
9) @=&) 
Qz 


deduse din (17.5). De obicei se ia /,—0, ceea ce simplificá de multe ori 
calculele. 

Pentru dinamica punctului material, faptul cá functiile (17.5) verificá 
sistemul (17.4), oricare ar fi valorile numerice ale constantelor de integrare 
C, (0—1, 2,...,6), are mare însemnătate, deoarece intemeindu-ne pe el, 
putem afirma cá un acelaşi punct material, acționat de o aceeași forță, 
se poate mișca în diferite moduri. Într-adevăr, deoarece funcțiile (17.5) 
reprezintă coordonatele punctului material, recunoaștem că de fiecare dată 
cînd constantele C; vor avea alte valori, punctul material se va mişca 
intr-alt mod. j 

Faptul acesta are importanță în dinamica- punctului material. Prin 
condițiile (17.6) se determină una din mişcările pe care le poate efectua 
punctul material, cînd este acționat de o forță dată. Interpretînd condi- 
fiile (17.6) din punct de vedere mecanic, se vede cá ele impun punc- 
tului material să se afle la momentul /—4, în poziția determinată prin coor- 
donatele xy, Уо, Zo Şi să aibă în acel punct viteza Jọ, determinată prin 
proiecţiile ei (х), (y)o, -(2)o. 

" Așadar, se poate spune, că dacă funcţiile din partea dreaptă a ecua- 
țiilor (17,4) îndeplinesc condiţiile iniţiale menționate, acestea determină 
în mod univoc mișcarea punctului material, 

Observație, Este important de remarcat faptul că s-ar putea ivi cazuri cînd 
funcţiile din partea dreaptă a ecuațiilor (17.4) nu îndeplinesc condiţiile teoremei Cauchy-Ko- 
valevskaia; atunci se poate întîmpla ca această soluție să nu шаі fie unică, 

Teoria ecuațiilor diferențiale nu dă decît condiții suficiente, atît pentru existența 
cît şi pentru unicitatea soluţiei care îndeplineşte condiţiile (17.6). De aceea uu se pot ior 
mula criterii precise pentru discriminarea ecuaţiilor admisibile din punct de vedere fizic de 


етй 


CAI Nas 
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Yi pagus inadmisibile, pe motivul existenței si unicității soluţiei. Este evident că dacă un sistem 

бу, | de ecuaţii diferențiale, de tipul celor care intervin în problemele de mecanică, nu admite 

s \, nici o soluție, fizicianul va fi îndreptăţit a trage concluzia că legea, cîmpului de forțe, care 

| t condus MEE Seres de ecuații, nu este cea reală, Ce se va putea spune însă, 

a despre un sistem de ecuaţii diferenţiale, care admi Е ii lepli А 
ТМ ање (17.9) { admite mai pak soluții ce îndeplinesc con 


| ' Unii autori! afirmă că astfel d i intá nici i i 
Nt e cazuti nu prezintă nici un interes practic, fapt care îi 
îndreptățește să le înlăture în mod sistematic. Е " P 


К T „Profesorul V. Vâlcovici arată? că pentru o largă clasă de fenomene mecanice, pentru 
бы care sistemul de ecuaţii diferențiale ale mișcării admite mai multe soluţii, aplicarea ргіп- 
|; cipiului inertiei face posibilă alegerea soluţiei care convine ptoblemei în realitate, 

iil Pentru a ilustra aceasta se consideră următoarea problemă: să se determine mișcarea 


pe axa Ox a punctului P de masă egală cu unitatea gi situat în cîmpul де forțe (ре аха Oz) 


exprimat prin legea F 63, presupunind că la momentul initial /=0, mobilul se află în origine 
(а= 0) fără viteză iniţială. 
J. Chazy! ocupindu-se de această problemă, găsește trei soluţii diferite şi anume: 


4—0, х= — 13, 4—18, (17.7) 
În realitate problema admite o infinitate de soluţii în intervalul {= [0, T], T fiind 
(na un număr oarecare pozitiv, anume 
(0) =0 pentru 0+4 (17.8) 
X(t) = -E(£— 4)? pentru î> 4, (17.9) 
unde /, este un număr arbitrar situat in intervalul [0, T] 
0x^«T. d 
multe u Dintre toate aceste solutii, insí, numai solutia (17.8) satisface in tot intervalul [0, T] 


legea intiia a lui Newton (legea inerfiei). Într-adevăr, punctul material aşezat în poziția 
х=0, cu viteza 0=0 în momentul /—0, va rămîne permanent în această poziție în virtutea 
principiului inerţiei, deoarece nu intervine nici o forţă care să-l silească a-și schimba starea. | 
În cazul considerat, forţa aplicată avînd expresia 6x Їз este nulă, atît timp cît mobilul se află 
în poziția +=0, așa că mobilul va rămîne tot timpul în starea sa de repaus. Dedncem că, 
easi fort din infinitatea de soluţii (17.9), una singură satisface principiul inertiei, anume aceea pe 
SES ne care o vom obţine din (17.9) făcînd /4,— T. Se înțelege cá demonstrația aceasta eliminá orice 
tile Vn altă soluție afară de х=0, pentru t= [0,T], fie cá acea soluție ar fi cuprinsă în formula 
} (17.9), fie că nu ат fi cuprinsă. 

“Cu aceste precizări vom trece la studiul proprietăților generale privind mișcarea unui 
punct material. Ele se referă la variația în timpul mișcării a celor trei mărimi mecanice impor- 
tante: impulsul, momentul cinetic si energia cinetică. 


$ 4. Teorema impulsului. După cum s-a arătat la cap. XVI, $ 1, se 
numeşte impuls al unui punct material P, de masă m, vectorul H, aplicat 

în P şi definit de relația 
H=mo. (17.10) 


Teorema impulsului stabileşte variația vectorului Н în timpul miş- 
cării punctului material P. Pentru a demonstra această teoremă, se observă 
mai întîi că ecuaţia fundamentală a dinamicii poate fi scrisă sub forma 


Ж f "QUU (17.11) 


1 Vezi de pildă, J; C h a z y, Cours de Mécanique rationelle, ей, IT, Paris, 1914. 

2 Buletinul Științific al Academiei R,P,R,, Secţiunea de Științe Matematice si Fizice, 
vol, III, nr, 3, 1951. 
Loc, cit,, р, 72—78. 
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dacă se exprimă accelerația punctului cu ajutorul derivatei vitezei sale, 
1n al doilea rînd, finind seama de faptul că masa punctului material este 
constantă, se observă că ecuaţia (17.11) mai poate fi scrisă și sub forma, 


á d'm) a 
P Uum P (17.12) 
sau încă М 


Relaţia (17.13) exprimă teorema impulsului: derivata impulsului іп 
raport cu timpul este egală cu forla, în fiecare moment, în timpul mişcării. 


Relația (17.13), poate servi și la justificarea denumirii de impuls dată lui H. Într-adevăr, 
dacă ne gindim la înţelesul cuvîntului impuls, în vorbirea curentă, recunoaștem cá sîntem 
depringi a spune că un punct material primeşte un impuls atunci cînd, în repaus fiind, începe 


să sufere acțiunea unei forte F, a cărei intensitate este foarte mare, durata т a intervalului 
de timp cit acționează forța fiind însă scurtă. Dacă se presupune că în acest interval de timp 7, 
viteza punctului material variază conform ecuației fundamentale a dinamicii (91 experiența 
arată că sintem îndreptățiți a face o asemenea ipoteză), adică dacă se presupune că relația 
(17.13) este valabilă în tot intervalul 7, atunci înmulțind ambele părți ale acestei relații 
cu dt, integrind apoi pe intervalul de timp 0/7 şi tinind seama de faptul că în momentul 


cînd începe să acționeze forța F, punctul material se găseşte în repaus, se obţine relația 


H- f; Fat. (17.14) 

Ea mai poate fi scrisă şi sub forma 
H-F (17.15) 
dacă se presupune (ceea ce sîntem îndreptăţiți a face aproape întotdeauna, dat fiind ordinul 


de mărime redus а lui т) că pe tot intervalul de timp cît durează acțiunea forței Р asupra 
punctului material, direcţia, sensul și intensitatea ei, sînt mereu aceleași. În mecanică, 


integrala din partea dreaptă a relației (17.14), sau expresia Ет, care este echivalentă cu ea 


în cazul cînd sîntem îndreptăţiţi a considera vectorul F ca fiind constant, se numeşte 
impuls. Сіпа т este foarte mic, acest vector se mai poate numi percuție. Sîntem indreptátiti 
așadar, să numim impuls vectorul ff, întrucît conform relaţiei (17.14) el este egal cu vec- 


os 
torul f Fa care are această denumire. Pentru a evita eventualele confuzii, se obișnuiește 

a se numi impuls vectorul Н, păstrînd denumirea de percusiune pentru integrala f; Fat. 
„Se observă din relaţia de definiţie (17.10) a impulsului, că ecuația 

sa dimensională este 

[Н ]- MLT3 (17.16) 
$ 5. Teorema momentului cinetic. Asa cum s-a arătat la сар. XVI, Ў 2, 

se numește moment cinetic în raport cu un punct fix O! expresia 
Ko=rxmy (17.17) 


unde у este vectorul de poziție față de О, corespunzător punctului material 
al cărui impuls este mw. 


1 Printr-un punct fix trebuie înțeles un punct imobil faţă de uu reper inerţial în 
general, cind se afirmă că o axă, un plan etc, sînt fixe se înţelege că ele siut imobile față de 
un reper inerţial, 


————— 
mm À————— M 
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ds Il "TU А 
Uneori în loc de Ko se scrie simplu Ё 
2 LT L — 
Tu € У ariazà [i Să! і 
; Pent а vedea Cum variază K în timpul mișcării punctului mate- 
rial, inmulfim vectorial Ја sti 


^ SAC 3 uga cu 7, ambele părți ale ecuatia fundas 
tale a dinamicii. Găsim relația ў părți ale ecuaţiei fundamen- 


rxmr=7x F. 


Avînd în vedere relațiile (17.18) 
у=, 7х®—=0 
putem scrie 
7xmr= E (rx mv). 
Rezultá cá ecuafia (17.18) poate fi scrisă sub forma 
i (rx mv) 2r x F 
sau încă, tinind seama de (17.17), 
K—rxF. (17.19) 


Aceastá relatie exprimá teorema variației momentului cinetic: deri- 
vata în raport cu timpul a momentului impulsului faţă de un punct fix O este 


egală, în fiecare moment din timpul mișcării, cu momentul forței față de ace- 
lagi punct O. 


ntocmai ca ecuația (17.13) prin care se exprimă teorema impulsului, 
ecuația (17.19) poate da trei ecuații scalare prin proiectarea ei pe axele 
triedrului de referință. 


Dacă notăm cu z, y, z coordonatele punctului material P (fig. 17.1), cu х, y, z şi 
cu X, Y, Z proiecţiile vitezei și ale forței pe axele reperului, găsim ecuația 


E [n(xy—yx)]—xY—»x. (17.20) 


Pentru a interpreta din punctul de vedere al mecanicii aceastá relatie, este necesar sá 


cunoaștem semnificația expresiei (xy— ya). Se observá in primul rind cá ea reprezintă pro~ 

iecția pe Oz a momentului în raport cu О, alvitezeiv' cu care se deplasează Р“, proiecția 

lui P pe planul хОу Pan d sl 
y'x v'—h(xy—yx). (17.21) 


În al doilea rînd, introducînd un sistem de coordonate polare (r^, 0), fati de care 
coordonatele lui P' au expresiile 


x=r'cos 0;  y=r'sin 0 
se găsește imediat, calculind derivatele + $i y 
ay—yx- drd 
вац încă, notínd cu Ngy viteza areolară a lui P' față de polul O, 


#ў—ух=2Оуу. (17.22) 
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Avînd în vedere relația (17.22), ве poate serie (17,21) sub forma 
нхо’ 205. (17.23) 


аа seama de faptul că momentul lui v’ față de, О, proiectat pe Oz, este de fapt 


momentul lui v față de Oz şi avind în vedere сй Oz poate fi о axă oarecare ce trece prin 
punctul fix О, putem enunja cele co urmenzi: momentul cinetio față de o axd А este egal cu 

produsul dintre masa punctului mobil P şi dublul vite- 
401 aveolaro си care se mișcă Р’, proiecția lui P pe un 
plan m normal la A, intersecția dintre plan şi аха ju- 
cînd rolul polului, 

Cu ajutorul acestei proprietăți putem da o' 
interpretare reluției (17.20), Într-adevăr, această re- 
lajie exprimă o proprietate a mișcării pe care o 
execută, o dată cu punctul P, proiecția sa Р’, con- 
sideratá ca un punct material care at avea aceeași 
masă m ca și P și ar fi supus acţiunii unei forțe 
reprezentată prin vectorul F'/, proiecția lui Р pe 
planul хОу. Legea mișcării lui P’ se găseşte pro- 
iectînd formula fundamentală (17.19) pe planul z0y. 


Aceasta exprimă faptul cá Р” se mișcă întocmai ca şi 
cînd ar avea masa lui P si ar fi acționat de forța F”, 
proiecția lui F pe planul xOy. 
5 Relația (17.20) exprimă următoarea proprietate 
Fig. 17.1 " SU WT? Ee di aa, » 
generală a mișcării proiecției Р“: derivata în raport cu 
timpul a produsului dintre masa m si dublul vitezei 
areolare a punctului Р’ măsurată faţă de un punct fix O din planul mișcării, este egală cu mo- 
mentul forței F' în raport cu același punct fix О. 


$ 6. Teorema torsorului. S-a definit în cap. I, $ 13, noţiunea de tor- 
sor al unui vector alunecător, iar în $ 18 s-a extins această noțiune şi la 
un vector legat. S-a numit fozsorul unui vector, în raport cu un punct 0, 
ansamblul de doi vectori, alcătuit din vectorul însuşi și momentul său față 
de 0. Dacă vectorul este a, torsorul său se reprezintă prin simbolul туз. În cazul 
cînd vectorul a este funcție vectorială de un parametru A, se poate vorbi 
despre derivata în raport cu A а torsorului față de О, corespunzător vecto- 
rului a; ea cuprinde derivata vectorului a şi derivata momentului lui 4 
fafá de О. Cînd parametrul este timpul, derivata în raport cu timpul a 
torsorului vectorului а față de O se poate reprezenta prin simbolul туа. 

Folosind această noțiune, putem cuprinde într-una singură cele două 
teoreme generale demonstrate la paragrafele precedente. Într-adevăr, se 
recunoaște imediat că dacă vom. considera torsorul impulsului Н față de 
Bocu! fix O, vom putea strînge într-una singură relațiile (17.13) si (17.19) 
SCIMIK 


TH mV, (17.24) 


Putem deci enunfa /eorema torsorului în termenii următori: 
ín raport cu timpul a torsorului fată de un punct fix O, corespunzător 


— 


um — 
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sului H, este egală, în Леса 

S 501, /ecaYe moment си t A Л n 

Ў (ie "h^, СИ torsorul fală p 
corespunzător vectorului forţă F. › față de același punct О, 


$ 7. Inte rale prime, T а 1 W 

"md Mice a uem аеш ее În analiza matematică, se numește integra ld pri 1d 
UB eoe entia e, cum este de exemplu sistemul (17 4) orice funcție 

2), 


f ‚ У, 8; X, 2) are 5 educe la p f 
v A у, cate se redu о constantă i respectiv 
cu trei funcții (0), y(t) z(t) sol , cînd înlocuim ех, у, 2, x, I, 2 


; MM jii ale siste :cuati Í і 
tora. Din definitia aceast felt i Maris UR de ecuaţii (17.4) şi cu derivatele aces- 


ftis, y, z; x, y, 2C (17.25) 


ul de ecuaţii 
1 ărți ale relației (17.19) ре 
tegrale prime. Interpretind ecuaţiile de tipul (17.25) 
abili teorema ariilor. Ў 


Proiectind vectorii din (17.19), pe axele de coordonate, rezultă sístemul de ecuații 


d 2148. 
"dr In02—2y)]-»z—2Y 
d FI SA 
dr [m(zx—xz)] —2X х2 (17.26) 


d : : f 
"ar noy -»3]-Y— X... 
ç / 

1G 

C cr 

În partea dreaptă a acestor ecuaţii apar momentele forței F față de axele reperului 

Oxyz. Să presupunem că unul dintre ele, anume momentul forței F în raport cu axa Oz, 
este nul tot timpul cât durează acțiunea forței F asupra punctului material. Aceasta se 


întîmplă dacă axa Oz și suportul forței F sînt coplanare. În acest caz, ecuația a treia din 
sistemul (17.26) devine 


d w E 
di [m(xy— y2)] — 0. 


Se deduce că expresia din paranteza mică este constantă 
жу—ух=С. (17.27) 


Rezultă așadar, că atunci cînd momentul forței F în raport си аха Ог este nul, funcția 
= у ; j i primă a sis 1 ji di iale (17.26), iar ecuația (17.27) 
f—*y—*yx este о integrală primă a sistemului de ecuații diferenția n i 7 
o соон a aceluiași sistem. Тїпїпї seama de relația (17.22) se poate serie (17.27) 
sub forma 


у (17.28) 


dacă notăm cu С, constanta 2. Această nouă formă а relației (17.27) ne arată că punctul Р^ 


din planul zOy, unde se proiectează punctul material P, se mişcă aşa fel, tacit MOS за 
areolară, în raport cu polul O, rămîne constantă, Deoarece orice axă fixă AT poata EAM 
drept axá Oz, iar orice plan II, normal la A, drept plan +Оу, relația (17.2 poate i SN 
mulatá astfel; cînd forja F care acționează un punot material P are momentul nul în хайан 
cu о axă fixă A, proiecția Р' a punctului P, pe ип plan TI normal la A are viteza areolard 
constantă în raport cu polul О, unde A intersectează planul TI, » 

Teorema aceasta este cunoscută în mecanică sub numele de fzorema ariilor, 
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$ 8. Teorema energiei. Asa cum s-a arătat în cap. XVI, $ 10, ener- 
gia cinetică a unui punct material P de masă m, care are viteza 0, este 
dată de relația (16.39) 
дее ТЫ] 
Е = = m°, 


iar lucrul mecanic elementar efectuat de о forță F în intervalul de timp d/ 
este dat de expresia (16.7) 
dL=Fdr 


unde dr reprezintă deplasarea elementară a punctului P (diferenţiala vec- 
torului de poziţie 7 al punctului de aplicaţie al forței F). 
Pentru a stabili variația energiei cinetice a punctului material P 
n timpul mișcării sale, se înmulțește scalar cu dr ecuația fundamentală 
dinamicii, scrisă sub forma (17.12). Se obține astfel 


— d — = — 
ales (mv) —Fdr. (17.29) 
Înlocuind pe dy cu vdi în prima parte a relafiei (17.29) se deduce 
vd (mv) =Făr 
sau 
1 2 
d (2 mv?) —dL, ааг, (17.30) 


ecuație care se mai numește si ecuația energiei şi care se poate enunfa în 
termenii următori: variația energiei cinetice în intervalul de timp dt este egală 
cu lucrul mecanic elementar efectuat în acelaşi interval de timp de către forta 
care acționează asupra punctului material. 

Din această teoremă se vede că variația energiei cinetice corespunde 
totdeauna unui lucru mecanic elementar al forței care produce mișcarea. 
Anume, pentru ca energia cinetică să crească cu o anumită cantitate, este 
necesar un lucru mecanic pozitiv echivalent cu această creştere de energie 
cinetică, ceea ce înseamnă că lucrul mecanic s-a transformat într-o cantitate 
echivalentă de energie cinetică; dimpotrivă, dacă energia cinetică descrește, 
lucrul mecanic corespunzător va fi negativ şi va fi echivalent cu energia 
cinetică cheltuită. 

f Este important să remarcăm faptul că în relația (17.30), prima parte este o diferen- 
[1212 totală exacta, în timp ce partea a doua, este o expresie generală diferențială (Pfaff). 
Sînt cazuri cînd și expresia lucrului mecanic elementar este o diferențială totală exactă. Astfel 


este cazul cînd forţa F admite o funcţie de forță U(x, y, 2) 
X dx-- Y dy--Z а:=а0. (17.31) 


În cap. 1, $ 7 s-au dat exemple de forfe care se pot exprima ca gradientul unor anumite 
funcții scalare: greutatea, forța elastică şi forța de atracție newtonianà, Pentru greutatea С a 
unui punct material de masă m avem 

G=grad (— mega), (17.32) 


relaţie în care g este modulul accelerației ctmpulul gravitațional. 
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De asemenea, alegfnd un slatem de rofe rint cu or 
у T | Bist ' refe ‚ eu originea punct ; j 
serie pentru Torta elastică atractiv н ена ROME pm. dr 


. "NA ] 
— Лу = grad | 0 (®®-|- 8-12) | (17,33) 


unde À este constanta elastică, lar у cato 


vectorul de poziţie, Pentru forța de atracție new- 
toniană, cu centrul atractiv în origine, { 


-f mM - |; mM 


д О = рай = 17.34 
zi TEO (17.34) 
unde f este constanta universală a gravitaţiei, M gi m mase 


on le celor două puncte, iar p este 
versorul lui v, i 


ste utilă observaţia că prin introducerea unei constante aditive, arbitrară, în expresia 
funcţiei de forță U, forţa F nu suferă nici o modificare, 

În sfîrşit, folosind noţiunea de lucru mecanic total, se poate pune în evidență o рто- 
prietate generală a forțelor care derivă dintr-o funcție de forță. Într-adevăr, integrala curbilinie 
din diferenţiala dU a unei funcții U(x, y, z), calculată de-a lungul unui arc de curbă care 
unește punctul P, cu Р,, nu depinde de arcul de curbă ales $i deci, după cum s-a arătat 
în cap. XVI: 

Lucrul mecanic total L(P,, Р») efectuat de o forță care derivă dintr-o funcție de forță 
în intervalul de timp în care punctul ei de aplicație s-a deplasat din P, în Р, пи depinde de 
drumul parcurs, сі numai de poziția punctelor P, și Ps. 


$ 9. Teorema conservării energiei. Să presupunem cá forța F, care 
acționează punctul material P, derivă dintr-o funcție de forță U(x,y,z). 
n cazul acesta ecuaţia (17.30) poate fi scrisă sub forma 


dE=dU 
sau Ре 3 
405—0) =0. (17.35) 
Funcția 
—0(х, y, 2)=V(x, y, 2), (17.36) 


după cum s-a arătat în cap. XVI, $ 11, reprezintă energia potențială a 
punctului material P. эу аб | 

Pentru a ușura înțelegerea sensului fizic al noțiunii de energie poten- 
fialá, putem pune în legătură variația acestei mărimi cu lucrul zecile 
efectuat de forța care acționează asupra punctului material, atunci Sa 
el se deplasează dintr-o poziţie într-alta. Să considerăm în acest scop, familia 
de suprafeţe de nivel definită de ecuația 


U (x,y,z) -U(xi, yo zi) =C: (17.37) 


unde ж, у, 24, sînt coordonatele unui anumit punct P; din Supe ius dome- 
niului de existență (D) al funcţiei U(x, y, 2), Dacă funcția U este Seed, 
prin fiecare punct Ру din (D) trece o singurá suprafafà da nivel, Acest tapt 
iese ușor în evidență pentru exemplele date în paragraful precedent, un: e 
suprafeţele de nivel sînt plane paralele cu planul хОу, iu cazul MPa 
şi sfere concentrice, cu centrul în punctul atractiv, în cazul forței elastice 
și în cazul forței de atracție newtoniană, 
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Fie P, şi P, două poziţii ale punctului material P, situate în domeniu] 


(D). Calculînd lucrul mecanic efectuat de forța F care derivă din funcţia 
de forță U, în timpul deplasării lui P de la P, la P,, găsim 


Іһһ=} dU =U (a, Yas) — О (х,у) Va Va, (17.38) 

(Р,Р,) 
dacă notăm cu V, si V, energia potențială a punctului material P, atunci 
cînd el se găsește pe suprafaţa de nivel care trece prin P,, respectiv prin Р,. 


Relaţia (17.38) exprimă faptul că energia potențială a punctului 
material P, care rămîne constantă cînd punctul se deplasează pe o supra- 
față de nivel (deoarece dU este nul în acest caz), variază cînd punctul mate- 
rial trece de pe o suprafață de nivel pe alta si anume: crește sau des- 
creşte, după cum lucrul mecanic efectuat în timpul deplasării de către 


forța F, care derivă din funcţia de forță U, este negativ sau pozitiv. Variația 
aceasta se poate urmări foarte ușor în cazul exemplelor date în paragraful 
precedent; astfel, energia potențială a punctului material greu creşte cînd 
înălțimea lui deasupra orizontului creşte și reciproc; de asemenea, în cazul 
punctului material atras către un punct fix de o forță elastică sau de o 
forță de atracție newtonianá, energia potențială a punctului crește pe măsură 
ce el se depărtează de centrul atractiv și reciproc. 


Tinind acum seama de (17.36) putem scrie relația (17.35) sub forma 
d(£E+V)=0, 
din care deducem prin integrare, notînd cu C o constantă arbitrară, 
E+V=C. (17.39) 


După cum s-a arătat în сар. ХУІ, $ 12, suma energiei cinetice şi а 
energiei potențiale poartă numele de energie mecanică a punctului material P. 
Relația (17.39) ne permite să enuntám teorema conservării energiei mecanice: 
dacă fortele care lucrează asupra unui punct material derivă dintr-o functie 
de forță (dintr-un potențial) energia mecanică a punctului rămâne constantă 
în tot timpul mişcării. 


Forțele care admit o funcție potenţială se mai numesc şi forțe conservative, deoarece 

păstrează energia mecanică invariabilă. 
fizică mai intervin însă si alte forme de energie, de care, dacă se ţine seama, legea 
conservării energiei devine universală. 

Legea universală a conservării energiei a fost descoperită de marele savant rus Lomo- 
nosoy care, în scrisoarea sa către Euler, in 5 iulie 1748, scria: „Toate schimbările care se 
petrec ín natură sînt de aşa fel încît, atît cât se ia unui corp, se adaugă altuia. Astfel 
dacă undeva se pierde o cantitate de materie, ea se va adăuga în alt loc; cîte ore îmi las 
pentru somn, tot atitea le răpesc timpului de veghe etc. Această lege universală a naturii 
cuprinde și regulile mișcării, deoarece un corp саге mișcă prin forța sa un alt corp, pierde 
atita mișcare cîtă transmite celuilalt care o capătă de la е1“, 

Legea conservării energiei a exercitat şi exercită o influență deosebită asupra dezvol- 
tării științelor naturii și asupra concepției materialiste despre lume. De aceea, vom urmărit 
mai îndeaproape în cele ce urmează cum se manifestă această lege în fenomenele fundamentale 
ale mecanicii, 


1 „Lomonosov“, Ed, Acad, R,P,R,, Bucureşti, 1985, p. 8—9. 
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XVIII. MISCAREA PUNCTULUI MATERIAL 
SUB ACTIUNEA GREUTĂȚII 


ŞI, Misearen punetului material greu, în vid. Fie P un punct mate- 
rial de masă m. SĂ se studieze mișcarea lui într-un loc la suprafața Pămîn- 
tului, Se va presupune deci că singura forță care acţionează asupra punctului 
material este greutatea acestuia G. 

Mişcarea punctului material P se 


ne puuc l va raporta la un triedru invariabil 
legat de Pămînt. Heuatia fundamentală 


a dinamicii este 


ma=G, (18.1) 


Notind cu 7 vectorul de poziţie al punctului material si avînd în vedere 
expresia vectorului G=mg, se poate scrie (18.1) sub forma 
r—g. (18.2) 
Vectorul g poate fi considerat constant în vecinătatea locului unde 
se face experiența, încît integrînd găsim 


21-2 9500.56; (18.3) 


unde C, 51 C, sînt două constante vectoriale de integrare. Pentru determi- 
Ă APE i А е, ратуе 
пагеа lor se vor folosi condițiile inițiale, adică se va presupune că sînt 


cunoscute: vectorul de poziție 7, si viteza. 7, corespunzătoare punctului Р 
în momentul initial 7—0. 


Făcînd /—0 în (18.3) si în expresia derivatei ei în raport cu timpul f, 


=gt+C, (18.4) 
se obține УДЕУ: a 
Cr, Civ: (18.5) 


Se poate serie aşadar expresia vectorului de poziție al punctului material P 
sub forma următoare 
Ji 
— idi — ER — 
== 2124-00-70 : 
(18.6) 


în care toți termenii sint 
cunoscuți. Mişcarea punc- 
tului material P este așadar 
determinată, 
Pentru a recunoaște Fig. 181 
natura  traiectoriei, ge 
tic să proiectám vecto- Bs и 

Puppe d reperului, Vom lua originea О, poziția iniția lá a punc: 
tului material P, drept axá Oy verticala ascendentă care trece pr in os 
drept axá Ox orizontala prin О; cuprinsă în planul vertical care conține 


HAAA, 
t5? = су 


DONNE 00 кышт e 


viteza inițială v, (fig. 18.1). Axa Oz о vom lua astfel, încît împreună 
cu axele Ox si Oy să formeze un triedru drept. Putem scrie: 


r9=0, 0100 COS 00-700 Sin «5, g—j(—12), (18.7) 


dacă notăm cu 7, j, k versorii axelor de coordonare, си vy modulul vitezei 
inițiale si cu о, înclinarea suportului ei față de planul orizontal. Proiec- 
tînd vectorii din (18.6) pe axele reperului ales si ținînd seama de relațiile 
(18.7) se obţin următoarele ecuaţii 


X=Vol COS X, y=—4g +v о 2 =0. (18.8) 


Acestea constituie reprezentarea parametrică a traiectoriei. 

Ultima ecuație (18.8) exprimă faptul că traiectoria este cuprinsă în 
planul хОу, adică în planul vertical care conține viteza inițială (fig 18.1). 
Eliminind ре ¿ din primele două ecuații, găsim ecuația traiectoriei în coor- 
donate carteziene. 

y— 2-8 tg te. (18.9) 


202 соз ao 
Traiectoria este deci o parabolă care trece prin origine, adică prin 
poziția inițială a mobilului și a cărei tangentă în acel punct coincide cu 
suportul vitezei inițiale v,. 
Cazuri particulare: Kg 5. Aceste cazuri sînt de mare importanță 


în practică. Ele corespund mișcării unui corp greu pe verticală. 
Ecuația (18.9) 151 pierde sensul; studiul se poate face însă cu ecuațiile 
(18.8), care devin 


1 
a —07 у=—58 xv, z—0. (18.10) 


De aici rezultá cá traiectoria se reduce la o portiune din axa Oy. Du- 
blul semn x, — +$ al unghiului, respectiv dublul semn al vitezei initiale +79, 


corespund respectiv mișcării ascendente şi mișcării descendente a punc- 
tului material. Viteza punctului la un moment dat are proiecţiile pe axe 


022—0, 0—0 201-00, 2,0). (18.11) 

Eliminînd timpul # între ecuaţiile (18.10) şi (18.11), rezultă 
v—V:i$—2gy. (18.12) 
Înălțimea maximă h în cazul mișcării ascendente se obține pentru 
U=—g1-+w9=0. (18.13) 


Prin eliminarea timpului £ între (18.10) si (18.13) se obţine 


Ymaz=h -2. (18 14) 
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Та legătură cu mișcarea punctului ma 
vor examina cîteva, probleme importante din balistica exterioară 

Prima problemă se referă la bătaia unei guri de fas, prin PROS intelegindu-se distanța 
OA de la punctul de plecare O pînă la punctul 4 unde mobilul ajun ze dm nou pe orizon- 
tala SENDEN ES Рону sa inițială, La studiul legilor mişcării КОКЕ ве ҮЛП 
ТАШЫ bătăi sub 50 isa se măsoară în planul orizontal al gurii de foc, eroarea fiind mică 


Fücind in (18,9) y —0 se găsește ecuaţia 


terial greu în vid, la suprafața pămîntului, se 


р А4 tg оу 0. 
20 COS 200 Run 
de unde rezultă 
v2 
OA-—x,-— 7 sin 2ш. (18.15) 
Se vede cá bătaia OA este funcție de unghiul «9; ea este maximă pentru 47; 
2 
о 
0 
OA сет г 


2 
v 
> 5 оа а gu 2-103 , 
Dacá se noteazá cu ор înălțimea la care s-ar fi ridicat proiectilul lansat vertical 
de jos în sus cu viteza inițială v, rezultă că bătaia maximă este 


OA maz=2h. 


A doua noțiune importantă în balistica exterioară este săgeata traiectoriei reprezentînd 
înălțimea maximă BC la care se ridică mobilul deasupra planului orizontal trecînd prin 
poziția sa inițială O. Pentru a găsi expresia ságetii se observă cá y fiind maxim în C, deri- 
vata saly) adică proiecția vitezei v ре аха Oy, trebuie să fie egală cu zero. Făcînd calculele 
se găseş ` 


v2 


1 
xc—0B—5 04; ув=Вб=әезїп 2 qo. 
T 
Înălțimea maximă se realizează pentru 00—42 si are valoarea - 
v 


BCmaz—25; 


slow 


Ea corespunde lansării pe verticală a proiectilului [vezi formula (18.14)]. 
În balistica exterioară bătaia și săgeata sînt necesare pentru reglarea tragerilor 
gurilor de foc. | Ă M x А 
Pentru determinarea vitezei proiectilului în orice punct al traiectoriei se scrie ecuația 
energiei cinetice 
i GEM. E 2 G 
E pcm 


unde G este greutatea proiectilului. 
Rezultá 


vo V vi — 255. 


Din această expresie a vitezei se deduc doui proprietăți: 

a) vitezele în două puncte ale traiectoriei, avînd aceeași înălțime y deasupra planului 
orizontal dus prin О, sînt egale, în particular viteza în punctul de cădere 4 este egală cu 
viteza inițială va=vo; 


| 
| 
| 
Ё 
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- а 


— 


b) viteza proleetilului scade cu creșterea lui y, viteza minimă fiind în virful C al 
traiectoriei (cînd у reprezintă săgeata traiectoriei) unde vo este orizontală şi are valoarea 


Ug ** UgCOS 00. 


Se mai remarcă de asemenea că proiecția orizontală a vitezei *-75c0$ ga rămîne соп. 
stantă. 

Să examinăm acum unghiul de înclinare al tangentei la traiectorie într-un punct oare- 
care al ei. 

Traiectoria fiind o parabolă cu axa verticală, rezultă că în două puncte ale traiectoriei 
de acecaşi cotă y unghiurile de înclinare ale tangentei sînt egale în valoare absolută, În 
particular în punctul de cădere И tangenta și deci v4 face cu orizontala un unghi egal în 
valoare absolută cu o. 

О problemă importantă în balistică este studiul fasciculului de traiectorii corespunză- 
toare aceleiași viteze inițiale vo. 

Să scriem ecuația fasciculului de traiectorii obținute cu același vo, care corespund 
însă diferitelor unghiuri оо, sub forma 

ge 2 
y—Xpo—7-3 (14-29) (18.16) 
227 
în саге Po=tg оо este parametrul fasciculului de curbe. 
Pentru а afla înfășurătoarea fasciculului de curbe se derivează ecuația fasciculului 


în raport cu parametrul pọ si apoi se elimină ру între această derivată 51 (18.16). Derivata 
ecuației (18.16) în raport cu pọ este 


a 
о=»—©урь 
э z 
de unde f. oi. 
0— 2x 
Introducind în (18.16), se obține 1 
PE T (18.17) 


Aceasta este ecuaţia înfășurătoarei, anume o parabolă cu axa Oy. 
Să rezolvăm ecuația (18.16) în raport cu $y—tg co. 


Se va obţine 
va r 5233/90/28 7.—93 — \ | 
po. / 2280 вят 
els] а +?) 


v | 1/ 2g ( vj д? "n 
tg 49. | 1 IEEE ) : (18.18) 
S^ b | i Mg dup 7/| 
AH Se observă că pentru punctele care se află pe înfășurătoarea (18.17) expresia din paran- 
eza de sub radical din (18.18) devine egală cu zero şi se obține o singură valoare pentru 


Е Pentru punctele care se află în interiorul înfășurătoarei (18.17), adică de aceeaşi parte 
cu originea О, avem 


20) да? 
. Sag 20} 
adică expresia (18.18) ne dă două valori pentru vg. 
Pentru punctele aflate în exterlorul infügurátoarei (18.17) se obţin soluții imagina 
pentru ш. 


Înfășurătoarea fasciculului de tralectorii cu viteza iniţială б, dată de (18.17) se пише 
parabolă de siguranță. Orice punet {п interiorul acestei parabole poate fi atius cu două 


a a, 


| 
| 
| 
| 


\ 
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unghiuri оу si ay. Punctele aflate pe c inse 
tele oom exteriorul ei nu БЕ йш н Cube Мари aga adt 
SERIES diede delimitează spațiul în cate ип obiectiv poste И atins de un 
i Mig і М: у vo de spaţiul care nu poate fi atins cu această viteză 
n cazul cînd fascieulul de traiectorii s-ar situa în diferite plane verticale care trec 


prin Oy (obținute spre exemplu cu ajutor 
@ ) spre у Jutorul unui tun pe ture zont 
boloid de siguvantd, asemănător unei cupole P MAE TUAE) se nima cr 


h р, 


—" к oh ф 1 
Уу 


“бл, 


"max — 


Fig. 18.2 


Parabola de siguranță întîlnește axa Ox în punctele de bătaie maximă 
2 
од 425. 
8 


2 


Săgeata este máximá ре axa Oy unde are valoarea у=; = 
E 


Exemplu. În fig. 18.2 s-a studiat cazul vitezei inițiale 70—400 m/s, iar 
£z210 mjs?. . 

Bátaia maximă este *544;—04-—16 000 m, corespunzătoare unghiului «—z/4. Înăl- 
fimea maximă la care s-ar ridica proiectilul cînd este lansat vertical: P — OH —8 000 m. 

Printr-un obiectiv N, definit de coordonatele xy —3 000 m si yy —1 000 m trec para- 
bolelele T, si Г», Г, corespunzînd unghiului о —84?25', iar Г, unghiului o, —23757^. Ságetile 
traiectoriilor sînt y,— C,B,—7 960 m, y,—C,B,—3 200 m, y—BC-—4 000 m, iar bătăile 
respective sînt х1=04,=3 088 m, x,—04,—11872 m. з 

Parabola de siguranță аге аха Oy şi trece prin A (16 000, 0) şi H (0, S 000). 


$ 2. Mişearea punetului greu în aer. Generalităţi. Studiul mişcării 
punctului greu în aer se deosebește de acela al mișcării lui în vid, prin faptul 
că punctul material este solicitat în același timp de două torţe: de greutatea 
sa mg si de rezistența aerului R, situată pe același suport cu viteza punctului 
material $1 îndreptată în sens contrar sensului mişcării. Rezultă că ecuația 
fundamentală a dinamicii corespunzătoare acestui caz, se va serie sub forma 
у - 75 © 
ma=mg R. (18.19) 

În ceea ce priveşte expresia forței R, ea poate fi scrisă sub forma 


Baa, (15:20) 


t РУ» 
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dacă notăm cu v versorul tangentel la tralectorle, orlentat în aer 
cării, iar cu X modulul forței, 

Vom presupune că A posedă toate proprietățile comune iliteritelor 
funcții prin care se exprimă modulul rezistenței aerului în diterite cazuri 

Pentru a îndeplini această cerință, vom admite că modulul / al rogis 
tenței aerului este o funcție R(v) anulindusse o dată eu v si fnd pozitivi, 
continuă, derivabilă şi monoton crescătoare eu v, ГАРА limită superioară 

Pentru a putea tace anumite simplilicări în calculele care vor urma, 
vom pune funcția R(v) sub forma 


aul mis 


№(0) = (о). (18,21) 


Se recunoaşte imediat că însușirile funcţiei A(v) ne permit а pre 
supune existența unei valori pozitive v, a vitezei v, univoc determinată, 
astfel ca 

e(v,) ml. (18.22) 


În baza ipotezelor de mai sus, putem pune în evidență următoarele proprietăți, care 
aparțin mişcării generale a punctului material grou în aer, (Cu aceste studii ае ocupă 
balistica exterioară, — spre deosebire de balistica interioard, care se ocupă cu studiul explozi 
bililor folosiți la lansarea proiectilelor.) 

Traiectoria este plană, Să înmulțim vectorial cu Ж ambele părți alo ecuației (18.19) 
Tinind seama de relația (18.20) găsim 


` AX TERT. (18.23 


Însă din cinematică se ştie că accelerația à a unul punet material poate îi descompusă 
în două componente: una tangențială, şi. alta după normala principală 


= şi у fiind versorii tangentei și normalei principale, 
înlocuind pe a cu această expresie a sa, în (18.23) rezultă 


U? = =  „- Ae 
eX TEXT (18.24 


de unde deducem, înmulțind scalar în ambele părți cu g, 
(vx х)д=0. 


Această relație ne arată că în orice punct al traiectoriei, versorul tangentet, versorul 
normalei principale $1 vectorul accelerației cîmpului gravitațional, sînt coplanari. Deoarece 
primii doi vectori determină planul osculator al traiectoriei, se poate afirma că iu fiecare 
punct al acestei curbe, planul osculator conține direcţia suportului lui g sau, cu alte cuvinte 
că planul osculator corespunzător unul punct oarecare al traiectoriei trece prin punctul de 
la infinit al direcţiei suportului lui g, Avind în vedere acest fapt şi tinind seama de o pro 
prietate cunoscută din geometria diferenţială a curbelor, rezultă că în cazul celei mai ҳей 
rale mișcări a unui punct material preu, care întîmpină realsteuţa aerului, traiectoria ез 
o curbă plană. Este evident că planul traiectoriei este planul vertical care conține vits 
iniţială a punctului material, 


Dacă în momentul initial mdrimea VX g este nukil, mișcarea ai 


observă că, dacă produsul vox g este nul atunci suportul vitezei iniţiale osto vertica! 


— 


wga 


dac? 


lescompus 
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„Pentru a demonstra propoziţia enunțată, să proiectăm vectorii care figurează în ambele 
părţi ale ecuaţiei (18.19) pe axele unui sistem drept de referință alcătuit astfel: axele Oz 
$i Oz orizontale și trecînd prin poziția inițială, iar axa Oy verticală, orientată pozitiv în 
sensul ascendent, Dacă ținem seama de relaţiile (18.20), (18.21) si dacá se exprimă versorul 


sa e 
* sub forma ii găsim următorul sistem de ecuații 


2,90) 
y- À (18.26) 
2-1%; 
v 


Tinind seama de cele arătate mai înainte cu privire la funcția o(v) 
acest sistem de ecuații admite un sistem unic de integrale х 


mina in vecinátatea originii O printr-o dezvoltare ín seri 
Pentru (—0, avem 


recunoastem cá 


(4), y(t), z(t) care se pot deter- 
e de puteri întregi ale lui 7. 


| y-( (18.27) 


Dacă se calculează coeficienții seriilor corespunzătoare funcțiilor 4 şi 2 tinind seama 
de prima şi de ultima ecuație din (18,27), se recunoaște imediat cá ei sînt toți nuli. Rezultă 
că pentru orice valoare a lui £ avem 


4—0, z—0, 
de unde, integrind gi avînd în vedere cá în momentul inițial mobilul se află în origine, 


deducem 
4—0, 220i. 


Aceste relații ne arată că mobilul rămîne pe verticala care trece prin poziția inițială, 
dacă sînt îndeplinite condițiile (18.27), adică dacă în momentul inițial viteza lui este verti- 
cală sau nulă. 


Pe baza celor stabilite pînă aici, vom studia cîteva mișcări mai des întîlnite ale pune- 
tului material sub acțiunea greutăţii. 


a) Mișcarea descendentă pe verticală. Se ia аха Ox pe verticala des- 
crisá de mobil, avînd sensul pozitiv dirijat în jos. Se presupune că mobilul 
pornește din origine, cu viteza inițială vo, dirijată tot în jos (v, >0). Rezis- 
tenfa R a aerului va fi dirijată în sus. Ecuația de mişcare este 


mu=mg—R,  R-mge(v) 


Pusă sub forma 
goce -—edi 
e= pe) © 
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integratea acestei ecuaţii se reduce la o cuadratură 


v dv 
d 
| о, 901) — 99) $ (18.28) 


Această formulă dă viteza v in funcție de timpul 7. Ulterior printr-o 
nouă cuadraturá, se poate determina x ca funcție de /. 

Problema mișcării este rezolvată. 

De altfel x se poate exprima in funcție de v folosindu-se relația 


dx-—vdt 
A unde se înlocuieşte d prin expresia lui de mai înainte; se obține astfel 
ED 
2 g Ф(0)—Ф(0) 
şi десі 4 
v оао 
ох=| ———. 18. 
gi] n 90190) (18.29) 


Această relație arată cá viteza v, pornind de la 00, va creşte sau va 
descreste dupá cum v, va fi mai mic sau mai mare decít v,. Ín ambele cazuri 
viteza v va tinde monoton și asimptotic spre valoarea v, deoarece / tinde 
spre infinit cînd v->y,, după cum se constată din (18.28). 

Viteza v, poartă numele de viteză limită. 

1n concluzie, prezența rezistenței aerului are un efect mivelator de viteze 
asupra mişcării de cădere a punctului, cu tendința de a о uniformiza. 

Exemplu: parașuta. Viteza iniţială (7—0) fiind nulă, corpul va cădea la început cu o 
mișcare aproape uniform accelerată — ca în vid, rezistența aerului fiind neglijabilă. În mo- 
mentul (£—4,) cînd parașuta se deschide, rezistența ia o valoare considerabilă, așa că viteza 
limită corespunzătoare v, va fi mult inferioară vitezei din momentul fọ. Mișcarea parasutei 
tinde a deveni uniformă, cu viteza constantă 01. 


. b) Mişcarea ascendentă pe verticală. Lind axa Ox (traiectoria) dirijată 
vertical în sus, ecuația de mişcare va fi 
dy 


Aro &П+Ф(@%)], R-—mee(). (18.29) 


Prin integrare se obțin relațiile 
gt-— о d) — EM о ойо 
fem E v, Lt et) 


\ 


de unde se vede cá v descrește necontenit, anulindu-se la momentul £= 


| dat de 

| Ион du. 

| 1 zi 1-4) ? 
înălțimea corespunzătoare h fiind 


РЕ (e cue 
g Jo Lt qw) 


a 


Pa pp ru 


N 
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În cazul particular al mişcării 4 


cedente să luăm 9$(v)e0, de unde ag Р 5 
valorile obținute în acest caz pentru /, si у ştere a integrandului, așa că 
Asadar uy ^7", +02 pentru f, si ! vor fi mai mari, 
„Aşadar, un punct greu lansat pe verticală în $us, cu viteza inițială vg 
va ajunge în vid mai sus şi mai tirziu decl în åer, í 


Ajuns la înălțimea maximă mobilul începe a cobori după legea stu- 
diată în mişcarea descendentă, pornind de 


| i са « | | la viteza inițială egală cu zero, 
E] va tinde deci asimptotic la viteza limită U. 
si " T8 {4 5 & 4 
Prin urmare, 91 11 Mișcarea aceasta, începută ascendent, rezistența 
joacă acelaşi rol nivelator de viteze, ca şi în cazul mișcării descendente. 
Aplicaţie, Un punct greu lansat de pe sol, pe verticală în sus 
partea aerului o rezistență proporțională cu pătratul vitezei. Să 
Folosind formulele care dau spaţiul parcurs, înălțimea Л 


r4 1 (" ойо 
ре i 14w" 
La coborire aceeaşi înălțime va fi dată de formula 
1 (" väv 
g Jg 1—Ё%' 
unde v’ reprezintă viteza de cădere pe sol. Se deduce 
In(1--422) = — In(1—42v/2) 


П vid va trebui ca în formulele pre- 
rezultă o cres 


, intimpiná din 
se determine miscarea, 
de ridicare este 


de unde 


Rezultă v? —$, adică viteza de cădere este inferioară vitezei de lansare. ои 
Formulele care dau timpul maxim 4, de urcare si timpul 2, de coborire sint 


1 L (^ dv ПРЕ 
2 ] rv набо: х 2 x 1-- 50 р | D 
JM o tkv? 2kg 1— kv’ | 
Avem „>; în adevăr Nr 
d s ао’ dv, Să : 
£(04,—04) = GATT R 19 г De 


иди" — 00000 

1—%% 1-40? 

astici câ se obține ; p 
Ug vdv Fig. 18.3 
slan- an|; y J WW 
Íntrucít paranteza din dreapta este pozitivă, rezultă 
d42 dh. 

91 десі 14—14> 0, deoarece pentru vg=0 avem Ь— 1420, е f 
2 fer hs iiia. три de cobortre pe sol este mai mare decit cel da urcare. 


c) Mişcarea curbilinie, Se procedează în felul următor. Alegem ca 
Ld 1 ti 'alectoriei: ) 200 

reper două axe ortogonale în planul vertical al traiectoriei: аха Ох, orizon 
m m ә 241 ^ 3 3/7453 .. AC 1 М 

tala trecînd prin poziţia iniţială a punctului şi fiind situată în planul tra | 
=н i Н А 1 C VE a * 2: E арр à 
iectoriei, iar аха Oy, verticala trecînd prin poziția inițială si fiind ascen | 
dent orientată (fig. 18,3), 
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Proiectind ecuația (18.19) pe tangentă şi pe normala principală se 
obțin relațiile 


(18.30) 
— =g cos 0 
Înlocuim în (18.30) pe p prin expresia 
ads aa ast ы S 
Pa . dd) 2 дү, 


Semnul minus se datorește faptului că, cel puțin la începutul miş- 
cării, unui arc pozitiv ds îi corespunde un 10 negativ. 
A doua ecuație (18.30) devine 
d0 
Var а cos 0 (18.31) 
de unde rezultă cá wnghiul 0 descrește monoton atit timp cit 62—22 Eli- 
minînd pe d/ între această relație si prima relaţie din (18.30), se obține 


а» 
оао 


—tg 0+ 9(v) 


cost ? 


care este o ecuație diferențială de ordinul întîi. Integrînd această ecuație 
se obține v în funcție de 9 
v—f(0). 


O dată cunoscută funcția /(0) vom deduce din (18.31) expresia timpului 
t în funcție de 0 


c SHEET. py 9 

буя Pi me 090, (18.32) 
a fiind unghiul ре care îl face viteza 7, cu axa Ох. Pentru determinarea 
lui x avem 


d p 
az =y cos, 


deci 
= 1 9 2 .33) 


iar pentru y, în mod analog, 
1 m, ч 
18.34 
= f; tg 0 40. е ( ) 


Relaţiile (18.32), (18.33) şi (18.34) determină mișcarea. 


Vom arăta că traiectoria are o asimptotă verticală, bazîndu-ne pe 
proprietatea unghiului 0 de a descrește monoton cît timp rămîne superior 

n T 
valorii —— . 
: 2 

Fie / un moment oarecare al mişcării cînd unghiul 0 este superior 

ДА л А осе y CORS 1 a fi 
valorii =o O construcție geometrică simplă arată că accelerația va й 


| 
| 
| 
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in acel moment un vector cuprins in unghiul 


(vectorul 5) ŞI vectorul —v. Rezultă că viteza v--dv din momentul ulterior 
4-4 void va avea б deviafie dv față de v, care va apropia aceastá vitezá 
de verticală. Însă oricît de mică ar fi diferența de direcţie dintre 7 si ver- 
ticala descendentă, еа nu poate fi egalată (si în nici un caz întrecută) de 
deviația cauzată de intervenția mărimii dv, deoarece această din urmă 
mărime esteo mărime infinitezimală. Rezultă că direcția vitezei y deşi se apto- 
pie necontenit de verticală (căci 0 descrește monoton) nu va putea ajunge nicio- 
dată în poziție verticală. Pe de altă parte, oricît de mică ar fi diferența între 
direcția vitezei v şi direcția verticalei, vectorul infinitezimal dv va opera 
totuşi o apropiere — bineînțeles infinitezimală — între cele două direcții. 


т 


Conchidem că unghiul 0 tinde către valoarea limită – $, ráminind 


dintre verticala descendentá 


superior ei. 


Sà proiectăm acum aceeași ecuaţie de mișcare (18.19) pe axele de coor- 
donate Ох şi Oy. Se obţine 


dt 
(18.35) 
Zw — —e[1--e(v) sin 6]. 


Din prima ecuaţie se vede că v, descrește monoton pornind de la va- 
loarea v, cos «, pe care o ia în origine. Însă din cauză că 0 rămîne supe- 


rior valorii = mărimea v;(—v cos 0) rămîne mai mare decît zero. 


Pe ramura descendentă (0<0) mărimea vy(=v sin 0) este negativă. 
Din cea de a doua relație (18.35) deducem că vy creşte în valoare absolută, 
atit timp cît expresia 1+ọ(v) sin 0 rămîne pozitivă. Însă vy nu poate creşte 
indefinit, pentru că o atare creștere ar determina o creștere similară a mări- 
mii |v | (=V) şi deci a mărimii ọ(v), aşa că expresia 1--ф(о) sin 0 ar 
deveni negativă de la un anumit moment, adică nu ar mai fi pozitivă, cum 
s-a presupus. 1974. 

Rezultă că |v =V} 4-03) are o limită superioară finită si deci rămîne 
finit tot timpul. Pe de altă parte x crește necontenit deoarece derivata sa 
E cos 0) este pozitivă; valoarea sa rămîne totuși finită după cum se 
vede din (18.33). Valoarea maximá à—max (x) va fi datà de expresia (18.33) 


a lui x pentru 0=—5 , 


со 


ор 
.36) 


2 
з=—( v?d0, 1 
[4 


ceea ce înseamnă că traiectoria va avea asimptota verticală, ecuația aces- 


teia fiind 
х= $; 


27 — Mecanica teoreticü 


— io эе эзме, 


418 DINAMICA 


XIX. MIȘCAREA PUNCTULUI MATERIAL SUB ACȚIUNEA 
FORȚELOR CENTRALE 


$ 1. Generalităţi. Dacă suportul forţei F care acționează asupra unuj 
punct material P, trece necontenit printr-un punct fix O, forţa se numeste 
centralä, iar punctul О se numește centru (de atracţie sau de respingere), 
De exemplu greutatea unei particule materiale P la suptafata Pămintula; 
este o forță centrală, deoarece linia ei de acțiune trece prin centrul О al 
Pămîntului (considerat fix). 

Independent de existența punctului material P se poate defini un 
„cîmp” de forje centrale: un domeniu (D) (o porţiune finită sau infinită 
din spațiu) așa fel ca un punct material P de masă egală cu unitatea, care 
s-ar afla situat într-un punct oarecare А al domeniului (D), ar fi acționat 
de o forță avînd suportul PO. Domeniul (D) este „cîmpul” acestei forte cen- 
trale. Forţa centrală se reprezintă vectorial prin formula 


F—Fg (19.1) 
unde ii "4 
p=vers OP, 


iar F este valoarea scalară a forței. Se înțelege că F va fi o mărime scalară 
pozitivă sau negativă, după cum forța F are același sens cu p sau sens opus. 

Forța F se numeşte vepulsivă sau atractivă după cum sensul ei este 
identic cu sensul _versorului р sau nu (fig. 19.1). Conform acestei definiții, 
forța repulsivă va fi „caracterizată printr-o valoare scalară pozitivă, iar 
forța atractivă printr-o valoare scalară negativă. 

Valoarea scalară este de obicei o funcție numai de distanța OP(OP—;). 
portante pentru problemele fizice sînt două: cazul 


Vom demonstra unele proprietăți generale 
ale mișcării punctului material sub acțiunea 
forțelor centrale, indiferent care ar fi expresia 
valorii lor scalare F. 

a) Traiectoria este bland, Se va arata că traiec- 
Fig. 19.1 toria punctului material Р supus exclusiv acfi- 
unii unei forțe centrale F este o curbă plană. Să 
scriem în acest scop ecuația fundamentală a mișcării sub forma 


mro (19.5 


y 


calarà 
opus 
1 esti 
iniții 
АЯ jar 


MAGAWA PUNCTULUL MATERTAI 


gi să-i nplicăni teorema momentul cinetice fa 


х bb шна tă de centrul fix 0, Deoarece 
momentul forţei F^. faţă de e»ntrul О este nul, deducem 


"XfmC, (19.3) 


unde C este un vector constant, Dacă, 


d vectorul C0, atunci vom putea 
serie 


Cy es (), | (19,4) 


Notăm cu Ca, Cy, С, proiecţiile vectorului C sí cu X, y,4 proiecţiile 
vectorului у pe axele unui triedru triortogonal de coordonate avind originea 
în 0, 

Relaţia (19,4) se mai scrie 


Сак-|-Суу--С,2=0, (19.5) 


Această relaţie arată că punctul P de coordonate x, y, 2 trebuie să 
se afle necontenit în planul care trece prin O $i are parametrii directori 
Ca, Cy, Cg: 

b) Teorema ariilor. "Icorema momentului cinetic exprimată prin rela- 
Иа (19.3) conduce în cazul general C0 la teorema ariilor: în planul 
traiectoriei viteza areolară este constantă, Notínd cu 7, 0 coordonatele 
polare ale punctului P în planul traiectoriei, centrul fix O fiind polul acestor 
coordonate, teorema ariilor se poate pune sub forma 


r?ġ=C (19.6) 


C fiind valoarea, scalară a vectorului C din relația (19.3) sí fiind egală cu 
dublul vitezei areolare, 

În cazul particular C=0, rezultă C=0 şi deci 0—0 pentru r0. Aceasta 
înseamnă 0-const, adică mișcarea punctului are loc pe dreapta OP. 

Relaţia generală (19.6) este-o integrală primă, a mişcării. Dacă de 
exemplu, printr-un mijloc oarecare am putea determina traiectoria, atunci 
ecuația (19.6) ne dă mișcarea pe această traiectorie. Într-adevăr să presu- 
punem că se cunoaşte ecuația traiectoriei în „coordonate polare 


›=/(0) (19.7) 


Í fiind o funcție cunoscută (de două ori derivabilă) de unghiul polar 0. Atunci 
din (19,6) deducem 


vao  f*(0)d0 
= at 


C C 

de unde, prin integrare între momentul inițial £—0, cînd unghiul 0 are 
, 4 ; 

valoarea 0, 9i un moment oarecare £, obfinem 


yr ` 
{= | /*(0)d0. (19.8) 


0, 
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Această relație dă mijlocul de a determina pe 0 ca funcție de timpul £, О 
dată determinată această funcție din (19.7) se deduce imediat 7 ca funcție 
de timpul ?. Problema mișcării punctului Р pe traiectoria sa este astfel 


complet rezolvată, К mum А 
Putem imagina și o metodă geometrică simplă pentru determinarea 


vitezei v într-un punct oarecare P (fig. 19.2) al traiectoriei (Г), cu ajutorul 
teoremei ariilor, dacă ne reamintim că valoa- 


rea scalară a vectorului constant C (C = 7x1) 


este egală cu dublul vitezei areolare. Însă 7 y 
este în valoare scalară egal cu dublul ariei tri- 


unghiului OPQ format de raza vectoare OP 
şi de viteza v(v=PQ) a mobilului în punctul 


considerat. 
Deoarece , aria acestui triunghi este 
egală cu 
Fig. 192 = 


unde am însemnat cu d distanța OO’ de la centrul О la tangenta РО in P 
la traiectoria (Г) si cu о valoarea scalară a vitezei, vom avea 
y C=vd 
de unde vom deduce i 
"mm. (19.9) 


Formula (19.9) exprimá faptul cá viteza v este invers proporfionalá cu dis- 
tanfa d de la centru la tangenta traiectoriei în punctul considerat; ea dă 
un mijloc simplu de a calcula viteza v, cunoscînd traiectoria (Г). 


ё $ 2. Ecuația diferenţială a traiectoriei. Formula lui Binet. Proiectind 
ecuația fundamentală 


та= F 
ре axele polare de coordonate, determinate prin versorii 0 şi », vom avea 
m(r—r62—F,  m(2r6+75)=0, (19.10) 


dacă ținem seama de expresiile din cinematică (12.32) ale proiectiilor acce- 
lerafiei 4 pe aceste axe. Ecuațiile (19.10) se numesc ecuațiile de mișcare 
în coordonate polare. 

Din aceste ecuații putem deduce o integrală a ecuației а doua (19.10). 
Într-adevăr, multiplicînd-o cu ș (pentru 7-20) şi suprimind factorul m, 
această ecuație se scrie 


2 vr 0--r20—0 
de unde, prin integrare ín raport cu timpul /, se regásesc ecuafiile (19.6) 


r20—C. 


basse Aa 


(193) 


cu dis 
t; ea dă 


poiectind 


yom ave 
(19.0 


= 

йог 20, 

pL 

0). 

9. 

ua (1 1 Ms 
acto 


pf 
yite 


* 
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Cu ajutorul ei vom elimina variabila / din pia „ecuaţiei: (19:10) 


^ 
Vom proceda în felul următor: vom i i 
= A ies Dire incepe prin à p r 1 D rd 
nouă formă cu ajutorul relaţiei (19.6) și pin а pune derivata y sub o 


1 
„йк Cd du 
t= 7439-64 (19.11) 


Vor deduce expresia derivatei a doua 7, derivînd în raport cu timpul / 
expresia găsită pentru 7. Vom găsi astfel 


$ s aj; 
sa dr ; ГА 4 c A 
cens 0 (5 dj 0— ndg (19.12) 


înlocuind gatim pe 7 din prima ecuaţie (19.10) prin expresia aflată, precum 
şi pe 0 prin 5, această ecuaţie va lua forma 
e(t 
Y 


1 
Па a 


r (19.13) 


тС ` 


Dacă valoarea scalară F a forței F nu depinde explicit de timpul £ sau de 
viteză, ecuația precedentă reprezintă o relație între cele două coordonate 
polare 7 şi 0; integrată, ea va da ecuația traiectoriei în coordonate polare. 
Din aceste motive, ecuația (19.13) se numeşte ecuafia diferențială a traiec- 
loriei. Риза sub forma 
“| 
mC2 r 


° |ae 


(19.14) 


"Inm 


Е=— d 


ea se numeşte formula lwi Binet. 
Determinarea constantelor de integrare. Revenim acum la cazul parti- 
cular cînd valoarea scalară F a forței centrale F nu depinde explicit de timpul /; 


ea poate depinde însă de v, v, 0, 6, astfel încît ecuația (19.13) poate fi 


privită ca o ecuație diferențială de ordinul doi, considerind 1/r ca functie de 0. 
6 tual ar figura in F, pot fi 


Íntr-adevár, argumentele 7 si 0, care even 
а [2 

de - cu ajutorul relaţiilor (19.6) si (19.11): 

ariabilele 1/r si 0. Integrala 

ante de integrare C, şi Ca 


înlocuite în funcție de 7 si 


astfel, ecuaţia (19.13) nu mai conține decit v 
generală a acestei ecuații va cuprinde două const 
adică va avea forma 
1 VA 9.15) 
t= f(0, (et С), (19.15 


Y 


| 
| 
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Аааа, problema considerată implică prezența a trei 
integrate: C, C, gl Cu 

Pentru determinarea acestor constante va trebui să folosim condițiile 
inițiale ale probleme, care comportă cunoaşterea poziţiei şi vitezei în momen- 
tul inițial (A50), Vom nota cu ra Og valorile inițiale ate coordonatelor 
polare p, 0, ew alte cuvinte, vom Tnaemna cu Fa, Us coordonatele polare ale 
poziției inițiale a mobilului, Vom nota de asemenea cu Uy viteza inițială 
pe cate o vom presupune cunoscută; vor [i deci cunoscute şi proiecţiile ei 
teo Pug Teupeetly pe axele p, й; deoarece fusi expresiile analitice ale acestor 
prolechit stut > sl „б, rezultă că stut cunoscute valorile inițiale 7, şi Ó, ale 
derivatelor +, б, 

Din relația (19,8) scrisă pentru momentul iniţial to deducem 


constante de 


Cert 0s, (19.16) 
care determină valoarea constantei ariilor. 


Pentru determinarea celorlalte două constante C 1 $1 Ca folosim ecuația 
(19.15) seris la momentul inițial t=0 


4, = 
a, Cis Cy). (19.17) 
O a doua ecuație o vom obține derivînd în raport cu timpul ¿ ecuaţia (19.15) 
si înlocuind ulterior pe v si 0 prin o Şi 00 respectiv. Obţinem astfel relația 


n (M) 6 3 
Y Um (У), 0, (19.18) 


` › n n n ^ m * ^ i Я 
în саге am indicat prin indicele gero operaţia înlocuirii lui 0 in M prin 8,. 


Relaţiile (19,17) si (19.18) reprezintă două ecuaţii in C, si C, de unde, în 
genere, va fi posibil să scoatem valorile acestor două constante. 


$ 3. Forţa de atracţie universală (gravitația universală). În opera 
sa fundamentală „Philosophiae naturalis principia mathematica" (1686) 
Newton a enunțat legea generală de atracţie dintre corpuri. Această lege 
poate fi pusă sub forma următoare: 

. Între două puncte materiale P, şi Р, avind respectiv masele m, ŞI ту, 
distanța dintre ele fiind egală cu >, se exercită o atracție reciprocă, dirijată 
de-a lungul dreptei P,P,, valoarea scalară а acestei atracții fiind dată de 
expresia 

түтү 9.19) 
[33 (l 
unde f este o constaùtă universală. ` 
Legea aceasta a fost numită legea de atracție universalë sau legea 
vitafiei universale sau logea de atracție newtontană, iar forja îusăş 
alrac(te universală sau forja gravitației universale sau forța de atri 
ntand. Constanta f se numește constanta atracției universale. 


моо гу f^, Ph uum 


aa. 


5" 
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egea trebuie concepută în fe ҮЛТҮ X r 
' d 4 a NR ү iceputà în felul următor: cele două puncte materiale 

izolate Р, 51 P, sint supuse acţiunii c M Preta Bou 7 ju 4 
izola | pe i puse acțiunii a două forţe Fis si Fa (fig. 19.3) avînd 
suportu Pl з. Forfa Fis care lucrează asupra punctului Р, poate fi con- 
siderată a îi „acțiunea punctului P, asupra punctului P,", iar forța Fy 

Na ^ А d ; . : П JA р 
lucrînd asupra punctului P, „acţiunea punctului P, asupre tului Р,” 
(AM ea pu j asupra punctului P, 

Cele două forțe sînt supuse principiului 

acțiunii ȘI reacţiunii, adică satisfac relația 

PFig2-F,,—0. (19.20) 
Mărimea lor în valoare absolută este dată de 
expresia (19.19), 

n baza acestei legi toate corpurile din univers se atrag reciproc. Dacă 
atracția gravitațională între corpuri nu este totdeauna ușor de perceput, 
aceasta se întîmplă din cauză că constanta de atracție universală f are o 
valoare foarte mică, așa încît atracția este de cele mai multe ori neglijabilă 


la scara valorilor obișnuite. Dimensiunea [f] a constantei de atracție uni- 
versală f are expresia 


p hg эши, PU - P 


Fig. 19.8 


[/] = M-LsT-2, 


Prin măsurători de precizie ale forțelor de atracție s-a găsit pentru f 
valoarea numerică 


f=6,654-10-8 CGS. 


Așadar, în cazul corpurilor de mase obișnuite, atracţia este prea mică 
pentru a putea fi pusă ușor în evidență. De exemplu două mase de cîte 
1 kg fiecare, situate la distanță de 1 m una de alta, se atrag între ele cu o 
forță gravitațională egală cu 6,7-10-* dyn, adică cu o forță avînd ordinul 
de mărime de o miliardime de gram-forță. 

Pentru corpurile cerești însă, masele m, şi ma sînt mari, așa că forța 
de atracție gravitațională capătă valori considerabile. Este suficient chiar 
ca numai unul dintre corpuri să aibă o masă mare, pentru ca forța de 
atracție să poată fi uşor pusă în evidență, cum este spre exemplu cazul 
Pămîntului si al corpurilor de la suprafafa sa. 

Dacă se presupune că unul dintre cele două puncte P, şi P, este fix, 
de exemplu P}, atunc? celălalt se va mişca sub acțiunea unei forțe centrale 
de atracție dirijată către centrul P}. : siut 

În acest sens se poate spune că forța de atracție newtoniană este o 


forță centrală, 


Newton a conceput atracția gravitaţională ca o forță universală căreia trebuie să i se 
supună toate corpurile, atribuind greutatea corpurilor la suprafața Pămîntului forței de atracție 
a Pămîntului, În -definitiv, spunea-el, Luna poate fi privită ca un corp la suprafăța Pămin- 
tului situat ceva mai departe de centrul „Pămîntului decît corpurile obişnuite — la o dis- 
tânță D, de circa 60 de raze pămîntești №, în loc de о rază. Lăsată liberă, Luna ar cădea 
pe Pămînt cu accelerația de 2,72 mm/s?, care se poate calcula cunoscind traiectoria Lunii. 
Raportul dintre această acceleraţie şi g (g=9,81 20 trebuie să fie egal cu raportul Кї] ра. 
În epoca în care Newton și-a făcut calculele (1666), raza Pămîntului A nu era precis calcu- 
lată; „mila“ care trebuia să reprezinte lungimea unui minut sexagesimal de meridian era 
dată egală cu 1 609 m, în loc de 1 853 m cît este în realitate, (Rămășițele acestei erori 
se mai găsesc și astăzi în valoarea ,milei engleze terestre” care este de 1 609 m, pe cînd 
„mila engleză marină” are valoarea justă de 1 883 m.) Din această pricină calculele sale 


——————————— 


nu dădeau rezultate satisfăcătoare cînd făcea comparaţie între cele două acceleratii, a Lunii 

şi a corpului greu la suprafața Pămîntului. Abia în 1686 află Newton de noile măsurători 

asupra curburii și razei Pămîntului, cercetări care se făcuseră între timp. Valoarea justă 

a razei Pimintului introdusă în calcule îi confirmă în mod strălucit ipoteza că cele două 

forțe, atracția gravitațională și greutatea la suprafața Pămîntului, sînt una și aceeași forță, 
Ulterior, s-au făcut experienţe care au întărit această convingere. De exemplu expe- 

riența lui Cavendish făcută la 1798, ай un mijloc de determinare a constantei f printr-un 

dispozitiv simplu de laborator. Un fir verti. I 

cal AO саге se poate răsuci (fig. 19.4) poartă 

la capătul său O o bară orizontală РО, ia | р 
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capetele P $i Q ale barei fiind nişte mici bile 
de platină de cite 50 g. 


Dacă se aduc masele M, M de cite di 
50 kg fiecare în vecinătatea bilelor, bara PO se 
se roteşte în jurul axei OA cu un unghi q, 
din cauza cuplului format de forțele de atrac- т 
fle care sînt aplicate asupra bilelor. Cuplul 
fiind proportional cu unghiul с de rásucire, se (п 
poate deduce imediat mărimea forței de а- 
tracţie. 

$ 4. Mişcarea rectilinie sub aetiu- de 
nea gravitaţiei universale. Vom pre- de 
supune că centrul atractiv О ехег- 
cită atracția newtoniană asupra unui 
mobil P de masă m, situat pe axa P 


Ox, viteza sa inițială fiind dirijată 
Fig. 19.4 tot după această axă. În acest caz, reg 

momentul cinetic K —C fiind nul, miş- 

carea va fi rectilinie, după cum am demonstrat in $ 2. Însemnînd cu x 5 
abscisa mobilului la timpul ż, cu о viteza sa si cu M masa centrului atrac- i tic 


A 


tiv, ecuația de mișcare se scrie pue 
атт 
dy mM 
R 19.21 —I 
тт f ET ( ) =r 
dacă presupunem că punctul la început se găsea pe partea pozitivă a axei Ox. 
^ х dv dv dx d e dv ' 
— gr керы — 7 une > 
Observînd că ar este egal cu dod adicá cu vg? Vom putea p adic 
ecuatia sub forma | 
09 М } 
dx E i 
Prin integrare se obfine h it 
2 2fM |, tuti 
e ег! Supr 
ceea ce reprezintă tocmai ecuația (17.30) a energiei. Deducem 
М |, 9.23 
бе|? ze (19.22) 
Mărimea k este o constantă de integrare. Valoarea acesteia se obține scriind lată : 


ecuația (19,22) pentru momentul inițial ¿=0, adică 


hau AM. 
о 


1h actiu- 
om pre 

exer- 
Ta unui 
pe axa 
dirijată 
cest caz, 
nul, miş- 
nd cu х 
ui atrac- 
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S-a notat cu v, si cu 
mobilului. Expresia (19.22) 


Xo viteza inițială, respectiv abscisa inițială a 
a vitezei v devine astfel 


v | Dorm (19.23) 


Valoarea X220 trebuie exclusă ca fiind f 
presupune deci x, >0, luînd sensul pozitiv al ax 


Expresia (19.23) a vitezei v va fi luat 
după cum v, este pozitiv sau negativ. Їп c 


se apropie de origine = <0 şi 


árá înţeles fizic. Vom putea 
ei Ox înspre poziția inițială. 
ă cu semnul plus sau minus, 
azul al doilea (0<0) punctul 


anume se apropie cu viteze din ce în ce 
mai mari în valoare absolută, a 


lar , ajungînd în O cu o viteză infinit de mare 
(negativă). Cazul 0—0 poate fi c 


onsiderat ca un caz particular al acestuia, 
Dacă v, este pozitiv, punctul se depărtează de O = >0] şi anume se 


depărtează la infinit, dacă / este 


à pozitiv sau nul, sati se opreşte în punctul 
de abscisá x, 


RT T 
dacă / este negativ. După aceea, viteza își schimbă semnul şi astfel se 
regăseşte cazul studiat (v0) 


Cazul 4/0 ne poate da, cu aproximaţie, valoarea vitezei inițiale v, 
cu care trebuie azvirlit un punct material la suprafața Pămîntului pe ver- 
ticalá in sus, pentru ca el să nu se mai întoarcă pe Pămînt. Într-adevăr, 
presupunînd Pământul redus la un punct material situat în centrul sáu şi 
avînd.o masă egală cu masa M a Pămîntului, obținem pentru xo=R(R= 
—raza Pămîntului) condiția 


adică aproximativ 
7927-11,2 km/s. 


Calculele nu țin seama de rezistența aerului. i 

În cazul particular al unui punct material lăsat să cadă fără viteză 
inițială, de la distanța x—x,, vom obține pentru viteza v, te eca la 
suprafața Pămîntului (x— R—razà Pămîntului), din formula (19.23) 

191 
n=- || 2M (33) 

Am ales semnul minus în fața radicalului deoarece viteza v este diri- 
jată în sens negativ pe axa Ox. A 

Timpul de cădere /, se poate calcula tot cu ecuația (19.23) 


E=- oa) 
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efectuind o cuadratură. Vom avea 
R х 
~ dx ах 1 ху 
= — MÀ XLL—————— N ———- T : d Xx. 
jeu [aru (1 i) VZM хох 
T, Ts X х0 R 


$ 5. Mişcarea curbilinie sub acțiunea gravitaţiei universale. Vom trata 

acum cazul general al mișcării unui punct material Р de masă m, sub 

acțiunea forței gravitaționale exercitată de 

y punctul material fix O de masá M. Vom ra- 

$ porta mişcarea la coordonatele polare ғ, şi 9 

y din planul traiectoriei, polul fiind însuși cen- 

trul atractiv fix О. Vom însemna cu у, si 

0, (00=0), coordonatele polare ale poziției 

ot inițiale Po (fig. 19.5), luînd deci dreapta 

Р, х ОР, drept axă polară pentru unghiul 0. Уот 

nota cu « unghiul pe care-l face viteza ini- 

fialá v, cu vectorul OP,.(U25—7,). Se ínfe- 

lege cá se poate presupune totdeauna că un- 

ghiul x este cuprins între O si m fără a micșora gradul de generalitate 

al problemei, exceptînd cazurile x—0 şi «=r care au fost studiate la pa- 
ragraful anterior. 


înlocuind în ecuația (19.13) ре F cu Pu vom avea 


Fig. 19.5 


«(1) 1 fM 

Y 

rali. (19.24) 

Privită ca o ecuaţie diferențială de ordinul doi ea va avea integrala generală 
1=c, cos (0—С,) 4-2 1 (19.25) 


C, si C; fiind două constante (scalare) de.integrare, a căror determinare 
în funcție de condiţiile inițiale se va face potrivit celor stabilite anterior. 
Vom face deocamdată următoarele notații 


e M 1 96 
Cm. for С,= 0; (19.26 


introducînd noi constante e,p, 0, în locul constantelor С, Ca, C. 
Cu ajutorul lor, ecuaţia (19.25) va lua forma 


2 1-е cos(0— 6,), (19.27) 
care reprezintá o conicá, avind centrul O in unul dintre focare, excentri 
citatea e și parametrul p. Rezultă deci că şi traiectoria unui punct material 
greu la suprafața Pămintului este o conică, presupunind Pămintul redus 
la un punct fix, 
Determinarea conslantelor. Să presupunem acum cunoscute mărimile 
7g, Vg, 4; ne propunem să determinăm constantele e, P, 0, (si deci con 
stantele C,, C,, C) cu ajutorul relaţiilor (19.26). În acest scop ne vom 


|. 
| 
| 
| 
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ODE GET REIN 1d 
tolosi de cele stabilite la $ 2 al acestui canit 

) jew e А, ш : la М я al acestui capitol, unde vom face 020! рғ: 

‚ 1800110 vog Și Ung pe гала vectoare și pe normala la raza vectoare sînt 


) / ) COS =y. ( i 
ix Up, = 95V COS &, Unos =v sin a (19.28) 
taj , T 
\ nt ае de la $ ‹ ima relati TEST. А 
MÀ, sah menjinind notaţiile de la $ 2. Ultima relație multiplicatá си ў, пе dă 
atà de ^0 бәй. :1 
Om М | Yi o™¥ уйу 8111 Ф, 
"sg de unde, ținînd seama de (19.16) rezultă 
ŞI Co. ч ' 
urs | Cry sin х. 
)ozins | х Ă ; А 
Sa a | Expresia lui p о vom deduce din cea de а doua relaţie (19.26) 
capta | ' j { › : n , 
RUN ) C? "Qvjsin?« 
| === 0-р. 19.2 
m | А IM fM (19.29) 
Se dne În fine, relaţia (19.27) şi derivata ei în'raport cu timpul 
icum. | 


eralitate | | p Hi 
| —— = —e0 8 == 
е la pa: | 2 e0 Sin(0— 04), 


pentru timpul inițial /—0, dau 


2 Ёре cos б, ; (19.30) 


— e, sin 0,. (19.31) 


Aceste două relații pot fi privite ca două ecuaţii pentru cele două necunoscute e $i 
19 9) 0,, dacă ținem seama de expresia (19.29) a lui p în funcţie de elemente cunoscute. Relaţiile 
(15: (19.30) și (19.31) vor lua forma 


inar cos а 
termina" еа ө ponen bei umi P Sm (19.32) 
| rior f vy sin a 
e ante? 0 
A . Vosina Най ` 
dacă înlocuim ре 6, prin expresia ° AD scoasă. din (19.28). 
9. GUNT Di Zo 
(19.7 Deducem prin ridicare la pătrat si adunare 
2[ b 
- pacat es E а -1). 
To 2rosin a 
С. j С T EI 
În această formulă parametrul p, este cunoscut. din (19.29), încît putem scrie 
071 E z Ё ] 2 
(19: rU ео вішао ой үү | (19,39) 
Tu du УМ 2fM. 
! Valoarea constantei «0; este dată de relația 
| (19.34) 


? 
te 0,2 cotg «, 
pă ro~ P 


în care avem dreptul de а considera valoarea lui p cunoscută. 
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După cum se ştie, valoarea excentricităţii e decide genul conieii: 
conica va fi elipsă, parabolă sau hiperbolă după cum e? va fi mai mie! 
egal sau mai mare ca unitatea, Expresia (19.33) a lui e? ne conduce astfel 
la următoarele concluzii! 


7990 <2/M — elipsă 
Yquj--2fM — parabolă (19.35) 
ov 22fM — hiperbolă 


Se vede că genul conicii nu depinde de orientarea vitezei inițiale, 
ci numai de valoarea absolută a vitezei precum și de distanța 7, a poziției 
inițiale față de centrul atractiv О. 

5 6. Devleren razei luminoase. În cazul cînd conica este o hiperbolă, direcţiile ei 


esimptotice se pot afla din ecuația (19.27) determinind valorile unghiului 0 care anulează 
axpresia din dreapta a acelei ecuaţii 


1--e соз(0— 0,) =0. 


Pusă sub forma (У=оо) 
cos(0— 0,) = — 


se vede cá ea dă sigur soluții, deoarece е este mai mare ca unitatea (е> 1). Notind cu 
1 
arcsin ru mai mic unghi pozitiv al cărui sinus este egal cu 1/e, vom putea pune soluția 


ecuației precedente sub forma 
л 19751 
0—0, = т + arcsin F +2Кт, 


К fiind un număr întreg. Limitindu-ne numai la valorile unghiului 0— 0, cuprinse între 0 
şi л, vom lua K=0 în formula precedentă. Vom avea astfel 


т siye i 
0—0,— ies: + arcsin A - (19.36) 


Valorile lui Ө corespunzătoare dau cele două direcţii asimptotice căutate. 

Vom aplica aceste calcule la problema devierii razei de lumină. S-a constatat că raza 
luminoasă care ne vine de la o stea îndepărtată, trecînd prin preajma Soarelui îşi schimbă 
direcţia făcînd un unghiu ф cu prima ei direcţie. Vom căuta să determinăm această deviere 
unghiulară, presupunind cá raza luminoasă pornită din stea poate fi reprezentată prin traiec- 
toria unei particule de lumină — fotonul — căreia îi vom atribui o masă. Așa fiind, vom 


privi fotonul ca un punct material care se mișcă în cîmpul gravitațional al Soarelui, deci 
descriind o conică. 


Ea va aparține, potrivit relaţiei (19.35), genului hiperbolă, deoarece produsul кў 
este superior mărimii 2/M. În adevăr, presupunind că fotonul trece foarte aproape de supra 
fața Soarelui, vom putea lua 797696 000 km (raza Soarelui). Pentru v, vom lua va=300 000 
km/s, iar M=2+10%g, Se verifică imediat că inegalitatea rovj7- 2/M este satisfăcută, Unghiul 


1 ^ ғ 
dintre asimptote, care, conform formulei (19.36) este egal cu 2 arc sin -J „trebuie să fie egal 


cu unghiul p de deviere a razei de lumină 


1 А 
ф= 2 arcsin = (19.37) 
e 


vt ——— 


(T п Oo о rm 


Se 


Хой а 


une soluția 
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SEEN е, ve $i dată йе formula (19.33) їп care facem y=% presupunînd că fotonul 
p err 


trece tangent la suprafața Soarelui, deci v) va fi egal cu raza Soarelui 


Se obține cu aproximație 


wn număr foarte mare (de ordinul de mărime a numărului 109), Vom putea deci lua 


arcsin ы 2d 
e 


așa încît formula (19.37) va da 


DT (19.38) 


Fácind calculul numeric (rj —696 000 km, v,—300 000 km/s, M —2-109?g, f—6,664-10—5 ces 
şi transformind în grade sexagezimale, obtinem / g, f=6, u. CGS) 


ọ=0%,87 


pentru unghiul de deviere a razei luminoase, 

е їп realitate, observaţia astronomică ne arată un unghi dublu, de 17,74 pentru devierea 
razei luminoase care trece prin vecinătatea Soarelui. S-au făcut numeroase observaţii în 
timpul eclipselor totale de Soare, cînd lumina stelelor nu este înecată în lumina Soarelui; 
s-a putut măsura astfel cu mare precizie unghiul de deviere a razei luminoase venind de la 
o stea oarecare. 

Această nepotrivire între valoarea determinată prin calcul şi aceea observată direct 
constituie una dintre contrazicerile mecanicii newtoniene. Astfel de contraziceri au condus 
la înlocuirea mecanicii newtoniene prin mecanica relativistă generalizată a lui Einstein. 
Potrivit mecanicii relativiste, forța de atracție gravitațională nu mai există, efectele acestea 
fiind datorite unei proprietăți a spaţiului. Anume, se face ipoteza cá „cronotopul“, adică 
multiplicitatea cuadridimensionalá spatiu-timp nu este euclidiană, abaterea multiplicitátii 
de la o atare structură fiind datorită prezenței maselor. Ca o consecință, liniile geodezice — 
traiectoriile urmate de raza de lumină — nu vor mai fi linii drepte, ci nişte curbe determi- 
nate de structura varietitii cu patru dimensiuni reprezentînd multiplicitatea spatiu-timp. 
AfM 


Pe calea aceasta se ajunge la expresia 7 
000 


pentru deviația razei de lumină, adică în deplină 


concordanță cu observaţia. 


$ 7. Cazul planetelor. Mişcarea keplerianá. Un caz particular al pro- 
blemei tratate în $ 6, este cazul, mișcării unei planete P în jurul Soarelui 
situat în C. Traiectoria va fi în acest caz o conică închisă situată în între- 
gime la o distanţă finită, deci o elipsă de excentricitate egală cu e, Soarele 
ocupînd unul din focare. Axele elipsei, 27 şi 25, se pot afla lesne în felul 
următor. Din ecuaţia (19.27) a elipsei deducem că valoarea maximă a lui у 


este ? ..iar valoarea minimă este its incit putem scrie 


Te 
D Dă 22 
ае i-e 
5au 
ГА a 
a= aii (19.39) 


Semiaxa. mică ‚Р se află imediat cu ajutorul excentricității din expresia 


рү Ta. (19.40) 
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Excentricitatea e, va fi dată de formula (19.33) în t 
E cate facem а= 
ig g' presupunînd cá fotonul 


ce tangent la suprafata Soarelui i 
tre g I fa $ elui, deci r, va fi egal cu raza Soarelui, 


Se obține cu aproximaţie 
ой) 
SA =, 


un număr foarte mate (de ordinul de mărime a numărului 10%). Vom putea deci lua 


ЖИР 
arcsin — =- 
e 


aga încît formula (19.37) va da 


"vi (19.38) 


Fácind calculul numeric (rg — 696 000 km, v,—300 000 km/s M=2:1033g, f—6,664-10-* AS 
şi transformind în grade sexagezimale, obținem P 8, /=6, 9-535 CG8) 


9—0'^,87 


pentru unghiul de deviere a razei luminoase, 

: їп realitate, observația astronomică ne arată un unghi dublu, de 1,74 pentru devierea 
razei luminoase care trece prin vecinătatea Soarelui. S-au făcut numeroase observaţii în 
timpul eclipselor totale de Soare, cînd lumina stelelor nu este înecată în lumina Soarelui; 
s-a putut măsura astfel cu mare precizie unghiul de deviere a razei luminoase venind de la 
o stea oarecare. 

Această nepotrivire între valoarea determinată prin calcul şi aceea observată direct 
constituie una dintre contrazicerile mecanicii newtoniene. Astfel de contraziceri au condus 
la înlocuirea mecanicii newtoniene prin mecanica relativistă generalizată a lui Einstein. 
Potrivit mecanicii relativiste, forța de atracție gravitațională nu mai există, efectele acestea 
fiind datorite unei proprietăți a spaţiului. Anume, se face ipoteza că „cronotopul“, adică 
multiplicitatea cuadridimensionalá spatiu-timp nu este euclidiană, abaterea multiplicitátii 
de la o atare structură fiind datorită prezenței maselor. Ca o consecință, liniile geodezice — 
traiectoriile urmate de raza de lumină — nu vor mai fi linii drepte, ci niște curbe determi- 
nate de structura varietátii cu patru dimensiuni reprezentînd multiplicitatea spatiu-timp. 
AfM 


——, pentru deviația razei de lumină, adică in deplină 
foU 
000 


Pe calea aceasta se ajunge la expresia 


concordanță cu observaţia. 


$ 7. Cazul planetelor. Mişearea kepleriană. Un caz particular al pro- 
blemei tratate în $ 6, este cazul mișcării unei planete P în jurul Soarelui 
situat în C. Traiectoria va fi în acest caz o conică închisă situată in între- 
gime la o distanţă finită, deci o elipsă de excentricitate egală cu e, Soarele 
ocupînd unul din focare. Axele elipsei, 27 şi 2b, se pot afla lesne în felul 
următor. Din ecuaţia (19.27) a elipsei deducem că valoarea maximă a lui 7 


2 ORE А УЕЛ E 
este ir iar valoarea minimá este f incit putem scrie 
—е 


Аа 
20—1—; 1r; ia: 
sau 
PERI Ue (19.39) 
1—е° 


Semiaxa mică b se află imediat cu ajutorul excentricității din expresia 


ф=аүй —е* Ta (19.40) 
—e 


+ яе е me же 


чү 


à 
1 
1 
i 
[| 
ў 
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——. 


Pe elipsa de axe 2a si 2b- mișcarea planetei se face întotdeauna. în 


acelaşi sens, deoarece, 0 își păstrează în permanență același, semn, după 
cum se vede din integrala ariilor 


0С. (19.41) 


Din formula aceasta se obține timpul / în funcție de unghiul 0 asa 
cum s-a văzut la $ 1, b 

a 9 24 A 

iaz)? d0 (19.42) 
unde, bineînțeles, vom înlocui 7 prin expresia sa (19.27) în funcție de 9. 
Relaţia (19.42) dă modul de a deduce pe 0, ca funcţie de timpul /. Dacă 0 
crește cu unghiul: 27, raza vectoare 7 dată de (19.27) îşi reia valoarea, 
iar timpul ё dat de (19.42) crește cu mărimea 


d pln 
T E Ж (19.43) 


Rezultă cá mișcarea este. periodică, perioada T fiind dată de relația 
(19.43). Fără a efectua cuadratura din dreapta, perioada Т se poate deter- 
mina observînd cá este egală cu intervalul de timp în care raza vectoare 
descrie aria elipsei, întregi, adică aria egală cu 


лар. 


: x UN. " 1 
Cum viteza areolará О este constantă si egală cu ® С vom avea 


rab 1 
Tq 3€ 
de unde deducem i 
. 2nrab 
== 


Înlocuind а si b prin valorile lor (19.39) si (19.40) si C prin valoarea sa 
scoasă din a doua: relaţie (19.26), obținem 

Set Еш 

ym) a-es 

sau, ținînd seama de expresia (19.39) a lui a, 


r=. (19.44) 
VIM 
$ 8. Legile lui Kepler.! Legile lui Kepler sînt următoarele: 4 
Legea І. Planetele descriu elipse, Soarele ocupind unul dintre 
focare, 


1 Johann Kepler (1571— 1630) astronom german, a fost asistentul şi apoi succésoma 
danezului Tycho-Brahe, ca astronom la curtea imperială din Praga. A seris „Адош 
\плоуа“/5і „Harmonices mundi", în care a dedus cunoscutele legi privind mişcarea planetele 


со m m 


ată de ү, 
€ poate dety, 
Тала үер 


m avea 


rin valoarea * 
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„Legea II. Raza vecto 
în timpuri egale (legea ariilor), 
' L egea II. Raportul dintre pátratul ti 
semiaxel mari este același pentru toate planetele, 
Ele au fost însă descoperite de Kepler în mod empiric, prin diferite 
combinări numerice între rezultatele observa 


lerice ațiilor astronomice ale lui 
Tycho-Brahe. El a încercat ulterioro sinteză a a i i 


fără a reuși, Insuecesul lui Kepler se datorește faptului că el a căutat forța 
pe tangentă în conformitate cu doctrina aristotelică ; Newton, mai tîrziu 
neaplicînd această doctrină şi urmînd 'gîndirea lui Galileo Galilei, a căutat 
forța pe raza vectoare si a reușit să dea legea atracției universale. 


Elipsa, traiectorie a planetei supusă numai acțiunii gravitaționale, 
se numeşte orbită. Soarele, considerat punctual și imobil ocupă unul din 
focarele elipsei. Capătul axei mari a elipsei, situat în apropierea Soarelui 
se numește periheliu, pe cînd celălalt capăt mai îndepărtat se numeşte 
afeliu. Potrivit legii ariilor, viteza planetei pe orbită trece prin valoarea 
sa maximă la periheliu și prin valoarea sa minimă la afeliu. Variația vitezei 
între aceste două puncte este monotonă. 


ate a planetei descrie (mătură) arii egale 


mpului de revoluţie sí cubul 


De altfel valoarea excentricitátii e este foarte mică pentru toate planetele. Iată tabela 
valorilor acestora: * 


Mercur 0,2056 Marte 0,0933 Uran 0,0471 
Venus 0,0068 Jupiter .; 0,0484 Neptun 0,00855 
Pămîntul 0,0167 Saturn 0,0558 Pluton 0,2486 


Rezultă că traiectoriile planetelor sînt aproape circulare, iar mișcarea pe traiectorie 
este aproape uniformă. Variatii mai mari de viteză se constată mai, cu seamă la planetele 
Pluton, Mercur și Marte care au excentricitatea: e ceva mai mare. Pămîntul are viteza de 
30,27: km/s-la periheliu şi de 29,27 km/s la afeliu. : г 

Satelitul Pămîntului, Таша, are o mişcare în jurul Pămîntului care poate fi studiată 
în mod similar, presupunind cá Pămîntul joacă rolul Soarelui, iar Luna rolul planetei. 
Excentricitatea corespunzătoare este în acest caz e=0,066; deci orbita este aproape circulară. 

cazul orbitei descrise de Lună, punctul cel mai apropiat de Pămînt se numește perigeu, 
iar punctul 'cel mai depărtat apogeu. x 7 E 

Stabilirea legilor lui Kepler, prin calcul, pornind de la ipoteza forței de atracție 
gravitaţională a constituit o verificare strălucită a legii de atracţie enunțată de Newton. 
Această verificare a înlesnit marea operă de sinteză pe care a făcut-o Newton, atunci cînd a 
pus bazele mecanicii ca doctrină ştiinţifică deductivă, pornind de la un număr restrins de 
legi cu caracter experimental. “ = тм 

Calea istorică а fost parcursă în sens invers de ‘cùm am expus-o. Legile lui Kepler 
au fost stabilite, nu pe cale teoreticá ci pe baza materialului de observatie strins de Tycho- 
Brahe. Primul proces de sintezá pe care 1-а făcut Newton a fost acela de a fi concentrat 
cele trei legi privind mișcarea planetelor în jurul Soarelui, într-o singură lege — legea atrac- 
еі universale — din care apoi să se poată deduce pe cale matematică, aşa cum s-a arătat 
mai sus, atît legile lui Kepler cît și legile căderii corpurilor” la suprafaţa Pămîntului. Al 
doilea. proces de sintezá fácut de Newton, care depáseste mult in importantá pe primul este 
acela, de a fi pus bazele unei doctrine a mecanicii, dezvoltată deductiv. dintr-un număr re- 
strîns de legi — cele trei legi ale lui Newton, „„more geometrico „„adică sub formă 
matematică, EL АЛЕН A ^ M 

Trebuie totuşi să menționăm cá legea atracției universale are şi unele impertecţiuni. 
Între altele, trebuie să cităm nepotrivirea dintre calcul si observatie, în ceea ce priveşte de- 
vierea razei de lumină (5 6). Altă imperfecfiune а legii de atracție universală constă în meno: 
trivirea dintre teorie gi observaţie cu privire la poziţia periheliului planetelor. Сакы uc 
dă un periheliu imobil, pe cînd observaţia ne arată o deplasare a acestui punct a Orbi 8 
planetare, deplasare care este mai sensibilă pentru planetele din apropierea Soarelui şi с 


{ 

| 

i 

i 

i 
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o excentricitate mare, În special, planeta Mercur fiind cea mai apropiată de Soare 91 avînd 
o excentricitate mare (2> 1/5) prezintă o deplasare seculară de 43,5 a periheliului său 
Pentru a explica aceste contraziceri între teorie $1 observație s-a încercat fără succes, să se 
corecteze legea gravitației universale printr-un termen adițional 
diferit de 2, sau prin introducerea unor planete nedescoperite încă. Contrazicerile semnalate 
nu au putut fi înlăturate decit în timpul din urmă, înlocuindu-se concepția newtoniană de 
acțiune la distanță, prin inglobarea forţei gravitaționale în structura însăși a spațiului, în me- 
canica relativistă, 


A ă se 
, Sau printr-un exponent 


$ 9. Teorema energiei. În cazul mișcării kepleriene, teorema energiei 
va lua forma 


2 ; const, . (19.45) 
deoarece lucrul mecanic elementar dL este egal cu 


apo ares). 


y Y 


Mm 
Mărimea fum reprezintă expresia funcţiei de forță, aga că up: Ji reprezintă energia poten- 
fialá a punctului material atras. Pentru a determina constanta care intervine în partea 
dreaptă a ecuației (19.45), vom scrie această relație pentru o poziție particulară a punctului, 
de exemplu pentru poziția la periheliu, Va trebui în acest caz să facem r=a—ae în (19.45). 


Viteza v la periheliu va fi dată de 


2 
deoarece viteza areolară în acel punct (=) este egală cu. Vom mai înlocui fM prin G 


conform relației (19.26), Cu aceste înlocuiri, primul membru al relației (19.45) devine 


тС? Ст. Cm р 1 
2a?(1—e)? ра (1—2). р E a ais] 
Ínlocuind acum márimea Ё din paranteză prin valoarea sa a(1 —e2) dedusă din (19.39), obținem 


mv? fm M С?т 


Punem în locul lui p valoarea sa Jar din (19.26) si avem 


mv? {Мт Mm 
E =— , .46 
2 7 2a (eon 


o formă remarcabilă, deseori folosită în mecanica cuantică. 


Observaţie. în deducerea acestei formule am presupus că traiectoria aparține 


genului elipsă, Dacă acum am presupune că еа ar aparține genului hiperbolă (e> 1), atunci 
periheliul ar fi dat de ү=а(2— 1). Expresia vitezei va deveni 


iar aceea a lui p 


energia Mig 
ine în pus 
t8 punctul 
t în (845 


ni ЈМ ра 


45) devine 


1 


(19.39) 022 
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aga încît ауе! 


2 poat D» 


Prin urmare, forma generalá a ecuaţiei energiei va fi 


my? JM [Mm 


d^ LEI (19.47) 


semnul superior corespunziud elipsei, iar cel inferior hiperbolei, 


$ 10. Greutatea corpurilor. La suprafața Pămîntului toate corpurile 
sînt grele din cauza atracției gravitaționale care se exercită asupra lor. 
Am arătat mai sus (XIX, $ 3) că atracția gravitațională a Pămîntului asupra 
unui punct P de masă m, de la suprafață, este echivalentă cu atracţia 
gravitațională a unui singur punct situat în centrul Pămîntului şi avînd 
masa egală cu masa totală M a Pămîntului. Prin urmare greutatea punctu- 
lui P de masă m situat la suprafața Pămîntului va trebui să fie echiva- 


А Mm "3g ES YN ө е Р 
lentă cu f —-, К fiind raza Pămîntului. Rezultă că accelerația corespunză- 
M : RI «dam о $ А р ЖЕ 
toare E trebuie să fie echivalentă cu accelerația gravitației p de 
unde se deduce relația foarte utilă în calcule 
JM -—R?g. (19.48) 


Traiectoria parabolică a punctului greu la suprafața Pămîntului este 
deci o aproximaţie a curbei (19.27) în ipoteza că centrul Pămîntului ar fi 
situat la infinit. Pentru viteze inițiale mari va trebui să înlocuim forța 
constantă a greutății prin atracția newtoniană exercitată asupra punctului 
de către centrul Pămîntului. Așadar, traiectoria va fi o curbă avînd ecuația 
de forma (19.27), în care originea este centrul Pămîntului, adică o conică, 
Pámintul ocupînd unul dintre focare. Determinarea genului traiectoriei 
conicei se va face cu ajutorul formulelor (19.35) în care se va înlocui 7, 
prin R (raza Pămîntului), iar /M prin gR?. Relaţiile (19.35) devin 


v$-2gR — elipsă 
vê=2gR — parabolă (19.49) 
vè>2gR — hiperbolă. 


Expresia ү22 are aproximativ valoarea de 11 200 m/s, de unde 
rezultă că dacă punctul greu ar fi aruncat de pe Pămînt cu o viteză mai 
mare sau cel puțin egală cu 11,2 km/s, el ar părăsi planeta pentru tot- 
deauna pe o traiectorie hiperbolică sau parabolică. 


Mm 


Energia potențială —f- RIS trebui să fie înlocuită aici priu 


Мт 
RFA’ 


28 — Mecanica teorelich 
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unde s-a notat cu л înălțimea punctului material considerat, deasupra Pimfntulul, Cum 4 
este mic în raport cu № vom putea lua, într-o primă aproximație, 


FU = 10228 ca i (1-5) ^ 


Aşadar, energia potențială va avea expresia 


Mm ЈМт | [Mm , 
дат ү т i. 


M 
sau, tinind seama de relația «= , vom avea pentru energía potențială 


Mm Mm 


ота Ми mah (19,50) 


expresie care nu diferă de aceea pe care o cunoaștem (mgh) decît prin constanta aditivă 


-J . Prezența acestei constante arată că nivelul la care energia potențială se anulează 
nu este acelaşi în ambele cazuri și anume, în cazul cînd expresia energiei este —/ rd ? 


nivelul nul este la infinit, pe cînd în cazul cînd expresia este mgh, nivelul nul este situat 
la suprafața Pămîntului. 


Masa grea. Masa inerid. Am văzut că forța greutăţii conduce 1а noțiu- 
mea de masă grea, mai ales cînd este comparată cu forța datorită unui 
cîmp electric. Într-adevăr, cîmpul electric Ё exercită asupra unui punct 
material de sarcină electrică e, forța F=eE, analog cu greutatea G—mg 
care se exercită asupra unui punct de masă grea (sarcină gravifică) ж 
într-un cîmp gravitațional g. Mișcarea punctului în cîmpul electric va fi 
dată de ecuația 

та=еЕ, 


unde m este masa sa inertá, pe cînd mișcarea sa în cîmpul gravitațional 
va fi dată de ecuația 


ma-mg. 


Se vede cá din cauza identității masei inerte cu masa grea, ea nu 
mai apare in ecuația a doua, ceea ce nu se poate întîmpla în prima, deoarece 
masa inertă m este diferită de masa electrică e. 


Aceasta se datorește faptului că forța de atracţie gravitațională este 
proporțională cu masa (inertă) atrasă. Ea a condus pe A. Einstein la o 
teorie a forței gravitaționale, despre care am amintit mai înainte. 


O confirmare experimentală a, identităţii celor două mase a fost făcută 
de Eótvós. 


$ 11. Coordonatele planetei exprimate in funcție de timp. 
a) Traiectorie eliptică (e<1). Din expresia teoremei ariilor 


7°б=сС 


5 


lui 


le 7 Nn 
J Ru 
aul este situ 


1ce Ја поў. 
atorită umi 

unui puni 
atea G= 


gravific) н 
jectric va i 


„Ңң mi 
gavit 
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deducem 
di 40 
Ca) 


Pe de altă parte, din ecuaţia conicii (19.27) deducem, diferențiind, 


б, ad, -—€ sin (0— 0,)d0, 


Vom înlocui pe sin(0— 0,) prin valoarea sa din (19.27) 


e sin (0— 0,) — Ja-(£ 3). 


astfel încît relația precedentă se va putea scrie 


pr || (2 -17 -a0, 


Aa оч A EE 
[е ey 


Substituind in expresia lui d/, vom avea 


de unde 


p уду 
б CUTE O 
Cape 
Se va lua în dreapta valoarea pozitivă sau cea negativă a radica- 


lului după cum dr este pozitiv sau negativ. Înlocuind sub radical valoarea 
lui ф prin valoarea sa a(1—e2) scoasă din (19.39), expresia lui d/ devine 


dt fe a SA 
CY1—28  ae2—(a—)2 


sau, cu (19.26), МЕЧ 
di=a || какаоа. 
ji MYa262— (a—7) 
Fácind schimbarea de variabilă in y si u, dată de 


a—r=ae cosu,  r-a(1—e cos и) (19.51) 
vom avea 


di—a b (1—e cos u)du. 


jM 


Integrînd de la valoarea 4—0, care corespunde periheliului r—a(1— 2), 
se obține 
—t,y—a || 3. (" (1—ecosu)du 
t to a bx 0 ( ) 2 


unde /, reprezintă momentul trecerii la periheliu, adi 


n(E— to) ue sinu, n үт . 
28 


i 
| 
| 
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Din această ecuație se poate determina 7 în funcție de timpul /, Ea 
este cunoscută în astronomie sub numele de ecuația lui Kepler. 

O dată aflat » ca funcție de /, vom putea deduce și pe 0, folosind 
ecuația conicii (19.27). 

Parametrul н are o interpretate geometrică importantă, 

е P’ (fig. 19,6) piciorul perpendicularei coboritá din P — poziția 
planetei — ре axa mare a elipsei, focarul ei 5 fiind ocupat de Soare, 


р" Unghiul razei SP cu аха mare este 0—0,. Avem 
«К ры 
y OP'—0S--SP'—a cos (D OP"), 
unde P'' este intersecția dreptei РР” cu cercul 
[NA avînd axa mare drept diametru. Relaţia pre- 
Ue cedentá se mai poate scrie 
Fig. 19.6 


~ 
ae+r cos (0—0,) —a cos (P”OP'). 


Însă din ecuația elipsei în coordonate polare se deduce 


cos (0—6) =; (2-1) 


е 
sau, cu ф=а(1—е2), 
cos oee ae— 3), 
astfel că relația precedentă devine 


= 
a—r=ae cos (P''0P'). 


Comparînd această relație cu prima din (19.51), rezultă 


AN ~ 
P''QP'-—dq. 


Unghiul и se numește anomalia excentrică, iar unghiul 0 anomalia 
adevărată. 

b) Traiectoria hiperbolică (e>1). În cazul e>1 expresia lui p va fi 
dedusă tot din ecuaţia conicii, scriind că axa reală 24 este egală cu dife- 
renfa între valoarea maximă și valoarea minimă a lui 7 


Каср ? 
DAL сурт 

de unde 
$-—a(e?—1). 


Fácind această modificare în calculul lui dt efectuat în cazul elipsei, 
vom avea 


di р rdr 


сү ї—1 Vera ae t 
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de unde, cu schimbarea de variabilă 


a+r=aech u-»r—a(e ch u 2.1), (19.52) 
se obține 


А À dr=ae sh u du 
şi deci 


3/2 и 3 
= j (e ch ата sh u—u); (19.53) 
s-a notat 
al? 
ир ио), 
и, fiind determinat de relaţia 
&-Frs—ae ch и. (19.54) 


Eliminarea lui и între (19.52) si (19.53) dă y în funcție de timpul /. 
Pentru 0— 0, se obtine din ecuafia conicei 


e cos (09—0,) — 2 — 1. 


ГА 


Înlocuind p prin а(е2— 1), iar y potrivit relației (19.47), se obţine 


e—ch и 
gcos (0-0) E 
de unde 
1—cos (0—6,) e+1 h 
— — u—1 
1+cos (0— €) =C ) 
sau 


0—0 — е+1 и 
=] 2 i sh» 


ТТЕ 
ceea ce reprezintă legătura între 0 si u. 


Interpretarea geometrică a variabi- 
lei u în cazul hiperbolei se poate obține 
în felul următor. Hiperbola (traiectoria) 
are un focar în S si axa reală SAOx (cu 
centrul în О şi vîrful in A) (fig. 19.7). 
Ecuația ei în coordonate polare 

Ф 1-е cos(0—0,) 


У 


este raportată Ја polul 5 şi la аха Ох, iar 3 2 

piciorul perpendicularei pe Sx, dusă din Fig. 197 

punctul curent P, este punctul P’. Să consi- : tà : 
derăm hiperbola echilaterá E avînd centrul tot în O si'axa reală tot Ох. 
Să notăm cu P” intersecția dreptei PP’ cu hiperbola echilateră 4 
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Coordonatele carteziene x, y ale punctului P” față де axele Ox şi Oy 
se vor putea exprima cu ajutorul unui parametru и 


+= —ach t, У=а sh и. 


Ре de altă parte din figură se poate scoate relația 
SP'=S0—P'0 


sau, cu înlocuirile SP'=r cos (0—0,) si SO-ae, P'0= 
r cos (0—0,)=ae—a chu, 
adică 


— х=а ch u, 


p—* 
—; 746—4 Cos И. 


Rezultă, cu p=a(2—1), 


a+r=ae chu, 
adică tocmai relația (19.54). 
c). Traiectoria parabolică (e=1). Їп cazul parabolei, ecuația traiec- 
toriei devine 


DE фу a e 51 
шебере 2 ) (19.55) 


Legătura dintre timpul # și unghiul 0— 0, se poate stabili pornind tot de 
la teorema ariilor 


7? d0—C dt 
sau, cu (19.55), 
2 
2 = =C dt 
4 cos? = 
Vom face substituţia у 
0—0, 
tg ой 


aşa că relația precedentă devine 


22 (14u?) d£—C de. 


Integrînd obținem 
в=ө 


(6) 
0=0, 


unde /£, este momentul inițial. Avem astfel legătura între timpul £ şi de 
unghiul 0. Legătura între 1517 se va determina eliminînd pe и între (19.55 
$i (19.56). Vom: obține 


SE (az (ar tar erm = 
су. 


12. Problema satelitului artificial al Pămîntului. Am văzut că rela- 
țiile (19.35) ne dau natura traiectoriei unui punct material lansat de pe 
Pămînt şi că, dacă viteza iniţială este 229R—11,2 km/s, mobilul părăseşte 


pentru totdeauna planeta noastră pe o hiperbolă sau pe o parabolă. 


LES 
X3, 
M б, М 
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Pentru a face са mobilul considerat Ја înce 
| nobi put în Py pe Раш? . 18. jungă 
într-un anumit punct Р” din spaţiu, la distanţa v’ de seal БЕДЕЛГЕ, RE 
folosi una dintre aceste traiectorii, situată în planul OPP’. Cea mai simplă ar fi Пен 
linia dreaptă PP’. Aceasta este si ea o traiectorie а cărei ecuație va fi tot de forma (19.27) ; 
ES € particular x—0, ea aparţine genului parabolă deoarece a fiind nul, rezultă cu 
SJ), 671. AM 
Mişcarea ре dreapta PaP’ se face în acest caz după legea 


iar teorema energiei ne dă 


—-— —gRm 


9 
v? gRAy mug 
Y 2 


de unde deducem, aplicînd-o in punctul P'(ror'!), 


Fig. 19.8 


visi -2;n(1—1). 

De aici se vede că pentru ca mobilul să ajungă în P’ cu o viteză 0-0 trebuie să avem 
2 R 

vi 2en(1 -5) (19.57) 


Dacă deci îl putem arunca pe verticală, in sus, cu o viteză egală cny2zR, adică de 
11,2 km/s, mobilul poate ajunge în orice punct al verticalei pe care a pornit. 

Relaţia :(19.57) ne arată că am putea izbuti chiar cu viteze mai mici; de exemplu 
în cazul cînd P’ ar fi centrul Lunei, va trebui să luăm r’=60R, iar viteza de lansare 


poate fi micşorată cu circa 90 m/s. 
Călătoria către Р’ se mai poate face si pe o traiectorie eliptică. Ne vom mărgini în 
calculele noastre la elipsa care pornește din Р, (fig. 19.8) normal 1а OP,, deci la cazul 


т ip 
a=3, adică vom presupune ve orizontal. 
Se vede din ecuaţia (19.27) a traiectoriei că în acest caz se poate lua 0,=0 din motive 
de simetrie, încît ecuaţia se va putea scrie 


Ф 2, 
к=: (19.58) 


Fácind în această ecuaţie 0—0, r— Р, vom avea valoarea lui e 


? (19.59) 


е=——1, 


R 


de unde, impunind condiţia ca traiectoria să fie o elipsă 0<е<1, obţinem 


R«p«2R 
T n >, > * 
sau, tinind seama de expresia (19.29) a lui р, unde vom face «=, aceste inegalităţi devin 
gR «2gR. (19.60) 
Numeric, această relație se scrie 
(19.61) 


7,9 km/sszvo «11,2 km/s, 
: х р 
ї а2 аг сї ipsa se reduce chiar la cercul de rază R 
semnul egal corespunzind cazului particular ctud el c ] cul d 
c Y | le mari ale Pămiutului, treciud prin P. 


cu centru în O, adică la unul dintre cercuri 


— а өт 
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Cel mai depărtat punct P’ care poate fi atins cu această traiectorie este, fireşte, apo- 
geul P’ al elipsei (fig. 19.8). 


Din formula (19.57) putem deduce expresia vitezei minime v, de lansare pe verticală 


А 1 
printr-o dezvoltare în serie după puterile lui = „ Ne putem opri la cel de al doilea termen 


în dezvoltare, așa încît vom putea scrie, lăsînd semnul > la o parte 


cz. R 
v Vagi(1 =). (19.62) 


În cazul Lunei (7—60) viteza v, este mai mică decit 11,2 km/s cu 92 m/s. 

Traiectoria eliptică din fig (19.8) realizează o mișcare permanentă în jurul Pămîntului: 
cu alte cuvinte, cu viteza v, îndeplinind condiţiile (19.62) se poate crea un satelit artificial 
al planetei noastre, 

Pe baza unor calcule de mare precizie și dispunînd de un înalt nivel științific și de o 
tehnică foarte înaintată, savanții din U.R.S.8. au putut lansa la 4 octombrie 1957, primul 
satelit artificial (sputnik) al Pămîntului, după care au urmat celelalte experiențe bine- 
cunoscute, cu alti sateliți din ce în ce mai mari, culminind cu zborurile celor patru cosmo- 
пащі sovietici, 

Vitezele necesare unui corp terestru pentru ca el să devină сотр ceresc se numesc 
viteze cosmice. Așadar, pentru lansările de la suprafața Pămîntului, vitezele cosmice au limita 
inferioară de 8 km/s. 

În mulțimea de viteze cosmice se disting în special două: una este această limită 
inferioară de 8 km/s pe care o putem numi prima viteză cosmică specială vy, sau încă viteză 
cosmică circulară; cea de a doua este viteza de 11,2 km/s pe care o putem numi a doua viteză 
cosmică specială отр, sau viteza cosmică parubolică, pentru motive evidente. Orice viteză cosmică 

cuprinsă între cele două viteze cosmice speciale (I şi II) va da naştere unei traiectorii elip- 
tice, dacă lansarea se va fi făcut în direcţie orizontală; orice viteză superioară celei 
de a doua viteze cosmice va obliga corpul să se miște pe o ramură de hiperbolă; în 
acest din urmă caz corpul ceresc astfel creat nu va mai fi un satelit al Pămîntului, ci ar 
putea eventual fi captat de un alt corp ceresc, ре lîngă care ar trece traiectoria hiperbolică. 

Astfel de consideraţii au apărut la lansarea rachetei interplanetare din 2.1.1959 de 
către U.R.S.8. Pornind pe o traiectorie parabolicá (vo=11,2 km/s) racheta a trecut în apro- 
piere de Lună, la o distanță de circa 7 000 km de suprafața ei. Dacă în poziţia aceea racheta 
ar îi avut o viteză inferioară celei de a doua viteze cosmice, calculată pentru corpurile lansate 
de la distanța de aproximativ 9 000 km de centrul Lunei, atunci traiectoria rachetei ar fi 
devenit o elipsă în jurul Lunii. Însă viteza a doua cosmică Vip față de Lună, a cărei expresie 


se deduce din (19.35) 
21M a 
m |/ r < (19.63) 
0 


se calculeazá a fi egalá cu 1;2 km/s (M —masa Lunei, 79229 000 km), pe cînd viteza rachetei 
în apropiere de Lună era de aproximativ 4 km/s dacă ținem seama de ecuația energiei (19.45); 
în orice caz, era mult superioară celei de a doua viteze cosmice. Prin urmare, racheta a trecut 
pe lîngă Lună, fără a-i resimți prea mult influența. 

: Se pune însă acum o altă problemă analogă, considerînd poziția rachetei față de Soare. 
Viteza a doua cosmică pentru corpurile lansate de pe Soare, calculată potrivit formulei (19.63), 
unde vom înlocui M cu masa Soarelui Şi fo cu distanța de la Pămînt la Soare, este de apro- 
ximativ 42,3 km/s la periheliu. Viteza rachetei față de Soare este rezultanta vitezei Pămîntului 
față de Soare compusă cu viteza rachetei față de Pămînt; și deoarece racheta a fost dirijată 
la lansare să ia direcția sí sensul vitezei Pămîntului față de Soare (aproximativ 30 km/s 
în periheliu) vom avea, pentru viteza rachetei faţă de Soare, suma valorilor numerice ale 
celor două viteze componente. Pentru viteza rachetei față de Pămînt trebuie să luăm mărimea 
acesteia într-un punct îndepărtat de Pămînt, ceea ce revine potrivit relației (19.45), la circa 
50 m/s, astfel încît viteza rachetei față de Soare va fi într-un punct îndepărtat de Pămînt 


în jurul a 20,9 km/s, cam cît viteza Pămîntului în periheliu. În ceea ce priveşte prima 
viteză cosmică a corpurilor lansate de pe Soare. 


(19.64) 
fo^ 


us 


un 


rioară celei 
iperbolă, i 
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luînd pentru r, tot distanța de la periheliu la Soare (сеса ce este 
valoarea de 29,98 km/s. Cum viteza rachetei față de 
heliu, rezultă că racheta nu va cădea pe Soare 

, 


Trebuie să observăm însă că aceste valori ni 
pentru calculul lor mai precis ar fi nevoie de cunost 
de puncte. 

Să mai observăm că nu s-a ținut seama de rezistența aerului atmosferic, Fireşte că 
prezența aerului modifică cifrele obținute, 


De fapt mişcarea satelitului prin aetul atmosferic comportă o traiectorie de 2—300 km 
pentru ca satelitul să ajungă în spațiul interplanetar, unde rezistența aerului este neglija- 
bilă, În mecanica teoretică se tratează de obicei probleina mișcării satelitului începînd numai 
dincolo de atmosfera terestră, după ce va fi obţinut prin mijloace tehnice potrivite, viteza 
inițială în spațiul interplanetar, În consecință, cifrele obținute ar trebui ușor modificate 
pentru a corespunde realității, deoarece vitezele cosmice V, şi Yip — formulele (19.63) si (19.64) — 
depind de raza › a poziţiei initiale. 


d aproximativ corect) se găseşte 
Soare depăşeşte această valoare în peri- 
ci va descrie o elipsă în jurul Soarelui. 
uierice sînt cu totul aproximative şi că 
infe făcînd parte din Mecanica sistemelor 


XX. MIȘCAREA PUNCTULUI MATERIAL SUB ACȚIUNEA 
FORȚELOR ELASTICE 


$ 1. Generalităţi. Numim forță elastică o forță F atractivă, propor- 
tionalá cu distanța PO—r, exercitată asupra mobilului material P din partea 
unui punct fix O, numit centru de atracție (fig. 20.1). Putem serie 


F-—khr (20.1) 


dacă 7 este vectorul de poziție al punctului atras P, față de centrul 
de atracție O 

7—0P 
$i k o constantă pozitivă. 


Forţele elastice intervin ca forțe principale în capitolul mecanicii 
aplicate numit elasticitate. Ele sînt caracterizate prin proprietatea de a 
produce o deformatie, atunci cînd acţionează asupra corpului elastic și 
numai atît timp cit acționează: în mo- 

P mentul cînd. ele încetează de a mai 
acționa, corpul elastic solicitat revine 
la forma inițială. 


Fig, 20.1 Fig. 20.2 


stie No. 90.9 e n= 
Fenomenul tip poate fi redat de un resort elastic (fig. 20.2) de m 
і te dacă este solicitat de forțe axiale — F si F, de 
gime Z, care se lungeste dacă este solicitat de 1 k Sai EN 
intensitáfi egale şi de sens opus, luînd lungimea aa р. 
temul de forte (^, —/*) lucrează asupra sa. 


1 


i 
! 
ii 
| 
| 
| 
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Cînd însă forțele încetează de a mai lucra, resortul își recapătă lun- 
gimea inițială. Între alungirea /'—7 a resortului și forța F există o relație 
de proporfionalitate 
'—1=\Р, (20.2) 
^ fiind independent de F. 

Înlocuindu-se resortul de lungiine / printr-o bară de ofel de aceeaşi 
lungime, legea exprimată prin relația (20.2) persistă, dacă forța F nu depă- 
seste anumite limite. 

Legea aceasta, care are o bază experimentală, poartă numele de legea 
lui Hooke. Ea formează fundamentul teoriei elasticitáfii. 

Forţele elastice fac parte din categoria forțelor centrale, adică a forţelor 
al căror suport trece necontenit printr-un punct fix О. Luînd punctul fix 0 
drept origine, expresia generală a forței centrale va fi 


FF, 
unde р este versorul vectorului de poziție 7 al punctului P solicitat 
p=vers ОР, 


iar F valoarea scalară a forței F. Dacă forța F este atractivă, adică este 


dirijată de la Р către O, atunci scalarul F va fi negativ, iar dacă forța F 
este repulsivă, adică este dirijată de la P în sensul opus lui PO, atunci 
scalarul F va fi pozitiv. 

Se poate spune că orice forță atractivă, a cărei valoare scalară este 
funcție de distanța 7, centrul de atracție fiind în O şi care se anulează o 
dată cu distanţa 7, este, în prima aproximaţie, o forță elastică. Într-adevăr, 
dacă am presupune că f(r) este expresia mărimii scalare F a forței F 


Е=Ј(0), 


f(r) fiind o funcție de v, care admite o dezvoltare în serie după puterile întregi 
ale lui 7, vom avea 


fog f 9-4 f OH, 


termenul constant trebuind să fie nul, pentru a satisface condifia ca f(r) sà 
se anuleze pentru 7—0. Pentru valori destul de mici ale lui 7 ne vom putea 
mărgini la primul termen în serie 


Дй=—, 
POS 


Forța F fiind atractivă va trebui să presupunem & pozitiv. Se vede deci 
că forța F[F=f(r)p] este о forță elastică în primă aproximație. 
Constanta k are o interpretare mecanică importantă; ea reprezintă inten- 
sitatea forței elastice F cînd punctul atras se aflá la o distanță de centrul 
atractiv О egală cu unitatea. Га se numește coeficient de elasticitate. 


unde am notat 


sa! 
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$ 2. Mişeareu punetului materi 
eu 3» masa punctului material P atras de 


\ punctul fix О cu o forță elastică. 
Raportind mișcarea la un sistem de ¢ gru. 


PO r A »1 H A 
| | | ixe avind originea în O, ne propunem 
a analiza mişcarea punctului material P, determinat de vectorul de poziţie ғ, 


adică ne propunem a determina vectorul 7 ca funcție vectorială de timpul / 
condițiile inițiale fiind date prin relaţiile | i 


* * 


y: =, 7==Ў, pentru £—0, (20.3) 


unde ro ŞI ry sint doi vectori cunoscuți, 
Ecuația fundamentală a mecanicii se va scrie în acest caz sub forma 


mr = —hp 


sau îucă 
х r+or=0 By (20.4) 
unde am notát pi 
k А 
ГУА у E 
a m (20.5) 


Relaţia (20.4) este o ecuaţie diferenţială liniară, de ordinul al doilea, cu 
coeficienți constanfi. Pentru integrarea ei vom proceda ca în analiza mări- 
milor scalare, încercînd o soluţie de forma 


э 4 : 

L y= Се“ h (20.6) 
unde C este o constantă vectorială, iar « una scalară, ambele determinin- 
du-se din condiția ca vectorul 7 să satisfacă ecuația (20.4). Introducind 
expresia lui 7 în (20.4) vom obţine 

Ce" (024-02) =0 

de unde rezultă ecuația caracteristică 

a2-+02=0 
cu rădăcinile hye 

а= io, ESk 


Deducem soluția generală i р 


\ uU E Ey эу 7 
i = л —jof 90 
| r С° C6 ^ (20.7) 


z 3 ` E * 2 239 = 

a ecuației (20.4), C, şi C, fiind două constante vectoriale de integrare. 

s А : É ri 1 1 ‹ 1 7 1 "111 v none ialele 

Pentru a evita prezenfa mărimilor imaginare, vom înlocui exponenfialele 
prin funcţii trigonometrice, conform formulelor cunoscute 


elot=cos ot-? sin ef, 


gio! =cos wlt sin wt. 


al sub aetiunea forţei elastice. Vom nota 
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Soluția generală (20.7) capătă forma 


= А cos ot-- B sin ol, (20.8) 


A si B fiind două constante vectoriale de integrare, care înlocuiesc con- . 


stantele C,, C, conform relaţiilor 
А=С,+С, B-i(C,—C)). 


Expresia (20.8) a lui y nu mai confine mărimi imaginare, așa încât 
vom putea determina constantele reale A, B prin condiţiile inițiale (20.3). 
În acest scop, prin derivarea în raport cu timpul ѓа expresiei (20.8), rezultă 


expresia vitezei v=r 


v=o(—A sin w/+B cos ol). (20.9) 


Condiţiile initiale (20.3) ne dau valorile lui 7 si 7 la momentul inițial 
1=0. Fácind /—0 în ecuaţiile (20.8) si (20.9) vom obține 


To=A, v=o, 


de unde rezultă imediat valorile constantelor de integrare A şi B 


AT ВЕ (20.10) 


e 


Soluția ecuației (20.4) cu condițiile (20.3) va fi dată prin urmare de 
functia vectorialá de timpul / 


7—7, cos ot--? sin ot. 20.11 
о 


Ecuația (20.11) este ecuația vectorială a mișcării. Relaţia (20.9) ne 
dă ecuația vitezei mişcării 


0— —or, sin wto cos ot. (20.12) 


$ 3. Traieetoria. Formula (20.11) exprimá faptul cá traiectoria este o 
curbă plană, deoarece vectorul 7 rămâne necontenit în planul vectorilor To 
şi v, trecînd prin O. Presupunînd că vectorii Yo şi 00 nu sint coliniari, 
planul traiectoriei este bine determinat. ; 

Mai putem spune că toate punctele traiectoriei se află situate la dis- 


tanfá finită de punctul O, deoarece modulul vectorului 7 nu poate depăşi 

e e zs V, VIR. p a Wee. ^ ^ 
mărimea |79| TRE > căci |sin o£ | si | cos o/| nu pot depăși fiecare in parte 
valoarea 1. 


De aici tragem concluzia că centrul О, care reprezintă evident o poziție 
de echilibru pentru mobilul considerat, este în echilibru stabil, întrucît 
pentru valori destul de mici ale vectorilor Yo şi va traiectoria rămîne în 
interiorul unei sfere finite, cu centrul în O, a cărei rază poate deveni oricit 
de mică dacă mărimile 7} si vy sînt îndeajuns de mici, 


PO Po 


(20.10 
prin шш 
(2011 


(A ШЕ: 


relația 
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Traiectoria nu trece prin 0, 

în adevăr, pentru ca » să se ( йо, at trebui să 
S а Le cară 91 se anuleze, at trebui 84 putem determina o valoare 
pe i е Ca ви avem cos w=), вій о)/==(), ceea ce este imposibil, 
Se ve A { i că 'aleetoria aeta л {аЛ 7 
„e Vede apoi că traiectoria este o curbă închisă, deoarece 7 este o 
funcție periodică de timp, cu perioada 


pentru cá y nu se anulează niciodată: 


my (20.13) 
adică avem 


oricare ar fi /, iar viteza nu se anulează, 

În același timp, din ecuaţia (20.12) a vitezelor se constată c 
este o funcţie periodică de timp v(/-- T)--v(!) cu aceeaşi perioadă T. 
Aşadar, mobilul revine în poziția P cu aceeași viteză, Această proprietate 
caracterizează mișcarea periodică, iar constanta T se numește perioada 
mişcări, 

Ca și 7, vectorul v rămîne finit si diferit de zero, Deducem că mișcarea 
pe traiectorie se va face tot timpul în același sens, căci pentru a-și schimba 
sensul ar trebui ca viteza să se anuleze într-un anumit punct, 

În fine, traiectoria este simetrică în raport cu punctul О, pentru că 


la două valori ale lui / diferind între ele cu = (o jumătate de perioadă 7) 


á 91 viteza v 


corespund două valori pentru 7 egale si de sens opus. 


Ecuația cartezianá a traiectoriei se află proiectînd ecuaţia vectorială 
(20.11) pe cele trei axe Oxyz, cu originea în О. Vom lua axele Ox si Oy 
în planul traiectoriei iar axa Oz normală la acest plan. Proiecfiile vec- 


torilor 7, 7o şi v, pe cele trei axe astfel alese pot fi notate respectiv 
Жу у, 0; Xo, Уо, 0; Vos, Vom 0 


aşa încît proiecţiile ecuației (20.11) pe axe vor fi 


Vna . 
x= Ху cos ol4-—* sin o/ 
0 m ^ 


9 
у= cos 01-29 sin ol (20.14) 


2=0). 


Eliminarea timpului / între primele două ecuații se poate face scofind 
valorile lui cos c si sin o/ şi introducindu-le în relația cos? sint of 1. 
Se obține astfel o ecuaţie de gradul al doilea în x $i y, ceea ce înseamnă 
că traiectoria este o conică în planul xOy, Conica, neavînd puncte la infinit, 
este de gen elipsă, avînd centrul în O, 

Dacă alegem axele în așa fel ca să avem 


yo 0 şi Voa 0, 
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adică dacă luăm drept аха Or, dreapta determinată de О si de poziția 
inițială P, a mobilului (fig. 20.3) iar drept axă Oy paralela prin 0 Іа vy 
admițind ca axele Ox şi Oy să nu fie rectangulare (eventual), ecuaţiile 
precedente devin 


x — x4 COS ol, y S sin of, (20.15) 


fo unde vom presupune cá x, $1 v, sint pozitive. 
Fliminînd parametrul / între aceste două ecua- 
tii obținem 

+1 A 
Pa ы] 


vilo* 


(20.16) 


adică ecuația unei elipse raportată la doi dia- 
metri conjugati. 
Fig. 203 Aşadar, mișcarea unui punct material 
atras de un centru fix printr-o forță elastică 
se face după legile exprimate prin ecuaţiile (20.11) şi (20.12). Traiec- 
toria este o elipsă avînd centrul în centrul atractiv. Suporturile vitezei 
inițiale v, şi vectorului de poziție r, al punctului P, reprezintă două direcţii 
conjugate ale elipsei. Dacă, în special, v şi 7 sînt rectangulari, atunci 
suporturile acestor doi vectori reprezintă direcţiile axelor elipsei. Condiţia 
mecesară si suficientă ca elipsa-traiectorie să se reducă la un cerc este 
ca v, şi r, să fie vectori perpendiculari între ei şi să avem 


Xg—Uo 
sau incá 
T90=Yo (20.17) 


referindu-ne la condițiile iniţiale generale ry, v9; am notat, ca de obicei, 
cu fa Si v, modulii vectorilor r, şi v, respectiv. 
Am văzut cá mişcarea este periodică, avînd perioada 


= Е 
T=2x | 2. (2019) 


Perioada T este deci proporțională cu rădăcina pătrată a masei m a mobi- 
lului $i invers proporțională cu rădăcina pătrată a coeficientului de elas- 
ticitate k; ea este independentă de valorile inițiale ale lui r şi v. 

> Mișcarea aceasta reprezintă imaginea mișcării electronului ù 
poziției de echilibru О, În cazul acesta perioada Т este o fracfi 
dintr-o secundă, Dacă notăm cu v numărul care arată de cite 
mobilul traiectoria întreagă, în intervalul de | s, vom avea 


vT=l 20.19) 


de unde 


[M 


doi d 


Mater] 
l elastig 
Traim 
le viteza | 
їй direi | 
ri, atu | 
‚ Condiţia 
cere te 
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Numărul v se numește frecvența mișcării. El este legat de о prin relația 
precedentă, care se poate pune sub forma 


(0 = 2my 


A À » 4 = с} H ы м p 
asa încit se poate spune са o reprezintă numărul de perioade în 27 secunde. 
Numărul o, in legătură cu această interpretare, se mai numește si. pulsația 
mişcării sau frecvența circulară. A 


$ 4. Teorema ariilor. Teorema energiei. Folosind formulele (20.11) 51 
(20.12) ne propunem să calculám produsul vectorial 7x v. Vom avea 


TX ze Yo COS otte sin ot] X (— or, sin ot-k-ugcos of) 


sau desfácind parantezele 
ПЕТТ (20.21) 


Relaţia (20.21) este expresia teoremei momentului cinetic. Într-adevăr 
relaţia (20.21) multiplicatá cu masa m a mobilului arată că momentul impul- 
sului mv este constant, ceea ce reiese din teoremă momentului cinetic, 
deoarece momentul forței F față de О este nul. Vectorul тхо este “normal 
la planul xOy. Valoarea sa scalară este egală cu dublul vitezei areolare, 
adică relația (20.21) exprimă în același timp teorema ariilor: viteza areolară 
este constantă. 

Deoarece viteza areolará în valoare scalară este egală cu aria triunghiu- 


а ЕЕ Е е] 
lui format de vectorii 7 si v în fiecare moment, adică cu expresia = fv, unde 


Р reprezintă lungimea perpendicularei dusă din centrul О pe tangenta la tra- 
iectorie, în punctul considerat, rezultă că valoarea vitezei v va fi maximă, 
respectiv minimă, în punctele în care p va fi minim, respectiv maxim. 
În special, la capetele axei mari a elipsei, viteza va fi minimă, iar la 
capetele axei mici, viteza va fi maximä. 

Aceste proprietăți ale vitezei rezultă direct prin derivarea în raport 


cu timpul a formulei (20.12). Observând cá v(v—a) este egal cu — cr, 
conform ecuafiei (20.4), deducem cá derivata in raport cu timpul a vec- 
torului v este egalá cu produsul dintre vectorul y si constanta — a“, de 


unde rezultă proprietăţile respective. а 
În mod analog, folosind formulele (20.11) şi (20.12) putem veritica 


teorema energiei, a cărei expresie este 


a (^5-)— Far. 


Ín cazul de fafá, înlocuind pe F prin — kr, vom obține 


d (E2) = Айя 


A48 DINAMICA 


É———— 


TRET 


Prin integrare între două momente oarecare /, și /j(/,—/), relația prece- 
dentă devine 


sau încă 


vă И h k 
mi M -—(2n-zn) (20.22) 
in care am notat cu v, si vy modulii vitezei v la momentele 4, 4 şi cu 7,, 7, 
valorile distanței OP la aceleaşi momente. Interpretarea fizică a ecuației 
(20.22) este următoarea: variația energiei cinetice în intervalul de timp 

i: E. CIR ЛИК ri a" 
de la /, la /, este egală cu variația funcției — 3 7 în același interval. 
Observăm că funcția 

k o Е үә 2 

Ug жс y, (20.23) 
unde х, y sint coordonatele punctului P față de axele Ox, Oy presupuse 
rectangulare si situate, bineinfeles, in planul elipsei-traiectorie, are pro- 
prietatea cá derivatele ei parțiale în raport cu x şi y sînt respectiv egale 
cu proiecţiile forței F pe cele două axe de coordonate Ox Oy. Rezultă că 
forța F este conservativă, avînd funcția de forță U. Energia potențială 
corespunzătoare va avea expresia 


k k ‚ 
Ves esr (соңу) d 
așa încît, teorema conservării energiei devine 
E--V —const (20.25) 
sau incá 
- Á 
C 4c 3 7?—const. (20.26) 


Constanta din dreapta se poate determina dacă se cunoaște valoarea 
energiei mecanice totale E--V într-un punct oarecare P, al traiectoriei. 
Într-adevăr, constanta trebuie să fie egală cu însăși valoarea energiei meca- 
nice în acel punct, conform relaţiei (20.25). 

Din (20.26) scoatem 


y—YC— о?у, (20.27) 


x a x mC ; VES А = 
dacă însemnăm constanta cu —- şi dacă finem seama de notația (20.5). 


Formula aceasta ne evidențiază din nou proprietatea că maximul şi minimul 
vitezei v coincid respectiv cu minimul si maximul distanței r a mobilului 
la centrul atractiv. 

În formula (20.25) unde intervine suma celor două energii, E (energia 
cinetică) şi V (energia potențială), se vede că minimul uneia corespunde 
maximului celeilalte $i reciproc. Cînd mobilul se află la distanță mare de 


0y pies 
Lorie. 
Tespectit e 
)y. Ав: 


Tgla роет 
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а atractiv g atunci energia potențială V este mare: mobilul are o 
viteză e ar este susceptibil să capete o viteză mare prin transfor- 
marea куа ă sau totală a energiei potentiale în energie cinetică ceea ce 
revine іа apropierea mobilului de centrul atractiv 0 


Energia potenţială V reprezintă i 
de TU dm ро } ү ed lucrul mecanic care ar trebui efectuat 
‹ a elastică, cind mobilul ar fi adus din poziţia sa, în origine, indi- 
ferent de drum. БЫ 
E ра aceste consideraţii calitative, putem deduce că poziţia О a mobi- 
i ui FA o poziţie de echilibru stabil, în sensul că traiectoria descrisă 
de mobil nu depăşeşte anumite dimensiuni în jurul punctului O, dacă con- 
in NX VUES . . CE NP л — 
аце inițiale, $1 anume, viteza inițială v, si vectorul de poziţie 7,, rămîn 
> 4 Н . . 4 
inferiori In valoare absolutá unor anumite márimi. Aceastá proprietate care 
rezultă imediat din însăși ecuația de mișcare 


7—r, cosol+ 3 sin of, (20.28) 


se poate deduce din ecuația (20.25) si pentru alte mișcări mai generale. 
. Miscarea eliptică produsă de o forță elastică atractivă rămîne ca pro- 
totip al mișcării în jurul unei poziții de echilibru stabil. 
$ 5. Mişcarea rectilinie. Oseilatii armonice. Oscilator liniar. Vom 
considera cazul particular cînd vectorii z, şi v, sînt coliniari. Se vede atunci 
din formula (20.11) că vectorul 7 va păstra şi el, tot timpul, direcția comună 
a vectorilor 7g si v, adică mișcarea se va face Cupă o dreaptă. Luînd drept 
axă Ox această dreaptă, înlocuind vectorii 7, y, v, respectiv prin abscisa x, 
abscisa x, 51 viteza v, formula (20.11) devine 


40 COS 914-20 sin of. (20.29) 


Pentru a simplifica discuția vom înlocui constantele x, şi v, prin 
alte două constante A şi o, date de relațiile 


хо=А созф, 2=4 sino. (20.30) 


Se vede imediat că oricare ar fi constantele x, $i vo, se pot determina două 

mărimi reale A şi Ф, prima pozitivă (a >0), astfel ca ele să satisfacă relațiile 

(20.30). Formula (20.29) va deveni astfel 
х=А cos(ot—9). 


deduce imediat următoarele proprietăți: 
1 1 | 1 e ta e 
dică, avînd perioada T—2z|o independentă de 


(20.31) 


Din această formulă putem 
1. Mișcarea este perio 
condițiile inițiale, NE 
1 „разї in v e abs ă mărimea A. 
2, Abscisa x nu poate depăși in vae EA 
ări Ásoará raloare abs ă distanța E 
Mărimea x care măsoară în vai : absolu stanja de la mobi а 
punctul atractiv, se numește elongația mişcării, iar marimea 4; саз Жер 
zintă valoarea maximă a modulului elongaftet, poartă numele de amp“ 


tudinea mișcării. 


29 — Mecanica teoretică 
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Cazul ф=0. Vom începe prin a studia mișcarea dată de formula (20.31) 
în cazul particular ọ=0. Din relaţiile (20.30) se vede că acest caz implică 
condițiile inițiale 

UI ES v EA 
deea ce arată că mobilul pornește din poziția cea mai depărtată cu viteză 
inițială nulă. Formula (20.31) devine în acest caz 


х==А cos ot (20.32) 
p! Ü a 2 si prin derivare în raport cu timpul ne dă 
Fig. 20.4 0=— Ао sin ol (20.38) 


care reprezintă formula vitezei. Deoarece mișcarea este periodică avînd 
perioada Т(Т=2т/®) va fi suficient s-o studiem în intervalul de timp /— 
= [0,2т/® ]. 

Observăm că pentru /—0, x ia valoarea maximă A. Fie P (fig. 20.4) 
poziția mobilului la momentul /—0. Mobilul va avea în această poziție 
viteza nulă, cum am văzut mai sus. 

Valorile pe care le iau abscisa x, viteza v si accelerația 4 pentru 
anumite valori particulare ale timpului ?, cuprinse în intervalul unei peri- 
oade sînt indicate în tabela următoare: 


EY 


, " m т 3r 27 
2» о 20 [5] 

Ж 4 0 —A 0 A 

v 0 — At 0 Ао 0 

a — Ао? 0 Ао? 0 zori 


_ Reprezentarea grafică a variației mărimilor x, v şi a în funcție de 
timpul / se obține sub forma unor curbe sinusoidale (fig. 20.5). 

Oscilaţiile reprezentate prin funcții simple trigonometrice (cosinus, 
sinus) de timp se numesc oscilații sau vibrații armonice. Numărul v al 
vibrafiilor într-o secundă se află, ca si în cazul mișcării eliptice, ($ 3) cu 
ajutorul formulei 


T= у= ©, (20.34) 


у fiind frecvența mișcării, 
Constanta о (pulsafia mișcării) reprezintă, cum se vede, numărul de 
vibrații în 2r secunde: w=2rv, i 
Punctul care execută această mişcare se numeşte oscilator liniar. Mis- 
carea oscilatorie sau vibratorie studiată are numeroase aplicaţii în acustică 


O hi n na бы 


fo 


nan edam m rt nr 
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(de unde numele de oscilație armonică 
Şi aerodinamică, in mecanica tehnică 
үйө ale е naturii, 
Casut pO., Să trecem ae 
i Bă acum la studiul for ; 4 
general cind p0 adică: studiul formulei (20.31) în cazul 


A . 
), în optică, 


Р 
în electricitate, în hi 
1 11 
precum si 5 


A 
in numeroase alte disci- 


y= cos(wl—o), 
După cum s-a constatat 
mal Sus mişcarea reprezentată 
prin această formulă este de a- 
semenea o mișcare periodică, 
avind perioada 7=2r/o si am- 
plitudinea 4, De altfel, formula 
(20.35) se poate reduce la forma 
(20,32) dacă schimbăm în mod 
convenabil originea timpurilor 7, 
Într-adevăr, puntud 


(20.35) 


{'=={— 2 
[97 


formula (20.35) devine 


х= А cos o, (20.36) 


adică ia forma (20.32) cu condiția de a socoti timpul din momentul £—o/o 
luat drept origine; mișcarea reprezentată prin formula -generală (20.35) 
devine deci o oscilație armonică de forma (20.32) în raport cu noua origine 
a timpului. 

Putem spune, prin urmare, că mișcarea reprezentată prin formula 
(20.35) este tot o mișcare oscilatorie armonică; perioada ei T—2z[oe este 
independentă de condițiile inițiale, căci mărimea 2x/w este independentă 
de mărimile A şi o care sînt determinate de condițiile inițiale; oscilațiile 
sint izocrone. 

Vom mai semnala aici o proprietate a mişcării reprezentate prin for- 
mula (20.35). Să presupunem că dăm drumul mobilului P de masă m din 
poziţia inițială P (fig. 20.4) fără viteză inițială (v —0). Sub acțiunea forței 
elastice de coeficient k mobilul se va îndrepta către centrul atractiv О, 
de timp egal cu un sfert de perioadă 3 


unde va ajunge într-un interval 

Această din urmă mărime este independentă de abscisa xo(P=A) а positie 

inițiale A. Rezultă cá din orice poziție A de pe dreapta Ox am da drumu 

mobilului, fără viteză inițială, el va necesita întotdeauna acelaşi timp, 
: . 

egal cu —, pentru a ajunge în O, sub acțiunea forței elastice. Proprie- 


20 . р а (SE EA TA 
tatea aceasta a mișcării se numește tautocronism, mişcarea însăşi fiind 


tautocrond. 
6. Oscilator eliptie. Oseilatorul 
: К os 1 i -oOrialàá M ^ care A 
eliptică reprezentată prin formula vectorială (20.11) pe care de ; tiel 
m i -oiectiile ei (20.15) pe cele două axe + 5! X ** 
putut-o reprezenta prin proiecţiile ei alle) și 


circular. Revenind la mişcarea 
altfel am 
fac 


29 
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între ele un unghi diferit de zero, constatăm că mișcarea eliptică se obţine 
prin compunerea a două oscilaţii armonice, una pe axa Ox, alta pe axa Oy, 
Din cauza aceasta, mișcarea eliptică se mai numește şi oscilator ecliptic, 

În cazul special cînd elipsa se reduce la un cerc, avem un oscilator 
circular. Teorema ariilor ne arată în acest caz că raza cercului, descriind 
arii egale în timpuri egale, va descrie unghiuri egale în timpuri egale, adică 
mişcarea va fi uniformă. Aşadar, mișcarea 
oscilatorului circular este o mișcare cir- 
culară uniformă, 


$ 7. Reprezentarea oscilaţiilor armo- 
nice eu ajutorul mișcării circulare. Să 
considerăm mișcarea uniformă a unui mo- 
bil, pe cercul de centru O si de rază egală 
cu A (fig. 20.6). Dacă notăm cu 0 unghiul 
pe care-l face raza OP la momentul / cu 
un diametru Ox al cercului, vom putea 
serie 


Fig. 20.6 И 


presupunînd că poziţia mobilului la momentul inițial (/—0) este intersecția 
P, a semiaxei pozitive Ox cu cercul și că viteza unghiulară a mobilului 
este o. Fie Q proiecția ortogonală a punctului P pe axa Ox. Dacă însemnăm 
cu x abscisa lui Q vom avea 

х= А cos of. 


Așadar, proiecția Q a mobilului P pe diametrul Ox va avea mişcarea 
studiată în $ 5 (formula 20.32); rezultă deci că mișcarea punctului Q este 
o mișcare oscilatorie armonică: aceasta ne apare ca proiecția pe axa Ox 
a mișcării uniforme pe cerc a punctului P. 

Să presupunem acum că în urma lui P se mişcă un al doilea mobil P’, 
astfel ca unghiul POP” să fie egal cu 9. Fie Q' proiecția ortogonalá a mobi- 
Iuiui P' pe axa Ox si fie x' abscisa lui Q’. 

Vom avea, evident 

x'=A cos(ot—9) 


adică mișcarea punctului Q' pe axa Ox este dată de formula (20.35), repre- 
zentînd mișcarea armonică generală. а 

Unghiul o se numeşte în fizică diferența de fază. Cele două mişcări 
sînt decalate între ele cu diferența de fază o. 


$ 8, Forţa repulsivă proporțională cu distanţa. Dacă forța care lucrea- 
ză asupra mobilului este reprezentată prin formula 
F-—hr, (5 20) 
adică în loc să fie atractivă, forța este repulsivă, atunci ecuația mişcării 
se poate pune sub forma 
А 


*—@%у=0,ш%= с, 


tersectia 
ОЙ 
semnam 


mişcarea 
ui 0 e 
> axa Ui 


mobil P^ 
йа mob 
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B ACȚIUNEA FORȚELOR ELASTICE 


—————— 


Se ajunge la soluția generală 
Pf oi Le = 
yo C, Coe, 


C, şi Cs fiind două constante vectoriale (reale) care se pot determina cu 
ai ha ihe n at 1 aT) meist ‚ сеге а с 
ajutorul condițiilor inițiale. Din expresia lui 7 se deduce că pentru valori 
i A S ^s FA t Ы: nt alo 
mari ale timpului /, |? | devine foarte mare adică mobilul se îndepărtează 
necontenit de origine, tinzind către infinit, "Praiectoria este, evident plană 
tx А P pi ү, ‚ Р $ rc docs ME 
deoarece se află în planul vectorilor C, și C,. Ecuația carteziană a acesteia 
x У 2 A " х У; 3 - € e «i € оета 
în planul său se poate afla mai simplu luînd drept axe x, у înseși direcțiile 
vectorilor Су Ca, respectiv cu sensul lor. Astfel formula precedentă proiec- 
tată pe axele Ox, Oy ne va da 


" $ - 
wes Cd Cea! 
de unde, prin eliminarea timpului 
ху=С,С,. 


Traiectoria va fi deci o hiperbolă cu centrul în origine $i avînd drept 
asimptote suporturile vectorilor C,, C,. Se poate verifica imediat, scriind 
expresia vitezei 7, că mișcarea pe această hiperbolă se face tot după legea 
ariilor, ca şi în cazul forței atractive. 


Este evident că în acest caz poziția О de echilibru nu mai este o poziţie 
stabilă, ca în cazul forţei elastice atractive, ci este nestabilă (labilá). 


$ 9. Miei oscilaţii. Cu ajutorul considerafiilor referitoare la forța 
elastică se poate studia mișcarea unui punct material în jurul poziției sale 
de echilibru stabil O presupunînd că mobilul nu se depărtează prea mult 
de О. Aceste mișcări se numesc de obicei mici oscilaţii. 

Presupunem că forța F ce acționează asupra mobilului aparține unui 
cîmp conservativ, așa încît putem scrie 


F=grad О, (20.37) 


U fiind o funcție uniformă si continuă de poziția mobilului in spațiu. 
Vom raporta mișcarea la un triedru Oxyz triortogonal cu origiuea 
chiar în poziția de echilibru stabil. Această ipoteză nu restrînge generalitatea 
problemei, deoarece totdeauna se poate lua originea chiar în punctul care 
coincide cu poziţia de echilibru stabil. 
Vom presupune cá în cîmpul în care 
o dezvoltare de forma 


se mişcă mobilul funcția U admite 


[э] \ QN) 

U—Ug 4 Ut Us... (20.38 

unde s-a notat cu Uu(i=0, 1, 2, о) un. polinom omogen de gradu! Em 

£ ozitiel i jt Г, tii 'onstautà 

х, У, 4 (coordonatele poziţiei punetului material). Dar Vo find o son í ; М 
poate fi suprimată fără nici un inconvenient, deoarece, după cum am vi 
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caracterul funcției de forță permite aceasta, Pe de altă parte, 


Ma functia {7 
tind omogenă de gradul intl, va avea forma ia U, 


Uax- Буе, 


а, b, c fiind trei constante, Deoarece originea 0 


n (4 y 120) este o poziţie 
de echilibru, vom avea 


(grad U) в Va îm 0, 
adică 


(203) таб (20.39) 
4 | 


unde am indicat prin indicele «0» cá expresia din paranteză trebuie calculată 
pentru 1=y=1=0, Dar termenii din relațiile (20.39) afară de a, 5, c sint 
polinoame omogene în x, y, z cel puţin de gradul întîi astfel încît toți se 
vor anula în origine. Rezultă deci din (20.39) 

a=b=c¢=0 şi :U,—0. 


Presupunind că mobilul nu se depărtează prea mult de poziţia de echi- 
libru stabil (originea 0), vom putea lua într-o primă aproximație 


0=0,, 
U, fiind un polinom omogen de gradul al doilea în x, у, 2, adică o formă 
pătraiică. Se ştie însă din algebră că printr-o schimbare convenabilă de axe 
de coordonate (păstrînd originea), U, poate lua forma 
U,—Ax3-- By?-- Cs? (20.40) 


A, B, C fiind trei constante. 


Deducem din cele ce preced cá ecuația de mişcare a mobilului con- 
siderat de masă m 


C (90 41) 
mr-—grad U, (20.41 
va avea proiecţiile pe cele trei axe de coordonate 
s. „ sa ` N o0 
mx-2A4x, my-c2By, mz-2Cs. (20.42 
ү Ai că ТУАДЫ, е n : үр " 3 li, o 
Am văzut că soluţia fiecăreia dintre cele trei ecuaţii este o expone орага 
funcţie liniară sau о funcţie trigonometrici (sinus Sau cosinus) d An 
după cum constanta din dreapta (4, B, C) este pozitivă, nulă sau nega ч 
Я . Bl u a Де loin sh ca eonstt 
Pentru ca mişcarea să rămînă în vecinătatea originii, trebuie ca L 
tele A, B, C să fie negative, Vom pune 


) cy wie (Q3 
2А = -- тоё, 2B тоў, 3X nte 
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) | а, n A 9 44-4 
l | Op Op O3 fiind trei numere pozitive, Astfel, funcţia U, va lua forma 
c c 
U, = E 2.2 | 2, 
| = — (etx? o3y?-Lo22), (20.43) 
UAR | : | 
je Prin urmare, —U, va trebui să fie 


A { formă pă 2A Ep ЖАТ. 
Beuaţiile (20.42) devin astfel "ut gems a VOAY definita, 
х+®]х==0, Y+agy=0, 24-e:—0. (20.44) 
Soluțiile corespunzătoare sînt 
х= cos(o,1—9) 


ШЕ у=» с05(0,/—0,) (20.45) 
z=; со5(®5—), 


mărimile ау, da, ds, Ф, Ф, Ф, fiind niște constante de integrare, care pot 
Hi determinate prin condițiile initiale. 


eul . Se vede din formulele precedente cá mișcarea mobilului are loc pe o 
Cs traiectorie situată la distanță finită de O (poziţia de echilibru). Proiec- 
tof a tiile punctului mobil P pe cele trei axe de coordonate reprezintă puncte 


care descriu mişcări oscilatorii armonice date de ecuațiile (20.45). S-a 

văzut însă mai sus că amplitudinile oscilaţiilor pot deveni oricît de mici 

dacă poziția inițială și componentele vitezei inițiale a mobilului au fost 

E alese în mod convenabil. Rezultă că mișcarea se face pe o traiectorie care 

de echi- poate fi cuprinsă în interiorul unui paralelipiped avînd centrul în O si 

dimensiuni oricât de mici; cu alte cuvinte, poziţia de echilibru din 0 are 
caracterul unui echilibru stabil. 

Aceste simple considerații au fost adîncite de către matematicianul 

rus Liapunov pentru a le aplica unor cazuri mult mai complicate, care se 


Ioni 
0 jormi purs - : 
|i de ax intilnesc in realitate. 
$ 10. Traieetoria eurbá inehisá. Curbele Lissajous. Traiectoria repre- 
ql zentatá prin ecuafiile (20.45) nu este in genere o curbá inchisá. Într-adevăr, 
ү pentru închidere, se cere ca punctul mobil să treacă prin aceeași poziție P 
la intervale de timp egale cu t’, adică să avem 
juli © a, cos (041—931) —44 СОЗ [91 (44-2) —01] E 
а» COS (951—995) =f COS Го (2-17) —Ф] (20.46) 
g аз cos (озі —Фз) 4 cos [os (I1 )—%]. 2х 3x 
ў tiplu де =, =, 
өү Qa 


U trebuie să fie în acelaşi timp un mul 


Rezultă că 


27 ЖКУ к 
g adică să avem 

3 ` 
„2° (Кү, Ky, Ky — numere întregi). 


E Г х fe ionale cu 
Aceasta înseamnă că frecventele w1, Og, Os trebuie să lie proporționale C 
numerele întregi IS, Ka, Ка, adică să avem 
Ф; (9 a, (20.47) 
E Um EU 
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Rezultă că rapoartele о/о, о/з trebuie să fie raționale. Dacă această 
condiție este îndeplinită, traiectoria este o curbă închisă. Curbele obținute 
în cazul cînd condiția (20.47) este îndeplinită se numesc curbele Lissajous 
(fig. 20.7). Ele au aplicații în acustică și optică. 

: Dacă condiţia (20.47) nu este îndeplinită, atunci traiectoria este o 
curbă deschisă: mobilul nu va mai trece prin poziția P, prin care a trecut 
x a la momentul 4. În acest caz se poate de- 
E 4 t monstra însă că mobilul poate trece oricât 
de aproape de poziţia P, dacă luăm tim- 
pul і îndeajuns de mare. 


2 a 
© 2 ci $ 11. Oseilatii amortizate. Genera- 
? Jitüti. Să reluám acum mișcarea oscila- 


2 torului] liniar si să presupunem cá miş- 

C2 Ө £3 8 O 3 carea se face cu rezistență din partea me- 

diului. Ne-am putea închipui, de exemplu, 

Fig. 20.7 că mobilul P, fiind obligat să se miște pe un 

suport A'A, întîmpină din partea supor- 

tului o forță de frecare Ф, dirijată în sens invers mişcării. Ecuația de miş- 
care va fi în acest caz 


тх=—Ёх-1Ф. (20.48) 


Am presupus scalarul Ф pozitiv sau negativ, după cum viteza x este negativă 
sau pozitivă (зеп Ф= —sgn +). 

Prezenţa forței de frecare Ф complică în general integrarea ecuației 
(20.48). În cele ce urmează se vor studia două cazuri simple, tipice. 

a) Frecarea este constantă în valoare absolută (frecare coulombiană). 
Acest caz poate fi considerat ca prototipul cazurilor cînd frecarea se exer- 
cită între corpuri solide uscate. 

b) Frecarea Ф este proporțională cu puterea intiia a vitezei. Acest 
caz poate fi considerat ca prototipul cazurilor cînd frecarea se exercită prin 
intermediul unui lubrifiant (ulei, vaselină etc). 


$ 12. Oseilaţii amortizate cu frecare constantă (coulombiană). Vom 
considera Ф pozitiv, așa încît ecuaţia de mișcare (20.48) va avea două forme 
deosebite, după cum viteza mobilului este pozitivă sau negativă si anume 


жтх=—Ёх—Ф (20.49) 
pentru viteza pozitivă şi 
mx=—kx+0 (20.50) 
pentru viteza negativă. 
Punînd 
Lp (20.51) 


=% 
m m 
ecuația de mişcare va lua una dintre următoarele două forme 


Хо h. (20.52) 
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O soluție particulară а acestei ecuații liniare, neomogene este evident 
Y h i 
wi 
Pentru a-i afla soluția generală, t ie si 
A У CT S Mă, trebuie să se adauge această soluţie 
particulară la soluția generală еси кор 


XC, соз ol Cl, sin wl 


a ecuației omogene corespunzătoare, Am notat cu Cs 
stante de integrare. Vom obține astfel peutru soluţia 


duble (20.52) 


і C, cele două con 
generală a ecuației 
x C, cos o-|-C, si (gti. 

t | COS 51 0) Ж 


pe care o vom pune de altfel sub forma 


x=a соз (®/-—ф) 4 (20.53) 


Presupunem că viteza inițială a mobilului la momentul 4-0 este 
egală cu zero (deci o—0) si că mobilul porneşte din partea pozitivă a axei Ох, 
apropiindu-se de centrul de atracție О. Cum în acest caz viteza mobilului 
este negativă, ecuația de mişcare va avea forma 


х==а cos wl- As (20.54) 


Fie хо(хо2>0) valoarea inițială (la /—0) a lui x. Putem exprima pe а 
în funcție de v, cu ajutorul soluției (20.54), făcînd /—0 


xum h 
ху==@-| oi 


Л 1 
de unde deducem а= 5 
Soluţia (20.54) devine astfel 
= ( x, — | cos ың (20.55) 
a= (oa) eost Li (20.55 


Pentru ca mobilul sá porneascá din loc la momentul iniţial (20, 
va trebui ca forța elastică, egală în acel moment cu Ax, să întreacă în valoare 
absolută mărimea Ф a frecárii Ac ma 

Ryo >b (20.56) 


> а, mm oz ә 95 = 
sau, finind seama de notafiile (20.51), 02 >. re trebuie s-o înde- 

Aceasta este condiția necesară și suficientă pe care re NN t B TASA 
plineascá mărimile date o, x, si / pentru ca mișcarea să poată асаре АА 

2 ж Сүртүү: M А a A "east 
dată pornit, mobilul va continua să aibă viteza negativă, pon ciu acea i 
se va anula, ceea ce se va întîmpla cînd timpul va lua valoarea б=т 
Abscisa x, a poziției P a mobilului în acel moment va fi 
h 


H , 0 
Y1 Vol Ai 


PU 04. © 
(GS 06) Х mA 


vspsqe әр үзер “у vrjizod 
о 


ui os-npui[]v piqoru ‘emur BA 98 EZƏPA puro етуй 1пупәшош ип тш 
N Жы 


о 
ds: 0 
— Yy 10— = 
e | 2 


?AI3IZOd vZ931A LIAL VA [n[rqour unoy 
nis? 0, — туит Saci SIT 
— gt Xx—-'x|'x esposqe eqre vs =?) р єой ош 
z0 


sa[? [9]3s? 350] * {у [n10399j тер 'Ih[D|IqOU: e әләотеоўцу PISEDDE Ш РАІ 
z9 


1201 1j EA EZOIIA ƏDƏILOƏP — rorso1dxo {ер U, snurur үпишәѕ Jen е-< 
1 g Г ЯТ. |; i I | ES 
о 
o 
z € niuod 
#2? 


(85°02) «49.10 $09 (=) 
8с'05 ү Ё Б 


tríenos әр 
рер 1у PA тү тәгезёбүш Tg urp nou nrp әўбәпто@ [nprqour pura [nzeo п] 
"nu nes g3rurdopur 
2352 (7807) erfepox wno gdnp “nu nes лой теш eA qTnprqour. young “0 [n13u39 
әр vívj әзге guered әр xv əd 321315 әўзә e1rrido op [njound тоер (q 
!AIgIUIjop 9459 тәллЧо runge ‘Q әр vjej e1ruxod әр 
ajopund no o31ed 159222 әр vxv od enys 93s» o111do әр [n3ound eoep (e 


BD orjnosrp v3seooe шір uroonpe(r 


(0907) 


our ur nes 


pe 0х2 


nes 


10 


< Oy | 3Y — 
Ф (2z x ju 
тор? 'o1e2o1j op тәјлоу vreorrodns әу vs йо} 
1980997 vo 1nqox, vA oreo61ur nijuoqp ''x;— mo [ego rp vA ayse phog v 
yynjosqu vorvo[vA 'Arjegou a453 '« gsup goed '(9g'0c) әр eureos шәш{ ovp 
Ф qz — pug px — — if 
ZEI 95902 шу зәл шол '1gAopt-rju `(шүу=ф)ф 
9400917 op 1910F y3nposqe o1vo[GA uj BIPONAŢUL 1] вл !ху— no greg wonse[o 
visoj эзәлгоәр 'ұшәшешләй snedər op 21295 up “зор ed oupugr va [n[rqour 
Une "pApjrzod ajsa әвәліхә yjswoov goe '(Ge'0g) ump әрәл əs umo wdup 


mee cá 


VOINWVNICG 897 


13 
4] 


TES 


MISCAREA PUNCTULUI MATERIAL SUB 


ACTIUNEA FORTELOR ELASTICE 459 


Dacà x, este negativ sau nul, atunci se demons 
oprirea este definitivă. Dacă X, este pozitiv 
pornească din P;, schimbindu-si sen 


treazá ca si mai înainte, cá 
| v, atunci condiția ca mobilul să 
sul mișcării, este 
Р h 
5095750. 
Discufia poate fi urmărită tot astfel mai departe. Deducem pe cale 
aceasta că dacă mobilul a efectuat n drumuri avînd ае ану а 


negativ si sensul pozitiv de mișcare, atunci punctul P, în care viteza i 
se va anula pentru а n-a oară va avea abscisa - 


xa (7D (2—28 7] ; (20.60) 


Se poate spune cá mișcarea a fost între timp oscilalorie, adică cu schim- 
barea sensului după fiecare interval de timp egal cu п/о. Elongafiile extre- 
me OP,, OP, etc (un fel de amplitudini ale acestei mișcări oscilatorii) 


sînt mărimi descrescătoare într-o progresie aritmetică, avînd ratía T" 
Dacă condiția 
h 
—*o (2n+ az «0 (20.61) 
este îndeplinită, atunci mobilul nu rămîne definitiv în Р, ci va continua 
să se miște, schimbîndu-și sensul mișcării. Prin urmare, condiția ca mobi- 
lul să rămînă definitiv in P, este 


— ot (Q2n4-1) 52:0 (20.62) 


$i anume, putem preciza, în virtutea discuţiei de mai sus, cá dacă şi con- | 


ditia 


h z 
— roH 2n 220 (20.63) 
este îndeplinită, atunci poziția de oprire Р» este situată de aceeaşi parte і 
cu P, , față de centrul de atracție О. 4 1 i 
Din relația (20.62) se poate deduce valoarea lui n care ne dă numărul Ё 
oscilatiilor mobilului si anume, n va fi întregul cel mai mare cuprins in | 
numărul 
ME ышы (20.64) 
E AN 


€ ta 


Este drept cá relația (20.63) ne dă valoarea n'—cel mai mare întreg cuprins în 
оз (20.65) 
ah ` 


nu este acceptabil decit dacă " 
eeaşi parte cu Za 
să fie diferit de n, 


Însă din discuția de mai înainte se vede că n ва 
este egal cu n, în care caz punctul P, se află situat pe ас 
față de centrul de atracție О, Dacă s-ar întîmpla ca n 
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atunci aceasta înseamnă că punctele P, și Рл sînt situate de о parte şi 


de alta a centrului de atracție. — — dc ch 
Reprezentarea grafică a mișcării este redată în fig. 20.8. 


$ 13. Oseila(ii amortizate eu îrceare proporțională eu viteza. Sá pre- 
supunem acum cá asupra punctului material de masă m lucrează, in afară 


Fig. 20.8 


de forța elastică egală cu —Ar, o forță de frecare de forma — A'v, k’ fiind 
o constantă pozitivă, pentru ca rezistența să fie dirijată, în sens opus vitezei v. 
Cazul acesta reproduce în oarecare măsură mișcarea punctului într-un mediu 
fluid puțin rezistent. 

Ecuația mișcării va lua deci forma 


mir = —kr—k'r 
sau Încă 
72-a 7—0 (20.66) 
cu notatiile 
LA a КЕ у. (20.67) 


m m 
Trebuie deci de rezolvat o ecutie diferențială liniară, de ordinul doi, omogenă, 
cu coeficienți constanți. Soluţia ei generală va fi 
Veo ШЕК м (20.63) 
unde C4, Ca sint două constante vectoriale de integrare, iar «|, a, cele două 
rădăcini ale ecuației caracteristice 
а «?--22a--0*—0, 
adicá 
А оз —À dV A3 0, 
Expresia: (20.68) arată că vectorul 7 se află in planul vectorilor C, $i Ca 
deci: traiectoria este o curbă plană, 


, k' fiind 
; vitezei 0, 
-un mediu 


(20 46 


(20.67 


en 
1029" 
„or D 
(90,62) 
cele do 


2) 
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UDE lirei cazuri, după cum discriminantul ecuației caracteristi 
este negativ, nul sau pozitiv, ecuației caracteristice 
a) Cazul discriminantului negativ, Von avea 
Jo, 
ceea ce se întîmplă în cazul unor rez 


istenfe mici, сш і 
ces dà. 110 n at fi re 
Rădăcinile ecuației caracteristice үс A 


x fi date de formula 
@&= tto 
cu notațiile 9?—2?— w? și = —1, 


Soluţia (20.68) a ecuaţiei (20.66 ) devine 


zistența aerului, 


m —Mu^ Ec 
y-t (С, tis Се Аш, 
sat 

PEEL Д j Dn. 

r=e "(A cos ot-- В sin 01), (20.69) 
TP ex SX] Ş s acre я = ‚=з 
A şi B fiind două constante v ectoriale care se deduc din C, Şi Ca. Aceasta este 
soluția căutată în care va trebui să determinăm pe A si B cu ajutorul con- 
dițiilor inițiale, după metoda cunoscută. 
Vom pune expresia lui 7 sub forma 


r= (20.70) 


unde am notat 
тү=А cos ot +B sino. (20.71) 


Însă am văzut că vectorul x, —OP, (fig. 20.9), considerat ca vector de poziție 
al punctului P, ne dă o elipsă avînd centrul în origine. Formula (20.70) 
ne arată că vectorul 7—0O P este mai mic decît 7, în raportul e. Acest ra- 
port descrește cînd timpul crește, tinzînd către zero 

cînd 7 tinde la infinit. Deducem că locul punctului A 
P va fi o spirală în jurul lui O, tinzînd asimpto- 

tic către O pentru /— co. 


Perioada T=—2" a lui 7, este un fel de perioa- ° 
өү г 


dă şi pentru 7 în sensul că după intervalul de timp 
T mobilul ajunge din nou pe aceeași rază vectoare, 
însă într-o poziţie Р’ mai apropiată de О, raportul 
ui Fig. 209 
dintre distanțele ОР, şi OP fiind egale cu e 7 4 
| Pentru că mobilul întîlnește periodic aceeași rază OP}, mişcarea se 


E T CORE A E 

numeste si de data aceasta tot periodicá, — numire improprie, CUR 

punctul nu mai revine în aceeași poziție şi cu aceeași viteză după interval і 
1 ^ s NA ^ -zise. 

de timp T, asa cum revenea in cazul mişcării periodice propriu-zise | 


Așadar, raza OP, este întîlnită de traiectoria mobilului într-o în B 

: S , Taz s ecto] Ы 3с inh 

nitate de puncte ale căror distanțe pînă la O sînt într-o progresie geometric E 
27A У 


m 
5 CUN : lecrement loga ZI 
Л i ; й == se numeşte decrememé tos 
deserescátoare cu rapia e ^ Numărul. cm se mes ‹ i 
ritmic, 
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Scofind din (20.70) expresia vitezei mobilului considerat P. 
rea) 


se constată că direcția şi sensul ei sînt date de factorul din paranteză, care 

păstrează aceeași valoare cînd / creşte cu Т. Deducem că viteza mobilului 

în punctele P, P' etc. are aceeași direcţie și același к; valoarea ei des- 
TÀ 

crește în progresie geometrică avînd aceeași тае e ® 51 tinzind către 

zero cînd punctul se apropie de О. 

O astfel de mișcare se numește amortizată, coeficientul de amortizare 
fiind à. Punctul О este un punct asimptotic al mișcării, reprezentînd poziţia 
către care tinde mobilul cînd /— oo. 

Dacă, în particular, vectorii A si B au aceeași direcție, ceea ce se 
întîmplă cînd vectorul de poziție inițial și viteza inițială au aceeași direcție, 
formula (20.71) devine 

X,—4 cos (®у?—Ф) 


presupunind că direcția comună 7, 51 v, este însăși аха Ox; constantele a 
Si o se deduc în același mod ca mai înainte. Atunci formula (20.70) devine 


At = 
cos (027—0). (20.72) 
Mișcarea reprezentată de această formulă se deduce din aceea studiată 
în cazul general; este o mișcare oscilatorie de amplitudine variabilă des- 
RTA 
crescînd într-o progresie geometrică cu rafia egală cu e ©. În fizică mişca- 
rea este cunoscută sub numele de oscilatorul lintar amortizat. Diagrama miş- 


= 029 


Fig. 20.10 Fig. 20.11 


cării (fig. 20.10) se obține imediat dacă figurám în prealabil curbele exponen- 
fiale х= tac” (marcate în figură cu 7 si 2). 
b) Cazul discriminantului nul. Vom avea 


Q?—2?. 
În cazul acesta, integrala generală este de forma 
y—4 Му, пес, Са. 


Vectorul 7, se reprezintă cu ajutorul vectorilor 6,204, şi Ca -4idi 
(fig. 20.11). Cînd / crește pornind de la valoarea zero, capătul P, al vec- 


у 


MISCAREA 
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torului 7, va descrie dreapta 4145 pornind de la 4, $i mergînd necontenit 


^ : z 
în același sens, sensul de la А, la Аз către infinit. Punctul P, avînd 7 ca 
vector de poziţie (r—O P), se va afla pe dreapta OP, asa fel încît raportul 

i SE : м А à А гея ‚ Ў 
OP/OP, să fie egal cu e, Așadar, locul punctului P va fi 0 curbă care 
va începe în A, (pentru /=0) ŞI va tinde asimptotic (/— со) către punctul О 
în direcția vectorului C, (din cauză că expresia 

OS Y PIPI 9 A Й x 1.3113 

tc^ tinde către zero cînd / tinde către infinit), 

с) Cazul discriminantului pozitiv. 1n cazul 
acesta rădăcinile оу si a, vor fi reale, ambele 
negative, deoarece produsul lor este pozitiv (02), 
lar suma lor negativă (—9)). Fie 0129. Fot- 
mula (20.68) va da 


Ре“, 9C, C, eU T 4, 
Dacă OA, 4,4, reprezintá respectiv vectorii Fig. 20.12 
Су, C, atunci capătul P, al vectorului 7, va de- 
scrie segmentul 4,4, pornind din А, pentru /—0 si mergînd necontenit ín 
acelasi sens, de la 4, spre Ау: capătul P va ajunge în А; la momentul 
=œ. Rezultă că punctul P va descrie simultan o curbă pornind din A, 
şi ajungînd în 0 (pentru = оо) tangent la OA, (fig. 20.12). 

O astfel de mişcare este puternic amortizată — frecarea are un coe- 
ficient mare atît în cazul b) cit $1 in cazul c). Miscarea este aperiodicá. 


Dacá cei doi vectori C, si C, au aceeasi direcţie, mişcarea va avea loc 


ре o dreaptă, vom avea deci oscilatorul liniar Puternic amortizat, tinzind 
asimptotic spre punctul de atractie O. 


$ 14. Oseilatii forţate. Rezonanţă. Ne vom mărgini la studiul mişcării 
oscilatorului pe o dreaptă (oscilatorul liniar) si vom presupune că asupra 
mobilului mai lucrează si o forță perturbatoare, funcție periodică de timp. 
Oscilafiile care rezultă astfel se numesc oscilaţii fortate (constrînse) spre 
deosebire de oscilațiile libere studiate pînă acum, cînd nu există forță per- 
turbatoare. 


Fie f(t) expresia forţei perturbatoare, o funcție periodică de timp, peri- 
oada fiind queam . Se presupune că funcţia f(t) satisface ecuația funcțională 
өү А. 
ДЕЕТ))=/(%) (20.73) 
oricare ar fi valoarea lui /. Aceasta înseamnă că dacă se dă funcția /(2) în- 
tr-un interval oarecare T, ea va fi cunoscută pentru orice valoare reală a 
lui /—(— co, J- оо). Fie /—(0, 7.) intervalul de bază al funcției f(/) in care 
valorile ei ne sînt date, adică mai precis, intervalul 
0<!<Т\. 
Atunci pentru oricare alt /(/ 7 Ту) funcţia f(/) va lua valoarea corespunzătoare 
punctului /^ din intervalul de bază, congruent cu £ (modul 7,), adică asa 
fel încît între /' şi / să existe relația 
t=tl'-+-nT;; (n — întreg). 
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O astfel de funcție /() poate fi reprezentată printr-o serie /rigonomelrică 
de forma 


48 


/() = Y (an cos no,t-- b, sin nost) (20.74) 
n=0 

dacă ea îndeplinește anumite condiții, cum ar fi de exemplu, așa numitele 
condiții ale lui Dirichlet (condiții suficiente); 

1° intervalul (0, Ту) poate fi împărțit într-un număr finit de inter- 
vale parțiale, așa fel ca în fiecare dintre aceste intervale funcția /(/) să fie 
monotonă; 

2^. Д) nu admite decît discontinuități regulate, tọ fiind un astfel 
de punct 


Р a+b 
lim +) = л). 
e> 

Determinarea coeficienţilor an şi bn se face multiplicind relația (20.74) 
succesiv cu cos mot d£, sin most d! şi integrînd în intervalul (0, Ту). Inte- 
grind seria din dreapta, termen cu termen, vom avea de efectuat cuadraturi 
de forma 


a pentru e>0 
b pentru =<0 


T, T Ta 
| cos pot cos 0017 dt, | cos fot sin qot dt, | sin роі sin qo! dí, 
0 0 0 


p, q fiind numere întregi pozitive. Însă avem 
T, 1 Т, Ti 1 
( cos poat cos qo! dt ——- [| cos (P—q)out à cos ($--q)o,! d = 
J0 0 0 
Ed - 1 ; Я 
apoi sin (5—4) oTu+ NETA sin (+4) eT, 


pentru pq. Cum оТ, este egal cu 2x, se vede că rezultatul integrării 
este nul. 


Pentru p=q avem 


Tı ; T, 
( cos? pot ш=т{ (l+cos 25o,1)dt = > 
0 0 2 
Ín mod analog se demonstreazá relafiile 
T, zi x T, T, ? 
|, sin pot sin qo! dt = = Ó cos (g—)o,? dt — ( cos (ф-Е4@) cu! d] : 
0 - 0 
| 0 pentru р=7 
Е а pentru ф=@ 


1 


2 
2 


1 : 1 T, " 
cos fo, sin qot ш= |, sin (g—)o,t dt- 


ET 
| sin (5--q)e3! d! 0. 
4/0 
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Cu ajutorul acestor formule se 
se transformă în 


vede că relaţia (20.74) după integrare 


d, — 2 j^ (0) соѕ mo,t di ^i ^ şi 
WES „A COS эло di, уе (t) sin mot dr 
т (20.75) 
«s HORT m= l, 2,... 


Se demonstrează că seria din dre 
determinaţi de relaţiile (20.75) 
YU) în intervalul t=(0, T). 

Descompunerea aceasta a funcţiei /(?) într-o serie T: 


te si analiza armonică a funcţiei, Fiecare grup de forma 
An COS 7011-0, sin not 


apta relaţiei (20.74), avînd coeficienţii 
‚ este o serie convergentă reprezentînd funcția 


ourier se mai numeș- 


este un ton (în acustică). Tonul corespunzător valorii n 
important, deoarece coeficienții ceilalți sînt mai mici tinzînd către zero 
cînd ж tinde către infinit. Din această cauză, tonul corespunzător valorii 
n=l se numește żon fundamental. Celelalte tonuri (n—2, 3, ...) se numesc 
armonice. 

În acustică numirile acestea au o justificare fizică: tonul fundamental 
al unei mişcări vibratorii este tonul care se percepe, pe cînd tonurile armo- 


nice nu fac decît să dea sunetului o calitate specială ținînd de materialul 
care vibrează. 


Ecuația de mișcare a mobilului va fi 


X--21x-Lotx—f(l) ; е oË (20.76) 


. 
m 


=] este cel mai 


Soluția generală a acestei ecuații va fi dată de soluția generală a ecuației 
omogene corespunzătoare, la care vom adăuga o soluție particulară a ecuației 
complete. х > Е = 

Aşadar, totul revine la a afla o soluție particulară a ecuației (20.76), 
deoarece soluția generală a ecuației omogene este cunoscută. E 

Se observă că /(?) dezvoltată în serie Fourier poate fi exprimat în mod 
aproximativ printr-un număr oarecare de termeni de la inceputul acestei 
serii. Vom presupune că în loc de Л introducem acea sumă. Integrala 
particulară corespunzătoare se poate afla făcînd suma integralelor parti- 
culare corespunzătoare fiecărui termen al sumei care reprezintă pe /(/) 

În mod obișnuit, va fi suficient dacă ne limităm la termenii 


49-4, COS 0174-0; sin c£ 
sau 
aoth cos (ot—9) 
9 fiind diferența de fază, iar p amplitudinea. сИ E 
Termenul а, nu ne dă decît o schimbare de origine pentru abscisa x, 
astfel încît îl putem neglija. Rămîne deci de studiat ecuația 


X--2AX--o*x—p cos o 
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| 
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unde, după cum se vede, am renunțat la diferenţa de fază р a forţei pettur- 
batoare, căci ea se poate anula printr-o schimbare convenabilă a originii 
timpului, 

а) Cazul frecãrii mule. Presupunind frecarea nulă (5:0) ecuaţia devine 


хор cos o. (20,77) 
Vom încerca a satisface această ecuaţie printr-o soluţie de forma 
х= А сов o, (20.78) 


A fiind o constantă nedeterminată, Introducind-o în ecuație, obținem 
A(02—o2)=p 


de unde, dacă o, este diferit de w, putem scoate valoarea lui A 


yp (20.79) 


0 — o1 


Aceasta este amplitudinea vibrafiei А care se obține ca o soluție particulară 
a ecuaţiei (20.77). Rezultă, în virtutea analizei făcute mai sus, că soluția 
generală a ecuaţiei (20.77) va fi 

х=а cos (017—0) tut cos 01. (20.80) 
Ea va reprezenta suprapunerea a două oscilații armonice, una de pulsafie o 
si alta de pulsatie у. O atare suprapunere se numește 7pterferență. 

Aşadar, mișcarea mobilului este o interferență între două oscilații. 
Mişcarea de pulsafie o se numește oscilație proprie (sau vibrație proprie), 
pe cînd aceea de pulsafie w, se numește oscilație forțată (constrinsá) sau 
vibratie forțată (constrinsá). 

Dacă diferența dintre cele două pulsafii œ şi œ este foarte mică, ampli- 
tudinea mișcării (20.79) — egală cu p/(w2—w2) — devine foarte mare, tin- 
zînd să devină infinit de mare dacă œ ar tinde către valoarea o a pulsatiei 
proprii; amplitudinea vibrației forțate tinde să devină infinit de mare. Se 
intelege că însăşi mișcarea mobilului reprezentată prin ecuația (20.80) va 
da în acest caz, deviații foarte mari de o parte si de alta a originii. Fenome- 
nul corespunzător acestui caz se numește rezonanță. 

Se observă cá în cazul w=%w;, vibrația forțată nu уа mai avea forma 
(20.78), deoarece determinarea lui A în acest caz este imposibilă. Am putea 
ajunge la soluția particulară corespunzătoare acestui caz printr-un proces 
de trecere la limită, punînd 

=u- E, 


unde e este o cantitate reală foarte mică. Înlocuind, vom avea soluția parti- 
culară a ecuaţiei 
х= А coset—4A et sin wt 


dacă neglijám puterea a doua a lui e. Deoarece însă А cos o este о soluție 
a ecuației omogene, o putem lăsa la o parte, căci ea este cuprinsă în prima 
parte a soluției generale, 


E 


Ue wee me 


б 


MI 


SCAREA PUNCTULUI MATERIAL SUB ACȚIUNEA FORȚELOR ELASTICE 467 


Înlocuind apoi cin —_P А j " j 
apoi A prin Zoe Soluția particulară va avea expresia 


pi, 
= о Sin wt, (20.81) 


Se poate verifica a posteriori că această func 
a ecuației (20.77) fa cazul у=, diagrama 
va avea forma din fig. 20.13. 

b) Cazul frecárii diferite de zero (Ax:0). * 
În cazul general (A350) pentru а găsi o so- 
luție particulară a ecuaţiei (20.76), cu f() — 


—f cos a! vom asocia această ecuaţie cu o a 
doua 


ție este o soluţie particulară 
corespunzătoare a vibrafiei 


[22 
x* 29 


у +235 -+о2у=р sin ot (20.82) 
care, inmulfitá cu ;(i— V —1) şi adunată cu ; 
(бб va. da 752013 

i 2 +22 оре, iy (20.83) 
unde f(/) —5 cos o. я 
O soluţie particulară a acestei ecuaţii va fi evident de forma 


z— Ag r-9) (20.84) 
A şi o fiind două constante reale nedeterminate (amplitudinea si diferența 
de fază). Introducînd-o în ecuația precedentă și suprimînd factorul comun 


£^" vom avea 


Ac=ie(02— 002-421) —5. 


Această relație între numere complexe este echivalentă cu două relații 
între numere reale pe care le vom obține înlocuind pe e—ie prin cos p— sin o. 
Vom avea astfel 


A[. (o2—o2)cos +220; sin 9]—5, 
A [— (02—c2)sin 94-2 Хоу cos ọ]=0. 
Din ultima deducem 


2204 
поо 


tg Ф 


Introducînd această valoare а lui o în prima, adică făcînd 
w2— 0? 
COS V Vr od iai 
vom obfine 


p fra A PEUM 
Н t ae rm 3)! 4-4 Xf 


as MEDIE р Lic EE (20.85) 
Уаз op ор 
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Am găsit deci soluţia particulară (complexă) 
z—A gt 9) 


a ecuaţiei (20.83) care ne va conduce Ја soluția particulară (reală) 
x=R(2) =A cos (o,t—94) 


pentru (20.76). Această soluție reprezintă oscilafia forțată a mobilului care 
se suprapune peste oscilafia amortizată 


rezultînd din rezolvarea ecuației omo- 
gene din (20.76). Deoarece oscilafia a- 
mortizată va avea o amplitudine din ce 
în ce mai mică, pe cînd oscilafia for- 
fatá are tot timpul o amplitudine con- 
stantá, putem spune cá de la un anumit 
moment, oscilatia forțată va fi hotări- 
toare, cea amortizată putind fi negli- 
jată. În fig. 20.14 este dată reprezen- 
tarea grafică a variaţiei lui A în funcție 
de оу. 

Se vede că între aceste două osci- 
latii există o diferență de fază о care se 
anulează o dată cu coeficientul de fre- 
care À. 

Amplitudinea А este funcţie de 
cele două frecvențe o si w. Dacă frec- 
venfa o a forței perturbatoare este egală cu frecvența о а oscilafiei proprii, 
atunci diferența de fază devine egală cu x/2, cum se vede din formula lui 
tg ф, iar amplitudinea devine 


Fig. 20.14 


b (20.86) 


Dao! 


Această formulă ne arată că pentru-frecári foarte mici (A apropiat de zero), 
amplitudinea A ia valori foarte mari. Oscilafia suprapusă are deci o ampli- 
tudine foarte mare față de amplitudinea oscilafiei proprii. Natural cá rezul- 
tanta celor douá oscilafii va avea si ea o amplitudine foarte mare. Fenomenul 
este cunoscut în fizică sub numele de rezonanță. 

Numele acesta reamintește fenomenul acustic, care poate fi exempli- 
ficat ca prototip prin vibrația unui diapazon în vecinătatea altuia. Dacă 
cele două diapazoane au aceeaşi înălțime de sunet (aceeași frecvenţă), atunci 
vibraţiile unuia transmit o forță perturbatoare celuilalt, provocînd astfel 
rezonanța celui de al doilea. Pe acest principiu se bazează construcția ш- 
strumentelor muzicale. Pe același principiu, aplicat în electricitate, se bazează 
telegrafia fără fir. 

Câteodată fenomenul rezonanfei este dăunător în practică. Atunci el 
trebuie evitat. Aga, de exemplü, dacă trecînd pe о punte, paşii noștri pro- 
duc o forță perturbatoare, cu o perioadă egală cu perioada oscilafiei proprii 
a punfii, atunci amplitudinea de oscilafie a punţii creşte în mod аша 
fátor. De aceea, la construirea podurilor se calculează, de obicei, in așa 1e 


v 
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dimensiunile, încât ЧЕРТ T 
iunile, încît frecvența oscilației proprii a podului să fie foarte înde- 


părtată de frecvența unei eventuale f ituri 
ойт a t ale torţe perturbatoare, precum loviturile 
roţilor de tren la capătul şinelor. Р a 


Formula (20.85) ne dă imediat variati itudinii i 

У а а агаг 1 
део. Valoarea maximă о va lua A pentru ао сина 
о = 3—2)1, (20.87) 


Presupunînd À destul de mic, ceea ce se întîmplă de obicei, valoarea aceasta 
a lui o, este reală, A devine 


A maz = — 
УУ у 


Neglijind puterile lui A superioare puterii а treia, vom putea scrie 


P 
А mas = ( 1+ zai) P aroti, (20.88) 


ad Salle Interferentá. Două oscilații armonice pe o dreaptă, avînd ca 
origine același punct O ne dau prin suprapunere o interferență. 

„În fizică se rezervă de obicei numele de ,interferentá" pentru cazul 
special al suprapunerii a două oscilații armonice provenite din propagarea 
unei mişcări ondulatorii. Vom extinde acest nume pentru orice suprapunere 
de două oscilații armonice liniare, așa cum am definit, indiferent de pro- 
venienta lor. 

Pentru reprezentarea geometrică a interferenfei ne putem servi de 
reprezentarea oscilaţiilor armonice, cu ajutorul mişcării circulare (v. cap. 
20, $ 6). Am văzut cá abscisa x a oscilatiei armonice poate fi obținută ca 
proiecția pe un diametru a razei vectoare din mişcarea circulară corespun- 
zătoare. у 

Fie 

41—4, cos (o1/—9), 4545 cos (as£—o;) (20.89) 


două oscilații armonice pe аха Ox. Ele pot fi considerate drept proiecţiile 
mișcărilor circulare pe cercurile de rază ау, 2, cu vitezele unghiulare фу, ea 
şi cu diferențele de fază фу, Ф. Dacă 7, este vectorul de poziţie al punc- 
tului P, de pe cercul de rază ау, corespunzător primei oscilații armonice, 
iar 7, al punctului P, corespunzător celei de a doua oscilații, suma 


THAT 
va avea proiecția ре аха Ox 
=r Ha 


adică tocmai interferența celor două oscilații considerate. Construcția aceasta 
este de folos în optică si în acustică. Ea poartă numele de construcția 
lui Fresnel, 

Trebuie să observăm cá suma a două astfel de oscilații nu este tot- 
deauna o mișcare periodică. Într-adevăr, pentru ca suma 


44, COS (011—1) -aa COS (о›%#—@у) (20.90) 


LI 
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aŭ Ме o lunette етө! ей de timp, trebule ea un namie întreg de perioade 
ale primel oscilatii aù fle egal eu un număr întreg de perioade ale celei 
de à doua 


бү M f 
QM (20,91) 
adică raportul între pulsaţii trebuie 
să Ме un numdy vafional pentru ca 
mişcarea rezultantă să fie periodică, 
бе vede din fig. 20.15 că lun- 
pimea a-OP a vectorului 7 este 
dată de relaţia 
а= 42--а24- 
28,43 cos [(og— w1) (роф) ]. 
(20.92) 


Fig, 90,15 Mărimea a este deci variabilă cu 
timpul în cazul general (04 75€). 

Mişcarea ia un aspect mai simplu în cazul special оу=о,, Atunci a 
este constantă, astfel încît capătul P al vectorului 7 descrie, cu o mişcare 
uniformi, cercul de rază а si de centru О, Rezultatul suprapunerii celor 
două oscilaţii liniare va fi deci tot o oscilație armonică. Amplitudinea a 
a mişcării rezultante va fi dată de relația (20.92), Dacă diferența de fază 
$»—9, este egală cu un multiplu par de т, în particular cu zero, ampli- 
tudinea a este egală cu suma а-а а amplitudinilor celor două oscilaţii 
componente, Dacă însă diferența de fază este egală cu un multiplu impar 
de т, în particular cu т, amplitudinea a va fi egală cu |а, —а, |, adică cu 
valoarea absolută a diferenței amplitudinilor celor două oscilații compo- 
nente, În primul caz se spune că avem o interferență constructivă, iar în 
cel de al doilea, una destructivă, 

O interferență destructivă între două vibrații de amplitudini egale, 
duce la extincție, adică la o vibraţie de amplitudine egală cu zero. Această 
proprietate obținută cu vibraţiile născute prin propagarea a două serii de 
unde sonore conduce la existența domeniilor în care sunetul dispare, sau 
pentru undele luminoase, la domenii de întuneric, Numele de interferență 
se aplică în fizică cu deosebire asupra următoarelor fenomene: interferența 
undelor sonore, interferența undelor luminoase. 

$ 16. Bătăi, Să revenim acum la formula (20.90) şi să presupunem că 
cele două oscilații au nceeasi amplitudine «,—a,—4a. Vom mai presupune 
Фу==0), pap, сееп ce se poate face fără a atinge generalitatea problemei. 
Vom avea 


Vea [cos v, |-cos (vL — 9) ] 


9 


2a cos (A zw. {| cos (> WI 2) (20.93) 
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Sub această formă x ne apare ca un produs de două funcții armonice avînd 
respectiv perioadele 


An i 4л 


901—0; č 04 -F og 

Am presupus 004 7 05, Ceea ce putem aranja totdeauna, pentru a avea perioada 
pozitivă. Prima perioadă este evident mai mare decît a doua. 

. Observatia aceasta capătă o 
importanţă deosebită în acustică, 
unde o, $i cop au în genere va- 
lori mari, dacă se ia о, puțin 
diferit de w. Atunci din expresia 
(20.98) a lui x se deduce că 
miscarea apare ca o oscilatie de 
pulsatie эше, 
64 Sau оз) si de amplitudine va- 

riabilă. Diagrama mișcării se poate reprezenta începînd prin a desena curbele 


(adică aproximativ 


Fig. 20.16 


— Qs 


х= --2a cos ГЫ 2) 


care dau limitele (superioare si inferioare) ale abscisei x (fig. 20.16). Din 
сас. au amplitudinea 
variind între zero si 22. Cum amplitudinea ne dă intensitatea sunetului, 
vom percepe distinct aceste variații. Fenomenul este numit în acustică: 
bătăi. Cu ajutorul „bătăilor” se pot acorda două instrumente muzicale, 
două coaide de exemplu, bazîndu-se pe faptul că perioada „bătăilor” este 
invers proporțională cu diferența dintre frecvența celor două vibrații, deve- 
nind infinit de mare cînd frecvențele sînt egale. 


figura obținută se vede că vibraţiile de pulsatie 


OSCILAȚII NELINIARE. NOȚIUNI DE MECANICĂ NELINIARĂ 


$ 17. Generalităţi. Forța elastică care dă naștere oscilaţiilor libere 
armonice pe o linie dreaptă este numai un caz particular, după cum s-a 
văzut la studiul forțelor care iau naștere în sistemele deformabile elastice. 
Legea proporționalității cu puterea întîia a distanței, „legea lui Нооке” 
cum este cunoscută în elasticitate, este numai o primă aproximație. În 
general, legea „liniară” trebuie înlocuită cu o lege mai complicată. Mărgi- 
nindu-ne la mișcarea rectilinie vom avea de considerat forța F de atracție 
avînd expresii analitice mai complicate 


F=mf(x, х) (20.94) 
f fiind în genere o funcție continuă, derivabilă în raport cu x si x si care 
se anulează pentru x—e, х=0. În cazul acesta ecuația de mişcare trece 
de 1а forma simplă la forma 


ХА, x) 0 (20.95) 
а cărei integrare este mai complicată, 
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Sistemele mecanice care conduc la ecuaţii de forma (20.95), f fiind o 


funcție neliniară in raport cu x si x, se numesc sisteme cu caracteristică 
neliniară, iar oscilafiile (vibraţiile) corespunzătoare se numesc oscilații (vi brajii) 
neliniare. Din cauza importanței acestor mișcări, în diferite ramuri'ale meca- 
nicii și alefizicii (mecanisme, elasticitate, electricitate etc) s-a creat un capitol 
special al mecanicii ocupîndu-se cu studiul lor, anume „Mecanica neliniară”, 
Cercetările cele mai de seamă în această disciplină se 
datoresc matematicienilor ruși şi sovietici: M. V. Ostro- 
gradski, A. M. Liapunov, N. M. Krílov, N. R. Bogo- 
liubov, L. I. Mandelştam, N. D. Papalexi, si alții. 

Vom expune pe scurt aceste metode de cercetare 
aplicate la un exemplu practic de oscilație neliniară. 


$ 18. Exemplu de oscilație neliniară. Vom presu- 

pune că punctul material de masă m, a cărei oscila- 

fie o vom studia este situat în poziție 'de 'echilibru 

în mijlocul O al firului AA” (fig. 20.17). Asupra sa 

lucrează tensiunile Ту, T; ale firului (vom face ab- 

ү stracție de greutatea proprie). Dacă deplasám mobilul 

A! din O in P pe normala Ox ín mijlocul Ô al tirului АА’, 

Fig. 20.17 atunci asupra mobilului vor lucra tensiunile Т şi 

T' din lungul firelor РА, РА’ respectiv, tensiunile 

fiind egale între ele în valoare absolută, din motive de simetrie (ED 

Lăsat liber in P, punctul va executa oscilații neliniare în jurul poziţiei O 

de echilibru. Pentru a scrie ecuația de mișcare vom observa că forța F care 
lucrează asupra mobilului în poziţia P are expresia 


F—2T sina _ (20.96) - 


unde 
®=ОАР. 


Pe de altă parte, admițînd că tensiunea Т în fir este o funcție liniară de 

lungire, se poate serie 
{ Т=Т,4-8(—1) (20.97) 

unde am. notat 

[=РА, 1=0ОА, 


k fiind coeficientul de elasticitate (Ё:>0), iar To(To= T) tensiunea firului 
în poziția de echilibru 4'OA. Introducînd această expresie a tensiunii în 
(20.96) vom obţine 

F —2T sin «--2R(/—1) sin о. 


Vom introduce variabila x ca elongafie a oscilafiei, legată de « prin relația 
x—l' ѕіп х= tg a. 


Astfel, expresia forței F devine 


"E- pur ct m pi (i 0 20.98) 
РТ 21 Tara] (20.98) 
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sau încă 


F—2hx--2(Tq— M). ы 


Ecuația (20.95) de mișcare a mobilului pe axa Ox ia forma 
mx--F-0 (20.99) 


unde F trebuie înlocuit cu expresia sa din (20.98). Ecuația (20.99) este 
mult mai complicată decît ecuaţia (20.4) din cazul forței liniare elastice. 
Presupunind x foarte mic în raport cu /, ceea ce este just, vom putea da 


o dezvoltare lui F după puterile lui 7 


F—aj tadi ЕВЕ (20.100) 
unde 


a,—2T, a,—hl—T, a,— S (T,—RI),... (20.101) 


Vom presupune cá atît a, cit si аз sînt numere pozitive, ceea се corespunde 
cazului normal. 


Limitindu-ne la prima aproximație, pentru forța F 
F 1704 ?, 


ecuația (20.99) de mișcare capătă forma ecuației (20:4); mișcarea va fi o 
oscilație armonică pe axa Ox. Se poate spune deci cá pentru elongatii destul 
de mici, oscilațiile pot fi considerate armonice. 


Dacă luăm pentru F o a doua aproximație F, mai bună 


y 3 
Fast + | (20.102) 
ecuatia (20.99) devine З 
p x+o?x+urs=0 (20.103) 
unde 
a nar E a! 


т? Ёш 


Ne propunem să determinăm modificarea pe care trebuie s-o aducem 
oscilafiei armonice pentru a deveni o mișcare reprezentată prin ecuația 


(20.103). 


$ 19. Metoda Ostrogradski-Leapunov. Ne vom folosi în rezolvarea 
acestei probleme de o metodă de aproximafii succesive care a tost inițiată 
de M. V. Ostrogradski si extinsă ulterior de А. M. Leapunov. m 

Presupunem cá p аг fi foarte mic şi că soluția căutată a ecuaţiei 
(20.103) poate fi aproximată printr-un polinom de forma 


+= Xo iX Tax (20. 104) 
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unde Хо, Ху, Xa sînt funcţii de două ori derivabile în raport cu timpul. 
Se constată că în același timp trebuie să luăm pentru o? o dezvoltare 
de forma 


9?—02-F-uC; Hu? (20.105) 
unde Qo, Су, Ca sint constante nedeterminate. Introducînd expresiile (20.104) 
şi (20.105) în ecuaţia (20.103) si grupînd termenii după puterile lui u 
obținem 
хоо toiri Су) Fu (s 4 - orz C s - 
++С»%-Е3х%х,) 4-7: —0. (20.106) 
Egalind cu zero coeficienţii diferitelor puteri ale lui u obținem ecuaţiile 
xo-ta2x0=0 
34-934 2- C19 -33—0 i i (20.107) 
43-3 Ci 3- Cox, 339, —0. 
Presupunind conditiile initiale ale problemei date de relatiile 
x(0)—a, (0)=0 (20.108) 


adică presupunînd că punctul pornește din starea de repaus de la elongatia a 
la momentul inițial /=0, vom putea lua ca soluție a primei ecuații (20.107) 


хуа cos pf. (20.109) 


Vom căuta acum a determina pe x, introducînd în a doua ecuație 
(20.107) valoarea aflatá pentru x,. Vom avea astfel 


41--02x,— — Ca cos opt—aă cos? wot 
sau încă 


.. 2 3 
X14-90X;— —a (e) cos Qui ——,- cos 3o (20.110) 
dacă se ține seamă de identitatea 
3 1 
cos? auf = соз ott- cos 3 oy. 


Se observă însă că ecuația (20.110) reprezintă o vibraţie constrînsă, forța 
perturbatoare (care figurează în dreapta) conținînd un termen 


—a (2+2) COS af, 


а cărui frecvenţă este egală cu frecvența proprie wọ. Avem deci rezonanţă, 
Pentru a elimina acest fenomen, care a fost introdus aici în mod artiticial 
va trebui să luăm 
` 3a? 20.111) 
C = cr oy pă (= ` 


т 
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Astfel ecuaţia (20.110) nu mai conduce la rezonanță. Ka va avea forma 


T a? 
4, - 0x, — — = COS 3o. 


Vom determina solufia acestei ecuafii prin condițiile inițiale 
21(0) 20, x,(0)—0, 


ceea ce dă, aplicind metoda expusă la $ 14, 


аЗ 

“=a (cos 305/— cos о). (20.112) 
Dacá ne oprim la această aproximație, se poate spune că soluția aproxi- 
mativă a ecuaţiei (20.103), cu condiţiile inițiale (20.108), este 


X=% tut], 


unde xo $i x, sînt funcțiile date de (20.109) si (20.112), în care va trebui să 
inlocuim pe o, prin valoarea dată de 
о2=02— С Ge 
0 1^» 175 “А 
Evident, se poate merge mai departe pe calea aceasta, imbunátátind soluția 
aproximativă, adică deducînd în mod similar x, etc. 
5 20. Alte metode de cercetare. În timpul din urmă, problemele con- 
crete puse de tehnică au condus la ecuații de forma 


x--o?x--uf(x, x) —0, (20.113) 


unde ш trebuie considerat foarte mic (u«1), iar f o funcţie derivabilă, de 
argumentele x si x. Pentru astfel de ecuaţii există o metodă inițiată de 
Van der Pol si adîncită și extinsă de N. M. Krílov şi N. N. Bogoliubov, 
cunoscută astăzi sub numele de metoda Krilov (Bogoliubov). Iată în ce 
constă această metodă în esență. Se porneşte de la soluția ecuației simplificate 


X--o2x—0 
adică de la soluția 
2 inot (20.114) 
х=а cos 014-0 sin о а) 2 а 
4 ——aco sin ot+ бо cos of, (20.115) 


care poate fi privitá ca o primá aproximaţie a ecuației (20.113) deoarece 
|. este foarte mic. Se presupune ulterior cá a si b nu sint Колага е e 
anumite funcții de /, care trebuie astfel determinate încât X dat de (20.114 
să verifice ecuația (20.113). Făcînd înlocuirea mărimilor x şi х prin espe- 
siile (20.114), (20.115) în ecuația (20.113), iar x prin derivata expresiei iut 
% din (20,115), se obține ecuația 


i i si ЗМ 
— d sin 91 4- фо cos ot--uf(« cos 01-5 sin at — ао зїп о 5o cosat)=t 
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Atasind la aceasta relația 
а cos 01-0 sin о/=0 


obținută din (20.114) prin derivare în raport cu timpul şi ținînd seama de 
(20.115), vom putea scoate 


a=} f (a cos 01-0 sin of — aco sin of--5o cos wt) sin wt 


b——À f(a cos o/--b sinet — ao sin wl+-bo cos wt) cos ot. 


Iar sistemul celor două ecuaţii de ordinul întîi pentru necunoscutele a, b 
se rezolvă dezvoltind expresiile din dreapta în serii Fourier“, problema 
fiind destul de complicată şi constituind obiectul unor studii speciale. 


XXI. MIȘCAREA PUNCTULUI MATERIAL SUPUS LA LEGĂTURI 


G 1. Legături. Dacă între coordonatele x, y, z ale mobilului punctual 
şi timpul / există una sau două relații de forma 


f(x, y, z, x, y, z, 0-0, (21.1) 


atunci se spune cá punctul este supus la una, respectiv la două legături 
de forma (21.1). Legăturile sînt așadar condiţii de natură geometrică sau 
cinematică, prin care se restrîng posibilitățile de mişcare ale unui punct. 
Definiţia aceasta a legăturilor se poate extinde la un sistem de и puncte, 
după cum vom vedea. 


Imaginea concretă a legăturii o putem intui ușor dacă presupunem 
că în funcția f din (21.1) nu apar explicit пісі? şi nici derivatele x, E 
iar semnul dublu < -este înlocuit prin semnul egalităţii. Atunci se poate 
spune că punctul considerat este obligat să se afle necontenit pe suprafața 
avînd ecuația 
f(x, У, 2) —0, 


ceea ce s-ar putea realiza practic prin folosirea a două suprafețe apropiate 
(cum ar fi două sfere concentrice de raze aproape egale), punctul fiind 
reprezentat printr-o bilă situată în spaţiul intermediar dintre cele două 
suprafeţe. ` 


* Pentru amănunte a se vedea: 
Крылов Н. M. n Боголюбов H. H., Приложение методов нелинейной механики 
к теории стационарных колебаний, из-во Всеукраинской Академии Наук, 


Киев, 1954. 
Minorsky N, Introduction to non-linear mechanics, Апп. Arbor, Mich, 1947. 
Малткин И. Г, Некоторые задачи теорин нелинейных колебаний, Москва, 


Гостехтеориздат, 1956, 
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: Dacá admitem si semnul inegalității in ecuația (21.1) aceasta ar 
insemna că punctul ar putea evolua si în domeniul în care /(x, y, 2) este 
negativă, în acest din urmă domeniu punctul nefiind obligat la nici o 
condiție geometrică. Restrictia geometrică pentru punct constă în acest 
caz numai în faptul că el n-ar putea trece în domeniul />0 străbătiud 
suprafaţa. 1 

De altfel in toate problemele cu legături se admite că acestea nu 
cedează, oricît de intense ar fi forțele care lucrează asupra punctului mate- 
rial. Se admite deci că acesta nu poate fi smuls din legăturile la care este 
supus și că legăturile nu pot fi modificate sau distruse. 

n problemele concrete, trebuie însă să ne asigurăm de valabilitatea, 
cel puțin aproximativă, a acestei presupuneri pentru forțele care se dez- 
voltă efectiv, iar elementele constructive prin care se realizează le 
rile trebuie dimensionate în consecință. 


În (21.1) apar coordonatele х, y, х ale punctului material si compo- 
nentele x, y, z ale vitezei sale, iar prezenţa explicită a timpului / cores- 
punde posibilității legăturii de a varia după o lege dată, independent de 
forțele care lucrează asupra punctului material. Semnul inegalității, care 
adesea este înlocuit prin cel al egalității, corespunde unor legături analoge 
condiţiei de a rămîne într-o anumită porțiune a spațiului. 


Un punct material poate fi supus simultan la mai multe legături 
de forma (21.1). Dacă însă legăturile sînt exprimate prin ecuații (egalitüfi), 
numărul lor, cînd sînt independente, nu poate îi in general, superior numă- 
rului doi. Altfel s-ar putea exprima coordonatele punctului în funcţie de 
timp, independent de forțele care lucrează, cu ajutorul a trei ecuații de 
legătură. Problema, în cazul cînd ar fi posibilă, n-ar mai prezenta interes. 

a) Clasificarea legăturilor. Clasificarea legăturilor are drept scop să 
pună în evidență cele mai frecvente şi utile tipuri particulare de legături. 

Un prim criteriu de clasificare a legăturilor constă în a distinge o 
legătură exprimată printr-o ecuaţie de alta exprimată printr-o inegalitate. 
Legăturile exprimate prin ecuații, deci de forma 


gătu- 


COE UE >, ai 020, (21.2) 


se numesc bilaterale; cele exprimate printr-o inegalitate, de tipul (21.1), se 
numesc unilaterale. 


iti ă rămînă pe suprafața unei sfere, constituie о legătură 
pe RS cla ge E n Rao di en sfera are raza № si centrul în originea 
bilaterală exprimată de ecuaţia х?®-- y*--22 — R^—0, dacă sk 1 3 $ иа 
axelor de coordonate. Condiţia ca mobilul să rămînă un el Strei săuipe сарга ata e 
constituie. o legătură unilaterală exprimată prin inegalitatea 224-у14-:2— RIKO. 
iteri ifi ăturilor se bazează pe absența sau 
Un alt criteriu de clasificare a legăturilor ача ре xem nj а, sat 
prezenfa explicitá a timpului in formula generali (21.1) a unei legături, 
Dacă variabila ? apare explicit în primul membru al relației EU SS 
^io ă plicit, o numim legătura seleronomă. Legi- 
este 7eonomă; dacă і nu apare explicit, о П SĂ e Ена тела. 
і înt i căror formă variază iu decursu Į 
turile reonome sînt deci cele a è ] ol mpi ui 
ă i á ele care acționează asupra punctului m: 
o lege independentă de forţele ce =HOUSaRĂ asupra? pu 
МЕ m scleronome sînt invariabile in decursul timpului. 
Lă 
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Sá considerăm, de pildă, o bară AB situată în planul xOy care se 
roteşte cu viteza unghiulară constantă о, trecînd permanent prin ori х 
axelor. Condiţia ca un inel foarte mic P, de coordonate x, y să rimini 
în permanență pe această bară constituie o legătură reonomă, exprimată 
prin ecuația 

yx tg at, (21.3) 


i fiind timpul socotit din momentul cînd bara 4B coincide cu аха Ox. Dacă 
bara ar fi fixă, făcînd unghiul constant e cu Ox, condiția ca inelul să 
rămînă pe bară ar fi o legătură scleronomi, exprimată de ecuația y—x tg o. 

În sfîrşit, mai deosebim legăturile olonome de cele neolonome. Numim 
neolonomă o relaţie de forma (21.1) sau (21.2) în care figurează derivatele 
x, z, y (sau diferentialele dx, dy, dz, di); in caz contrariu, legátura se 
numeşte olonomă. Distincția dintre legături olonome şi neolonome a fost 
introdusă de fizicianul H. Hertz. 


Exemplele de legături neolonome impuse unui punct material au o semnificație oarecum 
artificială. Există, în schimb exemplul simplu de legături neolonome impuse sistemelor. Să 
considerăm, de exemplu, lama unui briceag care taie o hîrtie bine întinsă, fără s-o zgirie. 
Notám cu x, y coordonatele virfului briceagului şi cu о unghiul dintre direcţia lamei şi axa 
Ox din planul hirtiei. Unghiul o nu poate fi considerat constant deoarece briceagul, tăind 
hîrtia, poate descrie orice curbă, nu meapărat o dreaptă. Pentru ca briceagul să nu zgirie 
hîrtia, el trebuie să se deplaseze „în lungul său“; cu alte cuvinte, deplasarea intinitezimală 
a virfului său trebuie să aibă direcția lamei. Matematic, această condiție se exprimă prin 


relaţia 
dy—tg e dz. 


Deoarece expresia dy—tg ọ dx nu este diferențială totală exactă a unei funcţii de cele 
trei variabile =, y, Ф, legătura considerată nu poate fi exprimată printr-o relație întreagă în 
raport cu aceste trei variabile. Legătura este deci neolonomă. 

Legăturile bilaterale, olonome reprezintă un caz deosebit de frecvent 
în practică. O singură legătură bilaterală, olonomă, este exprimată printr-o 
relație de forma 


f(x, y, z, t)—0. (21.4) 
Dacá, in plus, este scleronomá, ea este exprimatá prin 
f(x, y, 2)=0. (21.5) 


Geometric, o astfel de legáturá poate fi interpretatá ca silind punctul 
material să rămînă în permanență pe o suprafaţă. Dacă legătura este scle- 
ronomă, suprafața este fixă, iar ecuația ei în spațiu este tocmai (21.5). 
Dacă legătura este reonomă, suprafața este mobilă sau deformabilá, după o 
lege independentă de forțele care lucrează asupra punctului material; ecuația 
suprafeţei mobile este tocmai (21.4). . | 

O pereche de legături pilaterale, olonome, impuse asupra unui punct 
material este exprimată prin perechea de ecuații 


g(x, у, 2, D=0, h(x, y, 2, t)—0. 


Dacá legáturile sint in plus scleronome, variabila £ nu mai арат 
explicit în (21.6). Geometric, o pereche de astfel de legături impun punctului 


(21.6) 


Yer e À— 


————— — d A —ÓÀ 


MI 
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condiția de a se afla în permanență pe o curb 

(21.6). Curba este fixă în cazul scleronom 
Aceste interpretări geometrice ale leg 
У А , 

Vează în mare parte importanța lor. 

7 b) Grade de libertate. Pentru determinarea 

S RUE Aie. ; ; Ер, 

in spațiu sînt necesari trei parametri reali, de pildă coordonatele sale car- 

teziene х, у, 2, sau coordonatele sale cilindrice 7, 0, z etc. Dacă punctul este 

Supus unei legături bilaterale, olonome putem „exprima, cu ajutorul ecuației 

(21,4) coordonatele sale în funcţie de doi parametri reali independenţi 4, şi 43 


aa do 0, y—y( do 0), 220, ds, 1). (21.7) 

Dacă legătura este în plus scleronomă, variabila / nu apare explicit în 
ecuația de legătură, deci cu ajutorul ecuației (21.5) vom obține 

х= (1, d), y-y(q. d), z—z(q, q). (21.8) 


Formulele (21.7) si (21.8) nu sînt altceva decât reprezentarea parametrică 
a unei suprafeţe, mobilă în primul caz, fixă în cel de al doilea. 


Pentru a afla mișcarea punctului material, va trebui să determinăm 
dependenţa de timp a parametrilor Q1 Şi de 


ă ale cărei ecuații sînt tocmai 
› mobilă în cel reonom. 
áturilor bilaterale, olonome, moti- 


poziţiei unui punct material 


91=%(0), 92=9(0. (21.9) 


Notînd cu 7 vectorul de poziție al punctului, legile mișcării sale vor 
fi atunci 


"(t)—7[g.(), qs), 2] (21.10) 
in cazul reonom (21.7), iar in cel scleronom (21.8) 


7(t)—rla 0. 2.1. (21.11) 


Aceleaşi consideraţii sînt valabile şi în cazul unui punct supus unei 
perechi de legături bilaterale, olonome. Cu ajutorul ecuațiilor (21.6) se pot 
exprima coordonatele punctului sau vectorul său de poziţie, în funcție de 
un singur parametru real g, ceea ce nu este altceva, decît reprezentarea para- 
metrică a unei curbe în spațiu. Pentru determinarea mişcärii punctului, 
va trebui să exprimăm parametrul g în funcție de timp. Vom obține deci 
succesiv formulele 


r=r(q,t) în cazul reonom 


i ; | (21.12) 
$ 7=r(q) în cel scleronom, 

pi. q=4(¢) (21.13) 
51 în sfîrșit РАСЕ. 2 
vs r(A =r], ; (21.15) 


după cum legăturile sînt reonome sau seleronome. 
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1n general, numărul minim al parametrilor reali necesari determinării 
poziției unui punct material se numește wumdrul gradelor de libertate ale 
acelui punct. Un punct material liber are deci trei grade de libertate. Fiecare 
legătură bilaterală, olonomă impusă punctului scade numărul gradelor de 
libertate cu o unitate. În cazul unui punct material supus unor legături 
bilaterale, olonome, parametrii care-i determină poziția pot fi aleşi inde- 
pendenţi între ei. 

c) Forțe de legătură. Într-o serie de cazuri simple, noțiunea de forță de legătură are 
un caracter deosebit de intuitiv: ceea ce împiedică un inel de a fi smuls de pe o vergea 
este о forță exercitată de vergea asupra inelului; ceea ce constrînge o bilă să rămînă între 
două suprafeţe sferice concentrice, este o forță exercitată înspre interior sau exterior de către 
una din suprafeţe. 

Generalizînd aceste observaţii, se admite că efectul oricărei legături asupra mișcării 
unui punct material este acelaşi cu cel al unei anumite forțe, convenabil determinată, numită 
forță de legătură sau reacțiune a legăturii. Legătura, geometrică sau analitică, este, deci înlo- 
cuită printr-o forță, determinată tocmai prin condiția de a constrînge punctul să respecte 
legătura. O dată legătura astfel înlocuită, punctul va fi considerat ca liber, acționat atît de 
forțele date — direct aplicate — cît şi de forţele de legătură. 


Aceste consideraţii conduc, pentru cazul legăturilor cele mai generale, 
la introducerea axiomei cunoscute: 

d) Axioma eliberării sau a existenței. Pentru orice legături impuse unui 
punct material, există un sistem de forțe de legătură astfel încît, sub acți- 
unea lor şi a forțelor direct aplicate, punctul să poată fi considerat liber. 


Notind cu R rezultanta forțelor de legătură, cu F rezultanta forțelor 
direct aplicate care se exercită asupra punctului material considerat, ecuaţia 
mișcării punctului este 


ma=F+R. (21.16) 


În această ecuație, vectorul R este a priori necunoscut. El trebuie 
determinat astfel încît punctul să respecte legăturile impuse în decursul 
mișcării sale. 

e) Legături fără frecare. Vom considera aci un punct material supus 
exclusiv unor legături bilaterale, olonome. Precizăm de pe acum că noțiunea 
fundamentală de legătură fără frecare se poate defini, în mecanica analitică, 
şi pentru legături de un tip mai general. 

Presupunem mai întîi că legăturile sînt si scleronome. Punctul e silit 
atunci să rămînă pe o curbă sau suprafață fixă. 

Їп cazul curbei, descompunem vectorul R într-o componentă К, de-a 
lungul tangentei la curbă, si într-o componentă К, conținută în planul 
normal al curbei. În cazul suprafeței, componenta R, este conținută în 
planul tangent al suprafeţei, iar R, are direcția normalei la suprafață. 

Componenta R, este datorită frecării, se exercită în sens opus mișcării 
şi are efect de frinare. Dacă admitem legea lui Coulomb, între R, şi К, 
avem relația cunoscută 

RESURS (21.17) 


„unde p este coeficientul de frecare dintre punct si legătură. 
Cazul special cînd R, este nul, este cazul fără frecare. În acest caz, 
relația (21.17) nu mai este valabilă decît luînd u=0. 


supus 
ținea 
11%, 


ivi g 
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Legăturile fără frecare sînt un caz particular deosebit de important, 
deoarece reprezintă o primă aproximație a fenomenului real; vectorul R 
este conținut în planul normal al curbei sau, în cazul suprafeței, el are 
direcția normalei la suprafață. 


Dacă suprafața are ecuația f(x, y, 2)=0, atunci reacţiunea R are forma 
R= Vf (21.18) 


à fiind un coeficient scalar de proportionalitate. Se stie că gradientul yf 
al funcției de punct f are direcția normalei la suprafața f=0. 
: În cazul unei curbe de ecuaţii g(x, у, 2)=0, A(x, y, 2) =0 reacţiunea 
R va avea forma 

Ё=Мүг+%үй (21.19) 


unde 2, şi №, sînt doi coeficienţi scalari. Se stie că planul normal este deter- 
minat de direcţiile celor doi vectori vg şi yh normali suprafețelor repre- 
zentate prin ecuaţiile g—0 şi Л=0. 

Consideraţii similare sînt valabile şi în cazul legăturilor reonome, 
date de o ecuaţie de forma f(x, y, z, #=0 sau de o pereche de ecuaţii 
g(x, y, 2, t)—0; h(x, y, 2, t) 0. 

Legăturile veonome sint fără frecare dacă la orice moment to reactiunea R 
este normală suprafeței sau curbei, alecărei ecuații se obțin înlocuind variabila t 
prin valoarea constantă to. Formulele (21.18) şi (21.19) rămîn valabile dacă 
înlocuim de asemenea variabila / prin valoarea constantă to. 


$ 2. Mişcarea unui punct pe o curbă, fără frecare. a) Ecuațiile mişcării. 
Considerăm o curbă fixă sau mobilă de ecuații 


fis у, z, 920, hlz, у, z, 0=0. (21.20) 
Un punct material de masă m, silit să rămînă permanent pe această curbă, 


este acţionat de forțe direct aplicate a căror rezultantă F are componen- 


tele cunoscute X, Y, Z. Dacă nu există frecări, reacţiunea R a curbei 
asupra punctului, conținută în planul normal al curbei (21.20) — imobi- 


lizată la momentul / în cazul reonom, — este de forma 
RN fu Pa fa: (21.21) 
Ecuația de mișcare a punctului va fi deci 
ma=F+R=F+ Myfit Nf (21.22) 


Proiectînd-o pe axe, obținem sistemul 


mx=X -+ млр PUE 


ax Г^®ўх 
my Y x (21.23) 
mz-Z-- м2 A . 


21 — Mecanica teoretici 
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Cele trei ecuații (21.23), împreună cu cele două ecuaţii de legătură 
(21.20), formează un sistem de cinci ecuaţii, care definesc în funcție de 
timp cele cinci necunoscute: coordonatele x, y, 2, adică mișcarea si mul- 
tiplicatorii Ау, №, deci şi reacţiunea R. 

În cazul curbei mobile, această metodă este greoaie; se preferă într-o 
astfel de situaţie utilizarea ecuaţiilor lui Lagrange din mecanica analitică. 

n cazul curbei fixe se pot face anumite simplificári. Într-adevăr, curba 
coincide în acest caz cu traiectoria punctului, deci lucrul mecanic al reac- 
fiunii R, normală la curbă, este nul. 


Aplicînd teorema energiei cinetice, se obține ecuația 


az jer dr. (21.24) 


in care nu mai apare reacţiunea necunoscută К. 


Exprimind acum, conform lui (21.12), vectorul de poziţie 7 în funcţie 
de un singur parametru real q, se obține 


x—x(q, у=у(@ф, 2=2(0 (21.25) 
deci e phu і 
02 xt p yt zt (x? y? Tz) g? | (21.26) 
unde accentul marchează derivata în raport cu q. 
În plus avem 


F dr=Xdx+Y 4у+2 dz=(Xx'+ Yy'--Z2')dg— Q dq. (21.27) 


În cazul general, F depinde de poziţie, de viteză si de timp, deci 0 


va fi o funcție de. variabilele q, qud Din (21.24) se obfine urmátoarea 
ecuație diferențială de ordinul al doilea Я 


үл И 22—060, d, 04 (21.28) 


care defineşte ре q în funcție de timp, deci mişcarea punctului material. 


În cazul particular cînd F depinde exclusiv de poziţie, deci cînd 0 


depinde numai de q, aflarea mișcării se reduce la cuadraturi. Într-adevăr, 
în acest caz avem 


mu? 
аш —Q ag 
2 ЖЕУ] 
m z £2 dq. (21.29) 


În locuind v? prin expresia sa (21.26) se obține 
dq 2 dq —— 
(а) =Ф(4; а = +190) 


2 dg а dq 
релге ыу PERIE RL Ш 
жү) |. 0 f. Vela) 


(21.30) 
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(9) = 


În formulele (21.29) si (21.30) indicele ,0" marchează condițiile iniţiale. 
La începutul mișcării, semnul lui д este determinat cu ajutorul vitezei 
inițiale; el va fi păstrat atit timp cît д nu se anulează. Dacă là un anumit 
moment q se anulează, atunci și viteza se anulează după cum se vede din 
(21.26); sensul componentei tangenţiale a forței F determină în acest caz 
sensul mișcării, deci semnul ce trebuie ales pentru g. 


În cazul cînd forța F este greutatea G=mg a punctului material, 


„atunci vom avea X —0, Y=0, Z=—mg, dacă luăm axa Oz verticală, dirijată 


în sus. Ecuația (21.29) devine in acest caz 


то mug 
mob pl a) 
şi deci obţinem 
v?=v + 2g(zo—2). (21.31) 


Această ultimă formulă este identică cu aceea obținută în cazul căderii 
libere a punctului greu, pe verticală, ; 


În cazul curbei mobile, lucrul mecanic: al reacţiunii R nu este în 


general, nul; necunoscuta R apare deci în ecuația energiei cinetice. 
Într-adevăr, prin diferențierea ecuațiilor de legătură (21.20) obținem 


dfi 0/; E Of cz 
a*t 3, 41 529+ 3i d 0 E 2) 
deci Yf; dr = = gne Lucrul mecanic al lui R este atunci 


Rár- Qs vf VS r=- (^ ro ear 


9t 

Explicaţia fizică constă în faptul cá deplasarea reală a mobilului, 
care respectă variaţia în timp a curbei, nu este tangențială curbei imobi- 
lizate din momentul /, al cărei plan normal confine vectorul R. 

b) Reacjiunea normală. O dată mişcarea determinată, multiplicatorii 
^4 $i A, (si deci însăși reacţiunea R) pot fi aflaţi cu ajutorul a două, dintre 
ecuaţiile (21.23). Acest procedeu este valabil atît în cazul curbei fixe, cît 
și în cel al curbei mobile. АН А ACE К 

În cazul legăturilor scleronome, putem utiliza şi ecuaţiile intrinseci 
ale mișcării. Traiectoria este cunoscută, deoarece ea coincide cu curba fixă 
de legătură. Proiectînd atunci ecuația fundamentală 


ma=F+R 
pe tangentă, normala principală şi binormală, obținem următoarele trei ecuații 


Fm, BRM, FypRy-0. 07 (21.32) 


ш? 
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Prima dintre ele, care este independentă de reacțiune, determină mișcarea 


pe curbă; de fapt ea nu este altceva decît o altă formă a teoremei energiei, 


ceea ce se vede inmulfind ambii membri cu elementul de arc ds. Celelalte 


două ecuaţii dau componentele R, si Rp ale reacţiunii, de-a lungul normalei 
principale $i a binormalei. Dacă există o funcție de forță U=U(x, y, 2) 
din teorema energiei cinetice obținem relația 


mU, ] —const. 
Introducind valoarea gásitá in a doua ecuafie (21.32) determinám 
reacţiunea fără a cunoaşte a priori mișcarea. 


$ 3. Mişcarea unui punct ре o curbă fixă, sub acţiunea greutăţii. a) Pen- 
dulul simplu (matematic). Pendulul simplu este constituit dintr-un punct 
material greu, mobil fără frecare pe o circumferință situată într-un plan 
vertical. 

Pendulul simplu este realizat de obicei cu ajutorul unui fir de lungime 
constantă 7, fixat la un capăt şi sustinind punctul mobil la celălalt capăt 
(fig. 21.1). Cunoscind traiectoria, pentru a afla mișcarea este suficient să 
aflăm valoarea vitezei mobilului pe curbă. Notînd cu 7 lungimea firului, 
valoarea vitezei va avea expresia 


v=16 (21.33) 
unde 0 reprezintă unghiul dintre poziția firului OM la momentul / si ver- 
ticala descendentă. Deplasarea elementară avînd mărimea ¿d0 si direcția 


tangentei dată de versorul т, lucrul mecanic al forței direct aplicate F—mg 
este dat de expresia 


\ 


Fár—mgl cos ir 9Jd0— mg? sin 0 48. 


Din teorema energiei obținem atunci 


at =) =—mgi sin 040 
deci 
0--5 sin 0—0. (21.34) 


| 
| 
i 
| 


Această ecuaţie este caracteristică pendulului, 
precum şi altor fenomene oscilatorii. Ea determină uu- 
Fig. 21.1 ghiul 0 în funcţie de timp, deci mişcarea mobi- 
lului pe circumferință. 4 
Proiectînd ecuația fundamentală ma-—F--R pe normala traiectoriei, 
deci pe raza orientată către centrul cercului, obținem relația 


ml02— R—mg cos 0, (21.35) 


А e A A Е f M mu? "йз 
deoarece accelerația normală în mișcarea circulară are expresia ——= m 6°. 
Această ecuație determină reacţiunea R, deci tensiunea firului, în funefie 


Po 


=> A 
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de poziția mobilului pe curbă, Exceptînd poziţiile de elongafie maximă, în 

care se anulează, tensiunea firului este di erită 

Sreutății de-a lungul. firului. AA c cor 
Oscilaţii mici. Ecuația (21.34) se integrează imedi ă 

unghiul 0 suficient de mic К | ш ШАШ А раны арш 


A [ n tot timpul mișcării, încât să шеш înlocui 
sin 0 prin 0. Ecuația (21.34) devine алдн ү 


4 
0+7 0—0. (21.36) 
Integrala еі generală este 


0=a соз | £ tte), (21.37) 


unde a si 9 sînt două constante de integrare care se determină cu ajutorul 
condițiilor inițiale. 

Presupunînd că la momentul /=0 mobilul porneşte cu viteza inițială v, 
din poziţia 0=0,>0, obţinem 


0,—2« cos ọ si 0, — 2 —— a /= sin о. 


Aceste relaţii determină constantele х şi o. Relaţia (21.37) în care se introduc 
aceste valori ale constantelor a si o, reprezintă legea generală de mișcare a 
pendulului cu mici oscilații. 

Mișcarea este o oscilație armonică, de amplitudine с (valoarea maximă 
a unghiului 0) si de perioadă 


T5. Е (21.38) 


În această formulă sînt cuprinse legile cunoscute ale pendulului; in 
particular, perioada este independentă de amplitudine, adică oscilatiile 
sînt 7zocrone. 


Discuţia cazului general. Presupunem că în momentul #=0 mobilul se află în punctul 
cel mai de jos A al circumferinței (х=) cu viteza dată 74. Teorema variației energiei сіпе- 
tice între momentul #=0 si £—/ se scrie 


02—02 =26(5—1) (21.39) 


аха Ох, cu originea în centrul circumferinței, fiind vertical descendentă. Pentru discuție 
punem ecuația (21.39) sub forma Ў 

v2 
A 


v?—2g(x—a), PUE (21.40) 


Valoarea numerică a vitezei este deci aceeaşi ca si cînd mobilul ar cădea fără viteză 
inițială de la înălțimea a, sub centrul cercului. Vom avea permanent >а, deoarece 20. 
În plus : " 

2 х= 1 cos 0, 0=10, acl. (21.41) 


1°, Să presupunem mai întîi a> —7, deci v 4—2 Vig. Deoarece —1<а<1, putem serie 


a=] cos a, 0<ә<п (21.49) 
$i ecuația (21,40) devine 


1202—2 (соз 0—cos a). (21.43) 
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O primă consecință este relația 
cos 0>>соѕ a. 


Unghiul о reprezintă valoarea maximă pe care o poate lua 0, adică este amplitudinea 
mișcării. 
Din poziția cea mai de jos А (0—0) mobilul urcă spre poziția M, în sens trigonometric 
de pildă, pînă cînd unghiul 0 atinge valoarea œ. În această poziție, viteza mobilului se 
anulează si el începe să coboare în sensul acelor ceasornicului, 

Ajunge din nou în punctul cel mai de jos, 4, cu viteză egală și de sens opus celei 
inițiale, deoarece relaţia (21.43) arată că pătratul vitezei este funcție numai de poziție. Apoi 
urcă, în sensul acelor de ceasornic pînă în punctul My, cînd 0 ia valoarea — ~; viteza sa 
se anulează aici si el coboară în sens trigonometric, pînă în poziţia A, reîncepînd apoi 
urcarea pe cealaltă parte a cercului. Mişcarea este deci oscilatorie. 

Ecuatia (21.43) se mai poate scrie sub forma 


, DET a 1910 
10—42 (sina Zeina 2) (21.44) 


de unde 


g do 
| й= тсс (21.45) 
2 | чыр © шай 
2 2 


Am luat semnul plus presupunînd că, în prima fază, mobilul se deplasează în sens 
trigonometric. La momentul /—0, 0—0, deci 


| Е ; p = Е) (21.46) 


sin? 3 —sin? 


Să facem substitutia 


22 f) ; 12 62 
sin 3 =k sin o, k sin -z 


luînd o drept nouă variabilă, Relația precedentă devine 


Ж (Л dg 
д | 21.47 
i | 1j nonas ( ) 
sau punind sin р=х 
i ү p 21.48) 
| Е) V я)  — в) X 


2 Forma aceasta а cuadraturii din membrul al doilea ne arată că este vorba de o inte- 
grală eliptică, deci în genere imposibil de exprimat prin funcţii elementare întrebuințate în 
număr finit. Integrala din (21.47) a fost numită de Legendre, integrala eliptică de prima 
speță, Dacă se efectuează, se obţine o relație de forma următoare 


и=Р(ф, №) (21.49) 


unde am întrebuințat notatiile 


91 unde 
9 do 21.5 
7 „=! = 21.50) 
Eq ететт vo 


—— н сс 
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punind astfel în evident 


ă cá integrala din membr: 
metrul А —sin $ 


. Unghiul o este amplitudinea 


a calculat numeric funcția Flp, k) p lori ale parametrilor o și 4. Problema 
efectuării cuadraturii a fost însă considerabil ușurată prin observaţia lui Abel că este pre- 
ferabil să studiem pe ф ca funcție de и, în loc să considerăm и ca funcție de 9. Ajungem 
astfel în domeniul funcțiilor eliptice 


trel 1 al cáror studiu este ușurat față de acela al integralelor 
eliptice, prin faptul că funcţiile eliptice considerate în domeniul complex sînt uniforme, pe 
cînd integralele eliptice nu sînt funcţii uniforme. Potrivit acestei observaţii, Jacobi consideră 
Ф ca amplitudinea de şi calculează sin ф și cos o în funcție de и precum urmează 


sin o—sin amplitudine de и=зп u 
cos a=cos amplitudine de и=сп и, 


Calzulul apvoximativ al perioadei T. Fücind în (21.47) 


lulut, l per pe ф egal cu 7/2, obținem în 
membrul întîi ùn sfert de perioadă 


И) үй к 
g Jo Ү1—#зїп?ф` 


Pentru valori mici ale parametrului А este recomandabilá o dezvolt 
1 


are în serie întreagă a 


ехргеѕіеі, (1—/° sin2q) 2, după puterile lui ^ 
ceea ce este permis, întrucît pentru |k!<1, seria es 


valul (0ses2). Obtinem astfel 


91 o integrare a seriei termen cu termen, 
te absolut și uniform convergentă în inter- 


1 


oo 
=y 1-3-5- (2n—1) BA 
г осто 22 ?n sin?ng d 
(1 A?sin?g) Y 2:4 6:395 k?n ѕіп?по аф 
n= 
deci 
224 дар wi PN ESOS Ол toi А. 
Үр 2 У; 2-4-6--25 i 
0 л=1 


Integrala definită din membrul al doilea este una dintre cele cunoscute 


0 


> 


2:4-6:::2n 2 


încît valoarea lui Т se poate obține 
A pa (1:3:5-::(21—1))2. ya 
Е а 
п=1 E 


Doarece sin 2 poate fi dezvoltat într-o serie absolut convergentă, vom avea si pentru T o 
2 . 


asemenea dezvoltare 


Т=2л Hos mn] (21.51) 
z 16 р 
sau neglijînd puterile 0 ТВ д 
Т [2 142]. (21.52) 
T2 16 


i i ioada nu este inde- 

t :cum și cea aproximativă (21.52) ne arată că perioac aee inte: 

zr exact All] реси M cum apărea în cazul micilor oscilaţii; осе le astro 
ee ph САЛАК cu amplitudini de 1?30', Corecfia 2/16 este aproximativ 1/20000. 


| 
| 
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29, Să presupunem acum а= —7, deci v4-2V Ig. Ecuația (21.40) devine 


1 f 
120?—2 gl (cos 0+1)=4 gl cost 0, (21.53) 
deci 
zs dir 
| душ д 
і Ра 
2 


Putem efectua integrarea cu ajutorul funcţiilor elementare; Ја momentul /—0, 0—0, deci 
ri 0 | 
5. i=ln tg | — 
| 1 i—1n tg | 1 ТД 


0 x ys: | 
sharr)’ . р 


Unghiul 0 este deci.o funcţie crescătoare de timp, care tinde către valoarea т: cînd timpul 
crește indefinit, Mobilul urcă către poziția cea mai ridicată de pe circumferință, fără a o 
atinge după un timp finit. Mişcarea aceasta poartă numele de mișcare asimptotică. 


3°. Să presupunem in sfîrşit a< — 7, deci v 4> 2y 1g. Ecuatia (21.40) devine 


care se poate scrie 


1202—2g(1 cos 0—a) —2g (а-а sin? sj 


deci 4 
. 6, 4 
202=22(1—а) (17 sin? 3j (21.54) 
2 д ИА YE I 
unde BAS uer 0; А21, deoarece—47 7. Ecuația (21.54) arată cá 0 nu se anulează nici- , 
odată, deci îşi păstrează semnul. Mișcarea nu mai este oscilatorie, ci de rotație; ea este totuși i 
periodicá deoarece viteza depinde numai de pozifie. 
Perioada este evident egală cu timpul necesar mobilului să parcurgă întreg cercul. 
Notind ) i 
LY2«0—2) 
Nego 2077 
obtinem 
9 0 
d 2; d Er t 
а? === М= i 


3 


{, 

ө 
0 — R2 sin? — 
| k2sin 2 


Ө 
— B? sin? 
|: k? sin? > 


deoarece pentru /=0, 0—0. Introducînd noua variabilă u=sin A , obţinem 
Xt { е Ра аниа 
o V(1—u3) (1—5%и°) 
decí 
u=sn (№). 
Rezultá 


1 
sin Psn (M), cos i = [1—sinài ARE =en (At). 
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Acestea sînt legile de mișcare exprim 
$ 3 ate cu a ii i i 
este dublul timpului necesar mobilului s i Fei open ee 


i ă ajungă di iti iná 1 1 i 
maximă; ea este deci egală cu dublul Jungá din poziția inițială pînă în cea de înălțime 


timpului n й crească : 
са и să crească de la 0 1а 1, Expresia еі eic deci раа у T deci 


2 (1 du 2 2 
те; f == eli wis. 
A Jo VU Uau) ;| yos 103 ads 
Calculul veactiunii. Obţinem reactiunea 1 


n functie de pozitie cu ajutorul ecuaţiilor 
(21.35) si (21.40). Tinind seama că x=} cos 0 ) 


şi 0= 10, expresia reacţiunii este 


m, 
R-UÉ (3x — 2a). 
Sensul pozitiv al reactiunii normale este către cent 


vizibil pozitiv, în punctul cel mai de jos al circumfe 


(21.55) 


rul cercului. Reacțiunea își are maximul, 
rinfei care corespunde lui z— / 


v?; 
Ята =" (1-2 mp [142] . (21.56) 
5 
Reacţiunea scade cînd punctul se ridică. Ea se anulează şi-şi schimbă semnul pentru 
B 24 
WEE 


În consecință, dacă presupunem mobilul aruncat în interiorul unui tub circular, el va 
apăsa asupra peretelui exterior atîta timp cît R este pozitiv, si asupra celui interior cînd Р 
este negativ. Cînd pendulul este realizat cu ajutorul unui fir inextensibil, firul va fi bine 
întins atît timp cît R este pozitiv. Din momentul în care eventual R se anulează, firul nu 
mai exercită asupra punctului nici o forță şi acesta părăseşte circumferința. Fiind acţionat 
exclusiv de greutatea proprie, punctul descrie o parabolă care se racordează circum- 
ferinței în punctul în care reacţiunea se anulează. Parabola аге axă verticală, în punctul 
de contact cu circumferința, raza ei de curbură este egală cu a razei circumferinței; într-adevăr, 
viteza punctului şi forțele care se exercită asupra lui variază continuu în momentul desprin- 


2 
m T ; x x mu 5 ар Pi : 
derii de pe cerc; ecuatia intrinsecă care dă pe — arată deci cá gi р variază continuu, 


deci parabola si cercul sînt curbe osculatoare în punctul de contact. Condiţia de a avea axa 
verticală şi de a fi osculatoare cercului în punctul desprinderii, determină univoc parabola. 


Din ecuația (21.40) rezultă х>>а în tot timpul mişcării. Pentru ca mobilul să ajungă 


2a A 
efectiv în poziția de anulare a reacţiunii, trebuie deci să avem a4 deci а< 0. De ase- 


* 2a e 31 A 
menea, deoarece 47» — 1, trebuie să avem g2-b adicá amy . Reactiunea nu se poate 
anula deci decît în ipotezele 


— sas. 


înlocuind pe a prin valoarea sa din (21.40), obţinem relația 


V2lg«va« V5ig (21.57) 
i iti ie i ă vi i initi ilul sá treacá efectiv 

rezintá condiţia ce trebuie impusă vitezei inițiale pentru ca mobi să ă efe 
ш Иш mișcării PAY prin poziția de anulare a reacţiunii. O dată condiția (21.57) înde- 
plinită, reacţiunea nu se anulează, decît deasupra diametrului orizontal al circumferinței, 
AREE, minimă are loc, în virtutea formulei (21,55) pentru x minim, În cazul 


mișcării de rotație, vom avea *Xgn- — і десі 
vi 
mg PLE 24 
min (731229) т 5.74 ' 


Ава dar, în cazul mișcării de rotaţie, putem scrie relaţia 
Rmaz— Rminz6 mg, 
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b) Pendulul cicloidal. Tawtocronism. Vom studia mișcarea unui punct 
material greu care se deplasează fără frecare pe o cicloidá cu baza ori- 
zontală, situată într-un plan vertical, și avînd concavitatea în sus. Pro- 
prietatea esențială pe care o vom pune în evidență este următoarea: timpul 
necesar mobilului pentru a ajunge în punctul cel mai de jos al cicloidei cînd 

` porneşte fără viteză inipială, este in- 

dependent de poziția imițială. În aceasta 
constă proprietatea de /aulocronism a 
cicloidei. Mișcarea însăşi se numeşte 
lautocrond; uneori chiar cicloida este 
numită curbă tautocronă. Mişcarea 
Fig. 21.2 oscilatorie a punctului este izocronă, 

în sensul că perioada este independentă 

de amplitudine, nu numai pentru oscilații mici, cum era cazul pentru 


pendulul simplu. 

Raportăm cicloida la un sistem de axe din planul. ei. Axa Ox este 
tangentă cicloidei în punctul ei cel mai de jos. Axa Оу este verticală ascen- 
dentă şi constituie axa de simetrie a cicloidei. Tinind seama de rostogolirea 
fără alunecare a cercului de rază a pe orizontala y=2a, coordonatele unui 
punct curent M al cicloidei sînt 


х=а(0--ѕіп 0), Jr Al aoc 0), (21.58) 


Pentru un punct material care coboară pe cicloidá din punctul P, 
de ordonată yo, fără viteză inițială, teorema energiei cinetice se scrie 


|v|—V 28 (yo—»)- 


Presupunind originea arcelor în O si arcul s crescător cu 0, rezultă 


ds Pe aa 

аг V28yv—») 
în ipoteza că punctul coboară spre 0. Integrînd, obținem timpul 4, necesar 
mobilului să ajungă din P, în O 


0. s Vo A 
n E = | x Cad (21.59) 
y, V28 (0—2) o \2# (yo—») 


Pentru a calcula această integrală, vom exprima elementul de arc ds în 
funcție de y. Vom proceda în felul următor. Din relația (21.58) vom scoate 


ds?—dx?4- dy?—2a?(1--cos 0) d0? 


deci 
ds—2a cos 54 0 (21.60) 


cu semnul plus, deoarece s crește o dată cu 0. Din a doua ecuație (21.53), 
rezultă că relația (21.60) se poate scrie 


^ 


M Mgr 
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de unde obtinem prin integrare de la Y=0 pînă la y=y 


s=1/8ay. (21.61) 
Formula (21.59) devine astfel 


СЇ fer mm 


€ Jo Vy, — ») 


ceea се arată că /, este independent de yo 
deci de P,. 

.. . Proprietatea de tautocronism a ciclo- 
idei a fost utilizată de Huygens; el a realizat 
un pendul cicloidal cu ajutorul desfășuratei 
unei cicloide, care este tot o cicloidá. Legînd 
un lir de punctul fix Q, care este creste- 4 

tul unei cicloide realizate concret, extre- Fig. 21.3 

mitatea cealaltă P a firului va descrie o 

cicloidà. Dispozitivul acesta nu prezintă însă valoare practică, din cauza 
rezistentelor care modifică sensibil mişcarea. Se poate demonstra şi reciproc, 
că dintre toate curbele cu tangentă orizontală în O, cicloida este singura curbă 
tautocroná. 

c) Curbe brachistocrone. O problemá de dinamicá a punctului legat, 
care prezintă o deosebită însemnătate istorică, este cea a curbelor brachis- 
іостопе. Ea a fost rezolvată de J. Bernoulli în 1696; soluția ei constituie 
primul pas realizat într-un important domeniu al matematicii: calculul 
variaiional. Problema are următorul enunț: i 

Dintre toate curbele continute într-un plan vertical și trecînd prin două 
puncie fixe Po şi Ру, să se determine aceea pentru care timpul de coboríire 
din P, în P, fără frecare a unui punct greu, este minim. 


Pentru rezolvare, alegem originea axelor în punctul Po, presupus mai sus decît P, 
iar axa Oz verticala descendentă. Teorema energiei cinetice dá relația 


ds |? р ds 
туу | == 265, deci а= 
di Y 2gx 
de unde D 
1 * ds 5 
D ( = (21.63) 
ү2г. o V7 


Trebuie găsită curba Г, de ecuație y—y(x), unind О cu P,, de-a lungul căreia 
integrala din (21.63) este minimă. Expresia elementului de arc ds este 


ds= y 1+y dr 
unde у’ este derivata lui y în raport cu x. Integrala (21.63) devine 


fs ү ах. 
Ed 


6 


Pentru ca ea să fie minimă, trebuie să fie verificată ecuația lui Euler-Lagrange din 


z= O] E (21.64) 


calculul variational 


ду х da ду’ x 
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cu condițiile у (0) =0, у (41) =, unde x», şi y, sint coordonatele lui Р. Primul termen 
din (21.64) este nul, astfel încît această relație se reduce la 


9 11x53 | 
ge = const 


1 
adică notînd constanta cu Và 


Е 00 = АТ: |z 
Val + y?) ү 2a 24 — Xx 


Vacem schimbarea de variabilă 
x-a(1— cos 0) 
si obtinem 
y yo-a(0—sin 0). 


Curba căutată este deci o cicloidá, a cărei reprezentare parametrică este dată de aceste 
relatii. 

У Deoarece cicloida trece prin originea axelor, yọ=0; punctul de rebrusment este O, 
iar baza este Oy; concavitatea cicloidei este către х negativ. Pentru a determina cicloida 
trecînd prin O şi P}, se construieşte o cicloidă oarecare avînd О drept punct de rebrusment 
si Oy drept bază. Dreapta OP, taie această cicloidá in P'. Transformăm apoi această ci- 
cloidă într-o alta trecînd prin P,, cu ajutorul unei omotetii de centru O $i raport 0OP'JOP,. 

Pînă aici s-a presupus că viteza inițială a mobilului este nulă, În ipoteza unei viteze 


ds 
inițiale 000, integrala din (21.63) ar trebui înlocuită prin {т ==, Curba brachistocronă 
00 
| *+2 g 
2 
ar fi o cicloidá cu baza orizontală, ecuația bazei fiind += ur 
$ 4. Mişcarea unui punct pe o suprafaţă. a) Ecuațiile mişcării. Consi- 
derám o suprafață fixă sau mobilă de ecuație 


f(x, y, z, t)—0. (21.65) 


Un punct material de masă m silit să rămînă permanent pe această supra- 
față, este acționat de forte direct aplicate, a căror rezultantă F are com- 


ponentele cunoscute X, Y, Z. Neglijind frecarea, reacţiunea R a suprafeței 
asupra punctului este normală suprafeței, presupusă rigidizată la momentul ? 
în cazul reonom; ea este deci de forma 


R-AVf. . (21.66) 
Ecuația de mișcare a punctului va fi deci 
ma-F--R-—F-EAW/ (21.67) 
Proiectind-o pe axe, obtinem sistemul 
MIX my VP тї=7}+% ус (01.68) 


Cele trei ecuaţii (21.68) împreună cu ecuaţia de legătură (21.65) for- 
mează un sistem de patru ecuaţii care definesc cele patru necunoscute in 
funcție de timp: coordonatele x, y, 2 si multiplicatorul à, adică reacţiunea. 


—— 
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Putem afl тпа i її îi i care i Tc 1 unc roce d astfe 
a 1а atii miş rea ȘI ap i a i і 
. > 3 à . Y Ы, 7 A 01 E С 1 11 jd D (9) 4 edin UI |; 
eliminăni pe A din sistemul (21.68) 51 obținem ecuațiile | ; 


тх Х Hub Lys ama aaa A 
D f. Eu (21.69) 
9x 07 d 
du două ecuaţii impreună cu ecuaţia de legătură sînt suficiente pentru 
a determina în funcție de timp coordonatele x, y, z ale mobilului, O dată 
mişcarea cunoscută, aflăm valoarea multiplicatorului A cu ajutorul uneia 
dintre ecuaţiile (21.68), 
Ps Metoda aceasta generală este greoaie în cazul legăturilor reonome, 
adică în cazul unei suprafețe variabile în decursul timpului, Este prefera- 
bilă atunci utilizarea ecuaţiilor lui Lagrange din mecanica analitică. 
În cazul suprafeței fixe se ivesc unele simplificări, Punctul are evi- 
x 9 A LI м м па а 
dent două grade de libertate ; în consecință, două ecuații care nu conţin 
reacţiunea sînt suficiente pentru a determina mișcarea. Una dintre ele este 
dată de teorema energiei cinetice 


mu? 


m Ed (21.70) 


în care reacfiunea nu mai apare, lucrul ei mecanic fiind nul, întrucît depla- 
sarea infinitezimală a mobilului are loc în planul tangent al suprafeței 
fixe care confine traiectoria, , 

În cazul suprafeței mobile, lucrul mecanic al reacţiunii R este în general 
diferit de zero. Într-adevăr, prin diferențierea ecuației de legătură (21.65) 
obținem 


d au LM ayp după! ar 
5791579 3: dz-- T d/=0 
Lucrul mecanic al reacţiunii este deci 
A RET d of 
R dr—Ayf dr — dt. 


Explicaţia, fizică constă în faptul cá deplasarea reală a mobilului, 
care respectă variabilitatea în timp a suprafeței, nu este tangenfialá supra- 
feţei rigidizate din momentul /, la care este normală reacţiunea КУ 

b) Ёеас{їилеа normală. O dată mişcarea cunoscută, putem determina 
pe à, deci reacţiunea R, cu ajutorul uneia dintre ecuaţiile (21.68). Să pre- 
supunem acum legătura unilaterală, adică punctul poate părăsi suprafața 
de o anumită parte. н FX 

Pentru ca punctul să rămînă pe suprafață, trebuie ca / să fie dirijat 
în sensul în care punctul poate părăsi suprafața; această condiție revine 
la a spune că punctul presează asupra suprafeţei. De o parte a suprafeţei ji 
este pozitiv, iar de cealaltă parte f este negativ. Pentru ca reacţiunea R 
să fie îndreptată, de exemplu, spre regiunea lui f pozitiv, trebuie ca A 
să fie pozitiv. În cazul legăturii unilaterale, pentru ca punctul să rămină 
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pe suprafaţă trebuie deci ca A să aibă un anumit semn. Dacă la un moment 
dat ^ se anulează și-și schimbă semnul, mobilul părăsește suprafața si avem 
de-a face cu un punct material liber. 

c) Ecuaţii intrinseci. Considerăm cazul unei suprafeţe fixe; traiectoria, 
este atunci o curbă (C) situată pe această suprafață. (fig. 21.4). Proiectînd 
ecuaţia (21.70) pe tangenta 7, normala principală v şi binormala [ a traiec- 
toriel, obținem ecuaţiile 

du E. mu? В (075 R 2 
"чү cit LE vT Хуу zar gt p: ( 1.71) 
unde o este raza de curbură a traiectoriei, lie n versorul normalei la supra- 
față şi 0 unghiul dintre v si ж; nv=cos 0. 

Vectorul î este perpendicular ре т, deci vectorii v, n, B sînt coplanari. 
În planul lor să considerăm versorul p, perpendicular pe ж, așa fel încît 
triedrul т, n, ф să fie drept. Proiectînd ecuația (21.67) pe т, л, $ obținem 

ecuațiile 
dv mu? mv? . Я 
map Е, сш S 0—F4--R, S Sin 0—F,. (21.72) 


Fie ou raza de curbură a secţiunii normale Ја suprafață, avînd aceeaşi tan- 
gentă ca traiectoria; conform teoremei lui Meusnier vom putea scrie 
e 


Pn. соз 0 


Introducînd în plus raza de curbură geodezică 00 obfinem 


dv m? mv? 

mare Е E qom» 

Dacă există o funcție de forță U, atunci avem mv?—2(U--À) aşa 

încât a doua ecuaţie (21.72) ne dă valoarea lui R cînd cunoaştem pe Fn $i рл. 

d) Forta nulă. Lin) geodezice. Să con- 

siderăm un punct care rămîne pe suprafața 
fixá, de ecuație ` 


Л, у, 2) =0 (21.73) 
şi să presupunem că rezultanta F a fortelor 


direct aplicate este nulá. Ecuafia energiei 
devine 


at = (21.74) 


Fig. 21.4 adică viteza cu care se mișcă punctul 

pe suprafață are valoarea constantă. În 

acest caz, componenta tangenfialá a accelerației este nulă, deci vectorul 

accelerației este îndreptat după normala principală a traiectoriei. Pe de 

altă parte, unica forță care se exercită asupra punctului este reacţiunea 
normală R a suprafeţei; ecuaţia 


ma-R (21.73) 


er fepe 


—— ан aa 


MIŞCAREA PUNCTULUI MATERIAL, SUPUS LA LEGATURI 495 


arată că vectorul a este coliniar cu R, deci normal la suprafață, Rezultă 
deci că normala principală la traiectorie coincide “cui normala la suprafală, 
Curbele situate pe suprafață, care se bucură de această proprietate poartă 
numele de linii geodezice. Ele sînt liniile cele mai drepte ale suprafeţei; 
pentru ele unghiul 0 dintre versorul y al normalei principale si versorul Ж 
al normalei la suprafețe este nul: e, este deci infinit, adică curbura geode- 


zică — a unei linii geodezice este nulă, 
eg 3 
uno cu sa dr, di 7 РУТ ; 
Se ştie că т EM deci ds “ga: ре de altă parte formula întfia a lui 
TS d? у E NR diy d^ dy . d£ 
Frenet d; 7, arată cá vectorul dj» de componente 45 ' дуг $i ds! este co- 


liniar cu versorul v al normalei principale la traiectorie. De-a lungul unei 
linii geodezice, are loc egalitate 


а v=n, unde n este versorul normalei la 


suprafața (21.73). Deoarece 7 este coliniar cu vf de-a lungul unei linii geo- 
dezice sînt verificate ecuaţiile (21.73) şi 


dz afi Газу apt arty P 
ds ^ gx" ds yy’ 1757" (21.76) 


Liniile geodezice se bucurá in plus de urmátoarea proprietate impor- 
tantă: o geodezică reprezintă drumul cel mai scurt de фе suprafată între două 
puncte ale ei. : 


Într-adevăr, fie y—»(s) o curbă situată pe suprafaţă, deci satisfácind ecuația /(r)=0. 
Notind derivarea in raport cu arcul s printr-un accent, rezultă în primul rind 


x?-pyn-pz?]—]1. _ (21.77) 
Lungimea arcului cuprins intre punctele P, si P, de pe suprafatá este 
P, Р, А " m 
і! a= f (2t y'24+ 212) ds. (21.78) 
P, P, 


Să considerăm acum o curbă vecină, situată pe suprafaţă si trecînd prin P, si P}. 


Vectorul de poziție al unui punct curent al acestei noi curbe este 7 |37; deoarece $i aceastá 
curbă este situată pe suprafață, f(r-|-8r) =0, deci 


3f=0, (21.79) 


deoarece f(r)=0. În plus 


E (у) =" r+ £ 8r—r'8r-4-r'àr' (21.80) 


Variația lui Z cînd trecem de la curba 7=7(s) la curba vecină este 


P, Р, 7L P, TA 9 Р, — 
81 B(x/2-4- y/2-L28) as=2 | (xdr +y’ Sy +z’ Sz’) ds—2 d(r à-2 f r'àr ds. 
СМ д Po esy 
(21.81) 


^ . EN NS bn - 
Prima integralá din ultimul membru este nulă, deoarece în P, şi P, variaţia òr este nulă, 
întrucît curba vecină trece și ea prin aceste două puncte. Rezultă 


812 — 2 m "Заз, (21.82) 


| 
| 
| 
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Dacá curba r—r(s) este o geodezicá, integrala (21.78) este staţionară, în general minimă. 


într-adevăr, din ecuaţiile (21.76) rezultă ғ” уу, deci 
"87 уут 237—0 


în baza expresiei (21.79). În definitiv, 3/=0. 
Reciproc, dacă integrala (21.78) este staționară, curba r=r(s) este о geodezică. 
Exemplu. Să se studieze ecuațiile liniilor geodezice ale unei suprafețe reprezen- 
tată parametric prin ecuaţiile 


х=, d). У=У (4. 9), 2=2 (@ 42): (21.83) 
Observăm că elementul de arc are expresia 
ds2=—dx2-+dy2-+d22= aj dli йді; 4,4—1,2 (21.84) 


unde 


= ms eS € 24 PIG EJ 
T. (5 dr "(s rA [ж ' (d2) ` (d2 


dr dz , ду dy „02 O7 


015—405, — Т * - 
2 n бе, да. да дез 0d: C4» 


În (21.84) şi în ceea ce urmează, utilizăm convenţia de a suma în raport cu indicii care 
араг de două ori. Notind printr-un accent derivatele în raport cu s, din (21.84) rezultá 


(у, I» di» 95) — aix 4; I= l- (21.85) 
Lungimea arcului cuprins între P, gi P, este 
Р; еру лүн, 2 
= ра V, ai) d; d ds. (21.86) 
Din condiţia de extremum 817—0, rezultă ecuațiile Euler — Lagrange 
d (дә до : 
а А „ОФ 095 5142 21.87 
xia) да+ ерт 
adică , 
=, дав, , 94k. 
2 [жы + È Ă - q;—0. 21.88 
| ИЕ + ET 4%) э 9 E (21.88) 
Ín plus , 
даш, , дау, . (9044 дар, ‚ A 
dE E { i 21.89) 
ou UE дд "^U 2b i E 5 и 
gi substituind în relația (21.88), obţinem 
„o 1[дш@ ‚дак _ даз В 
aik q+ = : SA  аь=0. 21.90 
E Jk dE dp 95) 9 Tk : ) 


Coeficientul lui 4; q4 din (21.90) se mai notează prin simbolul lui Christoffel de prima speţă: 
Ur, 1]. 
Ecuafíile geodezicelor sînt deci 
44k dz UE, ilg; 4=0, i=l, 2. (21.91) 


Metoda dezvoltată mai sus se extinde imediat pentru aflarea geodezicelor unui spaţiu rieman- 
nian cu metrica 
ds?*— X Aik 24: дд. 
ik 


N 
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EM a Calea a УВИС UU 


2, ©) Pendulul sferic, Pendul 
fătă frecare pe o sferá fixă, 

p Imám аха Oz verticală, 
În coordonate cilindrice 


il sferic este ro і 
Steric este reprezentat de un punct greu care se mișcă 


descendentă 


şi origi { 
ecuația sferei de 2 9! Originea axelor în centrul sferei (fig. 21.5). 


ă I (lungimea firului) este 
"24.22.2, 


Рг? = (21.92) 
Геотеша eng tgiei cinetice şi teorema momentului cinetic în raport cu аха Oz 


dau ecuaţiile 
u? 


=Zg:+h, r'd0—Cd! (21.93) 
unde й şi C sint constante de 


(21.93) pot determina pe 7, 0, z în funcţie de timpul £ 
Este totuși mai avantajos de a exprima pe r, 0, z ín func- 
fic de cota 2. Тїшїпа seama cá 


integrare, Ecuatiile (21,92) și 


2 0724720024 dz2 
а? 


ч —z dz 
r-ynÀ-z, dram EM 
yn-z 


rezultá 


Pz2— (252-5) (322) — c2, 
Obfinem in sfirşit 


epg ldz 21 

2 EV @ке-%)(#—ау—С* lac 

ag. Cà ыз" у. e (21.95) 
4 E (P—z2) ү (2gz4-2) (3 —23) — c2 


Semnul care trebuie luat este determinat prin condiţiile inițiale. 


acri ра. А „ (dz j " 
Există ambiguitate numai dacă à —0; se va vedea atunci dacă z urcă sau coboară 


0 
pornind de la valoarea inițială 25. Soluția problemei depinde deci de integrala eliptică (21.94). 
A doua ecuaţie (21.93) arată că 6 are semn constant: proiecția mobilului pe planul 
20у se roteşte permanent în același sens în jurul lui Oz, cu excepția cazului C=0, cînd 
avem de-a face cu un pendul simplu. 


Integralele (21.94) şi (21.95) trebuie să fie reale, deci în tot timpul mișcării 
vom avea 


P(2) = 2gz-4- 5) (P—2?) — C2>0. 


Să presupunem mai întîi P(z)>0 la momentul /—0. Atunci P (2) are o rădăcină 
cuprinsă între —7 şi 20, alta cuprinsă între гу şi 1, ceea ce rezultă din faptul că P(20)>0, 
iar P(—1)<0, P(4+D<0. Fie 2, şi 2, aceste rădăcini. Mişcarea mobilului va fi oscilatorie 
între z, Şi z,, traiectoria fiind cuprinsă între paralelele Z—2, Şi z—z,. În punctele de contact 


A э edt хаб 
dintre traiectorie şi paralele, acestea sînt tangente traiectoriei, căci En Spt? în acele 
puncte, Se poate demonstra că unghiul la centru determinat de două puncte consecutive 
de contact ale traiectoriei cu paralelele extreme, este în proiecție orizontală supe- 
тіот lui 7/2. 

dz 

Dacă P(29)=0, atunci [2 

luâm іп faţa radicalului semnul minus; dacă z,—z,-—z,, luăm semnul plus. Aceste semne 
corespund faptului că mobilul trebuie să ajungă de pe o paralelă pe cealaltă, deci că iu 


| —0. Ín acest caz Zo coincide сц 4 SAU zy. Dacă n=? 


n 
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t€ € MÀ ——À as 


А t | dz 
primul caz s và desereste, iar ìn al doilea va creşte, Dacă 5,229543; ái este nul tot timpul 
si mobilul descriu paralela 15:9. 

Reactiunea normală А rezultă din a doua forniulá generală (21.72). Obfinem 


mo m mgr m 
; ттер Gg» (21.96) 


Se poate tace o discuţie analogă celei din cazul pendulului simplu, după cum punctul este 
legat cu un fir sau este situat între două piuze sferice concentrice, de raze aproximativ egale. 


Introdueind reacţiunea №, putem scrie ecuațiile de mişcare sub forma 


5 


my Y Т] b .. 
mi=-R}, му; mz-mg— Ку (21.97) 


în cazul uuor oscilații foarte mici, 4 şi y vor putea fi consideraţi ca mărimi infinitezi- 
male de ordinul inti, 

Neglijind mărimile de ordinul al doilea, vom avea z=}, deoarece din formula lui 
Taylor rezultă 


M MPH, papa 
sy I3— (x34-y3) |+ | 


Dar aproximatia z=} înseamnă a presupune că mişcarea are loc in planul tangent 
în punctul cel mai de jos al sferei. Ultima ecuație (21.97) devine R=mg; introducînd această 
valoare în primele două, obţinem 


X, о у=— $y. (21.98) 


Traiectoria este o elipsă cu centrul pe axa Oz. Dacă la momentul /—0 


x=% у=0, 2=0, у=% 
obținem 


х= ху cos t je ULLUS B sin 4 ys 
. > o 


Perioada este 27 | ca si la pendulul simplu, în aceleaşi ipoteze. 
8 
„Aplicaţii, 19. Un corp de greutate P alunecă pe planul înclinat AB, iar apoi 
parcurge distanţa BC pe planul orizontal Bx (fig. 21.6). 

Sá se studieze mişcarea  considerind 
corpul cá porneste din 4 fără viteză inițială 
şi să se determine distanța BC, coeficientul 
de frecare dintre corp şi cele două planuri 
fiind u—tgq. Să se examineze: și cazul cînd 
planul BC ar fi inclinat cu unghiul B (pro- 
blema sániufei). 

Ecuafiile intrinseci ale mişcării pe pla- 
nul inclinat 4B sint 


- Fig. 21.6 
. P SO aerae 
g d 
Deoarece p= c, №= Р cosa, F=uP cos a. 
Accelerafia mișcării este 
du sin (x—9) 


aeri) = g(sin a—y cos a) =g Zr 


ux edel, ннн 


P 


1UJ 


4INESCU" IASI | 


I 


M EN 
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Aplicăm teorema energiei Ез Е iB 


= РЕ 
EB=3 -z "p Ед=0; Lan=P (sin &— u COS о) - Ат, 
8 sin « 
Rezultă 


ов= үгт 


/ sin (аф) 
sin о cos 


Dacă deplasarea din А in B s-ar 
fi făcut fără frecare, 


În deplasarea corpului pe pla- 
nul orizontal avem 


Fig. 21.7 
Ес-Ев=І вс; Ес=0; ЕЕ рр («—) 5 Lpc-—-—yuPx. 
Sin « cos Ф 
Rezultă: ВС p Ayaa (9). 
sin х sin Ф 


Dacă frecarea аг fi nulă х= о. 
: Problema se putea studia direct considerind Ec—Ea=Lac, unde Ec=0, E4—0 
şi deci Lac=0. x 
Să examinăm în acest mod cazul cînd planul BC face un-unghi 


x PRUT ^ B cu orizontala si 
să determinăm înălțimea h, pînă la care se ridică corpul (fig. 21.7). Vom 


scrie L дс=0: 


Ph, sin ар cos х pj, Sin Pru cos B 0. 
sin a P sin В 
Rezultă MUZE o SIE SIRE (GS QUEE PUE 
P sin a sin (B-1-9) 
Deoarece SE (27:9) «lisi SEND «1 rezultă & —1 
sin « sin (B--9) 
si deci 


hah. 


Anulind frecarea, rezultă k=1 si h=. 


2?. Un punct material de masă m alunecă cu 
frecare pe planul inclinat AB şi apoi cade liber 
pînă în C (fig. 21.8). Să se determine distanța CD, 
toate dimensiunile, din figură fiind cunoscute (pro- 
blema silozului). 

Problema comportă două părți: 

a) mișcarea de la A la B a unui punct mate- 
rial cu legături; 

b) mișcarea din B în Ca unui punct material 
liber, pornind din B cu viteza inițială va. 

a) Pentru prima mișcare aplicînd teorema energiei avem Eg — E 4 L4 g, de unde 


/ sin (x—9) 
sin х cos o 


Fig. 21.8 


op — V2gli 


= 
сс 
e 
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b) În timpul căderii din B în C avem ecuațiile mişcării 
ах dx 


map o атов х= C, Cs; 


m$ =n; ic i jun £t" -- Ct -F C,. 
i dt E 2 duda 
Constantele de integrare se determină din condiţiile iniţiale. 
Pentru ;/—0, x,—0, y,—0 si deci C,—0,—0 
Ugo Су=0 в соз X, Ору C4—vg sin «. 


Ecuațiile parametrice ale traiectoriei sint 
1 
x=vpg і cos a, y—38 vp t sin «. 


Eliminind timpul între aceste ecuaţii, obținem ecuația traiectoriei 


у= S ST Бис #?--* tga 
2 vig cos? a E 
care este o parabolá. 
Distanţa х= СР corespunde înălțimii de cădere y= hg. 


XXII. MISCAREA RELATIVÁ A PUNCTULUI MATERIAL 


ks $ 1. Ecuația fundamentală a mişcării relative. În cap. XIII din cine- 
maticá s-a studiat mişcarea relativă a punctului material 51 s-au stabilit 
următoarele formule referitoare la compunerea vitezelor şi compunerea 


acceleratiilor É e 
Ug —71-- V, (22.1) 
sau 5 
Va =r FO X f HU, (22.2) 
şi E E з 
4474 4-4, а, (22.3) 
sau 


În cele ce urmează, ne propunem să găsim ecuația fundamentală а 
mişcării relative. des 1 Ris 

Se ştie (cap. XVII, § 1) că ecuația fundamentală a dinamicii, pentru 
mişcarea absolută a unui punct material de masă m, este 


m LUST 29 5 
mag E. (22.5) 


înlocuind în această ecuaţie pe a, cu expresia sa din (22.3), obținem k 


| 

| 

da =r H0 XT HOX (оху) Ба, 20 Хо. (22.4) 
| 

| APR Aa 

| та, tarta) = Е 
| 


ИЕНЕН 
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——————————— 


sau 
та„=Ё—та,—та,. (22.6) 


Expresiile —mas și —ma, reprezintă două fo 


1 : e pe cate le vom nota 
in cele ce urmează, în felul urmátor igi í 


—табє=Ё; тау F, (22.7) 


j Ecuația (22.6) se poate scrie sub forma 


ma,—F--F-4-F,. (22.8) 


. , Această relaţie este ecuaţia fundamentală a mișcării relative şi poate 
îi interpretată astfel: masa înmulțită cu accelerația relativă este egală cu 


forța F care acționează asupra punctului material, la care se mai adaugă 
încă două forte F; si Fe: forța F; se numeşte forță de transport, iar forţa 
Fe forța Coriolis. 


Aplicaţie 19. Mişcarea: unui mobil de masă m, de-a lungul unei drepte D 
care se roteste într-un plan, în mod uniform, în jurul unuia din Punctele sale O considerat fix. 


În planul mișcării luăm două axe rectangulare fixe Ox, şi Оуу, Oz, coincizind, de exem- 
plu, cu poziția inițială a dreptei D. Axa Oz, normalá în O pe acest plan completează trie- 
drul de referință fix (Туу (fig. 22.1). Triedrul mobil (T) solidar legat de dreapta D îl luăm 
format din dreapta D ca axă Ox, o perpendiculară pe dreapta D ca axă Oy, obţinută 
din aceasta printr-o rotație de unghi Ыт sens pozitiv, în jurul lui О şi axa Ог coinci- 
тіпа cu Oz. 

Asupra mobilului P, în mişcarea sa relativă, acţionează următoarele forțe: reactiunea 
normală R a dreptei D, (presupunînd că mișcarea se face fără frecare) şi forțele complemen- 
tare Р, şi Fo. 

Deci ecuaţia care determină mișcarea relativă a punctului P se scrie, tinind seama 
de relația (22.8): 


ma, =R+Fi+Fe. 
Să calculăm forțele F; şi Fe, din expresiile lor date de relațiile (22.7) tinind seama 
de (22.4). E 
Pástrind notatiile întrebuințate la cinematică observăm cá vectorul, 7, —0, pentru 
că cele două triedre (Ту) si (T) au aceeași origine O si &=0, deoarece rotația este uni- 
в formă, deci vectorul e este constant. Acest vector œ este dirijat ре аха О2==0=; şi аге 
valoarea о = 0, dacă notăm cu Ө unghiul pe care-l face dreapta D la momentul # cu аха Ox,. 
Rezultă deci | 


Б,=—тох (0x7),  Fc--2mox. 


Observăm că mișcarea punctului P pe dreapta D este determinată de cunoaşterea 

" AR 

unui singur parametru, abscisa OP. O altă necunoscută este valoarea scalară a reacfiuii К. 
Aceste două necunoscute scalare le vom găsi proiectind ecuația de mișcare 


=. = = cR я 
ЕЕ” — 99 9) | 
тар= It — mo X (ox т) —2mox vy (==. 


ре axele de coordonate mobile, 
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Fácind calculele, se obțin ecuațiile 


mxcmoty O-R—2mox, (22.16) 
Integrind prima ecuaţie găsim mișcarea relativă a mobilului P pe dreapta D dat de 
a Ceo p C, ot 
unde C, și C, sînt două constante pe care le determinăm cu ajutorul condițiilor inițiale, 


Presupunind сй în momentul /=0, z=% si 
х yp 4979, obținem 


Xy Cit Ca, vg o(C,—C,), 
relaţii din care se scot valorile constantelot C, și С,. 


297 Ínlocuindu-le în expresia lui z vom avea 


v 
Fig. 22.1 x= xch ott sh ct. 


Din а doua relaţie (22.10) se determină reacfiunea normală a dreptei Р, 


$ 2. Cazul fortelor complementare nule. Grupul, Galilei-Newton. O 
problemă foarte interesantă, care se pune în legătură cu existența forțelor 
complementare. în mișcarea relativă, este aceea de a cerceta dacă există 
repere mobile față de care să nu apară forțele complementare. 

În acest caz ecuația de mișcare va fi de forma 

ma,—F. 
Aceasta înseamnă că 


Е, +Е,= т (а+-2о х®„)=0 


oricare ar fi viteza v,. Tinind. seama de expresia lui ds, deducem cá o=0 < 
91 79—0. : 
Reciproc, dacă aceste condiţii sînt îndeplinite, ecuația de mișcare va fi 


ma,—F. 


А „Deci, „condiția necesară si suficientă pentru ca ecuația lui Newton 
să ráminà invariantí'este ca triedrul la care raportăm mișcarea să aibă 
o mişcare de translație rectilinie şi uniformă. 

Astfel de triedre mobile se numesc în mecanică sisteme inerliale. Un 
exemplu de acest gen ar fi un sistem de axe de coordonate cu originea în 
centrul Soarelui și axele paralele cu trei direcţii invariabile dacă presupunem 
că mișcarea absolută a centrului Soarelui este rectilinie si uniformă. 
Revenind la condiţiile pe care trebuie să le îndeplinească un sistem 


inerţial 
deducem 

СС; 1=]=k=0 
deci versorii 4, j, k sînt constanţi, 
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Așadar, pentru a trece de 1 


s Я : a mișcarea faţă de tri А ii 
carea față de triedrul fix Т 9 aţă de triedrul mobil T Ја mis 


1, folosim formulele 
РСС xi T y]--zh; tto --1, 


unde se presupune o schimbare de origine si pentru timpul /. 


„Corespondenţa care se pune în evidență astfel este liniară, cu 
coeficienți constanfi și constituie după cum se stie, un grup. | 

Acest grup poartă denumirea de grupul Galilei-Newton sau grupul 
Gio, doarece formulele de transformare conțin 10 parametri scalari, inde- 


pendenji între ei (cite trei proiecţii ale vectorilor C si С”, trei scalari inde- 
pendenti de la versorii 7, j, Ё si parametrul 10). 


. .Grupul Galilei-Newton caracterizează ecuația fundamentală а dina- 
micii, deoarece această ecuaţie apare ca un invariant al acestui grup ^. 


Din consideraţiile făcute, rezultă că, în afară de cazul cînd reperul 
la care se raportează mișcarea este inerţial, forțele complementare nu pot 
îi ambele nule într-un interval finit de timp. Așadar, pentru un observator 
solidar legat cu triedrul mobil, forțele complementare apar ca niște forțe 
reale care acționează asupra mobilului. 


Aceste forte complementare se mai numesc, de către unii autori, şi forte de inerție. Așa 
cum observă însă prof. V. Válcovici**) ar fi mai corect ca aceste forțe să se numească 
forte inertiale, deoarece ele se datoresc tot inertiei materiei, dar se deosebesc de forțele 
de inerție prin faptul cá nu au o existenţă reală decît față de sistemul de referință mobil, 
care le-a dat naștere, iar pe de altă parte ele acționează asupra mobilului, nu asupra agen- 
tului care provoacă forța așa cum lucrează forța de inerție. 


$ 3. Echilibrul relativ. Pentru a obține ecuaţiile care determină 
poziția de echilibru relativ a unui punct material folosim ecuația de mișcare 
relativă 


ma, —FAFQEF. 


în care anulăm acceleraţia si viteza relativă. Deci un punct P de coordonate 
х, у, z care va satisface ecuatia vectorialá 


ЕРЕ 2 (22.11) 
se găsește într-o poziţie de echilibru relativ. ; 


Aplicaţii. 2°. Poziţiile de echilibru relativ ale unui punct materia? „greu de 
masă m, care alunecă fără frecare pe un cerc de vază R ce se roteşte în jurul diametrului său ver- 
lical AB cu viteză unghiulară constantă о. i 

i irijată icală în j i i lui în jurul căruia se face 

Fie axa Oz dirijată pe verticală în jos, chiar diametrul cercu : 
rotația, аха Ox аты orizontal al cercului și аха Оу perpendiculară pe planul cercului 
completînd triedrul drept (T) solidar legat de cere (fig. 22.2). 


—) În mecanica relativităţii restrinse va apare un alt grup care o caracterizează, 
grupul lui Lorentz. 
#з) y, Vâlcovieci, Mecanică rațională (Curs litografiat). 
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т статура o BM me ER rem e o itid EE, 


Asupra mobilului P acţionează greutatea sa mg şi reacţiunea normală N, încît con- 
а de echilibru se va serie 


Мт Р=0. (22.12) 


Torta Fy ore expresia, în cazul acesta, —mox (ох?) unde о este un vector constant 


dirijat în lungul axei Oz. 


Cele trei forțe N, mg gi F, fücindu-si echilibru, se găsesc în același plan gi anume 


m planul zÓx al cercului, 


Fig. 222 Fig. 22.3 


Luind.ca parametru care determiná pozitia punctului P pe cerc, unghiul 0 format 
de vectorul de poziție OP şi axa Oz, şi proiectind relația (22.12) pe axele de coordonate, 
obținem 

mo2x—N sin 0—0; mg—N cos 0—0. 

Dacă eliminám reacţiunea normală N dintre aceste două relaţii si inlocuim pe x 

cu Rsin 0 găsim condiția de echilibru 
sin 0 (o? cos 0—7)—0, 


din care deducem că, în afară de poziţia de echilibru relativ corespunzătoare punctului 
A (pentru 0—0), există încă două poziții simetrice date de 


9218) 
cos 0— RR 
E А , 
cu condiția cac 1, deci ù> | 


3°. Într-un vas se află un lichid ideal, în repaus. Dîndu-se vasului o mișcare de rotație 
uniformă, dé viteza unghiulară constantă оу, în jurul axei sale verticale, să se determine forma 
suprafeței libere a lichidului. 

La început, cînd lichidul se află în repaus, suprafața liberă este un plan orizontal. 


Considerăm o secțiune printr-un plan vertical care trece prin axa de rotație în care 
luăm două axe de coordonate rectangulare Ox şi Oy, axa Ox fiind o orizontală si Oy ver 
ticala în jurul căreia se face rotația (fig. 22.3). 


O particulă fluidă Р de masă m, de pe suprafața liberă a lichidului, este în echilibru 
relativ sub acțiunea greutății sale mg, a reacţiunii normale la suprafață N si a forței de 
transport F= -mox (ox ү), сате va aven direcția și sensul pozitiv al axei Ox si va 
loarea mo^, 
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" Condiţia de echilibru 
mg N4-F,-0 
T MAT -X Y E ^ "xn x n. 
nt proiectată pe tangenta la curba meridiană а suprafeței în punctul P, ne dă 
x | mxo? cos o. — mg sin &, (22.13) 
| dacă însemnăm cu g unghiul pe care-l face tangenta cu axa Ox, 
Pe de altă parte t S încît tini 
altá patte gai. astfel încât ținînd seama de relația (22,13) rezultă 
L] 
dy о? 
dx g 
Integrind, güsim 
r 2 
у= RO] 
deci o parabolă avînd ca axă Oy. Aşadar, suprafața căutată va fi un paraboloid de rotație. 
$ 4. Forțele complementare la suprafaţa Pămîntului. Forţa de transport, Ne pro- 
punem acum, să vedem care este gradul de aproximație al rezultatelor obținute în capi- 
tolele precedente, în care am raportat mișcarea unui punct material la un triedru de aze, 
solidar legat de Pămînt, presupus fix. A V 
Pentru aceasta să evaluám forțele complementare F $i Fo care acționează asupra 
unui mobil de masă m în mișcare la suprafața Pămîntului. 
Se stie că Pámintul are o mișcare de translație în jurul Soarelui și o mişcare de ro- 
tatie în jurul axei polilor. 
Ts > Se presupune triedrul mobil cu originea în centrul Pămîntului, solidar legat de Pămînt 
nn: $i triedrul fix cu originea în centrul Soarelui presupunind Soarele imobil. 
mate Să ne referim, in primul rînd, la forța de transport a cărei expresie este 
Fio —m [nox r4-ox (ox ?)]. 
wr | 


| Ne vom ocupa de fiecare termen în parte. În primul termen, —mro, intervine accele- 
rația centrului Pămîntului 70. 
Această accelerație provine din acțiunea diferiților aștri asupra Pămîntului, în spe- 


tului cial, este datorită atracției newtoniene exercitată de Soare și Lună, dacă facem abstracție 
Р de alti astri mai îndepărtați. - 


Considerînd mai întîi influența Soarelui, se ştie că forța de atracție universală este 


, 


"i es unde М este masa Soare- 


lui, M' masa Pămîntului, D distanţa 
de la'centrul Pămîntului la centrul 


H Soarelui si f constanta universală a 
gravitației. S 
Deducem că accelerația cen- Amps] > 
votaţi trului Pămîntului este egală cu 
; for fM 
i ағ 


dirijată spre Soare. 

Păcînd calculele se găseşte cá 
această accelerație are mărimea de е у 6 T | 
6 mmj/s?, iar forța de transport provenită din termenul —mry are mărimea de aproxi- 
mativ 0,6 dyn pentru masa de 1 g. 


Să considerăm un punct material P de masă m, la suprafața Pămîntului (fig. 22.4). 
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—Á————— aia 


Asupra acestui punct se va exercita pe de o parte forța de atrae(le datorită Sonrelul 


şi, pe de яте parte, forța —my care va fi dirijată în sens contrar accelerație! Yo 9l de 


m 
р? ` 

Dacă se notează cu o unghiul dintre OP şi OS, cu R raza Pâmintulul 91 se presu- 
pune Soarele la infinit, forţa de atracție care se exercită asupra punctului P este ; 


fMm 
(D= Rt cos gi 


mărime 


dirijată de la punct spre Soare, paralelă cu 05, 
iat R . 
Ținînd seama că raportul D este foarte nilo, dacă dezvoltăm binomul L pe 


i f 1 
si ne oprim la termenul de gradul intíi în $ obținem pentru forța de atracție exprenin 


fMm R -3 2р 
үлү ҮРҮҮ zr А s8 — i zm M 2 4 
(D—R cos 9)? fMmD:*|1 Dios /MmD ( | D соз). 

Compunind acum cele două forţe care se exercită asupra punctului P, găsim re- 
zultanta 


fMm fMm 


р? р? 


2R fMm R 
|: + cos e) =2-5r pte 


dirijată spre Soare. 


Această forţă rezultantă se vede că variază pe suprafața Pămîntului în funcție de 
unghiul o. În special, forța este maximă, în valoare absolută în punctele A şi A”, unde 
fMm R 

ТУАЛЕТ) 

Celelalte puncte de pe suprafața Pămîntului sînt supuse la acțiuni mai mici, iar pentru 
punctele care se află la distanța D de Soare forţa rezultantă este nulă, Aceste puncte se 
găsesc pe cercul de diametru ВВ” cu planul perpendicular pe 05. 

Vedem, așadar că această forță rezultantă care se exercită asupra tuturor punctelor 
de la suprafața Pămîntului, are tendința de a umfla Pămîntul către ecuator, așa cum arată 
curba punctatá de pe figură. 

Acest fenomen se observă în special, dacă în apropierea punctelor A si A’ sint intin- 
deri mari de apă. Fenomenul de înălțare a nivelului apei, în acest caz, este cunoscut sub 
denumirea de maree. În timp de 24 h nivelul apei se înalță de două ori în același punct 
de pe Pămînt, o dată cînd punctul ajunge în dreptul Soarelui și încă о dată cînd se găseşte 
în partea opusă Soarelui. 

Fenomenul mareelor este neglijabil pentru scoarța solidă a Pămîntului, nu este însă $i 
pentru masa fluidă din interior. 

În afară de Soare şi Luna mai exercită o atracţie apreciabilă asupra Pămîntului 

Forţa exercitată de Lună asupra punctelor de la suprafața Pămîntului se obține 
in mod analog, înlocuind în formulele precedente masa Soarelui cu masa Lunei și distanța 
de la Pămînt la Soare cu distanţa de la Pămînt la Lună, 

Păcîndu-se calcule se constată că forța maximă exercitată de lună este de 2,32 
mai mare decit forţa maximă exercitată de Soare. 


este egală cu 2 


5 5. Forţa eentrifugá propriu-zisă, Neglijind al doilea termen тох к din expresia 
forţei F,, деоатесе о) este un vector foarte mic în cazul Pámintului, ne referim la term uul 
al treilea — mox (0% ғ) care se numesta forță centrifugá propriu-zisă. A 

Considerăm planul unni meridian $i nu punct P la latitudinea A în emisiera de 

2 A | ^ | 
nord. Vectorul o peste dirijat după axa polilor de la sud la nord, iar r este veci xul d 
— 


poziţie OP. d 


MIȘCAREA RELATIVA A PUNCTULUI MATERI 


аа 507 
Văcînd calculele, rezultă că forța centrifugă projet dă up dea РИТИ 


C= —max (o х?) este egală în valoare 
ste > absolută, în cazul considerat cu mo c 3 
situată în planul meridian, perpendiculară pe axa polilor gi dirijată în E 


Pet să studie 
entru ca să studiem mai îndeaproape efectul pe care-l are forța C asupra punctelor: 
de la suprafaţa Pămintului, o descompunem 1 Й | 
T | pan Scompunem in două componente: o componentă C, în lun- 
gul razei Pămîntului şi o componentă C, pe tangenta la meridian 


Fig. 225 


Aceste două componente au următoarele valori absolute 
|C,|-—me?rcos?X şi |С | mo?r sin X cos X. 


Se observá cá forta 6; dirijată după verticală în sus — în direcția razei Pămîntului — 
are tendința de a micşora efectul atracției pe саге o exercită masa Pămîntului asupra punc- 
tului material considerat. 

Această componentă are valoarea maximă la ecuator și este nulă la poli. De exemplu, 
pentru masa de 1 g, forța (e. este, la ecuator, de 3,4 dyn. 

Componenta C, are tendința de a abate direcția verticalei — direcția firului cu plumb — 
înspre sud în emisfera de nord şi înspre nord în emisfera de sud, după cum se poate con- 
stata pe fig. 22.5. 

Această forță este maximă la latitudinea de 45°. 


cis influența forței centrifuge propriu-zise, la suprafața Pămîntului, procedăm în felul 


următor. işi a: 
Considerăm un punct material P în echilibru relativ la suprafaţa Pămîntului, fiind 


suspendat prin intermediul unui fir de un punct fix. ug 

Asupra acestui punct lucrează următoarele forțe: atracția A a Pămîntului dirijată 
spre centrul O, dacă presupunem Pămîntul sferic, forța centrifugă C şi tensiunea firului 
T (fig. 22.6). о А e 

Pensiunea firului T se opune forțelor A $i C care determină greutatea G a punctului 
Ja suprafața Pămîntului 


$ 6. Abaterea firului cu plumb de la verticala locului. Pentru a determina mai pre- 


A+0+ T0 (22.14) 


sau 


de unde deducem 


| 
| 
| 
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——————————— 


Să notăm eu х unghiul pe care-l face raza Pămîntului cu direcţia firului şi să proiec- 


tim relația (22.14) pe o perpendiculară la direcţia lui T în planul celor trei forte, 
Obtinem 
C sin (A-l-a)—A sin o0 


de unde deducem formula care ne dă deviația @ a firului cu plumb față de raza Pămîntului 


C sin À mre*cos À sin A 
tg @=—- = : 


usa  . м Мей 22.15 
A-GCcosA A—mro? соз? À ( ) 


T W af 
Se observă că unghiul о este nul atit la poli Am cît şi la ecuator (1=0). 


În celelalte puncte de la suprafața Pămîntului unghiul @ se calculează cunoscînd lati- 


tudinea А şi valoarea absolută a forței de atracție Zl. 
Cum numitorul expresiei tg o este totdeauna pozitiv, deoarece termenul m«o*r cos? A 
este foarte mic față de „1, tg a va lua semnul numărătorului. 


т 
2 <1<0, ceea 


ce înseamnă că deviația firului cu plumb va fi, asa cum am constatat de la început, înspre 
sud în emistera nordică si înspre nord, în emisfera sudică. 

în practică, pentru determinarea unghiului, se întrebuințează o formulă simplificată, 
obținută astfel: se înlocuieşte tg « cu о, atracția A cu mg si se neglijează termenul rw? de 
la numitor, față de g. 

Unghiul о capătă, astfel, expresia aproximativă 


Rezultă cà а va ЇЇ pozitiv pentru 0<^<5 și negativ pentru — 


то? cos A sin A 
Q m——M——À a) 
8 


Deviaţia maximă este la latitudinea de 45? unde este de aproximativ 6". 

Formula (22.15) a jucat un rol foarte important în mecanică, deoarece a servit la 
verificarea identității dintre masa grea şi masa înertă. 

Într-adevăr, mărimea m provenită din forța centrifugă este masa inertă a punctului, 
pe cînd atracţia poate fi interpretată ca acțiunea; cîmpului gravitational asupra unei sarcini 
gravifice care este masa grea a aceluiași punct. Făcînd măsurători pentru determinarea 
unghiului а pentru puncte de mase diferite, ar trebui să rezulte pentru œ valori deosebite, 
afară de cazul cînd masa inertá si masa grea ar fi proporționale. 

Experiența cu balanţa lui Eótvós, executată cu mare precizie, a arătat că unghiul 
a nu variază, de unde se trage concluzia cá cele două mase, inertă si grea, sînt identice, 
abstracție făcînd de un factor de proportionalitate, care poate fi însă luat egal cu unitatea. 

8 7. Calculul accelerației pămînteşti v. Ne referim tot la relația (22.14) pe care o 
proiectám, de data aceasta, pe direcţia firului cu plumb. Obtinem 


A cos а= ТУС cos (A-+a). 


(22.16) 


Tinind seama cá putem înlocui forța T în valoare absolută cu forța G putem deduce, 
din această relație, pe G sub forma 


G=A cos «—C cos (ло). 


Dacă neglijăm, într-o primă aproximaţie unghiul о si inlocuim pe C cu expresia sa 
mra cosh, iar pe С prin mg si pe A prin my găsim 


PC) 
ro 99 17 
g—Y 1- созу}. (22.17) 

17 
Se vede că accelerația piininteascü g este mai mică decît accelerația gravitației ү, 

PN 
1 л ro ; 
raportul dintre aceste două accelerafii fiind egal cu 1——— costă. 

7/6 т : A x 
La poli (=: 3 acest raport devine egal cu unitatea, iar la ecuator, are valoarea 


minimă, 


— MÀ 


о INCAREA RELATIVA A PUNCTULUI MATERIAL hoo 
Termenul de corecție m vate intervina în expres 
| A ^ expresia lul g, la ecuator, eate aproxtmatly 

egal cu astlel îucit, dacă Dni av , y | 
x 7 | à ; dacă Pámintul ar avea viteza unghiulară do rotatle egalá eu 
» 17 о, punctele de pe ecuator nu ar avea gre 1 ) ) i 
A e oed avea greutate, Se observă, agadar, că g vartaai ou lati 
hj 


e 
e 


Iu geodezie se întrebuințează următoarea formul 


lui g în funcţie de altitudine, adică de înălțime 


A în care ао (ine aoama gt do variația 
а A deasupra nivelulul mării 


г g= 9.806059. 0,028028 coa 9%-0,000009 li, 
Avem deci 


Seountor 9.781 01/89 sl por 29,891 fat, 
Rezultă că variaţia lui g raportată la valoarea medie este 
pol ооох 
& 
în concluzie, forța complementară Г; produce la suprafaţa Pămiutului 


fenomenul 
mareelor, scade din greutatea corpurilor şi abate verticala apre sud în emisfera de nord 9! 
spre nord iu emisfera de sud, 


0,896, 


: $ 8. Forţa Coriolis, Să ne ocupăm acum şi de forța complementară l'o а eárel oxpre 
sie am văzut că este 


Fes —2 тох Us 
А in primul rînd se constată că această forță apare numat ctud punctul material ак 
o viteză relativă de direcţie diferită de aceea a vectorului о, 
Să considerăm un punct material P, iu emisfera de nord, care se mişcă pe meridian 
cu viteza relativă v,, spre пога (fig. 22.7), 


În acest caz, forța Coriolis va fi un vector dirijat spre est, pe tangenta la paralela 
care trece prin P şi de mărime 


2m ov, sin À. 


Dacă punctul P s-ar fi mişcat pe meridian spre sud, forța Coriolis ar ЇЇ fost dirijată 
spre vest. 

Efectele forţei Coriolis se constată, de exemplu, la şinele de căi ferato unde se ob- 
servă uzarea şinei estice la calea ferată care este străbătută, fn sens unie, de la sud spre 
nord, şi a liniei vestice la 
calea ferată cu sensul unic 
de circulaţie de la nord spre 
sud. Deci şina din dreapta, 
în ambele cazuri, va fi 
supusă unei uzuri mai mari 
decît cea din stînga. 

Aceeași constatare se 
poate face si la riurile care 
curg de la sud la nord sau 
de la nord la sud. Malul 
drept al lor este atacat de 
ape mai mult decît malul 
stîng. 


Tot datorită forţei 
Coriolis,  vînturile alizee 
dirijate în emisfera de nord, 
de la nord la sud, sînt de- 
viate spre vest; cele din E . i 1 | КЕ +, 
ET de sud dirijate de la sud la nord, vor fi deviate tot spre vest. iu. virtutea const 
deraţiilor făcute mai sus. ; А i Ten 33 t 

i Să studiem acum influența forței Coriolis asupra unui mobil care se mişcă pe o 
paralelă de la vest la est (fig. 22.8). 
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Worta Coriolis apare de data aceusta ca ип vector care se găsește în planul meridian 
normal pe аха polilor, Acest vector se descompune în două com i 


potente: o componentă în 
lungul razet Pintutulut dirijată după verticală, în sus, 91 o componentă tangentă la meri- 
dian, dirijată spre sud. 


5 Componenta de pe meridian are tendinţa de a devia mișcarea spre sud, dacă mobilul 
se atlà iu emistera nordică, Unui punct care se mișcă tot de la vest la est, pe o paralelá 
în emisfera sudică, forța Coriolis îi imprimă o deviere spre nord, 


Pe ecuator, efectul abaterii laterale provocat de forța Coriolis este nul, forţa fiind 

үн 1 ? { x і 1 Xel 1 А 

Wirijatà în întregime pe verticali. Їп schimb, se observă tendinţa unei ușurări a mobilului 
dacă se deplasează spre est și a unei îngreunări dacă se deplasează spre vest. 

$ 9. Reunţia de mişcare a punctului material la suprafaţa Pămîntului. Considerăm, 

la suprafața Pümintului, un punct material P de masă m, asupra căruia lucrează, in afară 


de atracţia newtoniană А si alte forțe efectiv aplicate a căror rezultantă să o notăm cu F. 
Meuația de mișcare a mobilului va fi deci 


ma,—F--A--F,4-F, 


unde Fi si Fe sint forțele complementare care apar în mișcarea relativă, 
Dar, am văzut în consideratiile precedente, cá A+F, reprezintă chiar greutatea mg 


a mobilului, dacă facem abstracție de termenul datorit translatiei —,. 
Tn acest caz, vom putea scrie ecuatia de migcare sub forma 


ma,—F--mg-4- F,. (22.18) 


Cdderea punctului greu. Devierea spre est. Sá aplicăm ecuaţia (22.18) Іа cazul punc- 
tului greu, de masă m, làsat-si cadă din origine (700) fără viteză inițială. Vom avea 
та= mg —2 max v, 


deoarece F este nul în acest caz; vectorii à Şi v sînt respectiv accelerația şi viteza in mişca- 
rea relativă. Prin integrare în raport cu timpul se obține 


v-—gi—2oxYy, 


7 fiind vectorul de poziție al mobilului; constanta de iutegrare este nulă din cauza con- 
dițiilor initiale. Introducind această expresie a lui v în ecuatia de sus, dupá ce vom suprima 
factorul comun m, obţinem 

r=g—20Xgi+40X (ax 7). (22.19) 


Vom neglija aici termenii care conțin pe ф ca factor, față de termenul g. Proiectind această 
ecuaţie pe axa Oz, pe care o vom presupune verticală şi dirijată în jos, vom avea 


z=g. 
În consecință, deducem într-o primă aproximație 


a ПА 
z- gt, z= 9 gt’, 


adică proiecția mobilului pe verticală se mișcă aproximativ ca pi cum Pământul ar fi fix. 

Să proiectám acum ecuația (22.19) pe planul хОу, axa Ox fiind dirijată spre est. 
Deoarece vectorii о si g se află în planul yOz, produsul ох g/ va fi situat iu lungul axei 
Ox. Valoarea sa scalară fiind —«g/ cos A, aga iucit neglijind termenul 40X (ох 7), de ordi- 


nul de mărime al lui o°, ecuaţia (22,19) proiectată pe аха Ox devine: v=20 gt cos Л. Am 
notat ca de obicei cu A latitudinea locului, Prin integrare se obține 


A о) gti cos A 


——— MESA 


tM 


f^. 72. 


Pet а 2, у 


f 


Ii 
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„(9 
Аза бу = соз Д, 

3 
deoarece valorile inițiale ale mărimilor x şi w sint nule 
Această expresie a lui + ne dă devierea spre est, - 
Tinind seama de înălțimea de cădere Л 1, y devine 


(0) | КҮ 
Оза үе COS А, 
344 


Formula саге se întrebuințează in calcule este 


9 
40,022 ^ cos A 
in саге % se exprimă în metri, iar ж їп milimetri. 

La București, de exemplu, pentru înălțimea de 100 ш, devierea este aproximativ 
de 15 mm, socotind ) = 45°., 

Experimental, se obţin rezultate foarte apropiate de cele determinate prin calcul. 

э О experienţă reușită s-a făcut în Saxonia la mina din Freiberg, la latitudinea de 51° 
şi înălţimea de cădere /—158,50 m. Prin măsurători precise s-a determinat devierea spre est 
foarte aproape de valoarea de 27 mm care se găsește prin calcul. 

- $ 10. Pendulul Foucault. Să presupunem cá mobilul greu Р este suspendat printr-un 
fir flexibil şi inextensibil de un punct O de la suprafața Pămîntului situat în emisfera nor- 
dică la latitudinea A. Această problemă constituie „Pendulul lui Foucault“ dacă se face 
abstracție de alte forte care ar mai putea lucra asupra mobilului. 

Pentru a studia aceastá problemá ne alegem urmátorul sistem de axe de coordonate: 
originea sistemului de axe o luăm în punctul O; axa Oz o luăm tangentă la paralela diri- 
jată de la vest la est, axa Oy tangentă la meridianul trecînd prin О, dirijată de la nord 
la sud, iar axa Oz perpendiculară pe aceste două, dirijată spre centrul Pămintului, dacă 
presupunem Pămîntul sferic (fig. 22.9). 


Ecuația de mișcare a mobilului considerat va fi 


ma, =T --mg-—2mo X vy, 
forța propriu-zisă F fiind tensiunea firului T. 

Pe de altă parte, punctul material este obligat să 
rămînă, în tot timpul mișcării, pe sfera de raza /, dacă 
notăm cu / lungimea firului. 

Deci coordonatele sale vor satisface relația 


ai yip 


care se mai poate scrie 


2422—12 (22.20) 


unde am pus în evidenţă distanţa y de Ја punct la Oz. 


În cele ce urmează, vom studia micile oscilații pen- 9 


La 
dulare în jurul verticalei Oz, În acest caz, raportul 2 = ds 
îia. 229 


este foarte mic faţă de raportul Г 6 


'Pinînd seama de această observaţie, dacă scoatem valoarea lui 2 diu (22.20) si o dez- 


е ; r 
voltăm după formula binomului, neglijind puterile raportului - 


i 
güsim "n | d 
4 PE; 1-9 вац zel| 1 a qj 


superioare prituei puteri, 
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< M M ——M—————— à e aà 


de unde 
{=}, 
Deducem că mişcarea va avea loc într-un plan paralel Ја planul xOy și anume în 
planul tangent la sfera de rază / în punctul ei cel mai de jos, 
De asemenea, vectorii a, şi v, vor fi foarte mici, încît într-o primă aproximaţie putem 
scrie 
° T= — mg. 


Proiectăm mișcarea pe planul хОу, Vectorii a, şi v, se proiectează în mărime naturală 
după doi vectori а şi v. Vectorul mg are proiecția nulă, iar vectorul 7' se proiectează după 


r * Lu 
vectorul — mg E unde am notat cu 7 proiecția vectorului ОР pe planul xOy $i am consi- 


derat vectorul T de valoare aproximativă mg, 

Vectorul c, după cum se vede și pe figură, este conținut în planul yOz, deci va avea 
două componente pe axele Oy şi Oz pe care le notăm cu Фу și Oz 

Rezultă că produsul vectorial œ Xv, care intervine în ecuația de mişcare a punctului 
se va scrie 


О XU, — 0y XU, FOz Xv. 


Se observá cá vectorul Фу хш, este un vector perpendicular pe planul xOy, deci are 
proiecția nulă pe acest plan, pe cînd vectorul cz Xv, este conținut în planul xOy, deci 


proiecția lui pe acest plan va fi chiar o7 X v;. 
Așadar, ecuația de mişcare proiectată pe planul Oy se va scrie 


ma = —mg Y = 2moz X v. (22.21) 


Aceastá ecuafie o putem identifica, cu ecuafia de miscare planá, relativá, a unui 
punct material de masă m atras de o forță elastică egală cu — kr, față de niște axe de 
coordonate care se rotesc în sens pozitiv, cu viteza unghiulară oz. 


În acest caz, expresiile forțelor F; şi Fe sint 
F,—molr; F——2mo,xv 
încît ecuaţia de mișcare a punctului se va scrie 
map = —hr-4-mo2r—2moz x v, (22.22) 


ecuație care se identifică cu (22.21) dacă luăm 


Mişcarea dată de ecuaţia (22.22) reprezintă, însă, după cum se ştie, o mișcare armonică 
pe elipsă. 

Deoarece axele elipsei considerate se rotesc în sens pozitiv, cu viteza unghiulară oz, 
rezultă că elipsa însăși se roteşte, față de axe, cu aceeași viteză unghiulară, în sens contrar. 

În cazul pendulului lui Foucault, = sin A, dirijat în sens negativ. Urmează că 
rotația elipsei descrisă de mobil, față de aceste axe, se va face în sens pozitiv, cu viteza 
unghiulară о віп ^, adică în sensul est-sud-vest-nord. 

Viteza de rotaţie о) sin ) este maximă la poli și nulă la ecuator, 

La Bucureşti, la latitudinea 248? aproximativ viteza de rotaţie este Sn —, deci 


elipsa face o rotație completă aproximativ in 34 h, 
În emisfera de sud rotația elipsei se face in sensul est-nord-vest-sud. 
Prima experienţă cu acest pendul a fost făcută de Foucault, la Paris 
şi a dat rezultate apropiate de cele teoretice, 


iu anul 1851 
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22026 


T Mai târziu, experiențe de acest gen au fost făcute ві і і і 
| Р | t р ' gi de аці cercetători sí s-au obtínu 
ч rezultate din ce în ce mai bune, / zh j аса 
Ч Aplicaţie, 4°, Un tub neted, orizontal, se rotegte cu viteza unghiulară con- 
ta stanti o în jurul unei axe verticale care tre 


19 e ce printr-o extremitate a lui, În tub se află o 
bilă sferică de masă m. În momentul inițial distanța bilei Ја аха de rotaţie este а, iar 
viteza ei în raport cu tubul este zero, (fig, 22,10), 
Se cere: 
— legea mișcării relative a bilei în tub; 
== reae(iunea orizontală N a tubului; 


: traiectoria absolută, viteza, relativă si 
Si absolută a bilei în momentul ieșirii din tub, 
cunoseind lungimea tubului egală cu 2a; 


— timpul 4, în momentul cînd bila pă- 
vs rüseste tubui*), 


[2) 


Ecuația mișcării este 


i IRR Fig. 22.10 
my=mxyw?, adică д (924-0 B 

şt { 
; #= Сео Ca ol; х= Сое! — Coe T 
l ate 
d Cu condițiile iniţiale 

1=0, xy—4,. 49=0, 
rezultă 
a 

22 21) | Фу-у 

51 

a 
pu E е +} ze 9/— 6 ch ot. 
xede í 
Calculul veacțiunii N. Proiectám ecuația de mişcare pe direcția normalei din planul 
orizontal 
0=N—2mo?a sh оі 
N —2mo?a sh wt. 
Pentru a determina traiectoria absolută vom folosi coordonatele polare 

99 99 


r=a chot, 0=of. 
T. А 0 И 
Eliminind timpul /— d rezultá 
r=a ch 0. 
Introducînd constantele de integrare in legea vitezei relative avem 


ж==а@ао› sh ot. 


Folosind ecuaţia de mișcare, aflăm timpul 4 cînd bila se va айа la capătul tubului 


l'a 
2a-achoft; chotj—2; sheoet-Yy8. 


V= 40 V3. 
7 7 м, 7 / Г S d A Minakov si alţii, 
» „N, Buchholtz, I, M. Voronkov, I. АҢ | c şi 
un v ДУ probleme de mecanică rațională, (traducere din limba rusă), Bucureşti, Editura 
Tehnică, 1952, 


33 = Mecanica teoreticii 
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ААА А OP А а ARIE CI DZ мышы, 


Vitesa absolut la leghrea bilet din. tub 
ра р 008 ҮҮ wt cos oí 
y e aln osa eli et sli ei 
M, А o cos alao cli of aln ei 
Jman dli o alu wl- atw cli o£ cos o 
V e Vato ahi i -p ici Chi qf ex ao sli ox -- chi oz 
U ao v7. 

Bila dese din tub la timpul 4 dat de 


eh ef, = i 


1 
¿9h s} T e79 ыд; ch 4- 0701 es 4: PN 4 50/1. 1 0. 
Notùm eies, avem 
#%=44--1=0, 222.4 үз. 
Luüm numai valoarea cu semnul plus 


eha 24+V35; et = In (2-:V 3) 
de unde 
1 


h= ~ In (2-- V 3). 
imo її (2-- V 3) 
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$ 1. Detiniţii, OE Un sistem de ж puncte materiale 4,, 4,, ...,45 
se notează prin simbolul (4). Presupunem cá masa punctului A, este 
m, (î=1, 2, ..., n). Asupra sistemului de puncte (А) lucrează un sistem 
de forțe (F) alcătuit precum urmează. 

a) Perechi de forje Fij, Ён, care se exercită între perechi de,puncte 
oarecare A+, Ay (è, JEL, 2, ..., п) aparfinind sistemului (А) aga fel шс; 
E420. : A f Ў SESSA 

Asupra punctului A; se exercită acțiunea punctului A; din sistemul 
(А), J fiind oricare dintre numerele 1, 2, ..., n, afară de 4. Vom nota această 
acțiune cu Fi. Vom avea astfel n—1 forțe de forma F ij, Care S d 
asupra punctului material А;. La rîndul său, punctul A; acționează asupra 
punctului A; cu o forță ре care o vom nota cu ЕЁ. În baza principiului 
acțiunii şi reacţiunii, cele două forțe Fa si Ён vor fi egale, de sens opus 
şi situate pe același suport, adică torsorul lor va fi egal cu zero 

| (93.1) 
*(Fij)3- (Ен) =0. 
În particular vom avea 
(23.2) 


Fy+Fu=0, 


————— к midi 
ОШЫН ЕС TIU DE rama СИИ 


ташлана 
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0, 1 fiind două oan oarecare, Relafilor precedente le putem atribui 
un sens si în cazul i=j, căci atunci am avea Fy=F;=0, deoarece suma lor 
* Yv H м a У А : 
trebuie să fie nulă, adică în cazul i=j forțele Fy nu există 
Forțele Fi sînt forțe interioare, 

b) e alte forțe care ar acționa asupra punctului 4; şi care nu s-ar 
putea EE eriza ca forțe interioare, adică nu s-ar supune legii (23.1), sînt 
Jorie exterioare. Preterăm să compunem toate forțele exterioare ce acfio- 
neazá asupra punctului A; într-o singură rezultantă, pe care o vom nota cu F;. 


Un exemplu de sistem de puncte materiale îl constituie sistemul solar, alcătuit din 
Soare şi corpurile care gravitează în jurul Soarelui (planete, planetoizi, sateliți, etc.), dacă 
aproximüm fiecare dintre aceste corpuri printr-un punct material. O atare aproximare este 
plauzibilă, deoarece distanțele dintre corpuri sînt foarte mari în raport cu dimensiunile cor- 
purilor însăși, Sistemul de forțe interioare care acționează asupra sistemului de puncte mate- 
riale astfel obținut este format din acţiunile de atracţie gravitaţională reciprocă dintre cor- 
puri. Forţele exterioare provin din atracțiile altor corpuri cerești, care nu aparțin sistemului 
cum ar ti atracția unei stele îndepărtate, să zicem Sirius, asupra corpurilor din sistemul 
considerat, 

Observaţii. I. În exemplul dat, forțele exterioare sint tot nişte forte de atracție 
gravitațională, exercitate de un corp care nu face parte din sistem. Dacă însă am considera 
sistemul de puncte materiale alcătuit din sistemul solar plus steaua Sirius, forțele de atrac- 
tie ale stelei vor apare tot ca nişte forte interioare. Din acest exemplu se vede că nu există 
o deosebire organică, fundamentală, între forţele exterioare și cele interioare, întrucît ele 
pot trece dintr-o categorie în cealaltă. 

II. În definiţia de pînă acum a sistemului de puncte nu s-a specificat dacă numărul ж 
este finit sau infinit de mare, Se vor întîlni cazuri cînd va trebui să presupunem ре ж infi- 
nit de mare, printr-un proces la limită. Astfel este, de exemplu, cazul mediului material con- 
tinuu, care nu poate fi reprezentat printr-un număr finit de puncte materiale, discrete. 
Într-un atare caz vom proceda, aga cum s-a procedat la determinarea centrelor de greutate 
ale mediilor continue. Ne vom închipui deci întotdeauna mediul continuu divizat într-un 
număr foarte mare de volume elementare mici, pe care le vom asimila cu cîte un punct 
material. Printr-un proces la limită se va obține apoi mediul continuu. 


$ 2. Legături. Asa cum s-a mai arătat anterior, cînd se întîmplă 
ca unele dintre punctele sistemului (4) să fie împiedicate de a efectua anu- 
mite mișcări prin condiţii de natură geometrică, acele puncte sînt supuse 
unor legături. De exemplu, un punct obligat să rămînă necontenit pe supra- 
fața umei sfere este supus unei legături geometrice care se exprimă printr-o 


condiție de forma 
(x—2)?-- (902 (20) * К°; 


notind cu a, b, c coordonatele centrului sferei, cu R raza sa si cu x, y, 2 


coordonatele punctului mobil supus legáturii fatá de sistemul fix de axe 
de coordonate. 


$ 3, Problema generală. Se dă un sistem (4) de puncte materiale 
Adi 21,2, n), înţelegînd prin aceasta că se cunosc masele m; ale acestor 
7d 7 ` ` ` 
puncte, pozițiile lor la un moment dat (pe care-l vom numi momentul ini- 
Li ^ д 
fial) precum $i vitezele lor în acel moment, raportînd sistemul (4) la un 
sistem de axe fixe Oxyz, triortogonal. 
: “СЫР, E 4 
Aşadar, vom presupune că se cunose mărimile ma 70, 0), însemnînd 
? , * T p 29 ~ 
cu 7? vectorul de poziție al punctului A+ în momentul inițial şi cu v? viteza 
A aa ян 1 SUY. YU ШЕШШ, 
acestui punet în acelaşi moment ТА)? 


23 


516 DINAMICA 
i 


Presupunind că asupra punctelor lucrează forţele exterioare F, precum 
şi forțele interioare Fij, se cere să se determine mișcarea sistemului (A), 
în ipoteza că forțele Fi, Fy sînt funcții vectoriale cunoscute de vectorii 
de poziţie r;, de vitezele 7; (1—1, 2, ..., n), precum sí timpul /. 

Mărimile 7, v? reprezintă datele inițiale ale problemei. Aceasta nu 
înseamnă că ele trebuie să fie luate numai la începutul mișcării; valorile 


7 şi vi pot fi luate şi la un moment oarecare to, pe care-l vom numi ín mod 
convențional moment inițial. 
Problema centrală a mecanicii sistemelor este: determinarea mişcării 
sistemului (A) în funcție de mărimile m, т, Vi Fa Fay, (6, 41,2, ...,.m). 
Vom spune că am determinat mișcarea sistemului (4) dacă am deter- 
minat mişcarea fiecărui punct А;. Însă pentru mișcarea fiecărui punct А; 
al sistemului, putem scrie o ecuație 


.. а 27 п. =3 
miri=Fi+)} Fy  (—1,2,..,n). (23.3) 
Д=! 
Avem astfel un sistem de 7 ecuaţii diferențiale de ordinul doi, pentru я 
necunoscute 71, 75, ..., “n privite ca funcții de timpul 7, si anume 


Du (23.5) 


n MEN п 
а... Matn Fa УЕ 
[еп 


unde am făcut convenţia că forțele interioare avînd cei doi indici egali 
între ei sînt nule, ca neavînd nici un sens 
Fa Foo Fann=0. (23.3) 

| În virtutea teoremei Cauchy — Kovalevskaia din teoria ecuațiilor 
! 4 д PLAI A ДАРС E = = OE 
i diferențiale se stie cá, în condiţii foarte largi pentru funcțiile F;, F; j există 
| un sistem de soluţii 7, funcții de timpul 7 (teorema de existenfá), si numai 

unul singur (teorema de unicitate). În special, aceasta se întîmplă dacă 
funcțiile Fı, F;; sînt continue si admit derivate parțiale în raport cu argu- 
mentele de care depind 7, ғ, t. 
| În mecanică se încearcă de cele mai multe ori să se determine aşa 
| 
| 
| 


— 


numitele integrale generale ale sistemului, adică soluţiile sistemului (23.37) f 
avînd forma 


| ZU б, б... Can) 23.4) 
| 


unde ср, ,.., Cam Sînt 2n constante vectoriale de integrare, independente 
| între ele, | 


ттеу DESCRIERE 
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Dacă forțele din membrul al doilea al acestor ecuaţii (23.3) au expresii 


cunoscute în funcție de 74, 7, şi £, atunci ele constituie un sistem de м ecuaţii 
vectoriale, simultane, cu n necunoscute. 


Integralele generale ale acestor ecuaţii pot fi puse sub forma (23.4). 
О dată cunoscute funcțiile у; vom putea determina mișcarea sistemului 


folosind condiţiile inițiale ale problemei. Vom obţine astfel 25 ecuaţii 
vectoriale 


yo — f. "n Ep C. 

ЛОЛ ИО CER) 

Er - — — — 

vi=fu(0, бү, Cos +++» Con) 
pentru determinarea celor 25 constante de integrare. Am notat cu 190 
momentul inițial si cu f; derivata funcției f; în raport cu timpul /. 


Aplicaţie la problema celor n corpuri. 
a) Generalităţi. Dacă presupunem în ecuațiile (23.3) că nu avem forțe exte- 


rioare, adică 7,0, şi că forţele interioare F;; provin numai din atracția gravitațională, care 
se exercită între punctele sistemului (4), obţinem celebra problemă a celor n corpuri. 

Această problemă este astfel denumită pentru că ea reprezintă o primă aproximație 
a problemei mișcării a ж corpuri cereşti (n aştri), între care se exercită forța de atracție 
universală, dacă simplificăm corpurile, considerîndu-le ca niște puncte materiale. 

De exemplu, mișcarea sistemului solar, așa cum l-am definit în $ 1, dă naștere unei 
atari probleme, dacă se face abstracție de forțele exterioare care ar mai lucra asupra siste- 
mului, în afară de forțele interioare de atracție universală. 

Problema aceasta este de o importanță covîrșitoare în astronomie. Ea formează baza 
cercetărilor în mecanica cerească. În special, cazul n=3 — problema celor trei corburi — a 
făcut obiectul unor cercetări matematice de mare valoare. 

P) Problema celor două corpuri. Ne propunem a studia mișcarea unui sistem de două 
puncte materiale S și P (fig. 23.1) avînd respectiv masele M și m între care se exercită 
forța gravitaţiei universale ca forță interioară. Aceasta este problema celor două corpuri din 
mecamica cerească. Drept ilustrare concretă a acestei probleme teoretice putem lua cazul miş- 
cării Soarelui, redus la centrul său S, și al planetei reduse la centrul său P, dacă cele 
donă corpuri sînt izolate așa fel încît să fie lipsite de acțiunea altor corpuri din univers. 

Fie D și T vectorii de poziţie ai punctelor S si P respectiv. Însemnînd cu 7 distanța 
SP şi cu & versorul vectorului SP, ecuaţiile de mișcare vor fi 


25 Mm- 
Мп=ј—=ғ a (23.5) 


n Mm- 
m= IT ® 


' f fiind coeficientul de atractie universalá. Ele mai pot fi 
scrise 


n-f a fa 
5 M- Fig. 23.1 


Scăzînd prima ecuație din а doua $i însemnînd cu у vectorul SP obţinem 
$ рз M-m — 
Va of 


«, 
de unde se vede cá mișcarea punctului P faţă de S este identică (în condiţii initiale analoge) 
cu mişcarea unui punct Р de masă m atras cu o forţă newtoniană de un centru fix S de 
aret 


y 
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masă М+-. Pentru а determina mişcarea considerată aici va trebui deci să înlocuim în dez. 
voltările de la cap. XIX pe AM prin Mm, ln special, putem formula din mou cele trei 
legi ale lui Keplet: 

punctul P descrie o elipsă în jurul punctului S ca focar; 

vaza SP descrie arii egale în timpuri egale; 

timpul de vevoluhe Т si semiaxa a a elipsei sînt legate prin relatia 


5 
21a! 


Din această din urmă relație nu mai putem trage concluzia că raportul T?/7? este ace- 
laşi pentru toate planetele, deoarece el depinde de m, adică de masa planetei, Așadar, legea 
a treia a lui Kepler nu se menţine în cazul problemei celor donă corpuri, 

Totuşi, deoarece masa m este foarte mică față de M, în cazul cînd S ar reprezenta 
Soarele, iar P o planetă oarecare, putem spune că si legea a treia a lui Kepler este adevá- 
rată în mod aproximativ, Într-adevăr, expresia lui 7 se poate serie 


3 1 

Ота? 2 
veas S E E x 
A ZE ol ы 


Mărimea m/M este foarte mică in cazul sistemului solar, Ea poate fi cel mult 107? (în cazul 
planetei Jupiter), iar pentru Pămînt abia 3:108, 

Dacă notăm cu vo viteza inițială a punctului P şi cu ГА aceea а punctului S, viteza 
inițială relativă a punctului P față de S va fi v, — Vp. Condiţiile (19.35) care fixează genul 
conicei vor deveni 


e ers elipsá 
roto Vo= к 2f(M--m) ...... parabolă (23.6) 
> ss sas hiperbolă 


Yo fiind valoarea inițială a distanței SP. 

În mod analog vom deduce că mișcarea punctului S față de P se face ca şi cînd 5 
ar fi atras gravitational de centrul P, masa atractivă fiind egală cu M-m, Genul conicei va 
fi determinat de aceleaşi relații. Cele două сопісе 
— traiectoria lui S față de Р şi aceea a lui P față de 
S — se aflá ambele în planul determinat de poziţia 
inițială a dreptei PS şi de vectorul V,—te: 

Genul lor este acelaşi, adică ambele corpuri, atit 
S cit si Р descriu o elipsă, o hiperbolă sau o parabolă. 
Este exclus deci cazul cînd Р ar descrie o elipsă aţă de S, 
iar 5 о hiperbolá sau o parabolă iatá de Р. 

Axele celor douü conice descrise de JP si S sint 
paralele între ele şi anume, în cazul elipsei, axa mare 
a elipsei descrisă de P față de S este paralelă cu axa 
mare a traiectoriei lui S față de P; de asemenea, аха 
reală а hiperbolei descrisă de Р faţă de S este paraleli 
la axa reală a hiperbolei descrisă de S față de Р. 


7; > > ` 

P Toate aceste proprietăți se pot deduce imediat» 
Fig. 932 observind că mărimile C, 2, e, tg Q, date de rela 
HEC (19.26), (19.33), (19.34) sint aceleași în ambele cazari, 


Ele se mai pot scoate si din construcția geometricà, 
prin care se poate deduce traiectoria punctului S din aceea а punctului P (ig. 23.2). Dacă 
însemnăm cu S, şi P, pozițiile initiale ale celor două puncte si cu Ту traiectoria l 
de S, atunci unui punct oarecare P de ре Tp îi corespunde un punct 5 pe traicetoria 1 
lui S față de P, obținut astfel; ducem prin P, paralela la S,P pe саге luăm un segment 
PS egal си SyP gi dirijat in sens invers. 


——ÀÀÀ 


— 


e EN 


ET 
Ezenta 

A 
Adeyi, 
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Din această constructie se deduce 


de ase agt 
acelaşi eu sensul migedrli lui $ pe 7, 9 asemenea că sensul mișcării lui P pe Tp este 


Migcarea față 


de centrul 
două ecuații de mişcare ale p 


maselor, 
unctelor S și P 


Prin adunare obținem din cele 


ME ntu 
Integrind vom avea 770, 


Mr, += 
z 1 , 23.7 
iar Hg este un vector constant, йш n 


Mürimea 
H= Mr, J- mr, MV 4- m, 


unde am notat cu V şi v vitezele absolute ale 


impulsurilor celor două corpuri, Mărimea vector 
Relația (23.7) ne arată deci că impulsul total a 


punctelor S 91 P respectiv, reprezintă suma 


ială H se numește impulsul total al sistemului. 
1 sistemului este constant, 


H-H,. 
De aici se scoate imediat viteza 9с a centrului maselor С, căci avem 


(M --m)o — Mr, ma, (23.8) 


dacă notăm cu n vectorul de 


poziție al punctului C — centrul maselor. Prin derivarea în 
raport cu timpul obținem 


E (M-- mg — MV +m, (23.9) 
incit viteza v, se deduce 
at H, 24 
UC = const—C. 


Cum însă Н, este constant, el va avea valoarea inițială MV +m, aja că vom avea pentru Te 
— МҮ + тоу = 

= А 23.10 
Uc Mm ( ) 


Vom raporta migcarea punctelor S şi P la un sistem de axe avînd originea în C, axele păs- 


trînd direcţiile axelor fixe. Vom numi acest triedru mobil (C). Atunci viteza v, a punctului S 
față de triedrul (C) va fi 


u=V—ve, 


conform proprietăţilor de compunere a vitezelor în mișcarea relativă. Tnlocuind pe ve prin 
expresia sa din (23.9) vom avea 


25 m(V —v) 
Rip: M --m 


Ín mod analog, vom deduce expresia vitezei v, a punctului P față de triedrul (C) 


— М@—Ё) 


АСТ МН 


Deducem că vitezele relative ale celor două puncte sînt necontenit paralele între ele si dirijate 
în sensuri opuse, În particular, vitezele relative inițiale ale punctelor S si P vor avea res- 
pectiv expresiile eerte uio: 

т) М) 


(23.11 
M -+т M -Em 


Ele vor fi de asemenea paralele între ele și dirijate în sensuri opuse, 


= tie n >= 


aet 


| 
i 
i 
t 
i 
| 
$ 
| 
{ 
{ 
i 
E 
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Ecuatiile de mișcare ale celor două puucte raportate la axele cu originea în C vor fi: 


e Mm — 
Mr,— non mr,— —f Hou (23.12) 


unde "n E sint vectorii de pozitie ai punctelor S $1 P respectiv, față de sistemul de axe cu 
originea in C. 


Relaţia (23.8) aplicată față de această origine ne va да р=0 şi deci 
Mr = —mra 


de unde scoatem relațiile scalare 


LAE Mtm, dă m-4-M Â 
r=r Tr E IT, a (23.13) 


dacă însemnăm cu r}, 7, valorile absolute ale vectorilor 7", ry respectiv. Înlocuind în a doua 
ecuaţie din (23.12) pe r prin valoarea sa 


M--m 
M 5 


scoasă din (23.13), obținem pentru mișcarea punctului P față de triedrul mobil (С), ecuatia 


An Мт  — 
mr,— —f (m MA e (23.14) 


ceea ce înseamnă că P se mișcă față de noile axe ca şi cum el ar fi atras gravitațional de 
centrul maselor C în care s-ar găsi o masă atractivă egală cu 


M3 M 
(mM) — m)? (23.15) 
(x) 


Aşadar, el va descrie o conică, după legea ariilor, C fiind unul din focarele сопісеі. Genul 
conicei va fi dat de condiţiile (23.6) care în cazul nostru devin 


M*(w—V)?*, MS 
20 (т+ м)? TY (m 4- М)? 


ünde àm insemrat cu Ta, valoarea inițială a lui 7. Înlocuind pe Yə, prin valoarea sa scoasă 
din (23.13) 
M 
Yo 


r 
“o M+m 


To fiind valoarea iniţială a lui 7, vom avea pentru condițiile care determină genul conicei 


ка E e . elipsă К 
fo(v9 — Vo)? = Е .... parabolă (23.16) 
> ... hiperbolá 


Dacá am fi studiat miscarea punctului S fatá de acelagi sistem de axe cu originea în C, 
am fi găsit că S se mișcă față de C ca şi cum ar fi atras de C gravitational, masa atrac- 
tivă din C fiind egală cu 

3 
m 


(m--M)3," 


eu 


13) 


Oua 


enul 
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încît el va deserle o conică, după legea ariilor, C fiind unul dintre focare, Genul conicei 
va fi hotărît tot de relaţiile (23.16), adică genul celor două conice descrise de Р 9i S este 
acelaşi, Hle sint situate în planul determinat de poziţia inițială a dreptei PS şi de vec- 
torul оор. De altfel cele două conice descrise de P şi de S sînt una transformata celei- 
lalte prin similitudine, centrul de shnilitudine fiind C, deoarece raportul 7,/ra este cons- 
tant (=m/M) după cum se constată din relația; A 


Mn жа mrs, 


З Din formula (23.16) se vede cá genul celor doti conice este condiționat de aceleaşi 
inegalităţi ca si în cazul cînd am considerat mişcarea relativă а punctului P față de S. 


Inmulfind vectorial la stînga ecuațiile (23,12 cu т, 7 respectiv, vom obține 


nx» =0, ^X 5,70. 


Prin integrare în raport eu timpul, aceste ecuații devin 


Хх 0 const; УХ va==const, 


Direcţia constantei vectoriale din dreapta este aceeași în ambele relaţii deoarece 71, Ta au 
aceeași direcție si v, v, de asemenea au aceeași direcţie. Deducem că planul traiectoriei — 
atit a traiectoriei lui S, cît si a traiectoriei lui P — are o direcţie fixă în spațiu, aceeași pen- 
tru planele ambelor traiectorii, 

În rezumat, mişcarea celor două puncte materiale P si S se face aga fel încît centrul 
lor de greutate C descrie în mod uniform o dreaptă fixă, iar dreapta SP se rotește în jurul 
lui C, într-un plan de orientare fixă, punctele P și S descriind nişte conice situate în acel 
plan si avînd unul dintre focare în C. 

Problema celor două corpuri își găseşte o aplicație utilă în studiul mișcării stelelor 
duble precum și în studiul mișcării intraatomice. 


3 
În cazul stelelor duble, din relația aflată, Тт} тамаа se poate deduce suma 
VIM +m) 


maselor M--m, deoarece semiaxa mare $i timpul de revoluție se pot măsura direct prin 
observaţii astronomice. 

În fizica nucleară formula (23.14) își găsește aplicație în mișcarea electronului în jurul 
nucleului, de exemplu, în cazul atomului de hidrogen sau al atomului de heliu ionizat. Peri- 
oada de revoluție T scoasă din această formulă va avea expresia 


m 
= di 
T t i); 


în cazul hidrogenu- 


k fiind un coeficient de proporfionalitate. Raportul m/M este egal cu T850 


lui $i numai în cazul atomului de heliu ionizat. 


7 400 
Cum lungimea de undă A este proporțională cu perioada de revoluție T, deducem că 


raportul A'/A între lungimile de undă respective va fi 


M M 1 oi 2. atata 
p ттт 71850] ^ 2500 


Experimental se găsește cá heliul ionizat dá o linie spectrală de lungime de undă 1A'—6 560,2 4 
pe cînd aceea a hidrogenului are lungimea de undă A=6 562,8 А. Raportul acestor două lun- 
1 


ci H ^ A este efe. iv КТҮҮ 
gimi de undă este efectiv 1 2 800 


ү) Problema celor trei corpuri, Dacă in loe de două, am avea trei puncte materiale 
între care se exercită forța atracției universale, atunci problema mişcării lor poartă numele 
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de problema celor trei corpuri. Ha nu se poate rezolva cu funcții simple, asa cum s-a făcut 
în cazul problemei a două puncte, ci numai cu ajutorul unor funcții dezvoltate în serie a căror 
convergență s-a putut demonstra. 


În astronomie, problema este oarecum simplificată prin faptul că una dintre mase 
poate îi considerată foarte mare în raport cu celelalte două: masa Soarelui 5 față de masele m 
şi m, ale planetelor P si P,. Această împrejurare ne permite să considerăm mișcarea planetei 
P de masă m ca fiind într-o primă aproximaţie aceea care rezultă din problema celor două 
corpuri, Pentru a ne apropia mai mult de mișcarea reală, vom presupune că planeta P,, 


de masă ^" şi vector de poziție 7, perturbează mișcarea keplerianá prin atracția pe care o 
exercită ca, atit asupra Soarelui, cît și asupra planetei P. Perturbatía aceasta introduce 
în ecuația de mișcare un termen perturbator, care dá posibilitatea ca diferitele elemente 
ale mişcării planetei P să fie dezvoltate în serii convergente, astfel încît calculul numeric 
se poate face relativ ușor. La rindul ei, planeta P, va fi perturbată din mișcarea keplerianá 
din cauza prezenței planetei Р, aga încît va trebui să figureze și în ecuația ei de mișcare 
un termen perturbator, analog cu cel menționat mai sus. Pe calea aceasta vom putea împinge 
precizia calculelor cît de departe voim, deoarece procesul este convergent, după cum se demon- 
strează în mecanica cerească. 

Uneori problema se pune invers: cunoscind perturbațiile pe care le prezintă planeta Р 
în mişcarea ei kepleriană, să se determine poziția și caracteristicile corpului perturbator. 

Pe calea aceasta astronomul Leverrier a descoperit planeta Neptun, în anul 1845, din 
perturbările pe care le manifesta planeta vecină Uranus. 

Un alt exemplu de astfel de descoperiri îl prezintă cazul stelei duble 61 din constelația 
Lebedei. O stea dublă, avînd două componente, se mișcă potrivit problemei celor două cor- 
puri. În timpul din urmă s-a constatat (la observatorul de la Pulkovo — U.R.S.S.), totuși, 
că una dintre componente prezintă abateri de la legile problemei celor două corpuri. Deşi 
situată la o distanță foarte mare de noi (circa 11 ani-lumină) s-au putut urmări distinct aba- 
terile componentei A, ajungîndu-se, în cursul anului 1961, la concluzia că în jurul stelei A, 
se mișcă o planetă mai mare decît Jupiter, pe o traiectorie eliptică. 

Cazul general. Problema celor n corpuri în astronomie se tratează pentru 
n> 3, destăcînd-o în mai multe probleme a trei corpuri fiecare. 


$ 4. Teorema torsorului. Cele două sisteme fundamentale de vectori. 
În dinamica sistemului de puncte (4), aşa cum l-am definit anterior, un 
rol preponderent joacă cele două sisteme de vectori, sistemul vectorilor 
impuls mvs şi sistemul vectorilor forță (F; si Fi. 

Vectorul mv; este impulsul punctului material 41, la momentul 


considerat, dacă m, este masa, iar v; viteza punctului în acel moment. 
Vom nota 


m =H; 


şi vom considera vectorul Н; ca un vector legat, avînd punctul de aplicație 
în А; (ca şi vi). Vectorii (1—1, 2, ..,.n) aplicaţi sistemului (4) de puncte, 
alcătuiesc un sistem de vectori legaţi. Este primul dintre cele două sisteme 
fundamentale arătate mai sus. 

"Torsorul acestui sistem față de originea О a axelor de coordonate este 
dat de vectorii H şi K care, conform celor arătate la cap. ХҮІ, $ 1 şi $2 sint 
definiti în felul următor 


n n 
H =Y H= Simi (23.17) 
E ¡=i 


n п 
KY nxH, rax mq, (23.18) 


і= | 1231 


e — 
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încât putem serie pe scurt 


t T=, К), (23.19) 


Ar fi trebuit să punem un indice operatorului G pentru a marca polul faţă 
de care se calculează torsorul. Cum însă aproape întotdenuna se ia drept 
pol al torsorului originea axelor de coordonate, putem suprima acest; indice. 


Vom marca pe ^C cu un indice numai atunci când este nevoie, pentru a evita 
о contuzie, 


Vom numi vectorul M, impulsul total al sistemului de puncte (4), 
lar vectorul К, momentul cinetic al sistemului (4). Impulsul total F şi 
momentul cinetic A sînt doi vectori, care reprezintă într-un anumit sens, 
măsura mișcării materiei, si care vor interveni în expresia unor teoreme 
generale privind dinamica sistemelor de puncte materiale, anume teorema 
impulsului şi teorema momentului cinetic. 

Al doilea sistem fundamental de vectori din dinamica sistemului de 
puncte materiale este sistemul alcătuit din toate forțele aplicate sistemului 
de puncte materiale, atît forțele exterioare (Fi) cît şi cele interioare (Fy). 
Vom presupune că si aceşti vectori sînt vectori legaţi, impunîndu-le să aibă 
punctul de aplicație în poziția momentană a punctului material asupra 
căruia lucrează forța respectivă, De exemplu, forțele Fi, Fylj=2, 3, ...,n) 


vor avea punctul de aplicaţie în punctul A, etc. i 
nm f Dacă luăm tot originea O ca pol, torsorul acestui al doilea sistem de 
vectori se va putea scrie 
ит. СЕ) (Fu) (Е) c (Fu). (23.20) 
, un 2 4 i 
rilor Însă ultimul termen din dreapta, ^C (Fi), este nul oricare ar fi polul, deoarece | 
forțele interioare F;; se pot grupa două cîte două, egale, de sens opus | 


şi de același suport; deci torsorul tuturor forțelor este egal cu torsorul for- 


felor exterioare. Să însemnăm cu @ si M componentele vectoriale ale tor- 
sorului forțelor exterioare 


ef (os. ei, ЙДЕ ҮС, i 

Ф=ЎЕ;, Л=УтхР. (23.21) i 

iz i 

a | Vom putea deci scrie 
116 A A is ipa 3 | 
ae C (F)-- FITE) - (2, Ji. (23.22) 
Faptul cá operatorul torsor nu este sensibil la prezenta sau absența forțelor ! 

: interioare, va juca un rol important in studiul migcárii sistemului (4) de і 
sint puncte materiale. | і 
Teorema torsorului. Ecuația de mişcare (23.3) a unui punct ; 


oarecare Aş al sistemului (А) se mai poate pune si sub forma 


2 a LI T д T5 . OQ Oc 
| Hi=Fi Îi Fu, i12, п (23.23) 
/=\ 


А 
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unde am însemnat cu H; derivata în raport cu timpul / а vectorului impuls 


Hu. Ecuația (23.23) ne arată că vectorul legat H';, aplicat în 44, este egal cu 
vectorul forță din dreapta relației. Aplicind operatorul „torsor” celor 
două sisteme de vectori vom avea 


(Н) (Ё); (23.24) 


dacă ținem seama de (23.22) se observă însă că avem identitatea evidentă 


x (Fix Hi) rx li. 


Pe de altă parte, vectorul Н este suma vectorilor М, astfel încît vom putea 
scrie 


a; ГС(@)]=/С(Н) 


său încă / 

^C(Hi) —' C (Hi), (23.25) 
convenind a nota derivata torsorului prin simbolul simplificat obisnuit, 
“C(H). Identitatea (23.25) ne arată cá putem muta punctul, de pe vectorul 
Н pe simbolul T. Înţelesul simbolului c (H) este evident si anume, reprezintă 
complexul celor doi vectori derivati Н şi К. 


Inlocuind acum în (23.24) ре T(H:) prin (A), obținem 
©(Н)='С(Е}), (23.26) 


adică o proprietate pe care o enunfám în felul următor 
Derivata în raport cu timpul a torsorului impulsurilor unui Sistem de 
puncte materiale este egală cu torsorul forțelor exterioare aplicate sistemului. 
Această teoremă, descompusá în cele două componente vectoriale ale 
ei, ne dă teoremele-corolarii care formează baza cercetării matematice a 
dinamicii sistemelor de puncte materiale. 


$ 5. Teorema impulsului. Scriind relația (23.26) pentru prima com- 
ponentă vectorială a torsorului vom avea 


й—@(=— En) (23.27) 


Proprietatea confinutá in aceastá relafie se poate enunfa în felul 
următor: 

Derivata în raport cu timpul а impulsului total al unui sistem de puncte 
materiale este egală cu suma forțelor exterioare aplicate sistemului de puncte. 


În acest enunț nu mai este vorba de vectori legați, căci atît derivata H 


cît şi vectorul rezultant @ sînt considerați ca vectori liberi. 
Derivata unui vector în raport cu timpul mai poate fi interpretată 
şi ca variația momentană în unitatea de timp a acelui vector. Conform 
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acestei interpretári a derivatei 
in felul urmátor: 


. Variația momentană în unitatea de 
sistem de puncte materiale este 
temului de puncte. 


„ teorema impulsului se mai enunță uneori şi 


А limp а impulsului total al umui 
egală cu suma forțelor exterioare aplicate sis- 


деа teoremă аге о expresie vectorială, care poate fi proiectată 
pe o dreaptă sau pe un plan. În special, ea poate fi proiectată pe axele de 
coordonate. Vom putea astfel enunfa următoarea teoremă. 


V ariatia momentană în unitatea de limp a proiecției pe un plan fix sau 
pe 0 direcție fixă a impulsului total al umui sistem de puncte materiale este 
egală cu suma proiecțiilor forţelor exterioare pe planul sau pe direcția respectivă. 

a) Teorema mişcării centrului maselor (centrului de greutate). Ne pro- 
punem să dăm o altă formă teoremei impulsului, exprimînd vectorul A 


în funcție de vectorul de poziţie e al centrului de greutate. 
La cap. XVI, $ 1, s-a arătat [formula (16.3)] cá 


яме (23.28) 


unde M este masa sistemului (M = Ууф), iar $ este viteza centrului maselor 
sistemului de puncte considerat. 
Derivînd această relaţie (23.28) în raport cu timpul obținem 
Mo—H. 
În virtutea acestei relații vom transforma relația (23.27) si vom obține 
astfel 


2 п 
ме) (23.29) 
. = 

Observînd că о este accelerația centrului maselor sistemului de puncte 
considerat, putem interpreta ecuaţia (23.29) în felul următor 

Centrul maselor unui sistem de puncte materiale se mişcă totdeauna са 
si cum ar fi un punct material de masă egală cu masa totală a sistemului, asu- 
Pra căruia ar lucra forțele exterioare transportate paralel си ele înşile. 

Această teoremă, echivalentă în fond cu teorema impulsului, este 
susceptibilă de numeroase aplicaţii. 

Să considerăm de exemplu sistemul solar, pe care-l vom presupune scutit de orice 


influență exterioară, ceea ce este aproape de adevăr, pentru cá aștrii străini sistemului 
solar sînt foarte depártafi. Rezultă că ecuația (23.28) va lua forma 


Мр=0, 


adică centrul de greutate va avea o mişcare rectilinie si uniformă, Această mişcare а fost 
у aj 5 videntá în astronomie pe cale de observaţie: centrul de greutate al sistemului 
ыс ы е confundă aproape cu Soarele, se mişcă în linie dreaptă, cu viteza de 20 km/s 
БО А 7 а а дә 2 i 
i i stele j umit Apex. 

spre din apropierea stelei Vega, n Р feo AT 
(a PUR ait € "1 ni-l oferă un proiectil care porneste din tun, în vid, iucli 
orizont, Centrul Mie dc greutate va descrie o parabolă, deoarece în virtutea ecuaţiei 
Jr1zont, е £ 


[| 
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asupra acestui punct, căruia i se presupune o masă egală cu masa proiectilului, va lucra 
forța exterioară, care este greutatea proiectilului. Dacă din cauza unor presiuni interioare 
proiectilul explodează, centrul de greutate al tuturor bucátilor de proiectil va continua să 
descrie aceeași parabolă cit timp nici o altă forță exterioară, afară de greutate, nu va lucra 
asupra acestor bucăţi, 


Teorema mişcării centrului maselor ne dă dreptul să facem simpli- 
ficarea mișcării multor corpuri, considerîndu-le ca puncte materiale. Cînd 
reducem un corp la un singur punct 
material, aplicîndu-i toate forțele 
exterioare care lucrează asupra cor- 
pului, noi aplicăm de fapt teore- 
ma mișcării centrului maselor, iar 
punctul material la care am redus 
corpul este chiar centrul maselor, 
Fig. 23.3 căruia îi atribuim drept masă, 

masa totală a corpului. 


Ca o aplicaţie caracteristică a teoremei impulsului să rezolvăm următoarea problemă; 

Un punct material M de masă m se mișcă pe o dreaptă materială AB, care poate 
aluneca în lungul orizontalei Ox fără frecare. Cunoscînd viteza punctului M fată de AB să se 
găsească mişcarea sistemului (fig. 23.3). 

Problema aceasta este realizată aproximativ, dacă ne închipuim că M este o per- 
soană care se mișcă într-o barcă AB, pe o apă liniştită, sau că M este o insectă, iar AB 
un fir de pai așezat pe apă. 

Fie m masa barei AB, iar x şi х distanțele punctelor M şi A de un punct fix О 
al dreptei Ox. Atunci viteza punctului M va fi x, iar a unui punct oarecare al dreptei 
materiale AB va fi x, ambele dirijate în lungul axei Ox. 

Impulsul punctului material M va fi mz, iar impulsul barei AB va fi suma Xr dm’, 
unde am însemnat cu dm’ masa elementară a barci. Cum x’ este acelasi pentru toate punctele 
barei, impulsul respectiv va fi x'/Xdm/ m'a. 

Aşadar, impulsul total al sistemului (punctul M --Бага AB) este egal cu 


m--m'x* 


$i este dirijat in lungul lui Ox. Deoarece in aceastá directie forfele exterioare (greutatea 
sistemului si reacţiunea apei) au o proiecție nulă, rezultă în virtutea teoremei impulsului 
că suma 


MEAM’ X’ 
este constantă. 
Dacă presupunem că sistemul porneşte din repaus, atunci valoarea sa inițială este 
egală cu zero, încît vom avea 
mx --m'x'—0, (23.30) 
sau 
mw 4-110! —0, (23.31) 
insemmnínd cu v $i v’ vitezele punctelor M si A respectiv, în sensul pozitiv al axei Ox. 
Dacă considerăm viteza relativă а lui M faţă de AB, egală cu w, atunci avem, Con- 
form celor stabilite în mişcarea relativă 
0=0'--и, (23.33) 
v' fiind viteza: de transport, 
Ecuațiile (23,30) și (23,32) ne Jau 


ти 


vs ——— 


in pm 


) per- 
t AB 


fix 0 


reptei 


x dm, 


nctele 
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adică drea жа AB are o mi jcare În sens ii “rii elat 
4 9$care £ 8 invers miscăr м і vri за (222 
AG d Bi e liem сд punctului M, Tnte gind relația (22.20) 


mx --m'x' = const, 


ceea ce ne arată că centrul de greutate 

Aceleasi formule me explică smm 
Dacă AB este arma, inr M proie 
aruncată arma în sens invers de 
lului în armă, 


al intregului sístem rămâne pe loc, 
ncitura (veculul) armei. de foc în momentul desedredirii, 


ctilul, atunci formula (29.32) ne dA viteza cu care este 
plasării proiecti- 


b) Masa variabilă. Mişcarea vache- N 


tei. Ecuația Meşceyshi — Tiolkovski. Ra- LLL. br my 
cheta este in esență un corp care pri- T Ru uz 


méste o propulsie prin eliminarea unor 

particule fine (gaz, lichid) din interior. Fig, 234 
Ca tip al rachetei, să ne închipuim un 

corp de revoluţie avînd o cavitate interioară şi fiind astupat numai la unul 
dintre capete (fig. 23.4). i 

. . Dacá în interiorul acestui corp se află o materie fluidă sau o pulbere 
fină care, prin crearea unei presiuni interne — cum ar fi printr-o explozie — 
este eliminată prin orificiul deschis al tubului, corpul primeşte o propulsie 
în sens opus sensului vitezei de ejecție a materiei fine, Acesta este fenomenul 
care explică mişcarea artificiilor luminoase sau rotirea morişcei hidraulice 


Calculul forței de propulsie se poate face cu ajutorul teoremei impul- 
sului. 


Să notăm cu m’ masa unei particule fine, care este eliminată în inter- 
valul de timp Aż, si cu mg masa unei particule materiale din sistemul ra- 
chetá--gaz. Vom presupune cá solidul—rachetă are o mişcare de trans- 
latie față de triedrul fix 7, încît toate punctele de masă mg vor avea aceeași 
viteză v la momentul /. 

Fie 0 4- Av viteza de translație”) pe care o vor avea aceste particule 1а 
momentul 7-J-A£; vom însemna си о’ viteza absolută, în genere, a unei par- 
ticule de masă m’, la momentul /--A£, particulă care a fost eliminată din 
corpul rachetei în intervalul de timp Aż. 


Dacă H este impulsul total al sistemului la momentul / şi H--AH 
impulsul la momentul #-- A7, teorema impulsului sub forma (23.27) 


Н=Ф®, 
integrată în raport cu timpul în intervalul Aż dă 
= TAL 
AH— fi pt, 


P fiind vectorul rezultant al tuturor forțelor exterioare care acţionează asupra 
sistemului, Vom presupune că intervalul de timp At este destul de mic pentru 


4) în genere, racheta va avea și o mișcare de rotaţie (vezi: V. Vàlcovici, Bule 
tinul ştiinţific al Academiei R.P.R., 1949, pag. 573—585). 
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a putea considera vectorul (2 са pe un vector constant în acest interval 
încât ecuația precedentă devine ; 


АН =@А!, (23.34) 
Impulsul la momentul / este 
H= Emy- Ў mw == юй E'm, 
iar impulsul la momentul /4-A/ 
Н+А Н = Уту (04- A0)+ Хто’ 7m(v-- До) 4- Y, ж/о! 
Am însemnat си m masa Уу, suma У extinzindu-se Ја toate punctele de 


masă mg, iar suma X la punctele de masă m’ care vor fi eliminate în inter- 
valul de timp A/, Înlocuind în (23,34) vom avea 


m +- Xm! (0 —v) — ( AL (23.35) 
sau încă, însemnînd cu и viteza relativă a particulei de masă m’ față de 
rachetă, 

и==1'—1®, 
vom putea scrie 
mAv= DAL — X' mu, 

Sá presupunem că toate particulele de masă m’ părăsesc corpul rachetei 
cu aceeași viteză relativă и față de rachetă; dînd deci pe u factor comun, 
în ultima sumă din relația precedentă, vom avea 

ж Ао А-и Ў. 

Masa X'w' a particulelor eliminate este cantitatea cu care se mic- 
Soreazá masa rachetei în intervalul de timp At. O vom însemna cu —Am 
Ут =— Ат, 

mărimea Ау fiind considerată negativă. 
Relaţia precedentă se va putea scrie deci 
Az Ё Am — 


р = dA (23.36) 


т 
At 


Fácind ca At să tindă spre zero, obținem 
ma-( -mu, (23.37 


4 fiind acceleraţia în mișcarea de translație a rachetei. 
Relaţia aceasta arată că racheta are o ecuație de mișcare de translație 
identică cu aceea pe care ar avea-o un punct de masă m în orice moment £, 
Ў, $ “ме. Pat ^N TS 3! 
asupra căruia ar lucra, pe lîngă forţa ( (suma tuturor forțelor exterioare), 


încă o forță egală cu mu $i dirijată în sens opus vitezei relative и, deoarece 


| 
I 


av 


tele а 
N Ше, 


On as 
ARS 


fafà de 


rachetei 
* comun, 


se mit 
cu -M 
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m este negativ. Această din urmă forță este forfa de propulsie produsă prin 
ejecția particulelor materiale de masă n, 

Trebuie să observăm însă că în ecuația (23.37) 
variația ei fiind determinată de le 
de legea de eliminare a particule 
această lege de ardere, rezultă că 
o funcție de timp cunoscută. 

De asemenea viteza relativă i se presupune în genere cunoscută tot 
in legătură cu legea de ardere. Rezultă că ecuația (23.37) este o ecuaţie 


diferențială de ordinul al doilea pentru vectorul de poziţie у al unui punct 
invariabil legat de corpul rachetei. 


masa m este variabilă, 
gea de ardere a pulberei din interior sau 
lor de masă mw, Presupunînd cunoscută 

variația lui m cu timpul se face după 


Ecuația (23.37) a fost stabilită pentru prima datá in anul 1879 de cütre matemati- 
cianul rus Г, V. Megcershi (1859 — 1935), са fiind ecuaţia de mișcare a corpurilor cu ,masá- 
variabili". Ба а fost regăsită în anul 1898 și folosită de către marele savant C. E, Tiol- 
hovshi (1857 — 1935) pentru determinarea traiectoriei în cazul călătoriei interplanetare. 

Observație. În problema rachetei, masa m descrește din cauza ejecției mate- 
rialului explozibil. Tot in felul acesta, însă, se poate studia și cazul cînd masa m ar creşte 
prin adăugarea de particule fine — cum ar fi în cazul unei planete care ar capta particule 
fine, cosmice, dintr-o nebuloasă întîlnită în cale, 

c) Cazul rotației unui solid. Dacă sistemul se reduce la un corp solid, 


rigid, mobil în jurul axei fixe A, cu viteza unghiulară o, atunci vectorul Н 
are o expresie caracteristică 


Н=Мр=М®хо (23.38) 


unde am notat, ca de obicei, cu М masa corpului rigid şi си р vectorul de 
poziție al centrului maselor. 


Teorema impulsului devine 


Mo x -- Mo x (9 x e). (23.39) 


Fie o, proiecția vectorului р pe un plan normal axei de rotație. Vom 
avea, evident Оа 
=©хр=0®Х ру, 
asa încît, aplicînd formula de dezvoltare a produsului dublu, forma pre- 
E d n . 
cedentă a teoremei impulsului devine 


Мох Мо, =@. (23.40) 


$ 6. Teorema momentului cinetic. Enunjul teoremei, Scriind relația 
(23 26) pentru cea de a doua componentă vectorială a torsorului, vom avea 


K=M. (93.41) 
Reamintim că M este suma momentelor forțelor exterioare fată de originea € 


a axelor de coordonate, iar A este suma momentelor impulsurilor Æe tată 
de același punct, Deoarece originea axelor de coordonate poate li orice 


54 — Mecanicu teorelicii 


fn. par 


^» 


me 


| 
f 
| 
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punct fix al spațiului, se înțelege că momentele pot fi luate în raport cu 


orice punct fix al spaţiului. 

Proprietatea conținută în relația (23.41) se poate entința în felul urmă- 
tor: 

Derivata în raport cu timpul a momentului cinetic al unui sistem de 
puncte materiale este egală cu suma momentelor tuturor. forțelor exterioare 
acționind asupra sistemului. Se presupune în acest enunţ cá atît momentul 
cinetic, cît și momentele forțelor exterioare sînt luate în raport cu un același 
punct fix al spaţiului, 

~ Interpretind şi aici са si la teorema impulsului, derivata unui vector, 
ca variație momentană a sa în unitatea de timp, vom putea pune teorema 
momentului cinetic sub forma: 

Variația momentană în unitatea de timp, a momentului cinetic al unui 
sistem de puncte materiale este egală cu suma momentelor tuturor forțelor exte- 
rioare aciionind asupra sistemului. 

De altfel şi aici, ca şi la teorema impulsului, vom putea proiecta 
expresia vectorială a teoremei momentului cinetic pe un plan fix sau pe 
o dreaptă fixă, obţinînd teoreme analoge cu acelea pe care le-am enunțat 
la proiecția teoremei impulsului. 

Calculul momentului cinetic. Fie xi, yq, zi proiecţiile vectorului de 
poziție 7:(7—1, 2, ..., n) pe cele trei axe de coordonate și Не Kz, Ky, Kz 
proiecţiile pe aceleași axe ale vectorului К. Vom avea 


n 
Ka Y miei) 
e 


n 
К у= Y miliki — xazi) (23.42) 
ie 
n А : B 
К. Уу malo уга) 
sau, suprimind indicii, 
K4—Yym(yz—zy) | 
Ky— Yym(ix — xz) (23.427) 
K ,—Ym(xy—yx). | 


a) Sistem plan. În cazul special cînd punctele A, sînt si rămîn tot 
timpul în planul хОу, formulele precedente dau 


К.=Ку=0), 
deoarece avem 
gie 


Aşadar, în cazul unui sistem plan, vectorul K este dirijat normal la planul 
în care se află punctele. Valoarea sa se obţine calculînd pe K, 


К„=Ўт(ху— ух), (23.43) 


i елау 


IS n E E a omm 


TI See. Т-А 


alui de 
Ky, K, 
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suma fiind extinsă la toate 
ntrebuințind în plan coordon 
punctelor A;, vom avea 


punctele materi 


ale ale sistemului considerat, 
atele polare 


7, 0, pentru determinarea poziţiilor 


x=r cos 0, y=r sin 0, (23.44) 
așa încît derivând formulele (23.44) în raport cu timpul și introducînd expre- 
siile respective în (23.43), valoarea lui K, devine 


Ki mrd. (23.45) 


Expresia xy—yx reprezintă dublul vitezei areolare a punctului con- 
siderat în planul XOy, iar această mărime este egală cu 726 (cap.XIX). 

Dacă sistemul plan este rigid, atunci în suma din dreapta relaţiei 
(23.45) mărimea 6 este factor comun. Punîndu-l în evidență vom avea 

К„=],0 & 
unde am notat 4 
Jo= Em2, 

suma fiind extinsă la toate punctele sistemului. Mărimea /, care reprezintă 
suma produselor dintre masa m a fiecărui punct material al sistemului 
şi distanța sa 7 la punctul O ridicată la pătrat, se numeşte momentul de 
inerție al sistemului considerat față de punctul О (v. cap. XXV). 

b) Solid ín rotaţie. Dacă sistemul considerat este un solid rigid avind 
o rotaţie o în jurul unei axe fixe A, atunci luînd drept axă Oz chiar axa 
de rotaţie A si observînd că 2 este nul, formulele (23.42') ne dau 


К„=—У mzy | 
= Y mz% (23.46) 
K, = Ут а] 


Am însemnat cu x, y, 2 coordonatele unui punct oarecare А al siste- 
mului si cu m masa acelui punct. Sumele se extind la toate masele elementare 
7 , ^ + . и 
m се alcătuiesc solidul. În cazul acesta vom putea înlocui pe x si y cu valo- 
rile lor 7 cos 0, respectiv 7 sin Ө, presupunind că у şi 9 sint coordonatele 
polare ale proiecției punctului A pe planul xOy. Avem însă 
х=—7 sin 0:0=—у0=—уо 
у= cos 0-0—x0— xo 
unde am însemnat cu o valoarea scalară a vitezei unghiulare de rotație. 
Ínlocuind în (23.46) pe x si y prin expresiile astfel obținute, vom avea 
РР Ie 
pentru proiecţiile Kz, Ky, Kz ale momentului cinetic К 


К у= о max 
К у= — o Smyz (23.47) 
е = az 


| 
| 
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unde am pus i 
Ja Xm(x-- y). 
Vom alătura la acestea și formulele care ne dau proiecţiile impul- 
sului total Æ pe axe, аза cum se deduc ele din formula (23.28) 


H,--—oZEmy, Hj-oymx, H,z0. (23.48) 


Formulele (23.47) şi (23.48) sint folosite în aplicaţii, Mărimea /,, care 
reprezintă suma produselor dintre masa punctului m si pătratul distanței 
sale la axa Oz, luate pentru toate punctele care alcătuiesc solidul, se numeşte 
momentul de inerție al solidului față de axa 02. Valoarea sa este constantă 
în cazul rotației considerate, deoarece suma x2-+-y2 rămîne constantă în 
cazul rotației în jurul axei Oz. Expresiile Уух 51 Ууух care intră în valoarea 
mărimilor Ka şi Ky sînt, evident, variabile. Dacă însă am renunța la axele 
fixe şi am presupune axele Ox și Oy invariabil legate cu solidul, atunci se 
înțelege că aceste expresii sînt constante. Așadar, formulele (23.47) fiind 
valabile şi pentru axele mobile considerate, putem presupune că expresiile 
Smza şi Уутгу sînt constante. Asupra lor vom reveni cînd vom studia momen- 
tele de inerție (cap. XXV). 

Observăm că dacă avem 


max —Ymzy-0, 

atunci momentul cinetic К este dirijat în lungul axei 02. Reciproc, dacă 
vectorul K este dirijat în lungul axei Oz, atunci expresiile уж, Yumzy 
vor fi nule, oricare ar fi sistemul de axe Ox, Oy, încît putem spune că dacă 
expresiile Zmzy şi Yymzy sînt nule pentru un sistem 
de axe, ele vor fi nule pentru orice alt sistem dedus 
din acesta printr-o rotație oarecare în jurul axei Oz. 
Acest caz particular se realizează “dacă solidul este 
simetric față de 02, avînd distribuția maselor de ase- 
menea simetrică față de Oz. În acest caz unui termen 
oarecare din expresia Yyzx, corespunzător punctului 
de coordonate x, y, z, îi va corespunde altul în punc- 
tul —x, —y, z, egal şi de semn opus. 


Aplicaţie. Mașina Atwood. Ca o aplicaţie a teoremei 
momentului cinetic vom studia mişcarea sistemului de puncte 
formînd cunoscuta mașină a lui Atwood (1746—1807), care ser- 
veste, dupá cum se stie, la verificarea legii cáderii corpurilor. 

Această mașină se compune ín esență dintr-o roată a cărei 
axă orizontală se proiectează în punctul O şi peste care este tre- 
cut un fir inextensibil, avînd la capete două greutăţi G, si Ga 
neegale, de mase respectiv m, şi ma în punctele A, şi la (fig. 23.5). 
Vom presupune că firul nu alunecă pe roată, că tensiunea se 
transmite cu semnul schimbat la cele două capete A, B, ale firului 4,8, respectiv А, 
B, ale firului A,B, $i că roata poate să se rotească în jurul axului ei O, fără a intitpiua 
vreo rezistenţă, 

Pentru a fixa ideile, vom presupune de asemenea că G, este mai mare ca Gy şi că 
toată mișcarea se petrece într-un plan vertical fără viteze inițiale, Sistemul va avea, evident 
tendinţa să se miște în sensul căderii masei m, (sensul indicat pe figură de săgeata curbi 
linie 5). 


Fig. 23.5 
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1 „Fie Vi si v, valorile absolute ale vitezelor cu care se mișcă greutățile С și б, respec- 
tiv. Ele trebuie să fie egale între cle 


Yva, 
deoarece firul este presupus inextensibil, 


Momentul cinetic Ж al acestui sistem în taport cu punctul fix O este dirijat normal 
la plan şi egal în valoare absolută cu 


K= Jot +m ua- musa, 


wide Jy înseamnă momentul de inerție al roții față de punctul О, iar a raza ei. S-a neglijat 
masa firului, 


Forțele exterioare care lucrează asupra acestui sistem sînt greutățile 
G,=mug, Ga= mag, 


greutatea С a roții precum și reacţiunea R a axei О. Suma momentelor acestor forțe în raport 
cu punctul O este 


X JC) -—n"myga—msga-ag(m,—m,). 


Teorema momentului cinetic aplicată în raport cu аха О dă deci 
d 
*"m (Лоо 4- m,v4a-4- тоза) = ag(m, — m). (23.49) 


Între о de o parte $i 01, v, de alta, există o relaţie care se află imediat. În acest 
scop să observăm cá atunci cînd punctul de aplicaţie al greutății G, coboară cu distanța 
Ax roata se invirteste de un unghi A0, asa fel încît avem 


Ах=ал0. 
Impártind prin Aż şi trecînd la limită (At-»0) obţinem relația 
7,—73—40, 
cáci SD. este tocmai viteza unghiulară о de rotație a roții. Însemnînd cu v valoarea comună 


a vitezelor v, şi v, deducem 


= 
| 
a|e 


și, prin urmare, relația (23.49) devine 


= [^ 2. аот, +m) | my). 
a 


Vom nota cu z abscisa punctului 4,, socotită pozitiv pe verticală in jos, pornind de la 
o pozitie oarecare a lui 4,, de pildá, de la poziția sa inițială. Vom avea astfel 

v=x 
încît ecuația precedentă devine 


sau 
z m —m. ES 
x AREE 23.50) 


g, fiind o mărime pozitivă constantă, de dimensiunea unei accelerafii, Aşadar, accelerația 
5 $ i У er it 
zi a sistemului de greutăți din mașina Atwood este mai mică decit accelerația g a gravita 


tiei, deoarece factorul lui g în expresia lui x este mai mic decît unitatea, 


P 
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Se vede că mișcarea greutăților бү şi Gy este uniform accelerată, Accelerăţia gy а 
acestei mişcări fiind relativ mică, putem studia legile căderii corpurilor mult mai comod 
cu mașina Atwood, decit direct în căderea liberă, 


Demonstrația experimentală a legii căderii corpurilor pe verticală se bazează pe formula 
(23.50), care transformă mișcarea cu o accelerație mare (4=9,81 m/s?) într-una cu accele- 
tație redusă g,. Această nouă accelerație дү este deci mult mai uşor de observat și de măsurat 
decit accelerația g. Pe de altă parte, relația (23.50) cate leagă д; de g, ne ponte da g, dacă 
se cunosc valorile lui g}, deoarece mărimile m, mg, Jo a siut susceptibile de a fi măsurate, 

Să caleulám acum reacţiunea A a punctului О și tensiunile T, şi T, ale firului, în 
punctele 4, şi Ap (Reactiunea R este o forță exterioară pe cînd tensiunile T, gi Ta stit 
forte interioare.) Pentru aflarea lui 7, vom aplica punctului A, ecuația lui Newton 


pg, mg— Тү 
de unde deducem imediat 
т, (2. g 
Ti=m (8—8) =—7 UL MES 
Jo i 


T Tm, dm, 


În mod analog, obținem din ecuaţia 


Mag = Ta — Mag 
referitoare la al doilea punct 4, 


ту (2+ Je | g 
TIS м ER 


| 
азат Pta 


Reactiunea R se determină cu ajutorul teoremei mişcării centrului maselor aplicată 
roții О. Vom considera numai roata О asupra căreia lucrează, ca forțe exterioare, greutatea 
sa С, tensiunile T, aplicată în B, si T, aplicată în B, B, si B, fiind punctele de tangenţă 
ale firului cu roata. Forţele T, şi T, apar acum ca forțe exterioare, deoarece am eliminat 
din sistem punctele materiale A, si А,. Deoarece centrul de greutate al roții este imobil 
vom avea 


Amy (m 4-3) Jo 
Пол Ті e ip ee MG. 


$n d ms 


Reacjiunea R este dirijată vertical, în sus. 

Ca verificare, se poate scrie ecuatia momentului cinetic in raport cu O, numai pentru 
roată. 
Jo = (T,— Та. 

$ 7. Momentul einetie in mişcarea fată de centrul maselor (centrul 
de greutate). Să reluám sistemul (А) de м puncte materiale А (т, ri), 


(i—1, 2, ..., n) (fig. 23.6), cu centrul maselor în C, determinat de vectorul 
de poziție р. Ne propunem să găsim o relație între momentul cinetic al sis- 
temului (A), o dată considerat față de sistemul fix de axe Oxy: si altă 
dată socotit față de un sistem de axe avînd originea în centrul maselor C, 
direcţiile axelor acestui sistem rămînînd paralele la axele fixe Ox, Ov, Oz 
Acest al doilea moment cinetic se referă la mişcarea sistemului (4) față 
de triedrul mobil Cxyz. 


l'a» 


p 
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Să pornim de la formula care ne dă vectorul de poziţie al centrului 


t]. maselor 

Stel. z- E - — 

“ча Mp mrat meat"? n (23.51) 
any A A y Й Г, 

i: W însemnînd cu M masa totală a sistemului 

hi, " M=m +m "+a. 

2 Sint 


Tie ri(i=1, 2, ..., n) vectorul de poziţie al 
і punctului 4; faţă de sistemul de axe pa- 
ralele cu originea în C. Vom putea scrie 


r= "+. 


Înmulțind această egalitate cu m si su- Fig. 226 
mind, obținem 


- 


i=1 


n n 
È mari—M-4- nei f 
= 


sau, ținînd seama de relația (23.51), 


У mr=0. (23.52) 


ї=1 


j Cu ajutorul-acestei identități vom putea simplifica expresia momentului 


aplicată cinetic 

'reutatea To TUM EL горе Aio 

tangenţă jf Y rı xm = Y (е-и) Xm (o1-71). 

eliminat i—1 Es 

шо Desfăcînd parantezele din dreapta obținem | 


К= YXoxmie4- Ур хәр 57 x mi + Уух). 
Avem însă 


Xexnig—ex Мр 


Yoxmur-—ex Уу 


gj pent Уу X mio (Ууз) хр. 


Deoarece expresiile Yim; si Y, m; sînt пше în virtutea relației (23.52), 
rul expresia lui K devine 
n) K—px Me K, (23.53) 
unde am notat 


СЕЧЕ 


П ru n . 
recto = E An 
Ў | 5 К.= Ууу хт). 
са t ia 
212 2 (i К, este, evident, momentul cinetic față de punctul C, al sistemului în 


mișcarea sa față de axele de direcţie fixă, avînd originea in C, deoarece 7; 
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este chiar viteza relativă a punctului 4; faţă de sistemul de axe cu originea 
în C. Mişcarea sistemului faţă de axele de direcţie fixă cu originea în C 
о vom numi pe scurt „miscarea sistemului față de centrul maselor (centrul 
de greutate)”. 

Relaţia (23.53) ne dă următoarea teoremă; 

Momentul cinetic al unui sistem față de un punct fix este egal си momen- 
tul cinetic al centrului maselor unde ar fi concentrată masa totală a sistemului, 
adunat cu momentul cinetic al sistemit- 
lui în mişcarea sa față de centrul ma- 
selor. 


Aplicaţie, Ca aplicație ne propunem 
să calculăm vectorul K față de un punct fix 
pentru o roată circulară, omogenă, situată într-un 
plan vertical, care rotindu-se în planul ei, se ros- 
togoleste pe o dreaptă xx. 

Fig. 237 Tie Г punctul de contact al roții cu dreapta 
dus #'х (fig. 23.7) şi O centrul ei. Pentru a găsi mio- 
mentul cinetic total față de un punct fix О, 
vom aplica formula (23.53). Observăm că momentul cinetic al roții față de centrul ei de 
greutate О este Jow, Jo fiind momentul ei de inerție față de О, iar viteza ei unghiu- 
lară în rotația față de О. 
Formula (23,53) devine 


K—rx Mv+ oo, 


unde am însemnat cu у vectorul 0,0, cu M masa roții, iar cu v viteza punctului О. 
Pentru cazul particular cînd О, coincide cu 7, a=0I și formula precedentă ne dá 


valoarea scalară К a vectorului К 
К = Мао+ Јо. 


Dacă roata se rostogolește fără alunecare, atunci punctul de contact I al roții are 
viteza nulă în acel moment. Rezultă că roata are rotaţie instantanee în jurul lui I ca centru 
instantaneu de rotație, încît centrul O al roții are viteza ао. Pe de altă parte însă, am 
însemnat cu v viteza punctului О. Deducem 


v—ao,* 
iar expresia de mai sus a momentului cinetic K devine 
K=(Jo+ma?)o. (23.53) 


$ 8. Teorema momentului cinetic faţă de centrul maselor. Vom stabili 

în cele ce urmează că teorema momentului cinetic se poate aplica şi în 

raport cu centrul maselor sistemului, sub oformă analoagă, adică: derivata 

în raport cu timpul a momentului cinetic față de centrul maselor este egală 

cu suma momentelor forțelor exterioare față de centrul maselor. Vom porni 
de la formula 

ак 

а! 


п & 
I EMF: , 


care este expresia teoremei momentului cinetic față de punctul fix О. Să 
introducem în această formulă expresia (23.53) a lui К; obţinem asttel 


D fn = n E Д 
PX Mer Tre Уу, оѓ. (23.54) 


CN 


T3 мА ^S TB ьа 


DAY YN 
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Al doilea membru al acestei relații poate fi transformat în fe 


XA Fi Erix R= Bet) x F,- eX Fer Erix En 


Cu aceste transformări ecuația (23.54) devine 


bw mex Уб Xr;xFieex X^ Xe, 


unde Ale înseamnă momentul in ra 


ude port cu centrul maselor C 
Tinind seama de teorem 


tul în al sistemului. 
a mişcării centrului maselor, ecuaţia pre 


cedentă devine 
= Иа, 


adică tocmai proprietatea enunțată, 


Prin urmare, vom putea aplica teorema momentului cinetic faţă de 
centrul maselor, ca şi cînd acesta ar fi fix în spaţiu. 


Observaţie. Pentru a demonstra această proprietate a trebuit să 
presupunem că axele de coordonate, cu originea în C, au direcții fixe în 
spațiu; cu alte cuvinte, triedrul Cxyz 


& are o mișcare de translație. Dacă 
am presupune că noul sistem ar avea şi o mișcare de rotație, atunci viteza unui 


punct oarecare A; al sistemului (А), față de axele Cxyz nu ar mai fi repre- 
zentată prin rj, după cum se stie din studiul mişcării relative, ci ar avea 


expresia 7; ох. Formula de legătură dintre К si К, devine atunci ceva 
mai complicată. 


Aplicaţie. Mișcarea barei grele în vid. Ne propunem să studiem mișcarea unei 
bare grele AB, vectilinii, în vid. Teorema impulsului sau a mişcării centrului maselor ne 
arată că centrul de greutate C al barei descrie o parabolă, deoarece forțele exterioare se reduc 


la greutatea barei. Rămîne deci să studiem mișcarea barei în jurul centrului său de greu- 
tate. 


În acest scop vom aplica teorema momentului cinetic în raport cu centrul de greutate. 
Deoarece forțele exterioare aplicate barei se reduc la greutatea ei aplicată în C, rezultă 
momentul cinetic față de centrul de greutate, adică vectorul 


Re= У /Й mv. 


că 


este constant, v fiind viteza unui punct M de pe bară, în raport cu centrul de greutate şi 
suma У Ито’ extinzindu-se la toate punctele de pe bară. 

Vom exprima viteza v' în funcţie de distanţa x a punctului M 1а centrul de greutate 
C şi de versorul и luat în direcția barei si în sensul СА. Fie y vectorul de poziție al punc- 
tului M fatá de C. Avem 


T—:Xu. 


Derivînd această egalitate in raport cu timpul, obținem viteza punctului Af 


Momentul impulsului mau fatá de centrul de greutate este egal cu produsul vectorial 


UX MYU, 


lul următor 


—————— 
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iucit vom avea 
Re = grux mu = Yymnadux u 


sau, fiindcă и şi u sînt aceiaşi pentru toate punctele sistemului, 
Ко=ихи Suma, 
Suma Ema? este însă momentul de inerție Jp al barei faţă de О, Vom avea deci 
Kijai. 
Acest vector fiind constant, vom putea scrie 
их и=С, 
unde C este o constantă vectorială, E ui 
Vectorul C fiind perpendicular pe vectorul и, produsul scalar Си este nul. Dacá 


x, y, 2 Şi Сү, Cs, C, sint proiecţiile vectorilor и si C pe trei axe de direcţii fixe în spaţiu, 
respectiv, vom avea deci 


Cx + Су Сз 0. 


Relaţia aceasta ne arată cá bara se mișcă în jurul centrului său de greutate C, rámínind 
cuprinsă mereu într-un plan care trece prin C si a cărui orientare este fixă în spațiu. 


Pentru a găsi rotația barei în acest plan, observăm că produsul ux и se reduce la б, 
insemnind cu 0 unghiul pe care-l face bara cu o direcţie fixă din plan. În adevăr, и este 
egal cu Ô în valoare absolută si dirijat perpendicular pe bará, iar w așezat în lungul barei, 


are valoarea absolută egală cu 1. Produsul vectorial al acestor doi vectori este de modul 6, 
încît ecuaţia 


uxu-C 
ne arată că viteza unghiulară de rotaţie a barei este constantă. Bara are deci o rotație uni- 


formă, în jurul centrului de greutate, într-un plan de orientare fixă în spațiu. 


$ 9. Teorema ariilor în cazul mișcării plane. Ne vom ocupa de cazul 
special cînd punctele Ali=1, 2, ..., n) ale sistemului (4) se află toate 
situate într-un plan fix, în care se mișcă tot timpul. Vom lua acest plan 
drept plan xOy al coordonatelor. Vitezele punctelor fiind conținute şi ele 
în planul xOy, rezultă că momentul cinetic K va fi un vector dirijat paralel 
cu axa Oz, încît vom putea serie 


K.—0. К,—0, KEKR, (23.55) 
dacă insemnám, ca de obicei, cu Ё versorul axei Oz. Expresia scalarului K, 
este dată de 


n 
K,— Yymipayi- yiti): (23.56) 


j= 


Însă expresia din paranteză este egală cu 7204, dacă folosim coordonatele 
polare 7;, 0; ale punctului A, 


X=; COS 01, уж sin 0{. 


т — 


Da 


Spaţiu 


їшї 
h 

ace la, 
ir, u este 
rul barel, 


modul 0, 


tatie wi 


de cazul 
(lá toate 
cest phr 
ate © 
t pasale 


(88 


jar jl 


К, 


a зб ОЙ tasta Să Р x X AY ^ ue 
„Pe de altă parte, în cap, XIX s-a arătat că mărimea 7% reprezintă 


viteza arcolară Qı a punctului A, faţă de O, adică măsoară aria descrisă în 
unitatea de timp, de raza vectoare OA, Relaţia (23,56) se va putea scrie deci 


K,-—2ym0,. (23.57) 


Formula aceasta are o aplicaţie deosebit de importantă în cazul cînd 
forțele exterioare, care lucrează asupra sistemului de puncte (А), au un 
moment total nul față de Oz. În adevăr, în acest caz expresia vectorială а 
teoremei momentului cinetic, proiectată pe axa 0z este 


ак, _ 


di 0, 
Rezultă 
2 а 2 C 
Tri Y T4014 zu 
A j=í 
adică 
d 1 
У, mb = > С (23.58) 
j= 


unde C este o constantă de integrare. Relația (23.58) ne dă următoarea 
proprietate a mişcărilor plane; 

a) Teorema ariilor: vitezele areolare ale punctelor sistemului 
Jajă de um punct О al рати, multiplicate respectiv cu masele, ne dau o 
sumă constantă, în cazul cind fortele exterioare au un moment nul față de 
normala în O, la planul punctelor. 

Aceasta este prima formă a teoremei ariilor. Constanta C poartă numele 
de constanta ariilor. 

Dacă de exemplu, toate forțele exterioare întîlnesc аха 02, atunci 
teorema ariilor este aplicabilă sistemului (4) de puncte. 

Din relația (23.58) putem obține prin integrare o nouă teoremă a 
ariilor, dacă finem seama de relația ' 


unde am însemnat cu сё; aria descrisă de raza vectoare OA, în intervalul 
de timp /—15, to fiind un moment oarecare anterior momentului t, luată 
pozitiv sau negativ, după cum raza se roteşte în jurul axei Oz in sens 
pozitiv sau în sens negativ, adică după cum unghiul 0; creşte sau des- 
creşte (v. cap, XIX). Obfinem astfel relația 


Z 1 
M moi = z СЕС! (23.59) 
{Z1 
unde C’ înseamnă o nouă constantă de integrare. Interpretarea ei este: 


Ariile descrise de razele vectoare ale unui sistem plan faţă de un pur 
fix O din plan, multiplicate respectiu cu masele, ne dau o sumă, funcjie 
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liniară de timp, în cazul când fortele exterioare au un moment nul față de 
normala în О la plan. 


Aceasta este a doua formă a teoremei ariilor. 


Un caz frecvent de aplicaţie a teoremei ariilor este cazul C=0, cînd 
constanta ariilor este nulă. Atunci suma ariilor of; multiplicate fiecare 
cu m este constantă. 


b Teorema ariilor ín cazul mişcării în ѕра- 
Jiul tridimensional. Ca şi în cazul unui singur punct (cap. XIX) 
vom considera proiecţiile А; ale punctelor A; pe planul xOy (i—1, 2, ..., п). 
Ele se vor mișca cu vitezele w;, proiecţii ale vitezelor v; și momentul 
vitezei vw față de Oz va fi egal cu 7;?0;, unde у; si 0; sînt coordonatele 
polare ale punctului А; în planul хОу. 


Deducem 


n И п 
К, = Y miri 9i — 2 Y miQ; (23.60) 
і=1 i=i 

unde am însemnat cu Q; viteza areolará a punctului A; față de O. Așadar, 


înlocuind pe Oz cu o axă oarecare A ce trece prin O putem enunța urmă- 
toarea proprietate: 


Momentul cinetic total față de o axă A este egal cu dublul sumei vite- 
zelor areolare ale proiectiilor punctelor sistemului фе un plan normal la А, 
multiplicate cu masele respective, intersecția axei A cu planul avînd rolul 
originii О. 

În cazul cînd suma momentelor forțelor exterioare față de axa Oz 
este nulă, expresia vectorială a teoremei momentelor cinetice, proiectată 
pe Oz, dá 

ÎN AB 


sau 
n = n 
Y mir; Q= 2 Y т;0;=С, (23.61) 
п=1 1=1 
C fiind о constantă. Așadar, putem enunta: 
Teorema ariilor în cazul mişcării în spatiu 
(forma Т): dacă suma momentelor fortelor exterioare faţă de о axă A este nulă, 
atunci suma. vitezelor areolare ale mişcărilor proiectitlor sistemului de puncte, 


pe un plan P normal la A, multiplicate cu masele respective, este constantă, 
intersecția О a axei A cu planul P jucind. rolul polului. 


Constanta corespunzătoare C se numeşte constantia ariilor. 

Dacă momentul rezultant al forțelor exterioare față de un punct O 
este nul, atunci vectorul K corespunzător este constant, cum se vede din 
teorema momentelor. Rezultă cá putem scrie o teoremă a ariilor pentru 
orice plan P trecînd prin O, constanta ariilor corespunzătoare C fiind egală 
cu proiecția vectorului К pe normala la planul P. În special, pentru planul 
normal pe direcția vectorului К, constanta ariilor va avea valoarea absolută 
maximă, Acest plan se numește planul ariilor maxime. 
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În cazul sistemului de puncte си care putem asimila corpurile ceresti 

ce alcătuiesc sistemul solar, planele orbitelor planetare sînt puțin înclinate 

față de planul eclipticei Pămîntului, Rezultă că planul ariilor maxime se 

confundă cu un plan apropiat de planul eclipticei, adică de planul ecuatorial 

al Galaxiei din care face parte Soarele. Dimpotrivă, dacă planul P contine 

direcția vectorului A, constanta ariilor va fi nulă, ea fiind egală cu pro- 

iecția lui K pe normala planului P, deci pe o dreaptă normală la K. 


| Ca și în cazul sistemului plan, prin integratea ecuației (23.61) în | 
E raport cu timpul obținem 
п 
ғ * + 
2 Y midi=Ct4+C' { 
= 


n unde C' este o nouá constantá de integrare, iar 


eti, 0;/, 


aria descrisă de proiecția razei vectoare a punctului A, pe planul normal 
axei A în intervalul de timp (tọ, t). În consecință, se poate enunfa teorema 
іе. ariilor sub o nouă formă: 
А, Teorema ariilor în cazul mişcării în spatiu 
ul (forma ІІ): dacă suma momentelor forțelor exterioare fată de o axă A este 
nulă, atunci suma ariilor descrise de proiecția razelor vecloare pe un plan P 
0: normal la A, multiplicate cu masele respective, este o funcţie lhmară de timp, 
cu coeficienți constanti, intersectia axei A jucînd rolul originii O. 
Dacă, în special, sistemul de puncte (А) porneşte din starea de repaus, | 
atunci constanta C a ariilor este nulă, încît suma ariilor din enunţul pre- | 
cedent, multiplicate fiecare cu masa respectivă, este constantă. 


5 10. Interpretarea cinematică a teoremei impulsului şi a teoremei momentului cinetic. 


Fie О originea axelor de coordonate şi H impulsul total al sistemului Р 

223 n a ї 

HZ Y йш. j 

і= 1 | 

н, Să construim în О un vector OA egal în mărime, direcție si sens cu И (fig. 23.8). i 


TUA Deoarece vectorul de poziție al punctului A faţă de sistemul de axe de coordonate este H, 


atunci viteza v a acestui punct va fi dată de vectorul H. Deoarece însă prima teoremă 
generală din mișcarea sistemelor ne dă 


FE, БЇ ; -terioare care acţionează asupra sistemului, rezultă că viteza vu a 
unde P, sînt forțele exterioare care actions 124 asupra 
punctului A este tocmai suma forțelor exterioare 


va= R. 
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bs. De asemenea, insemnind cu K momentul cinetic in raport cu О şi construind vectorul 
OB egal cu K, viteza vs a punctului В este egală cu K, adică egală cu Jit. suma momentelor 


forțelor exterioare faţă de O 


— n — ss 
y EN = У Ло, 


isi 


mișcarea unui sistem de puncte materiale, avem 


K= M. 
б A 
Obţinem astfel 
A vp= Ж. 
Fig. 23.8 Putem deci enunfa următoarea proprietate cu 


caracter cinematic, privind vectorii Н și K: 


Viteza de deplasare a unuia dintre capetele vectorului H, presupunând că celălalt capăt 
este fix, este egală cu vectorul vezultant (Q al forțelor exterioare; 


Viteza de deplasare a unuia dintre capetele vectorului K, presupunând că celălalt capăt 
este fix, este egală cu vectorul moment vezultant |. f] al forțelov exterioare. 


Am văzut cá teoremele impulsului si momentului cinetic pot fi reunite într-una sin- 
gură, teorema torsorului, a cărui expresie este 


(Н) = cQ). 


În baza acestei formulări concentrate a celor două teoreme, vom putea enunța o pro- 
prietate a torsorului, analoagă cu cele două enunțate mai sus: 


În spatiul torsorului (un spațiu vectorial си б dimensiuni) viteza de 
deplasare a unuia dintre cele două capete ale torsorului impulsurilor, presu- 
punând că celălalt capăt este fix, este egală cu torsorul forţelor exterioare. 


Aplicaţii tehnice. Teorema ariilor are numeroase şi importante aplicații 
în tehnică. În particular, problema obținerii unui echilibru relativ al maselor, mai ales la 
vehicule mari, cum ar fi vapoarele, pentru a se evita oscilaţiile dăunătoare, se rezolvă cu 
ajutorul teoremei ariilor. 

Schlick a imaginat şi calculat un procedeu care să asigure mersul liniștit al vaporului, 
impunînd maselor următoarele două condiții: 

Centrul maselor mobile să rămînă necontenit in echilibru relativ față de vapor; 

Momentul cinetic al maselor mobile să fie nul față de oricare punct al vaporului. 

Pentru a-şi asigura aceste două condiţii, Schlick întrebuinţează mase aditive calculate 
aga fel (mărime si poziţie) ca cele două condiții să fie îndeplinite, prima cu ajutorul teo- 
remei impulsului, cea de a doua cu ajutorul teoremei ariilor, 

O aplicație analogă se găsește în procesul de uniformizare a mersului unei turbine. 

Amánunte pentru aceste aplicaţii se pot lua din Technische Mechanik, Bd. IV, de 
A. Fóppl sau din cursurile si revistele de specialitate. 

De asemenea, se va vedea in cap. XXXVII, problema echilibrării maselor şi reglarea 
funcționării maşinilor, 


$ 11. Teorema energiei. (Aplicaţii la sisteme.) a) Energie cinetică. 
Lucru mecanic, Reluám sistemul (А) de n puncte materiale A; (i—1, 2, o, 


de mase m4 respectiv, Fie 7; vectorul de poziție al punctului 4, față de 


Conform teoremei momentului cinetic de la 


orez 
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Ў a со die ini 


un sistem de axe, v; viteza sa față d 


yat e acelaşi sist а axe i 
la cap. XVI mărimea scalară as em de axe. Am introdus 


: 1 n 
E= pL (23.62) 


k numită energia cinetică a sistemului (4) 
a sistemului material. 

Se vede că energia cinetică E a sistemului (4) este egală cu suma 
energiilor cinetice ale tuturor punctelor sistemului, | 
În general, energia cinetică E va fi o funcţie de timp, aga încît valo- 
rile ei la două momente diferite, 4 si l, (74), vor fi în general diferite 
între ele. Să notăm cu E, si E, valorile energiei cinetice E la momentul UT 
respectiv fe. 
Diferenţa 


. Ka este măsura mișcării mecanice 


е Q 
E,—E, 

se numește variația energiei cinetice a sislemului în intervalul de timp de 

la t la t. 

Pentru a introduce noțiunea de lucru mecamic al întregului sistem de 
forte (F;) şi (Fy) — exterioare şi interioare — care acționează asupra sis- 
temului (А) de puncte materiale, vom folosi noțiunea de lucru mecanic 
elementar. Апите, însemnînd cu dz; variația vectorului 74, variație care 
corespunde unei deplasări a punctului A, şi notind cu F; forța care lucrează 
asupra punctului A;, după cum s-a arătat în cap. XVI, lucrul mecanic 
elementar al forței F; pe drumul dr, este dat de produsul scalar F; dr;. 
| Suma tuturor lucrurilor mecanice pentru deplasările tuturor punctelor 4; 
le care au loc în acelaşi interval de timp dt, sub acţiunea tuturor forțelor (//) 
ub M si (Fy) se numeşte lucru mecanic elementar al sistemului dat de forțe. In 
bei cele ce urmează, vom distinge lucrul mecanic elementar al forțelor exterioare 
dL,4 de acela al forțelor interioare dL;,, luînd A 


dLeu= Y; Fidri | 
Ён 


а sin- 


(23.63) 


În aceste notații am menținut definițiile forțelor F, şi Fy pe care le-am 
dat anterior, precum și relația Ё; Е 1-0. ba i 

Aşadar, lucrul mecanic elementar al întregului sistem de forțe va fi 
exprimat prin suma 


агата (23.64) 
Mărimile scalare dL,4, аши pot fi privite ca forme Pfaff generalizate, 
coeficienții depinzînd de тц, vu şi de timpul /, deoarece înseși forțele Fi 
şi Р) sînt funcții de aceste argumente. 


| 
{ 
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b) Teorema lui Koenig. Să reluăm sistemul de puncte materiale (4) 
raportat la un triedru fix cu originea în О (fig, 23,9), centrul maselor 
fiind in C (p). Energia cinetică E a acestui sistem va avea expresia 


0 m 
E = у)». 
i21 


Jie >; vectorul de poziţie al punctului А, față de un triedru cu originea 
în centrul de greutate C si cu axele paralele la axele triedrului fix Oxyz. 
Vom avea 

74—9-4-7j 
de unde, prin derivare, în raport cu 
timpul obfinem 

26 ie 4 

7294-7;. A 
Introducînd această valoare a lui у; în 
expresia energiei cinetice, obținem 


: D al b.e , 
Fig. 23.9 E— Mp Ym КУУ 
unde M este masa totală a sistemului considerat 


M-Ymi, 


suma X extinzindu-se la toate punctele A; ale sistemului (А). 

Observăm însă cá Жуну езїе o cantitate egală cu zero, deoarece centrul 
maselor sistemului se află chiar în originea triedrului considerat. Expresia 
precedentă a lui E devine cu această observație 


d Le 
E=Mp*+Ee, (23.65) 
unde am notat 
1 = 
Е, = Ути". 


Este evident că E, înseamnă energia cinetică a sistemului (4) raportind 
mișcarea, sistemului (А) la triedrul cu originea in C. E "7-0 
Expresia (23.65) a energiei cinetice ne arată cá energia cinetică a 
unui sistem de puncte în mişcarea sa fală de un triedru fix, esie egală си 
energia cinetică a sistemului în mișcarea sa fată de un triedru care are originea 
în centrul de greutate al sistemului si direcțiile axelor fixe, ѕитаій cu. enersta 
cinetică a centrului maselor în care a fost concentrată toată masa sistemului. 
Această proprietate este cunoscută sub numele de teorema lui Koenig 
(1712—1757). \ А 
c) Teorema energiei. Fixîndu-ne atenția asupra unui punct material 
din sistemul considerat (4), de pildă, asupra punctului 4; cu vectorul 
de poziție 71 şi viteza vn putem să-i scriem ecuația de mişcare sub forma 


m dvi (Fu 4-14 Fs | Fin БА) 


cm рн 
mM — 5 


N 
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unde am făcut convenţia obișnuită F 


\ н==0, Urmînd apoi calez 
dezvoltat-o în cazul unui sin "E VAT SEE 


gur punct, obținem 


m? 
ii 


dop (Ра nt HFH d 


unde dr; este variația vectorului de poz 
corespunde deplasării punctului А; în int 

Scriind această ecuaţie pe 
vom obține relaţia 


ifie 7; al punctului 4j, ceea ce 
ervalul de timp di. 
ntru toate punctele sistemului sí sumînd, 


dE-—dLa;--dLp (23.66) 
cu notajiile 


1c 1 
LUE S у Mit; 
і=1 
Ht xr. 
dm YF dr; 
i=1 


n n 


а. У) УЕ; d7;. 
ji 
Proprietatea exprimată prin relaţia (23.66) constituie teorema energiei. Ea se 
poate enunta în felul următor: 

Variația energiei cinetice într-un interval elementar dt de timp este egală 
cu lucrul mecanic elementar efectuat în același interval de timp atit de fortele 
interioare cît si de cele exterioare. 

Să analizăm expresia lucrului mecanic al forțelor interioare. Ter- 
menul dL;, din teorema energiei este în general diferit de zero. Teorema 
energiei, spre deosebire de teorema impulsului și de aceea a momentului 
cinetic, confine în genere şi forțele interioare, pe lîngă cele exterioare. 


Să considerăm cazul a două puncte materiale 4,(5) şi Aa(r2) asupra 
cărora lucrează respectiv forțele interioare Fa» şi Fa. Vom avea 


Fast Fa=0. (23.67) 
Expresia lucrului mecanic al acestor forțe se poate scrie 
агг а РЕ dra. 
Sá însemnăm cu 7 vectorul 4,4, 
AA, rr. 


Vom avea 
Va” hn Р, 


adică 
dras dr, Һа”. 
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me TN e. T 
înlocuind în expresia de mai sus a lucrului mecanic dLi,, obținem 
dL (Pat Fa) + Pa d =E dr. 
Dacă notăm cu м versorul lui 4,4, 
u=vers АД». 
Vom putea serie 
FaQ-ru, v-n", 


unde am însemnat cu F valoarea scalară а forței Fy, luată pozitiv sau 
negativ, după cum forțele interioare sînt repulsive sau atractive, iar cu 7 
distanța (pozitivă) dintre cele două puncte. 

Cu această notație, expresia precedentă a lui dL;;, devine 


dLine=Fu(u dr-+-r du). 
Observind apoi că udu este nul şi că w u este egal cu unitatea, vom avea 
ALEA: (23.68) 


Formula (23.68) ne arată că lucrul mecanic elementar al forțelor interioare 
care se exercită asupra a două puncte este egal cu valoarea numerică a fortei 
interioare luată pozitiv sau negativ, după сит. forțele sint repulsive sau atrac- 
tive, multiplicatà cu creşterea scalară a distanței dintre puncte. 

Este evident că formula (23.68) poate fi extinsă la un număr oarecare 
n>2 de puncte. Nu avem decît să le considerăm două cîte două pentru a 


obține formula: 


dL Уу Ууу drij, (23.69) 
Јен 


unde am însemnat cu F;; valoarea numerică а forței interioare care se 
exercită între punctele A; şi А;, luată pozitiv sau negativ, după cum forțele 
considerate sînt repulsive sau atractive, iar cu {у distanța (pozitivă) dintre 
aceste puncte. În sumare indicii ?, j sînt evident diferiți între ei, așa încît 
numărul termenilor din dreapta este egal cu numărul combinărilor de cîte 
două, dintre numerele 1, 2, ..., n. 

O astfel de sumă o vom serie cîte odată şi sub forma 


УЕ; dry 1,]7=12,...,", 


5 xemplu, Să considerăm cazul а două puncte materiale 4A, si da de mase res- 
pectiv su $i My care se atrag reciproce după legea gravitaţiei universale, Cele două tard 
de atracţie, una exereitindu-se asupra lui 41, cealaltă asupra lui Ду, sînt, evident, torţe 
interioare, Întrebuinţind notația de mai sus, vom avea 


түт 3.70) 


Faarf 


PT) 
ri 
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Da E A 


unde / este constanta de шасе univera 


ală, at F 
Aplictnd aeum formula, (23.09) шд 


po am 12 hegatiy deoarece forța este atractivă, 
іше pentru expresia lucrului mecanic elementar 


йү, 
ШҮҮ f L "Adr, a( 2ra) 
pi j 

12 


^u (23.71) 


Cazul sistemului rigid de buncle, Dao eic : 
rigid (nedeformabil) cds b RA age sistemul de puncte considerat sli 
Tn { C1 toate măr * 1 А 3 1 
MOS lori men at V Ape mărimile drj; din formula (23.69) sînt nule, 
аза că Iu. mecanice dLi, va fi nul. fn Special, aceasta se întîmplă în 
cazul cînd sistemul de puncte este un solid rigid, Așadar, lucrul mecanic 
al forțelor interioare în cazul solidului rigid este mul. Aplicind deci teorema, 
energiei in mișcarea solidului rigid, nu vom ține seama decît de forțele 
exterioare, 
d) Integrala energiei. Să reluăm teorema energiei sub forma (23.66) 
а= аЛ + dL б 
Acestei forme diferenţiale îi corespunde o formă finită pe care o putem scrie 
Ea —Bi=Leze(tu, t) Last, t). (23.72) 


Am însemnat aici cu E, valoarea energiei cinetice în momentul =, cu E, 
valoarea energiei cinetice în momentul I=t(>h), deci cu E,—E, variaţia 
energiei cinetice în intervalul de timp [А, £j]; am însemnat cu Lon (ff) 
lucrul mecanic al forțelor exterioare în același interval de timp; acest lucru 
mecanic se va obţine calculînd integrala 


Гел, te) =f dL, (23.73) 


Ui; Za] 


în intervalul de timp [/4, 4], adică integrala curbilinie 


n 
f YE, dz, (23.74) 
ГА» fa]i=l 
in care va trebui să considerăm cunoscute expresiile vectorilor F; (forța 
exterioară) şi 7; (vectorul de poziţie al punctului 4) ca funcţii de timpul /. 
= AA : S 
Prin urmare, mărimea Leg (АҺ, t>) nu se poate calcula decît dacă cunoaștem 
mişcarea punctelor din sistemul considerat (4). "T i 
Aceeași observaţie se poate face si relativ la mărimea Li, (în, £j, 
lucrul forțelor interioare în intervalul de timp (А, t»), care apare tot ca o 
integrală curbilinie 
n ш [ж Ex IE 
Ane t)- f Y à Fij dr;. (23.75) 
[а 4] 77144 
Pentru a calcula această integrală trebuie să cunoaştem expresiile vectorilor 
Fiy Şi 7, ca funcții de timpul /, deci să cunoaştem mișcarea însăși а sts- 
temului (А). Е 7 : AU 
ui de aici cá o relaţie integrală de forma (23.72) nu poate f 
considerată ca o integrală a sistemului de ecuaţii diferențiale corespunză- 
tor mișcării sistemului de puncte materiale (А), 
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Există însă un caz în care teorema energiei (23.66) poate da, prin 
integrare, o astfel de integrală; anume, atunci cînd expresia dL,z--dL;, 
din partea dreaptă este diferenţiala totală exactă a unei funcții uniforme Ф 


de variabilele /, 7, ..., 7m 7, ..., 7а, adică de / şi de proiecţiile vecto- 


rilor rj ri (i=1,2, ..., n) pe axele de coordonate, Într-un astfel de caz 
vom. avea 


dLezitdLiu=dO(t, ru io fg) {| T fn), 
încît teorema energiei se va putea scrie 
dE do, (23.76) 


de data aceasta simbolul d din dreapta însemnînd, ca și cel din stînga, 
operația de diferențiere totală în raport cu variabilele de care depinde Ф, 
ceea ce nu este -cazul în genere cu simbolul d din dreapta relaţiei (23.66). 

În aceste împrejurări relația (23.76) poate fi integrată fără a se 
cunoaşte în prealabil mișcarea sistemului (4). Vom avea 


E=D+const, (23.77) 


relație valabilă în orice moment / din intervalul de timp, în care există 
mișcarea. Relația (23.77) poate fi privită ca o integrală a sistemului de 
ecuații diferențiale corespunzător problemei. Ea se numește integrala energiei. 

Un exemplu de astfel de integrală l-am întîlnit în problema celor trei 
corpuri. 

e) Energia potențială. Un caz important prin consecințele sale este 
cazul cînd numai lucrul elementar al'forțelor interioare, dLins, poate fi pus 
sub forma diferențialei totale exacte a unei funcții uniforme U care să 
depindă numai de coordonatele punctelor А; (/—1, 2, ..., n) 


а= (23.78) 
(UU ess рар ар у а) 


În cazul acesta, U se numește funcție de forță pentru forțele interioare ale 
sistemului, iar despre forțele înseși se spune că ele admit funcția de forță U. 
Aceasta are proprietatea cá derivatele ei parțiale în raport cu coordonatele 
unui punct 4; ne dau proiecţiile pe axe ale rezultantei forțelor interioare 
care lucrează asupra acelui punct A; al sistemului (А). În adevăr, din 
relația (23.78) deducem 


^ 


д0 dy 4- QU ау, +: aU dz, — R, dr Ra dry Кал, 
9 
Q^, у QZn 


unde am însemnat cu R,(i=1, 2, ... n) rezultanta forțelor interioare саге 
jucreazÁ asupra punctului 44, adică 


Ri] Fu. (23.79) 


DIN 
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"ліпа seama acum de relațiile 


Fadri- Riz dx; TRudyd-R dz, (—1,2,...,n, 


3 ^ . m э 
unde Riz, Riy, К, sînt proiecţiile forței R, pe cele trei axe, vom avea 


dU aU 
RiU _dU 
ШЕЛ Rum (23.80) 


Relaţiile acestea se mai pot scrie concentrat 


Ri=grad, U =%;0. (23.81) 


^ ? E w Н м v . 
{ Funcția de forță U ne permite să calculăm lucrul mecanic al forțelor 
interioare între două momente î, si £, (f< t) fără să fie necesară cunoașterea 
mişcării sistemului de puncte (4). În adevăr, din (23.78) vom putea. deduce 
prin integrare 


è Гі, %)=0,— 0, (23.82) 


| unde am însemnat cu Lg (5, tə) lucrul mecanic al forțelor interioare în 

) intervalul de timp [4, t] si cu U,, U, valorile funcției U la momentele 
t, respectiv t. 

Din formula (23.82) se vede că este suficient să se cunoască mări- 

; mile 74, singurele variabile de care depinde О, Іа momentele /, si é, pentru 

e d a determina pe U, şi pe U,, aşadar, pentru a determina valoarea lucrului 

mecanic Lintlt t). Prin urmare, lucrul mecanic efectuat de forțele inte- 

rioare în intervalul de timp [ż, 5] depinde în acest caz numai de pozitia 


le inițială și de poziția finală ale sistemului de puncte materiale considerat. 
us . + = - . pe 
f Forțele interioare F;;, care se bucură de proprietatea de a putea fi 
< deduse în modul acesta dintr-o funcție scalară de vectorii de poziție ai 
punctelor materiale, sînt forte conservative. Însuși sistemul de puncte mate- 
78) riale (A), căruia îi sînt aplicate forțele interioare conservative F;;, se numeşte 


sistem conservativ. Denumirile acestea sînt în legătură cu proprietatea de 


conservare a energiei. 
Determinarea funcției U cînd se cunosc forțele conservative interioare 
(23.81) şi (23.79). Condiţia necesară şi 


ale Tu se face cu ajutorul relațiilor 
xiste este ca mărimile vectoriale К; 


L. suficientă pentru ca funcția U să e 


{е i să fie funcții numai de 7, (deci de coordonatele punctelor materiale consi- 
0216 derate) şi aşa fel încît relațiile (23.80) să fie posibile. A 
din Pentru a exprima analitic această condiție, vom adopta următoarele 
notații 
X1— (31—2: yi—q3i—t 24=93i (23.83) 
RumQau-n Ку=0би-1 Run 
cat" astfel încît expresia lucrului mecanic elementar dL;,, và deveni 


(23.84) 


Аді => Qi аак. 


amine 
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Pentru ca expresia aceasta să fie egală cu diferenţiala funcției U de q 
^ ч J 
Qe ss Qu. Va trebui să avem 


3n КЛ 


й@к= 3Ua 
à qk hon qu, 


adică 
(oy pe 7, (23.85) 


Condiţia necesară si suficientă ca cele 3» relații (23.85) să fie cu 
putinţă este, după cum se stie din analiză, ca identitățile 


006 Q 
Sra q, 1—1,2, ..., Зп (23.86) 
să aibă loc. 

Presupunînd că aceste identități sînt satisfăcute, se va putea găsi, 
prin cuadraturi, o funcţie U(g;, .:.,-qam) care să îndeplinească relaţiile (23.85). 
Funcția U va fi uniformă în domeniul în care funcțiile Ок nu au puncte 
singulare. 

Însă U nu este în mod univoc determinată, căci dacă i se adaugă o 
constantă oarecare, ea tot va satisface relaţiile (23.85). Rezultă că funcția U 
nu se poate determina decît cu aproximaftia unei constante aditive, arbi- 
trare. Această constantă nu joacă rol în teorema energiei, deoarece U inter- 
vine numai prin diferenţiala ei 


dE-—dU --dL, 
incit constanta aditivá dispare. 


Ca exemplu, să ne inchipuim că sistemul (А) de m puncte materiale 4; (= 
—1, 2,..,7) este supus acţiunii unor forțe interioare, elastice; adică, între două puncte 
Ai, A; oarecare ale sistemului se exercită două forte de atracţie reciprocă, proporționale 
cu distanța 


Fj2—Fjgj-kn, 


unde am însemnat cu 7;; vectorul 4;4; 
Yij—Yj —14 
si cu А o constantă pozitivă. 1 
Pentru a determina funcția U corespunzătoare am putea aplica teoria dezvoltată 
mai sus, ceea ce nu prezintă nici o dificultate. Insă se poate ajunge mult mai repede la 
scop, folosind expresia (23.69) a lucrului mecanic al forțelor interioare 


Е drj iml oeil, 
Dy, 
care în cazul de faţă devine 


k « 
dLint™= = У; "и driz ТЕ 2 2) › 
hj avidi 
avea, 


în sumă intrind toate combinürile 7, j de două numere, din şirul 1, 2,.... н. Vom 
deci, în acest caz 
А a 
Va. Ут. 


hj 


găsi, 
3.85) 
Unete 


ugă 0 
$ia U 

arbi- 
inter- 


4 { (i= 
puncte 
rtionalė 


7x0! 


pede * 


ай 


DINAMICA SISTEMELOR DE PUNCTE 
e си dd 


MATERIALE 551 
Un alt exemplu îl putem avea i i 
avea | i 
ir WD m Ошо înlocuind forțele elastice prin forțe gravitaționale, 
mim, 
U-f УД АШУ 
һу o 
Mai general, dacá presupunem că { 
] à int ; j i 
(4) lucrează forțele interioare gt forma не,» раче а а Вн 


Fi у= Вц), 
1) о funcție numai de distan 


rate 4j, 4; si cu оцу versorul vectorului A,A; 
va fi datá de VEU 


unde am însemnat cu F(r ў 7 4 
u F( fa уу dintre cele două puncte conside- 


atunci funcţia de forță corespunzătoare U 


U= Y (rea driz 2 
hj 
integralele din dreapta fiind integrale nedefinite, oarecare, 


Să revenim acum la ecuația energiei pe care o vom pune sub forma 


d(E-EV)—dL; (23.87) 
am notat cu V funcția —U, adică V=-U. 
Funcţia V de coordonatele punctelor poate fi asimilată calitativ cu 
energia E; ea este energia de Poziție sau energia potențială. 


Semnificația fizică a funcției V se poate obține cu ajutorul expresiei 
lucrului mecanic al forțelor interioare, căci din relația (23.82) 


Lin (4; 1) = U, —U;, 
inlocuind pe U prin — V obfinem 
Lim (t 15) -V1—V3. 


Dacă în loc de momentul f£, considerăm un moment oarecare variabil /, 
vom avea potențialul V dat de relația 


Lin (t, t) V, —V, 
51 anume 
V=—Lim(t, HHV. 


Această relație exprimă următoarea proprietate care ne dă mijlocul 

ia V: 
de a DU prot V a unui sistem conservativ este egală cu Bener 
mecanic cu semn schimbat, efectuat de forțele interioare cînd sistemul, pomad 
dintr-o pozitie oarecare corespunzătoare unui moment t, 210958 ", онна ge 
la momentul t, abstractie făcînd de о constantă aditivă V, care este chiar 


valoarea Imi V la momentul t. F А ! 
S-a arătat în-cap. XVI că suma celor două categorii de energie — 
ә” . 


energia cinetică şi energia potențială — se mai numește și energia mecanică 
4 sistemului, zi усу Ere 
Cu aceste denumiri relaţia (23.87) poate fi interpretată în felul următor: 
Variația energiei mecanice a unui sistem conservativ într-un interval 
de timp dt este egală си lucrul mecanic al forțelor exterioare, efectuat în ace! 


interval de timp. 


> 


—— 
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Teorema energiei sub această formă este susceptibilă de 


numeroase 
aplicații interesante, 


f) Conservarea energiei, Transformarea energiilor, Să presupunem că 
asupra sistemului conservativ (4) de » puncte materiale А; (i=1, 2, ..., m) 
lucrează un sistem de forțe exterioare al căror lucru mecanie elementar 
dhew este nul în tot intervalul de timp Ш, bg], Atunci, integrînd relația 
(23,87) în raport cu timpul, de la / 4, pînă la un moment £, cuprins în 
intervalul [4, 4], vom avea 


BVB Va, (23.88) 


unde am însemnat cu Z,, V, valoarea energiei cinetice, respectiv a celei 
potenţiale la momentul 4. 

Relaţia precedentă ne arată că, în cazul considerat, valoarea energiei 
mecanice în orice moment rămîne constantă, adică: 


Dacă lucrul elementar al forțelor exterioare Iucrind asupra unui sistem 
conservativ este nul, în intervalul de timp [Һ, 1], alunci energia mecanică 
a Sistemului este constantă în acel interval. 


Această teoremă s-a mai demonstrat și în capitolele care tratează 
dinamica punctului material și este /e0rema conservării e N Et- 
gter Ка exprimă următoarele: un sistem conservativ, care mu consumă 
ŞI тїсї nu pierde lucru mecanic în exterior, își conservă energia mecanică. 

Sistemul în care lucrul mecanic al forțelor exterioare este necontenit 
nul este sistem închis. Cu această definiție teorema precedentă devine: 

Un sistem conservativ închis are energia sa mecanică constantă. 


Modificările energetice ale sistemului se traduc doar prin modificarea celor 
doi termeni E si V ale unei sume constante, astfel încît dacă E des- 
creşte, V trebuie să crească în acel interval cu mărimea cu care a des- 
crescut Æ şi viceversa. Sîntem îndreptăţiţi a spune deci că o parte din 
energia cinetică se transformă în energie potenţială, dacă FE descrește, sau 


că o parte a energiei potențiale se transformă în energie cinetică, dacă E 
crește. 


Aşadar, energia unui sistem se conservă în totalitatea ei, însă se află 
în continuă transformare, din cinetică în potenţială şi din potențială în 
cinetică. Din cauza acestui proces necontenit de transformare, teorema con- 
servării energiei a fost denumită de către Engels «teorema conservării si 
transformării energiei». 


Pentru a pune în evidență, în cazul sistemelor, procesul de transformare a umni fel 
de energie în celălalt fel, vom da două exemple, 


Exemple. 1°, Să presupunem că sistemul de puncte se compune dintr-un punct 4 
greu, de masă m, la suprafața Pămîntului şi Pámintul însuşi, Vom presupune că nu avem 
forte exterioare luerind asupra sistemului, aşadar dL,;, va fi nul în orice moment. Forțele 
interioare care ne dau un lucru mecanic diferit de zero sint numai atracțiile între punctul 
considerat și Pămînt, Putem privi Pămâîntul ca pe un singur punct, situat în centrul său 
de greutate О și avind masa M egală cu masa Pimintului întreg. Rezultă că lucrul mecanice 
elementar al forțelor interioare potrivit relaţiei (23,78) este egal cu 


M 
| a! = | 


П 
k 
f 

f 


istem 
nici 


tează 
nh er 
nsumå 
anicà. 
ntenit 
levine: 


a celor 
E des- 
a des- 
rte din 
te, Sau 
dacă Е 
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notind cu 7 distanța OA de la centrul O al Pămîntului la punctul considerat A. Însă avem 


y Р-р: 
dacă R este raza Pămîntului, iar z înălțimea punctului pe vertical 


иу! Гі | 2 


Neglijind puterile superioare primei puteri ale 


ă, încît vom putea scrie 


raportului z/R, vom avea deci 


|fMm 2 ү] [Mm 
dimad [1.2 ——L a үа „с 
int 4 R [ z| Тї dz mg dz, 
deoarece mărimea fM/R? 


este egală cu accelerația g 
Aşadar, energia potential 


ravitatiei g la suprafața Pământului. 
а a sistemului conservativ 


considerat este egală cu трг. Tinind 
seama că energia sa cinetică este 
2 
mu М у? 
2 2 
unde v si V, sînt respectiv viteza punctului A si viteza centrului Pămîntului, teorema 
conservării energiei ne dă 


my? МУ? 


[4 


z95 + 2 + mgz= const, 


Constanta din membrul al doilea se poate determina cu ajutorul condițiilor inițiale. Presu- 
punind, de pildă, că punctul A cade din poziţia Ag situată la înălțimea z=}, fără viteză 
inițială si făcînd abstracţie de viteza V, din acel moment, vom avea 


з My? 
+ 5 + mgz=mgh. (23.89) 
: р T mo? 
În această relație vom putea neglija termenul f ca fiind foarte mic față de —- 


Într-adevăr proiectind ecuația de mișcare a centrului Pămîntului pe verticală, găsim 
› y 


d(MY e) —mg dt, 
adicá 


t 
MYV e= | mg dt—mgt. 
0 


i i ii ini Itá cá V, este de ordinul de 

doilea al acestei relații este finit, rezu Ve le ul di 

Marie IM deci MY? va fi tot de ordinul de márime a lui 1/M, adică neglijabil 
față де m2, Energia cineticá a sistemului se reduce prin urmare la 


2 
то 


Teorema energiei ne dă aşadar 
mu? 


—p+me= mgh. (23.90) 


i rerti Fig, 23.10) 2 descreşte, iar energia 
* > să ă din Ag pe verticală (fig, 23, $ | ener: 

ctul A începe să cadă d o pe vertice n 89:10); des perio 

cínetí Cînd рип eeu Ps polehfiald se transformă în cinetică, Procesul acesta soati І tu Ms 

oie P MM nl în Ay, cînd z va avea valoarea zero, iar о valoarea i 3 

- б : - f i 1 Pi ice fh ~ `à eT TC 2 : 

V 2g, Dacă presupunem ей Pământul şi punctul А sint elastice în punctul de căde 1 
gh, f T - 
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atunci punctul își va schimba sensul vitezei prin ciocnirea cu Pămintul $i va începe a urca, 
Energia potenţială va crește deoarece z creşte, aga că energia cinetică începe a se transforma, 
în energia potențială. Procesul va continua pînă cînd punctul A va ajunge din nou în 40; 
unde energia potențială devine mgh. În acest caz ecuaţia (23.90) ne arată că viteza se anulează 
în poziția А, a punctului. După acest moment punctul A începe din nou să cadă, repe- 
tindu-se procesul de mai sus al transformării energiei potenţiale în energie cinetică, 
Observaţie, Та stabilirea ecuației (23.89) am făcut abstracţie de mișcarea 
Pămîntului, la care presupunem, natural, că participă şi punctul greu A. Această eroare 


B! B B" 
A 

/ 

Fig. 23.11 


este permisă, deoarece mişcarea Pămîntului pe intervalul scurt de timp, сіє durează expe- 
rienta, poate fi considerată ca o mișcare de translație rectilinie, uniformă, care nu modifică 
ecuațiile de mișcare. ; 

2°, Să considerăm exemplul unei lame elastice AB (fig. 23.11) încastrată în A. Vom 
face abstracție de forțele exterioare care ar putea lucra asupra lamei (rezistența aerului, 
greutatea ei etc.) si presupunem că forțele interioare sînt conservative. Se va presupune 
apoi că poziția verticală a lamei este poziția ei de echilibru și de potențial zero pentru 
forțele interioare. Energia mecanică: deci în această poziție va fi nulă. 

Dacă acum aplicăm o forță exterioară asupra capătului B al lamei pentru a o aduce 
în poziția AB”, atunci lucrul mecanic L,;;; al acelei forte determină creșterea energiei 
mecanice cu această cantitate, Cum însă energia cinetică este egală cu zero, rezultă că energia 
potențială V va fi egală cu L,;,(—L) în poziția AB”. 

Dacă facem ca forța exterioară să înceteze de a mai lucra asupra capătului B’, atunci 
lama elastică tinde să revină la poziţia ei de echilibru AB. Energia potențială V descrește 
deoarece energia ei cinetică crește, diferitele puncte ale lamei luînd viteze diferite de zero. 
Procesul acesta de transformare a energiei potențiale în energie cinetică se efectuează conform 
ecuației (23.87), care în cazul nostru devine 


P+V=L. > (23.91) 


Cînd lama ajunge în poziția A В energia ei potenţială se anulează, iar cea cinetică are 
valoarea maximă 


EL, 


Toată energia potenţială s-a transformat în energie cinetică. 

Lama trece dincolo de această poziţie din cauza vitezelor obţinute, aga că energia 
potenţială începe să crească în aceeaşi măsură. Cînd lama ajunge în poziţia AB”, simetrică 
poziției A B^, faţă de AB, energia potenţială ajunge din nou la valoarea maximă L, iar cea 
cinetică la valoarea zero, conform relației (23.91), adică toată energia cinetică s-a transformat 
în energie potențială, Lama trece apoi prin procesul de revenire la poziția AB, respectiv la 
poziţia AB” în sens invers, cu transformările corespunzătoare de energii. 

g) Perpetuum mobile, Ecuația (23,66) ne arată că valoarea inițială a energiei mecanice 
a unui sistem se conservă indefinit dacă forțele interioare sînt conservative şi dacă nu există 
forte exterioare сате să luereze asupra sistemului. Așadar, dacă imprimăm sistemului nostru о 
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SRM de energie prin intermediul unor forle exterioare, cum am făcut cu lama elastică, 
si apoi ăsăm sistemul liber, atunci miscarea va avea loc fără pierdere de energie. Vom avea 
numai transformări de energie cinetică în energie potențială şi viceversa. 


Y Această proprietate ne dă imaginea unui perpetuum mobile, adică a unui aparat care o 
dată pus în mişcare nu se mai opreşte niciodată, ci ne oferă necontenit procesul transformării 


energiei cinetice în energie potențială Şi viceversa, suma celor două feluri de energii ráminind 
constantă, | 


Experiența ne arată totuși că astfel de aparate nu există. Punctul greu A, considerat în 
exemplul 1? după prima ciocnire cu Pámintul, nu va mai urca la înălțimea 5, ci la o 
înălțime mai mică, astfel încît după cîteva căderi, el va rămîne imobil, pe Pămînt. Lama 
elastică din exemplul 2° nu va ajunge chiar in poztia AB”, simetrică poziției inițiale AB’, 


cì într-una mai apropiată de poziția AB de echilibru. După un număr oarecare de vibrații, 
lama rămîne în repaus 


„Cauzele acestei cousumări de energie sînt pe de o parte unele forțe exterioare de rezis- 
tenti, cum ar fi rezistența aerului, care nu se pot evita, iar pe de alta, unele forte interioare 
de frecare, care nu se pot cuprinde în funcția de forță —V, nefiind conservative. Atit unele, 
cit şi celelalte produc un lucru mecanic negativ, deoarece rezistenfele de orice natură ar fi 
ele dau naştere la forțe opuse vitezelor și care au tendința de a opri mișcarea. Așadar, nu 
putem aplica ecuația (23.90) sau ecuația (23.91) proceselor studiate în aplicaţiile de mai sus, 
decît în mod aproximativ. Ecuația care convine acestor procese este ecuația generală a energiei 
(23.66), la care va trebui să presupunem că în expresiile Г» si dE, intrá si lucrul mecanic 
al forţelor de rezistență. Însemnînd cu V energia potențială a sistemului (provenită din actiu- 
nea fortelor interioare conservative), cu а/0,; lucrul mecanic elementar al fortelor exterioare 
şi cu dZŷnt acela al forțelor interioare rezistente, ecuația (23.87) va deveni 


d(E--V)—dL aL ә. (23.92) 


Mărimea dL», este negativă, fiind lucrul unor rezistențe interioare. Rezultă că pentru 
ca energia mecanică a sistemului, E-+V, să se conserve va trebui să avem 


аго таго 


ехі int =? 


adică sistemul va trebui să primească un lucru mecanic pozitiv або, din afară. În dL*, va 


intra eventual si lucrul mecanic al unor forte rezistente exterioare, care evident va Н de 
asemenea negativ, așa că lucrul. mecanic pozitiv va trebui să anuleze atît lucrul mecanic al 
rezistentelor interioare cît si pe acela al rezistentelor exterioare. 


Trebuie să menționăm că în limbajul obișnuit se înțelege prin „perpetuum mobile“ 
un sistem închis care să fie capabil, nu numai de a se mișca necontenit (fără pierdere de 
energie), ci si.de a efectua în acelaşi timp un lucru mecanic util. Aceasta revine la pretenția 


ca în ecuația (23.66) atit аго, cît si аго, să fiemárimi negative, în ало fiind cuprins 
$i lucrul mecanic pe care-l efectuează sistemul in afară, însă in același timp energia E--V 
să rămînă constantă — ceea ce, evident, este imposibil. 


Istoria mecanicii aplicate este plină de încercări, dintre care unele foarte ingenioase, 
de a se construi un „perpetuum mobile“. Sforțările acestea, desi n-au putut duce la tinta 
urmărită, n-au fost totuşi complet sterile, pentru cá pe marginea lor s-au lămurit o seamă 
de fenomene mecanice. 


h) Intervenția căldurii. Imcrul mecanic al rezistentelor (frecărilor) consumind din ener- 
gia mecanică E--V are proprietatea, verificată în mod experimental, de a provoca o creştere 
a căldurii din sistemul considerat. S-a observat chiar că unei anumite cantități de energie 
mecanică pierdută prin frecări, îi corespunde totdeauna aceeaşi cantitate de căldură. Anume, 
un lucru mecanic de 426 kgf.m corespunde totdeauna unei calorii mari. Este natural deci să 
admitem o echivalare între energia mecanică pierdută si sporul de căldură, considerind căldura 
ca un nou fel de energie: energia calorică. Acest fel de a vedea a fost şi mai bine îndreptățit 
atunci cînd s-a izbutit să se transforme căldura în lucru mecanic, adică atunci спа s-a 
realizat procesul invers pe care l-am observat la transformarea energiei mecanice în căldură 
prin frecări, 
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Astfel, se poate formula o teoremă a conservării energiei chiar în cazul frecărilot,, 
deoarece acestea transformă energia consumată, în căldură, adică într-un nou fel de energie, 
Ecuatia (23,92) în care am considerat numai forțele apar(inind unul sistem închis, ar deveni 


AE4+V 4- W)=0, (23,93) 


unde am însemnat cu dW energia calorică produsă ptin lucrul mecanic negativ dLp, al rezis- 


tenfelor interioare 

а= —dLp, 
1n ecuaţia (23.93) se înţelege că am transformat căldura provenită din frecări în lucru mecanice, 
prin raportul de 426 kgf-m la 1 calorie mare, Mărimea E-4+V+W se numește energia lolald 


a sistemului. 


Introducerea energiei calorice 
o teoremă de conservare а energiei, 
forța de frecare; căci ecuaţia (23.93 
teoreme, 

O dată cu stabilirea acestei ecuaţii generale se pune din nou problema realizării unei 
mişcări perpetue. Dacă energia totală a unui sistem închis rămîne necontenit constantă, 
suferind doar transformări între cele trei feluri de energii (cinetică, potențială şi calorică), 
atunci „perpetuum mobile" ur putea fi realizat cu un astfel de sistem. Experiența me arată însă 
că energia calorică generată prin frecări nu poate fi retransformată în energie mecanică, 
decit cu pierderi de energie. Procesul nu este reversibil. Energia calorică este deci, din acest 
punct de vedere, o energie de grad inferior, încît trecerea de la energia mecanică la cea 


calorică se face prin degradare. 

Aşadar, imposibilitatea construirii unui perpetuum mobile se bazează pe două teoreme 
de natură experimentală: s 

Nici um proces mecanic mu poate avea loc fără vezistenfe (frecări). 

Energia calorică provenită din frecări nu se poate retransforma în energie mecanică fără 
pierderi de energie. ? 

i) Observaţii istorice. Nomenclatura. "Teorema conservării energiei a fost enunțată încă 
ăe acum două secole de către genialul savant rus M. V. Lomonosov (1711— 1765), așa cum 
s-a arătat la studiul energiei punctului material în mișcare; problema a fost reluată de 
numeroşi savanți din multe țări ale lumii. : 

Mai tîrziu, Iulius Robert Mayer (1814—1878) a afirmat, bazat pe considerații fizice, 
că energia mecanică consumată de rezistențe se regăsește sub formă de căldură (1842). Un 
an după aceea (în 1843), fizicianul James Prescott Joule (1818—1889) determină echivalentul 
mecanic al căldurii (426 kgf m). 

Apoi, H. v. Helmholtz (1821—1894) a enunțat princ ipiul conservării 
energiei sub forma: energia totală a unui sistem este constantă, dacă lucrul mecanic al 
forțelor exterioare, care lucrează asupra sistemului, este mul tot timpul. Se înțelege aici prin 
energia totală nu numai energia mecanică, adică suma dintre energia cinetică şi cea potenţială, 
ci şi energia calorică, electrică etc., în care se poate transforma energia mecanică. 

Teorema conservării energiei a luat cu timpul amploarea unui principiu de bază al 
fizicii: principiul conservării și transformării energiei; el poate îi 
apropiat de un alt principiu care stă la baza științelor naturii: principiul conservării 
impulsului, 

Revenind la teorema energiei, vom încheia acest capitol cu unele chestiuni privind 
nomenclatura aferentă, 

Mărimea У^ se găseşte denumită citeodatá forja vie a sistemului, aşa iucit energia 
cinetică poate fi socotită drept jumătate din forţa vie. Potrivit acestei numiri, teorema 
energiei а mai fost denumită și teorema forței vii sau teorema forțelor vii. Numele de „forță vie” 

(vis viva) a fost introdus prima oară în mecanică de Leibniz (1646— 1716) iu anul 1695. 

Numele de „energie cinetică“ a apărut mult mai tirziu în literatură W. Thomson, 
Rankine şi Umov l-au propus după 1850, iar lumea ştiinţifică l-a adoptat aproape pretu 
tindeni — poate și din cauză că numele de „forţă vie" dat unei mărimi scalure (avind o 
dimensiune diferită de aceea a forţei) era cu totul nepotrivit 


în considerațiile noastre ne permite deci să enunfám 
chiar în cazul cînd în procesul mecanic ar interveni şi 
) nu este altceva decit formularea matematică a acestei 


в arcen 


RE» 


ЁН 


a 


ii "е 
Шаш 
alorica) 
tată insi 
Mecanică 
din acest 
СА la œa 


i teoreme 


amică fără 


nțată încă 
|, așa cum 
reluată de 


atii fizice, 
(1842). Un 
chiv alentul 


DINAMICA SISTEMELOR DE PUNCTE 


MATERIALE 557 


Numele de lucru (travail) în sensul а 
А ava 1 sens e lucru mecanic ве găs "prima oară le 

(1755 — 1839) îu anul 1835, care îl aplică mai cu seamă la rele erei л 
extinde noțiunea de lucru mecanic şi la alte forte х o tinea а аА 

Numele de «funcție de forță» apate în lucră н 

; б [ or} a crările lui А - i 1 
potențială se găsește în lucrările lui Green (1793-1841). ден тобы без Шш! 
înainte de Laplace (1749 —1827) si de Lagrange (1736—1813) е 

Helmholtz schimbă semnul func 
noţiunea de „energie totală“, 


k) Teorema energiei față de centrul maselor 
mula lui Koenig (23.65) 


еі de forță U, introducind energia potențială V sí 
(centrul de greutate). Să reluăm acum for- 


к= l. MEME, 


wl = 


саге leagă energia cinetică E a unui sistem de puncte materiale în mișcarea sa absolută (față 
de ux triedru de axe fixe), de energia cinetică Ee а aceluiași sistem de puncte în mişcarea sa 


față de un triedru mobil de axe, care are o mișcare de translație şi originea situată în centrul 
maselor sistemului. 


Diferenfiind relația (23.65), obţinem 
dE — Medi dE,. (23.94) 


Această expresie a lui dE o introducem în ecuația dată de teorema energiei, pe care o punem 
sub forma 
n 


dE— Y F; dr. (23.95) 


j—1 


Am notat de data aceasta cu F; rezultanta tuturor forțelor, atit exterioare cît şi interioare, 


care lucrează asupra punctului 4;, spre deosebire de notaţiile anterioare, unde F; înseinna 
rezultanta numai a forțelor exterioare care acționează asupra punctului А;. Obtinem astfel 


n 
Mg dg 4 dE,— V, F; dr. (23.96) 


і=1 
În această formulă vom face înlocuirile evidente 
dg—9d/, dri=dprăr'i, 


unde 5" înseamnă vectorul de poziţie al punctului A; față de triedrul mobil de axe, avînd 
originea în centrul C al maselor sistemului. Cu aceste înlocuiri relația precedentă devine 


n n 
Mọ p di+dEc=d6 У Fit У Fidri. 


#=1 [=1 


Însă teorema mişcării centrului de greutate dă 
cr n T 
мр= YF, 
і=1 


astfel cá relația precedentă se reduce la 


п 
dE,— YR dr. (23.97) 
i21 


al acestei relaţii reprezintă lucrul mecanic elementar 


servind că membrul al doilea i mec > : 
QDMEYInd: aA me s rloare, in mişcarea sistemului faţă de triedrul cu 


al tuturor forţelor, atit exterioare cât și inte 
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originea în C si cu axele paralele 1а cele fixe, putem spune cá teorema energiei își păstrează 
forma și Јаја de un iricdyu. mobil avînd o mişcare de translatie si avînd necontenit originea 
în centrul maselor sistemului, 

$ 12. Teoremele generale. Considoruţii roenpitulativo, Am văzut că mișcarea unui 
sistem de puncte materiale conduce la trei /eoreme generale, care pot să ne procure unele 
integrale ale ecuaţiilor de mișcare, Aceste trei teoreme generale sint: teorema impulsului, 
icorema momentului cinetic și teorema energiei, Concentriud primele două teoreme în teorema 
torsorului, ele capătă expresiile următoare 


À с «CIEN =ош 
О 


unde am notat С (H), “С (I) torsorul sistemului (Й), respectiv (X) de vectori, Ecuația (23.98) 
cuprinde, după cum se ştie, cele două teoreme, a impulsului şi u momentului cinetic, adică 


n n it D. CUL Ж 
H= f Fi, K2 Л. 
i=l i=i 


'Teoremele generale sînt valabile presupunind mișcarea raportată la un sistem de axe 
fixe Oxyz. Dacă axele ar fi mobile, se înțelege cá teoremele ar căpăta alte forme. O excepţie 
o fac totuşi axele mobile cu originea în centrul C de greutate și cu aceleași direcții (triedrul 
Схуз), față de care teoremele generale prezintă tot forma de mai sus, afară de prima. 
într-adevăr, am demonstrat că în acest caz teoremele exprimate prin (23.101) şi (23.99) iau 
respectiv formele 


ак п T n 
xn 8 aye Y Fuori 


În ceea ce priveşte prima teoremă, ea nu are sens їп mișcarea față de triedrul Cxyz, deoarece 
impulsul total H’ faţă de acest triedru este nul. Într-adevăr, avem 


(m п E d п i 
H = Ù mr= miri=0, 
» ifi di Y М] 


і=1 


În schimb, teorema întîia ia o altă formă, după cum am văzut, in legătură cu centrul maselor 
şi anume 
n 
Mg- Y 
1 


adică teorema mişcării centrului maselor sau teorema mișcării centrului de greutate. 

Gruparea leoremelor generale. Teoremele generale referitoare la mişcarea sistemelor 
de puncte materiale se grupează în două categorii: 

Prima categorie cuprinde teorema impulsului și teorema momentelor cinetice, fiecare fiind 
exprimată printr-o relație vectorială între elemente cinematice si forțe, relaţii în care nu întră 
decît forțele exterioare. i 

A doua categorie — teorema energiei — se exprimă printr-o relație scalară între elementele 
cinematice şi forțe. Forma generală a teoremei energiei cuprinde si forțele interioare, сате lucrează 
asupra sistemului. 

Trebuie să mai observăm că teorema torsorului, avînd două componente vectoriale, 
poate da şase integrale. Teorema energiei, redusă la o singură ecuaţie scalară, nu ne poate da 
decit o singură integrală. 

Mai observăm încă dispariția forțelor interioare din teorema torsorului, ceea ce con- 
stituie, de cele mai multe ori, un mare avantaj pentru soluționarea problemei, chiar în cazul 
cînd teorema torsorului nu poate da imediat nici o integrală, deoarece de cele mai multe ori 
forţele interioare sînt necunoscute, Prin urmare, ecuaţia torsorului cu cele şase componente 
scalare ale sale, reprezintă şase relaţii scalare între elementele mişcării, iu care nu apar forţele 
interioare, Din punctul acesta de vedere, teorema torsorului are, în practica problemelor, 
o foarte mare utilitate, 

Cele trei teoreme sub forma lor сеа mai generală, feorema impulsului, 
(ului cinetic și teorema energiei se mal numesc vi шшще зпоға їе sgui universale alc 


teorema тот 


E e Heo ы 


мБ 
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. XXIV. GENERALITĂȚI, TEOREME GENERALE 


$ 1. Mediu material continuu, Cînd ne-am ocupat de studiul sistemelor 
de puncte materiale am făcut observaţia că teoremele obținute sînt valabile 
pentru orice număr de puncte, precum și pentru cazul cînd acest număr tinde 
la infinit. Conceptul de mediu continuu pretinde o astfel de extindere, 
întrucît un atare mediu umple complet o porțiune din spațiu, în sensul că 
în acea porțiune orice punct geometric este sediul unei mase. Trecerea de la un 
mediu continuu la un sistem discret de puncte se face cu ajutorul unei 
divizări a mediului în volume numeroase şi mici, care la limită tind spre zero 
şi care înainte de a ajunge Ја limită ar putea fi asimilate cu puncte materiale. 

Noţiunea de mediu continuu este o abstracţie, căci structura materiei 
este corpusculară (molecule, atomi etc.). 

Cercetarea mai adîncă a acestui fel de a prezenta materia aparține 
fizicii „propriu-zise. În mecanica clasică, de care ne ocupăm aici, presu- 
punem că materia se prezintă sub forma unui continuum, deşi uneori recurgem 
la noțiunea de punct material, noțiune care decurge din cele admise pentru 
mediul material continuu, printr-un proces la limită. 

În general, vom admite că mediul material este susceptibil de a se 
deforma cu timpul. Vom înțelege prin aceasta că atît forma cît şi volumul 
domeniului D ocupat de materie se pot schimba; însăşi dispoziția interioară 
a punctelor materiale din care este alcátuit un corp se poate schimba cu 
timpul. Vom admite însă cá masa totală a corpului mu se schimbă, este 
invariabilá. 

Să notăm cu dz un volum (conținut in D) de dimensiuni mici — o 
variație — avînd proprietatea cá el poate deveni oricît de mic voim. 
Vom spune că dr este un element de volum din D şi că el poate tinde 

către zero. - - — 4 ч 

Notind cu dm masa materiei conținută în volumul ат, vom putea serie 
deci 

lim == (24.1) 
qe 
v. fiind un număr finit si reprezentînd densitatea sau masa specifică а corpului, 
în locul considerat. Relaţia (24.1), pusă sub forma 


ат= ит. (24.9) 


| 
| 
| 
| 
1 
| 
| 
|| 
| 
н 
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poate fi interpretată în sensul că masa din volumul dr este omogenă, adică 
are aceeași densitate in toate punctele volumului dc, ceea ce este admisibil, 
dacă se presupune volumul elementar dr suficient de mic. 


Cu ajutorul formulei (24.2) care dă masa materiei conținută într-un ele- 
ment de volum dz, vom deduce masa totalá M a corpului considerat, fácind 
suma tuturor maselor elementare dm ale tuturor volumelor dr cu care am 
putea acoperi tot domeniul D 


M=dăim= abudi. 


În această formulă, suma у) se extinde la toate elementele de volum 
d= care alcătuiesc domeniul D; ea este propriu-zis o integrală. 

Corp deformabil. Solid rigid. Principiul invariabilității masei, pe care 
l-am admis in mecanica newtoniană, exprimă cá M rămîne constant tot 
timpul; aşadar, mecanica newtoniană exclude procesele care, aplicate asupra 
unui corp, i-ar putea modifica masal. 


Corpul are însă posibilitatea de a-și modifica forma, volumul si chiar 
distribuția densității; într-un astfel de caz, mediul material considerat, 
sau corpul, se numește deformabil. 


În cazul cînd corpul nu-și poate schimba nici forma, nici volumul, 
nici distribuția interioară a densităţii, el poartă numele de corp (mediu 
material) nedeformabil sau solid rigid. Raportate la un sistem de axe fixe, 
punctele materiale alcătuind solidul rigid nu pot avea alte mișcări în afară 
de acelea determinate de o succesiune de rototranslaţii instantanee. 

Aşadar, sistemul de puncte materiale cu care este asimilat solidul 
rigid, este un sistem nedeformabil. Punctele materiale care-l alcătuiesc sint 
supuse condiției geometrice de a-şi păstra neschimbată mărimea distanţei 
dintre ele. Ele sînt supuse deci unor legături care se pot exprima în mod 
analitic prin egalitáti de forma 


dist A14 4—r 1j, (24.3) 


dacă notăm cu A;, A; două puncte oarecare ale sistemului şi cu r;; о con- 
stantă pozitivă, proprie perechii de puncte considerate. 

Un sistem nedeformabil de puncte are 6 grade de libertate, oricare 
ar fi numărul punctelor ce alcătuiesc sistemul. Deducem că şi la limită 
(pentru 150) numărul gradelor de libertate se menfine, astfel incit solidu! 
rigid are 6 grade de libertate. 

Fizica considerá si alte solide in afará de cele rigide, anume solidele 
Puțin deformabile, cum ar fi solidele elastice sau chiar plastice. Cu studiul 
acestora din urmă se ocupă ramuri speciale ale mecanicii (elasticitatea 
plasticitatea ete.). 


1 Această îngrădire din mecanica newtoniană dispare în mecanica relativității uude 


masa apare ca o mărime variabilă, 


| 


A рр (fO r^» A. m 


AH a 


—SENERALITATI. TRONEME GENERALA i 
Ne vom ocupa aici exclusiv de solidul rigid si 
vom conveni a întrebuința termenul solid" în sar 
curentă, adică de „solid rigid", dacă nu este nic 
dăunătoare, ЗЭ 


pentru simplificare, 
sensul său din vorbirea 
t un pericol de confuzie 


Noțiunea de „solid rigid“ oste o abstracție, Realitatea fizică ne arat 
la anumite forțe exterioare se deformează, Cum însă foarte ade 
cu alte cuvinte neglijabile la scara valorilor curente 


plică, de obicei, în mod sensibil cale 


й că un corp supita 
sea deformatiile atnt mici, 
9l cum prezenţa acestor deformari com 


ulele, s-a recurs la ncenată i 
M ‚< : castă abstracție care eate în stare să ne 
reprezinte în multe cazuri, fenomenul mecanic cu o aproximație satistăcătoare, Totuşi, trebuie 


menționat că ne putem aştepta la contradicții, dacă menţinem tot timpul noțiunea de corp 
rigid cu toate consecințele ei. Acolo unde va apărea о contradicție vom renunța la рубу: 
abstracție simplificatoare Şi vom face apel la o altă noțiune cate să corespundă mai bine 
realității. Aşa se intimplà, de ез ; Pentru calculul reacțiunilor în cazurile 


i S \ xemplu iu tehnicá 
static nedeterminate, în unele probleme de frecare sau în unele probleme privind ciocnirea 
corpurilor, 


С22 


2. T'eoremele generale. Solidul liber, 
grade de libertate, ceea ce înseamnă că poziția sa depinde de șase para- 
metri scalari, independenți între ei. Ar fi suficiente deci șase relații scalare 
distincte între aceşti parametri pentru determinarea lor. Cele şase relaţii 
pot fi procurate de teorema torsorului, care poate fi descompusă în teorema 
impulsului şi teorema momentului cinetic. 

Să formulăm teorema torsorului $i teorema energiei în cazul special al 
solidului. În acest scop vom introduce noțiunile de impuls, moment cinetic, 
energie cinetică, lucru mecanic etc., de care vom avea nevoie, dindu-le 
forma corespunzătoare. 


a) Impulsul total. Impulsul total H se defineşte prin relația 


H= Xvdm (24.4) 


după cum s-a spus, are șase 


unde am însemnat cu dm masa elementară a materiei conținute în volumul 
d7 şi cu v viteza unuia dintre punctele volumului ат (in general vom lua 
centrul de greutate al masei din acest volum, masa fiind considerată €: 
gená) fatá de un triedru fix Тү(==О,хуууз)). Însă viteza d a unui punc ж 
avînd vectorul de poziţie 7 față de un triedru Т (Oxyz), solidar legat cu 
solidul, are expresia 


Ho - -= [ОД 5 
v=v tHo ХУ (24.5) 


y, î ă i i viteza originii О a triedrului 
unde vo înseamnă vectorul translație, deci vit g 


mobil T, iar œ vectorul rotație (viteza unghiulară instantanee à or 
drului mobil О), deci un vector care trece prin О. Formula (24.4) devine astfe 
, 


Tl. = = My ә, NI 
H=voSdm-toX Хут. (24.6 
( asă alcătuind corpul con- 
x roate elementele dm de masă alcă co 
z se referă la toate ele $0] A A zitie al cen- 
rain e nota си M masa corpului şi cu ey vectorul de poziţie < 


-ii formula (24.6) va deveni 
trului maselor, Cu aceste notații formula (24,6) v: 


оа 7) 
H=Mvot+MaX e: (24.7 


36 — Mecanica teoretică 
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i a is i is 


Ea poate fi interpretată iu felul următor, dacă notăm cu о, viteza centrului 


C al maselor: impulsul total Н al umi solid este egal cu impulsul Mv, al 
centrului C al maselor, în care ar fi concentrată masa M a solidului, deoarece 
conform formulei (24.5) viteza centrului C al maselor are expresia 


v sy GB (24.8) 

Totodată, momentul cinetic K, al solidului în mişcarea sa față de triedrul 
fix T, (luat faţă de originea fixă Оз) este dat de expresia 

K=% (0,47) x vm (24.9) 

unde Te înseamnă vectorul de poziție al originii mobile О faţă de triedrul fix Tı. 

Înlocuind în expresia lui K, pe ? prin expresia sa (24.5) vom avea 

K,—r x Mute x Мо, trax (Mox р) БУ x dm(o x). (24.10) 


Dacă finem seama de expresia (24.8) a vitezei v, a centrului maselor, 
vom putea scrie formula (24.9) sub forma 


K= X Mvc4-o x Мо,-ЕЎу хто x 7). (24.10) 
Ultimul termen din expresiile momentului cinetic K, va putea fi pus sub 


o formă mai simplă cu ajutorul noțiunii de moment de inerție. 
b) Energia cinetică. Lucru mecanic. Energia cinetică E, egală în valoare cu 


E= Урт, 


suma fiind extinsă la tot spațiul ocupat de solid, іа о formă caracteristică 
dacă înlocuim pe ? prin expresia sa (24.5). Vom avea 


E= Soto x7)*àn. 


Dezvoltînd pătratul binomului din dreapta şi făcînd sumele indicate 
vom obține 


I e 2 ARE că E 
E=5 [Mv$4-2M (vo, о, p)+ ZX(ox 7) 2а]. (24.11) 


Ultimul termen din dreapta va fi transformat cu ajutorul noțiunii 
de moment de inerție. 
Lucru mecanic elementar dL al forțelor F care acţionează asupra soli- 
dului are expresia 
Pa € о 
а= Уат (24.12) 
попа си dr,, variația vectorului de poziţie r, al punctului de aplicație 
al forţei Fi, față de triedrul fix Т,. Suma У se extinde la toate punctele 
solidului care sînt puncte de aplicaţie ale forţelor F. 


Oore ирта ctm 
mid i ——À 


Oare ст 
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Deplasar i "UR 
p'asarea unui atare punct în intervalul de timp d£ va fi egală cu 
dr,— vd (24.13) 
dacă insemnám, cum am făcut $i mai sus, cti y 


drul fix Ту. Această viteză v are expresia da 
avea 


viteza punctului faţă de trie- 
tă de (24.5), astfel încît vom 
d7,— (v,-I-o x 7)dt. 


Înlocuind acum pe d7, din (24.12 


S n : ) prin această valoare si făcînd sume 
indicate, vom obţine 9 nd sumele 


dL= [v EF-- (x Fa. 
Observám cá produsul mixt (o x7)F care apare în dreapta mai poate 


fi pus si sub forma w(rxF); prin urmare, formula precedentă devine 


dL— (vR o. /f)dt, (24.14) 


dacă @ si Jl reprezintă cele două componente vectoriale ale torsorului în O 
al sistemului de forte (F) aplicate solidului, adică dacă @ este vectorul 


rezultant, iar M vectorul moment rezultant al sistemului de forte (F) con- 
siderat fatá de originea mobilá O. 


c) Relaţia dintre energia cinetică E și momentul cinetic Кү. În cazul 
corpului 'solid există o relație simplă între energia cinetică E şi momentul 
cinetic K, față de triedrul fix T}, relație care este adesea utilă. În acest 


scop, vom face produsul scalar Kw între momentul cinetic K, şi vectorul 
viteză unghiulară о, servindu-ne de expresia (24.9) a momentului cinetic. 


Avem, astfel 
Күш= Xo[(ry4-7) xv]dm-—M(o, 7o, v;)H- E(o, v, dm (24.15) 


unde am însemnat ca mai sus ct v, viteza centrului maselor dată de (24.8). 
Pe de altă parte, avem 

Zlo, 7, v)dm— X [o, 7, (vote x7)]dm-M (o, р, 00) += (© x r)*dm. 
Înlocuind această expresie în (24.15) şi tinind seama de expresia (24.11) 
a energiei cinetice Е vom putea scrie 


Ko =Myc(— 99 +0 X70)+2E, (24.16) 


adică relația căutată. În cazul special cînd solidul are unul dintre puncte 


imobilizat (solidul cu un punct fix) formula (24.16) se simplifică simțitor. 
Într-adevăr putem presupune că punctul fix este chiar originea O pe care 
; 


o putem lua în O,, astfel încît, făcînd ro=V0=0, relația (24.16) devine 


Күш=2Е. (24.17) 
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d) Teorema impulsului, Dacă inlocuim în expresia generală a teoremei 
impulsului 


Й 


şi pe M prin valoarea sa (24.7), obţinem 


Мо,=@ (24.18) 
sau 


M [s--6 X g--0 x (ш x )]= 2 (24.19) 


unde am notat cu a, accelerația originii mobile O. Relaţia (24.19) este forma 
teoremei impulsului pentru mișcarea unui solid; ea pune în evidență cei 
doi parametri cinematici vp, o ai rototranslației instantanee а solidului, 
în legătura lor cu forțele care acționează asupra solidului, În cazul cînd 
originea mobilă O ar fi luată chiar în centrul C al maselor solidului, relația 
(24.19) se reduce la 

May, (24.20) 
deoarece p trebuie luat egal cu zero. Această relație este expresia teoremei 
mişcării: centrului maselor siluat în originea mobilă O (mișcarea centrului 


maselor). 
e) Teorema momentului cinetic, Din expresia (24.10 a momentului 


cinetic Кү deducem prin derivare în raport cu timpul, față de triedrul [кк 
K =M, X V rx М-М (ф хр) X tt Mp Xat 
4r Dor am(o х?)], (24.21) 
dacá observám cá avem Я 
р=0 Хр. 
Ре de altă parte, vectorul moment M al sistemului de forțe (F) apli- 
cate solidului, față de punctul fix О, are valoarea 
= ЛАХ Ф, (24.29) 
dacă JI este vectorul moment al aceluiași sistem de forțe (F) faţă de originea 
mobilă О. Expresia teoremei momentului cinetic se va obţine egalînd expre- 
sia (24.21) a lui K, cu expresia (24.22) a lui Il. "Pinînd seama și de valoarea 
lui R din (24.19) si făcînd apoi unele reduceri evidente, teorema momentului 
cinetic va lua forma 


Мех doar [Уй x7)) Jt (24.23) 


unde derivata 4 din partea stîngă trebuie luată faţă de triedrul fix T. 
Efectuind această derivată, relaţia precedentă se mai poate serie 


M Xgs-- Xy X dmo x ?)--Yy x ато x (9x 7)] =. (24.24) 


9. A 


ai solidului, cu forțele F care 


dului, relația (24.23), în 
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Acea а теё ți vect ria d | ара А t 1 
^ Is] rel луле 19) 1; еа Be а 51 ) | 0 
сееа51 araąametri cinema ici v 0) 
x fioneazá a S 1 1 19 те a 
АС 9 Supra : olidului (m $Scarea í Ji 
cind se confundă cu centrul maselor (9: al soli- 


"are va trebui, să facem p=0, devine | 


În cazul particular, 


d =- та LE 
"dr X Xx dm(o хе) =. 7. 


Sub această formă se obține teor 
maselor (mișcarea proprie). 

Este important de observat că formulele 
irului maselor și (24.24) 
corpului rigid. 


ema momentului cinetic faţă de centrul 


it că (24.20) care dă mişcarea cen- 
care dă mișcarea proprie, definesc complet mişcarea 


f) Teorema energiei. Vom pune teorema energiei sub forma 


E=$Fo (24.25) 


unde am însemnat cu F orice forță (interioară sau exterioară) acfionind 
asupra solidului și cu v viteza punctului ei de aplicaţie. 


Înlocuind în (24.25) expresia din dreapta prin v/-l-o./[, aşa cum 
reiese din (24.14) avem 


E= ROM, (24.26) 


formă la care se reduce teorema energiei în cazul solidului. Se vede că ea 
ne procură o relație scalară între parametrii cinematici vo, œ ai sohdului, 
de o parte și fortele F care acționează asupra solidului, de altă parte. 


XXV. MOMENTE DE INERTIE 
A. DEFINIȚII . PROPRIETĂȚI 


$ 1. Generalități. Să considerăm un sistem (4) de n puncte mate- 
riale А; (1—1, 2, ..., n), fiecare punct А; avînd masa mu şi să notăm cu 9; 
distanța punctului 4; la o anumită axă A. Vom numi moment de inerte 
al sistemului (А) față de dreapta A suma Ja dată prin formula 


maS mið; . (25.1) 

iz 
Dacă raportăm sistemul de puncte materiale (A) la un sistem de axe Oxyz triorto- 
gonale, expresiile de forma А 
5 у} zi mi (23.2 
i și pozitive, se numesc momente. Ordinul momentului 


în care, n, p, q sînt numere întreg 
dat de expresia (25.2) este м-р 17: 
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Dintre aceste momente, sint intilnite în aplicații următoarele; 
a) Momentul de ordinul zero 


Em, =M (25.3) 
este chiar masa totală a sistemului. 
b) Momentele de ordinul întti 


Ута, Ўтщу Emz (25.4) 
reprezintă momentele statice. 
с) Momentele de ordinul al doilea ' 


Dmi Wte) D m (Hr) У m (22472); 
У ту; У mquxg È muy z 
D mixi; У my}; У mg; 050 


Ут (у) 


se numesc momente de inertie. Ideea „momentelor de inerție“ a avut-o pentru prima dată 
Euler. 


Momentele de inertie sint elemente geometrice care caracterizeazá 
un sistem de puncte materiale din punct de vedere al răspîndirii masei. 
Ele reprezintă inerția rigidelor în mișcarea lor de rotație. 


Dimensional, momentul de inerție / se exprimă prin relația 


[LJ] ML? 
E În mecanică se folosește noțiunea de moment de inertie aproape exclusiv pentru sis- 
teme nedeformabile de puncte, mai cu seamă pentru corpuri solide. Din aceste motive în 


tratatele de mecanică se consideră, de obicei, numai momentele de inerție ale solidelor. 

Un studiu al momentelor de inerție privind sistemele deformabile nu ar diferi aproape de 
loc de studiul momentelor de inerție al sistemelor rigide. Atît timp cît sistemul deformabil (А) 
de puncte materiale este imobilizat, el poate fi tratat ca un sistem nedeformabil. Diferența 
dintre ele, pentru studiul momentelor de inerție, începe abia atunci cînd sistemul deformabil 
se deplasează după legi mai complicate decît legile simple ale deplasării rigidului. 

Din această cauză putem spune că dezvoltările care urmează sînt valabile şi pentru 
cazul general al sistemului: (А) deformabil. 


Corpul solid, putînd fi considerat ca limita unui sistem de puncte 
materiale al căror număr tinde la infinit, rezultă că limita către care tinde n 
definit de relația (25.1) se numeşte momentul de inerție al solidului față 


de axa A. Е х 
în cazul cînd sistemul de puncte materiale formează un mediu con- 


tinuu, cum este cazul corpului solid, expresia din membrul al doilea al 
| relației (25.1) se transformă într-o integrală 
| /„={8°йт, (25.6) 


în care 8 este distanța la axa A a elementului de masă йт. 


A ; А ^ €i cantrituae. Momen- 
& 2. Momente de inerție planare, axiale, polare si eentrifuge. Mome 


s „1 „+ je 
inerti sist e te eriale se mai numesc $1 moment 
tele de inerție ale sistemelor de puncte mater 35 5) după 


de inertie mecanice, Acestea capătă denumiri si expresii diterite | J ng 
í i Á ră ` y Yu апе 
cum sistemul de referință este un plan, о axă, un punct sau doua | 


ie e уу! 


053 


là dată 


lzeazi 
masei, 


ntru sis 
jotive în 
solidelor, 
proape de 
mabil (4) 
Diferența 
eformabil 


ci pentrü 
Da 


punc 
tinde Jy 

* fal 
ийй Jo 


MOMENTE DE INERTIE 
I ce cade СЕЕ 
Considerăm un sistem (А) de n 
4 > puncte 4; (i=1 
oarecare A; al sistemului de masă m; este erau ui apu г 
triortogonal Oxyz prin vectorul lui de poziţie 74, ale cărui proiecţii i: 
triedrului sint лу, yi, z; (fig. 25.1). : DEBIT SS 
е 3 Bids AR) reprezintă distanța de la punctul A,(ji— 
21, 2 mului a un plan i mári initá 
prin relația (25.1) se numește moment d ven tdg. шга J, definită 
jie planar. 
În cazul sistemului din fig. 25.1 


А à mo- 
mentele de inerție planare sînt 
n n 
2 
Љо У, Tix, Jzoz—Y, my, 
i= peri 
z 25.7 
Jaoy Y mz. (78,7) 


par 
Dacá masele sint distribuite in mod con- 
tinuu, cum este in cazul corpului solid, su- 


mele din aceste expresii devin integrale, ex- Fig. 25.1 
tinse la intregul volum ocupat de mase 


Јуог={ хат, Jz0z— | y*àm, Joy M*dm. (25.8) 


Dacă 3; din formula (25.1) este distanța de la punctul A; la axa A, 


momentul de inerție Ja definit de relația (25.1) se numeşte moment de iner- 
Ие axial. 


Momentele de inertie axiale ale sistemului considerat sint 


n п n i 
Ја = Ую (9:28), Jyy= Y mi (84-28), Ja Y m (+y). (25.9) 
і=1 iz i= 


În cazul corpurilor solide şi, în general, al maselor distribuite în mod 
continuu avem 


Jas Voted, Ју etim, Ја fet yam. (25.10) 


Momentul de inerție față de o axă A trebuie să se noteze, în mod corect, 
cu Јад. Pentru simplificare, în majoritatea lucrărilor se notează cu Ja- 
n consecință se serie Jz în loc de Jzz, Jy în loc ае Jyy, / în loc de Ја. 

Dacă 3, din formula (25.1) este distanța de la punctul A; la un punct o. 
momentul de inerție Jọ se numește moment de inerție polar, iar Чире "a 
numele de pol. Momentul de inerție polar al sistemului considerat față de 
originea O are expresia 


Ju Yi m(t yt4-a). (25.11) 
і 


În cazul corpurilor solide sau al maselor distribuite în mod continuu, 
momentul de inerție polar este о integrală 


Ja idm jr yt) dm, (25.12) 


| 
| 
1 
} 
| 
id 
5 


f 
| 
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În afară de expresiile de forma (25.1), în aplicaţiile tehnice se întâl- 
nesc și expresii de forma 


п n n 
Ј = У туд, Ja Ута, Jay У тун, (25.13) 
î=i i=i 


i=i 


denumite momente de inerție centrifuge sau, simplu, momente centrifuge 
(produse de inerție), adică suma produselor maselor prin distanțele respec- 
tive la două plane. 


În cazul corpurilor solide sau al maselor continue, momentele de 
inerție centrifuge devin 


Jy, — | уг dm, Ja-jzxdm, Јьу={ ху dm. (25.14) 

În notația momentelor de inerție centrifuge, dacă este necesar, se 
poate interverti ordinea indicilor, adică putem scrie / ту= J yz etc. 

În tehnică, foarte deseori acestea au formă complicată, astfel încît 

efectuarea integralelor precedente devine dificilă. În această situație se 


determină valoarea aproximativă a momentului de inerție, folosind dife- 
rite metode!. 


$ 3. Relaţii între momentele de inertie. Între cele patru feluri de 
momente de inerție există următoarele relații: 


a) Momentul de inerție polar este egal cu semisuma momentelor de inertie 
axiale în vapori cu axele unui triedru triortogonal care are originea în polul 
considerat. 

Într-adevăr, din formulele (25.9) şi (25.11) deducem 

ГА 


Jo Erm (02) H- Xm (2-0) Em (6-921, 
adicá 


doce Tov ГУ (25.15) 


b) Momentul de inertie polar este egal cu suma. dintre momentele de 
inertie în raport си ип plan şi o axă normală la acel plan, în polul considerat 


Aceasta rezultă în mod simplu din formulele (25.7), (25.9) şi (25.11). 


Jo=Lmi ущ (iz). Јо= Јо Jaz- (25.16) 
c) Momentul de inertie polar este egal cu suma momentelor de inertie 
în raport cu Planele unui iriedru trioriogonal cu originea in polul considerat. 


Descompunînd suma din membrul al doilea al expresiei (25.11), rezultă 
suma celor trei momente de inerție planare (25.7) 


J'o Jaoy-- J voz- Jzor: (25.17) 


d) Momentul de iner[ie axial este egal cu suma momentelor de inerție 
în raport cu două plane care se intersectează rectangular după acea axă. 


1 A se vedea „Momente de inerție“ de О. Dragnea, Ба. Tehnică Bucureşti, 1988. 


m» 


з з 


de 
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Din formulele (25.7) si (25.9) rezultá 
Jas Јо. Jaoy, Ју Jaoy-- Jo, (25.18) 


e) Suma momentelor de îmerție în va 


| 7 port cu două axe ale unm triedru 
iriortogonal este mai mare sau cel puţin egală cu momentul de inerție în raport 
cu cea de-a treia axă а triedrulus. 


Sumind primele două relații (25.18) 


bfinem Şi jinind seamă si de a treia 
о 


Jas Ju 2] 20y4- Jz (25.19) 
Jas Juy> Jaz: (25.20) 


и f) În cazul maselor repartizate într-un plan, suma momentelor de inertie 
în raport cu două axe rectangulare din plan este egală cu momentul de inertie 
în vapori cu punctul de intersecție al acestor axe. 


Dacă masele sînt repartizate într-un plan, cum este de exemplu cazul 


unei plăci subțiri, al unei table etc., considerînd acest plan ca planul хОу, 
momentul de inerție / хоу în raport cu el este nul şi expresia (25.19) devine 


Jaz- Ју. Јо (25.21) 


în саге /0= Jzz: Pentru /,„= Jo formula (25.21) poate Н dedusă si йіп (25.19). 
g) Dublul momentului de inerție în raport cu un plan este egal cu suma 
momentelor de inertie în raport cu axele unui triedru triortogonal care deter- 
mind acel plan din care se scade momentul de inerție în raport cu axa 
normală la plan. 
Această proprietate rezultă din (25.19) 


2]20y—J za Juv —J zz- (25.22) 


h) Momentul de inertie centrifug este egal си semüdiferenia momen- 
telor de inertie față de planele bisectoare respective. LT 

Pentru a arăta cá momentele centrifuge pot fi înlocuite prin momente 
de inertie planare, considerám planele bisectoare II, si П, ale diedrelor 
formate de planele xOz si yOz şi notăm cu d; si dip distanțele la aceste plane 
ale unui punct de masă m; şi de coordonate x;, yi, 21. 

Din expresiile acestor distanțe 


Rezultă deci 


жуд? (аи)? 
а, а 


deducem 


Momentul de inerție centrifug este 
Joy yman 3 Гута) — Nmd], 
adicá 
Јау== Y (J1, — 7n). (25.23) 


i 
| 
| 
| 
| 
| 
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i) Momentele” de iner[ie о polare și centrifuge pot fi exprimate 
prin momente de inerție axiale, 

Această din urmă proprietate, care este o consecință a formulelor 
(25.15), (25.22) si (25,23) ne arată că studiind momentele de inerție axiale 
studiem, în mod implicit şi celelalte feluri de momente de inerție. Momen- 
tele de inerție axiale sînt cel mai des întîlnite în majoritatea proble- 
melor tehnice. 


$ 4, Cazul mediului continuu, În cazul special al mediului continuu 
elementele de masă dm vor avea expresia 


dm=udV, (25.24) 

insemnind cu dV. elementul de volum si cu р, densitatea în punctul considerat 
dm 
EV 


Integralele din formulele (25.8), (25.10), (25.12) si (25.14), care ne dau 
momentele de inerție, vor deveni integrale de volum 


{х%һаў, Syudad, 9024-2-22) шау,  $yzadV. (25.25) 


$ 5. Momente de inerție geometrice. Ín mecanica corpurilor defor- 
mabile, se folosesc o serie de expresii analoge, in care nu figureazá decit 
mărimi geometrice, motiv pentru care au fost numite momente de inerție 
geometrice. 
Ca exemplu să considerăm că problema practică ne obligă să admitem 
o distribuție superficială a masei. Astfel, o tablă metalică, o foaie de pla- 
caj etc., pot fi considerate ca niște distribuții superficiale de materie, dacă 
rosimile lor sînt foarte mici comparativ cu celelalte două dimensiuni. 
fn acest caz avem 


dm-y dA 
unde dA este elementul de suprafață, iar momentul de inerție capătă expresia 
J— | Suda, (25.26) 
A 


ш reprezentînd densitatea. sau masa specifică superficială, iar integrala este 
extinsă la toată suprafaţa A. 

Alteori sîntem obligați să admitem distribuții liniare (unidimen- 
sionale) de materie, ca în cazul corpurilor la care două dintre dimensiuni 
sînt foarte mici în comparaţie cu a treia. Astfel sînt barele subțiri, sîrmele, 
firele etc. 

{п aceste cazuri avem dm=u dl, unde р este masa specifică sau den- 
sitatea liniară, iar d? elementul de lungime. Momentul de inerție cores- 
punzător capătă expresia 


Ј={ 3% dl (25.27) 


integrala. fiind luată de-a lungul liniei / ре care este distribuită materia. 
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EM D E 
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ы 


жыйы?! 
În toate aceste cazuri se presupune că 
punctului considerat (a aceluia unde se consideră elementul de masă dm) 


În cazul particular, cînd y este о constantă, distributi ei es 
iar formulele (25.25), (25.26) şi (25.27) devin аре DLE 


u este o funcţie (dată) de poziţia 


=] šav, Jv f 8 a4, J=uf è az, 


(25.28) 
aşa încît calculul momente] 


Or de inerție J. revine la cal i i 
3 : 3 І calculul unei inte- 
grale geometrice 7, care ulterior trebuie multiplicatá cu ш 


J=ul 


unde s-au notat cu 7 integralele din dreapta relațiilor (25.38). 


Expresia I este un moment de inerție geometric. Avem trei feluri de 
momente de inerție geometrice: 


1. Moment de inerție al volumului corpurilor 


т=} av= (f fosa dy dz. 


(25.29) 


(25.30) 
2. Moment de inerție al unei suprafete 
1— aaa. (25.31) 
3. Moment de inertie al liniei 
I=) 9247. 25.32 
f, | (25.32) 
Formula generalá (25.29) exprimá legátura dintre momentele de inertie 


mecanice si cele geometrice respective: momentul 
egal cu momentul de inerție geometric respectiv al 
liniei, înmulțit cu masa specifică. 


În rezistența materialelor intervin în mod curent momentele de iner- 
He ale figurilor plane, care reprezintá sectiunile normale pe axa longitu- 
dinală a piesei, А А 

Са și momentele de inerție mecanice, momentele de inerție ale supra- 
fefelor plane pot fi 


1. Momente de inerție axiale sau ecuatoriale 


de inertie mecanic este 
volumului, suprafeței sau 


za=f 794, Iyy=f „ata. (25.33) 
2. Momente de inerție polare 
n-| 244, (25.34) 


3. Momente de inerție centrifuge 


Tay | xy dA, 
A 
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Deoarece în plan avem 7?°=x? 4- y?, sumind momentele de inerție axiale (25.33) 
obținem momentul de inerție polar (25.34) 


Iset Туу ‚*°+›')44= ji dA =l, (25.35) 


expresie analogă cu (25.21) de la momentele de inerție mecanice. 


$ 6. Raza de inertie (raza de giratie). De multe ori este util în tehnică 
să scriem momentele de inerție sub forma 


JM (25.36) 
în care M= Xin; este masa totală a corpului. Lungimea 7 se numeşte rază 
de inerție (rază de giratie). 


Formula (25.36) arată că momentul de inerție al unui corp poate fi 
considerat ca produsul dintre masa lui totală și pătratul razei de inerție. 


Raza de inerție reprezintă deci distanța fictivă la care ar trebui să 
plasăm întreaga masă a corpului, concentrată într-un punct, pentru ca, 
în raport cu o axă, un plan sau un pol, să avem relația 


2m431—M31?. 


Numele de „rază de girație” vine de la cazul, foarte frecvent în teh- 
LEN ө ot . A * . " 2 
nică, al rotației unui corp în jurul unei axe. 


În cazul momentului de inerție polar, 
Jo—M $. 
Momentele de inertie axiale pot fi scrise 
Јаз=Ма, Jw-Mag, J4—M& 


de unde rezultă razele de inerție respective 


ES MAIER Uo КАТ ИР 5.37 
iz |, iy | i; ps (25.37) 
Razele de inerție geometrice ale unei secțiuni plane sînt date de 
relațiile 
Iz,—415,| Туу= А0 
de unde 


; ТЕД, ; Т Е: 

isl 22, în. (25.38) 
Raza de inerție, fiind o distanță, se exprimă in unități de lungime. 
$ 7. Proprietăţile momentelor de inerție. Momentele de inerție meca- 


nice şi cele geometrice în raport cu un plan, o axă sau un punct, sînt cau- 
tități întotdeauna pozitive. 


Cl ETT ei 
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Momentele de inerție centrifuge pot fi pozitive negative sau nul 
; e. 


Moment de inerție Ecuația do | y 
dimensiuni 


Unitatea de | 
măsură 


Mecanic т 
{ MIA, FLI’ kgm’: kgim.s | 


T, 


Volume I5 


cm 

Geometrie | REL TIE 
I Suprafete I4 Cri 
Linii L? dii 


tul de inerti anat ilsi : 

Momentu Я "ne planar al unui sistem de puncte materíale este 
nul numai în cazu cînd toate punctele materiale ale sistemului considerat 
smt distribuite în planul față de care se consideră momentul de inerție 

Momentul de inerție axial al unui sistem de puncte materiale este 
nul numai in cazul cînd toate punctele materiale ale sistemului dat sînt 
distribuite pe direcția axei față de care s-a considerat momentul. 

Momentul de inerție polar al unui sistem de puncte materiale este 
nul numai în cazul cînd sistemul se reduce la un singur punct, confundat 
cu polul considerat. 

Momentul de inerție mecanic are ecuația de dimensiuni ML? în sis- 
temul de unități ІМТ si FLT? în sistemul de unități LFT. În tabela de 
mai sus sînt date ecuațiile de dimensiuni și unitățile de măsură pentru 
momentele de inerție. 


B. VARIAŢIA MOMENTELOR DE INERTIE 


Problema variației momentelor de inerție axiale comportă două aspecte: 
a) variaţia față de axe paralele; 
b) variația față de axe concurente. 


$ 8. Variația momentelor de inerție față de axe paralele. Teorema 
lui Steiner. Fie A și A, două axe paralele situate la distanța d, аха A 
trecînd prin centrul maselor sistemului (А) 
de puncte materiale A:(i=1, 2, ...,n) de 
masă 744. Se сете să se determine momentul 
de inerție JA, în funcție de Ja care este 
cunoscut, 

Considerăm că аха A este axa Oz а 
unui triedru triortogonal Т(=0ху2) şi 
fie 44, Уд, 24 coordonatele punctului Ai 
(fig, 25.2) faţă de triedrul T. 

Prin punctul А; ducem planul pa- m; 
ralel cu х0у care întîlneşte axa A în B, wW 
lar axa A,, în D (BD=d). 


iE) 
е “х,у, 
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Momentul de inerție al sistemului (А) față de axa A este dat de 
JaYmAB*YmqQ( y. 
Momentul de inerție față de axa A, este dat de 
Jay Ym D= Yo (aa): 02] 
Ja = Y mai 4- yj) —2aY mix 2b Emy ab) ym. 

Notám cu M —Y, masa totală a sistemului $i observăm că a24 b2= 
—d?, Ymixi-M £—0, Уту; =Мту=0, deoarece centrul maselor se gáseste 
pe аха Oz. 

Rezultă 

Jai7Ja3-M4?, (25.39) 
formulă care exprimă teorema lui Steiner: momentul de inerție 
faţă de o axă este egal cu momentul de inerție față de axa paralelă trecînd Brin 
centrul maselor sistemului, adunat cu produsul masei totale a sistemului Brin 
pătratul distanței dintre cele două axe. 

Comparînd între ele momentele de inerție ale aceluiași sistem de 
puncte (А) față de toate axele avînd acceaşi direcție, putem enunfa urmá- 
toarele proprietăți, pe baza formulei (25.39): 

a) momentul de inerție minim corespunde axei care trece prin centrul 
maselor sistemului (4); această axă va fi axa de moment de inerție minim 
pentru direcția dată; 

b) locul geometric al axelor paralele de același moment de inerție 
este suprafața unui cilindru de revoluție a cărui axă trece prin centrul mase- 
lor sistemului ; 

c) variaţia momentelor de inerție față de axe de o direcție dată poate 
fi reprezentată printr-un paraboloid de rotație avînd са axă direcția dată 
care trece prin centrul maselor. 2:216 


Considerind momentele de inerție Ja, Si Jas față de două axe A, si 
A, paralele cu A, situate la distanțele d, 51 d, de aceasta, avem 


Ju Ja Md, Ju=Ja tMd; 


de unde rezultă i 
Ль=Лм+ М (8,— di) (25.40) 


Formula (25.40), care de altfel confine si formula (25.39) ca un caz parti- 

cular, rezolvă problema determinării momentului de inerție față de o axă 

As, cînd se cunoaște momentul de inerție față de o axă A, paralelă cu Ду, 

precum şi distanțele centrului maselor față de aceste două axe. 

Dacă se folosesc razele de inerție, formula (25.39) devine 
iad, 


(25.41) 


iar formula (25.40) capătă expresia 


tar 03— d]. 


(25.49) 


(С 
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Observație. Se pot demonstra $i pentr 
e px f tru momentele i і 
ER enel ort le de inerție polare sau planare 
Astfel, momentul de inertie fatá de un punct oarecare P este 
Ip=Jo+Mn, 


adică momentul de inerție al unui sistem în raport cu un punct oarecare este egal cu suma 
momentului lui de inerție faţă de centrul maselor $i a momentului de inerție al centrului 
maselor faţă de punctul considerat, dacă Presupunem că în centrul maselor este concentrată 
întreaga masă a sistemului, 


De asemenea, momentul 


(25.43) 


de inerție față de un plan IT, este 
Jn,7Jg-t Md? 


in care Jyy este momentul de inerție faţă de un 
maselor iar d este distanța dintre cele două pl 


(25.44) 


plan П paralel cu TT, Şi dus prin centrul 
ane, 

$ 9. Variația momentului de inerție centrifug fată de 
Să considerăm sistemul (4) de puncte materiale 4; 
moment de inerție centrifug față de un sistem de axe 


axe paralele, 
de masă m, al cărui 
rectangulare хОу este 
Лау Mmnixisys. 


Momentul de inertie centrifug față de sistemul de axe Оууу este 


Р Ја, = xn yu Y mi(xi—a)(y;— В), 
adică 


Јалу, =. Јау 0M E—aM14-Mab, 
notind cu č, 7 si © coordonatele centrului maselor C (fig. 25.3). 


Dacă centrul maselor se confundă cu O, atunci =т= 0—0) $1 se obține 
relația de legătură dintre cele două momente de inerție centrifuge 
Jam =Jzwt Mab. (25.45) 


Avem astfel o teoremă analogă cu teorema lui Steiner: momentul 
de inerție centrifug față de un sistem de axe rectangulare este egal си momen- 
tul de inertie centrifug faţă de ит sistem de 
axe paralele cu primul și avînd originea în y 
centrul maselor, sumat cu produsul dintre 
masa totală a sistemului şi coordonatele ori- 
gini sistemului de axe. 

, Comparînd între ele momentele de 
Шеге centrifuge ale aceluiaşi sistem de 
puncte (4) față de toate sistemele de axe 
rectangulare avînd aceleaşi direcții, din for- 
mula (25.45) rezultă următoarele proprietăţi: 
2) momentul de inerție centrifug față de z 
axele care au originea în centrul maselor LE IU 
nu mai este minim, ca în cazul momen Fig. 25.3 

telor de inerfie axiale, deoarece produsul T 
Mab poate fi 91 negativ, în cazul cînd a sau бф este negativ; 5) în cazul 
cînd una dintre axele sistemului trece prin centrul maselor, роки 
inerție centrifug față de acest sistem de axe este egal cu momentul de 


А; 0222 ) 
о“ 5, 2 


X 
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inerție centrifug față de un sistem de axe paralele cu originea în centrul 
maselor, 


$ 10, Variația momentelor de inerție. faţă de axe concurente, Să con- 
siderăm sistemul (А) de n puncte materiale Л; (/21,2..."») raportat 
la un triedru triortogonal T(=Oxyz) şi să presupunem cunoscute momen- 
tele de inerție axiale /5;, Јур Jazz, рте 
cüm $i momentele de inerție centrifuge 
Jue; Jass Jay. Se cere să se determine 
momentul de inerție Ja al acestui sig- 
tem faţă de o axă A, care trece prin 0 
(fig. 25.4). Considerăm un punct A, aj 
sistemului, de masă s, definit prin vec. 
torul lui de poziție 7, de proiecţii s4 
Уг, 7 Notînd cu В; proiecția punctu- 
lui A; pe аха A şi cu d, distanța А;В;, 
vom avea 


л 
Fig. 25.4 Jac Утай. 


Din triunghiul dreptunghi А;0В; rezultă dj—7j—O B2, unde 
n= +y +, 
iar OBi—rqu—oxi- Qyi- zi unde 2 (x, B, ү) este versorul axei A. 
Rezultá 
dj — G5 4-39) (HBr) — nai By уз)? 
unde am introdus factorul «?--B?--y2—1 pentru omogenitate. 
Grupind termenii după «, B, ү obținem 
Ja= Emly t) ^y mei РА) HEMA B Emy 
—Byay mizixi— aB mity. 


Se observă însă că sumele din membrul al doilea sînt tocmai momen- 
tele de inerție axiale (25.9) şi cele centrifuge (25.14), care în unele tratate 
se mai notează cu A, B, C, D,, D, De, 


JasA-—Ymi(yt4- 2), Југ= Di унуш l 
Jyy В=Ути(244- xi, Ja e D,2Ymixizi 
J «aC Ymoi-r- y), Jay Dy Y muxo. | 
Momentul de inerție față de axa Л va fi dat de expresia 
J0 >] oath TJ yy--Y*3] e2—28% Ju а——{®/—2&В / vy, (25.47) 
care poate fi scrisă si sub forma 
Ja= Ао? BB24- Cx3—2D.y —2 Da —2 Dab. (25.48) 


(25.46) 


MOMENTE DE INERTIE 


mmc P 571 
ay | T 0 


Expresia (25.47) a momentului de inerție față de o axă A de orientare у, 
după cum se vede, este o formă pătratică de variabilele Ж ; Ap M 
bineinjeles, un invariant al grupului de transformári de аш P e 
este o mürime scalará, deci independentă de poziţia axelor față zu 

Forma pătratică a formulei (25.47) ne arată că dacă se scl i bă simi 1 
tan semnele celor trei cosinusuri directoare а б, Y Valoarea fuf " y ie 
schimbà; rezultá deci cá momentul de inerție J/ A nu depinde de 4 m a 
axei, ci de suportul acestei axe. p ЖЕ, 


| numesc momente de inerție principale, 
Pentru a le determina putem proceda în felul următor. 


Deoarece cosinusurile directoare ale axei A sînt legate prin relația 

a?-Eg?-Ey2—1, (25.49) 

în expresia lui Ja putem înlocui unul dintre cosinusurile directoare prin 
celelalte două, spre exemplu pe y prin 

Y-y1—a3—g2. (25.50) 


Valorile extreme ale lui Ja se determină folosind regulile cunoscute de la 
studiul funcțiilor de două variabile independente. 


O soluţie elegantă se obține folosind teoria multiplicatorilor lui La- 
grange. Să considerăm funcțiile 


о B, ү)=1— («°-ЕВ#-Еү?) (25.51) 
Fila, B, y) — Ja=a2] satb J yyt y] 22—28YJ v2—2Y«J za—2aBJ zy. (25.52) 
— 91 funcția ajutătoare 


D(a, В, ү)=Ё(«, В, VHA, В, ү), бооз 
care devine 
0—2?7,--B*7 yy4- Y] 22—28YJ v z—2yaJ za—22 ] cut 
E 95 54) 
4A(1—a?— ?—Y?). (бя 
ИГ: Anulăm acum! derivatele parțiale ale funcției Ф (25.54) în raport | 
25.2 cu c, f, + | 
os —2[(J2a—2)«—J «yB—J za Y1—0 
o 
- 25.55) 
Л Pal ]azyat(Jvv— NB Југу1=0 v 1 
05." off р 
ae =2[—J га Juz 84 (Гат Y1-—0. 
OY 
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Sistemul de trei ecuaţii (25.55), omogen față de necunoscutele а, В, y 
trebuie să aibă determinantul nul 
Јав ^ —Jay — za 
—Jaw Љу Је |=0 : (25.56) 
— ze —Jyz Jz—^ 


deoarece cosinusurile directoare «, B, y nu pot fi toate trei nule. 
Se obține astfel ecuația de gradul al treilea în A 


RH Usa Juy-- Ja) NM (Гаа uy Jun ez Ja] a — uz — J 2z— Јар) |2597) 
+ (7 zaJ. vu. 22 —J uz. za 3 21. yy Jh zu, zz 2] ту. уг] za) =0 


din rezolvarea căreia se obțin valorile Лу, №, Аз, care reprezintă chiar mo- 
mentele principale de inertie 


NJ №=Ј, Эз=/з- (25.58) 


Într-adevăr, dacă se multiplică ecuațiile (25.55), prima cu v, a doua cu 
B şi a treia cu y şi apoi se sumeazá, se obține 


х= Ја, 


adică rădăcinile M, №, № reprezintă momentele de inerție față de axele 
principale. 

Cosinusurile directoare ale axelor principale de inerție se determină 
din sistemul de ecuații 


(za Na Jay Jea—0 
—Jayt- (Juu —2))8— Jugt —0 (25.59) 
— Ja — 785 (Jag —2)—0 
a2-I-B?--Y2—1.e 
— Înlocuind în (25.59) pe A în mod succesiv cu valorile Jı, Ja Js ale 


celor trei momente principale de inerție, se obțin pozițiile axelor principale, 
conform tabelei alăturate. 


A a B Y Valorile /,, Ja, Ja ale momentelor princi- 

pale de inerție fiind independente de triedrul 

Л 94 Fa Yi Б xA 2 а ve s e 

Oxyz ales inițial, trebuie ca coeficienţii ecuației 

Ja ор | фа Үг (25.57) să-și păstreze valorile oricare ar fi sistemul 

ЎА аана de axe triortogonale cu originea în О, deci 
M ———7—— expresiile 


Ly J za Juut Jz m. 
Ly] zouk уу Лг Jz2] аа. av 7 - y; — Jeu | (25.60) 
La /]жх]уу,Л——/?туЛгв——/% у] wx -JeaJ yu x: 2 Fay T uz zu | 


sînt trei imvarianți 


27 


axele 


mină 


qm 10v 


MOMENTE DE INERTIE 


e 
a 
о 


Primul invariant se vede că este + ic 
ES E VET t a este tocmai 27, de = 12 
Ultimii doi invarianți mai pot fi scriși si sub а de formula (25.15). 


D. Јав — Jay | J | 
L,— y J yi Juz | 22 9 E 
л | “Jya J uy | ! x A Je | | ve ves] 
Јав —Jay = az Di P 25.61) 
ks —Jws Jw Ju кч 
| — Jza —Jav Jazz 


$ 12. Elipsoidul de inertie. Formula (25.47) c 
a momentului de inerție față de o axă A care trece 
în funcţie de orientarea acestei axe, este susceptibilă de o reprezentare 
geometrică remarcabilă. Să luăm pe axa A în anumite unități convenționale, 
un segment OQ invers proportional cu rădăcina pătrată din JA и i 


are ne dă legea de variație 
prin originea triedrului, 


QUE (25.62) 
ҮЛ, (25.62) 


Distanța 0Q este considerată în sens pozitiv, iar punctul Q are vec- 
torul de poziție 


1 
n=Ja и (25.63 


şi coordonatele x, у, 2. 


Se cere să se determine locul geometric al punctului Q cînd axa A 
se roteşte în jurul lui O. 


Coordonatele punctului Q 


0. { од р 
х=, у=-—=, = (25.64) 
VJ V JA 


= 
V Ja 
ne dau valorile cosinusurilor directoare «, D, y pe care le introducem in 
ecuațiile (25.47) sau (25.48) si obținem 

J zax*g- T uuy - Jae z2—2] y; yz—2]z, 215—2] yx y—1, (25.65) 


care poate fi scrisá si sub forma 


Ax*-- By?-- Cz? —2D,yz—2Dyzx 2Dsxy—1. (25.66) 


Rezultá deci cá locul geometric al punctului Q cind axa A ocupi toate 
pozițiile posibile în jurul punctului О este o cuadrică închisă си centru, 
dată de ecuația (25.65) sau (25.66). р" zm 

Cuadrica (25.65) are centrul in О, deoarece ecuația ei nu se schimbă, 
cînd se înlocuiește X cu —x, y cu —V Z CU 5 E 

Cuadrica (25.65) este inchisá şi nu are puncte la infinit, deoarece raza 
ei vectoare OQ este finită în baza relației (25.64), momentul de inerție /a 


47 
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avînd o valoare pozitivă, cu excepția cazului special cînd tot sistemul de 
puncte (4) s-ar afla situat chiar ре axa Лі, 

Această cuadrică este un elipsoid cu centrul în O. Ea a fost denumită 
de către Poinsot elipsoidul de inerție corespunzător punctului О. Elipsoidul 
de inerție ne dá reprezentarea geometrică a variaţiei momentului de inerție 
față de toate axele care trec prin punctul О. 

Elipsoidul de inerție corespunzător punctului O permite să se deter- 
mine momentul de inerție față de orice axă Ay trecînd prin O 


рс = 
Ak 003, (25.67) 
unde Qx este unul dintre cele două puncte în care axa Ag intersectează 
suprafața elipsoidului de inerție. 
Dacă în loc de expresia (25.62) am fi luat 


H 
0Q———, 25 
ҮЛ (25.68) 
in care factorul de proporfionalitate H reprezintă o constantă oarecare, la 
fiecare valoare a lui H ar corespunde un elipsoid 


Jax? tJ yyy?- ] 2; 22—2 y, 92—2] 525—2] sy xy — H* (25.69) 


toate acestea fiind asemenea, dar diferind între ele prin valoarea con- 
stantă H?. 


Direcţiile axelor de simetrie Ox,y,z, ale elipsoidului de inerție sînt 
chiar axele principale de inerție relativ 1а punctul O, iar planele principale 
ale elipsoidului de inerție sînt planele principale de inertie (fig. 25.5). Rezultă 
de aici următoarele proprietăţi: 

a) axele principale de inerție formează. un triedru triortogonal; 

b) momentele de inerție centrifuge față de axele principale de 
inerție sînt nule; ; 

c) momentul de inerție Ja, față de o axă oarecare A trecînd prin O 

şi avînd cosinusurile directoare «, B, y, față de axele principale, 
va avea expresia 


Лл =J tJ Y. (25.70) 


În orice punct al unui corp există un sistem de axe principale Охуууз 
față de care deci momentele centrifuge sînt nule. 


1 În cazul special cînd sistemul de puncte maferiale este situat în întregime pe axa 
A, avem J4=Jo sin? Ф, în care Jo este momentul de inerție polar al sistemului, iar ф este 
unghiul axei A, cu axa A. 
În planul format de axele A şi A, punctul Q de pe axa A este determinat prin coordo- 
p 1 


natele у şi 9, între care există relația x .sin oJ, 3 fn acest caz locul geometric al punc- 
tului Q, dat de ecuația (25.65), va fi un cilindru circular avînd axa A. 


ÎN e 
is JR 


— »-—- 
— ^" 
— € Uo. 


eee Anca 


7) ^ 
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deu e ue ОРЦ e à $ T ала 


Raportind. elipsoidul la axele sale Ovi ecuaţia ва (25,05) devine 


Ла Лу Jud :d (28,71) 


unde Ji, Ja Ja sint momentele de inerție față de axele е 


e T 1 lipsoidului, саге 
după cum s-a văzut, sint тот | | | 


entele principale de îmerție în О, Dacă notăm 


7 (28,72) 


ecuația (25.71) a elipsoidului raportat 1а 
axele sale capătă forma clasică 


2 Гр) 
EH pt (25.73) 


aè 


unde a, b, c sînt semiaxele principale ale 
elipsoidului. 


Din relațiile (25.72) rezultă 


1 1 1 
Jv = Ја= =, (25.74) 


adică momentele principale de inerție sînt 
invers proporționale cu Pătratul semiaxelor Fig. 26,5 
elipsoidului. 

Deoarece elipsoidul de inerție corespunzător unui punct oarecare, are 
de obicei trei axe diferite a+ b+c, rezultă că si momentele principale de 
inerție ale lui vor fi diferite. 

Sá presupunem cá avem 


а<0<с; 
atunci momentele principale de inerție corespunzătoare vor satisface relațiile 


J37 Ja Js. 


Să studiem diferitele cazuri în care se poate găsi elipsoidul de inerție 
91 proprietățile acestuia. 

a) Pentru un sistem (A) de puncte materiale, în orice punct O al 
spațiului există un elipsoid de inerție. În cazul cînd punctul O coincide 
cu centrul maselor sistemului de puncte materiale, elipsoidul de inerție 
corespunzător centrului maselor se numeşte elipsoid central de inerție. Axele 
principale ale elipsoidului central de inerție se numesc axele centrale de 
inerție (sau axe libere), iar planele lui principale sint Planele centrale de inerție. 

b) Din formulele (25.74) rezultă că, după direcţia axei mari a elipsoi- 
dului se obține momentul de inerție minim, iar după direcția axei mici a 
elipsoidului se obţine momentul de inerție maxim. | 

Fafá de axa mare a elipsoidului central de inerție se obține cel mai 
mic moment de inerfie, momentul de inerție minim minimorum. 
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c) Ín cazul unui elipsoid de rotație avem două semiaxe egale, de 
exemplu: a—oc; rezultă deci /,— J, si ecuaţia (25.71) a elipsoidului de rotafie 
capătă forma 


Ja Ja) =1. (25.75) 


Momentul de inerție faţă de orice axă, care nu este principală şi 
care trece prin polul considerat, este cuprins între valorile extreme ТЕ 

Orice axă situată în planul ecuatorial Ox,z al elipsoidului este о axă 
principală de inerție, iar momentul de inerție față de oricare dintre aceste 
axe este egal cu J}. 

Fie de exemplu un cilindru, a cărui axă să o considerăm ca axă Оу; elipsoidul de 
inerție corespunzător oricărui punct al acestei axe este un elipsoid de rotație, cu Ja Jy 
iar sectiunea acestui elipsoid in planul Ox,z este un cerc. 


De asemenea in cazul unei prisme regulate drepte, elipsoidul de inertie pentru orice 
punct al axei prismei este un elipsoid de rotaţie. 


d) Se poate întîmpla si cazul particular ca toate momentele principale 
de inerție să fie egale 
Л=/»= Js 


În acest caz elipsoidul de inerție (25.71) devine o sferă 


n ael e 
х2 у= = (25.76) 
A Л 
1 : > E mo. Mei ; A 
cu raza 7— —: orice axă ce trece prin О este o axă principală de inerție, 


ҮЛ, 
iar momentul de inerție față de oricare dintre aceste axe este egal cu J}. 


În cazul unui cub omogen elipsoidul de inerție corespunzător centrului O al cubului 
este o sferă astfel încît față de orice axă ce trece prin О se obține acelaşi moment de inertie. 

De asemenea, in cazul unei sfere pline, omogene de rază R, elipsoidul de inerție cores- 
punzător centrului O al sferei este o sferă, iar momentele de inerție în raport cu orice axă 
ce trece prin О au valorile 


Ja=]zz=]yy=J 442 M2, 


razele de inerție fiind egale cu к 2. 


е) Momentul de inerție față de orice axă A care trece prin O (fig. 25.5) 
şi are cosinusurile directoare х, D, ү față de axele principale de inerție 
este dat de formula (25.70), iar dacă axa A este o axă centrală momentul 
de inerție față de o axă A, paralelă cu A si situată la distanța d 
de aceasta are expresia 


2 ao Oz 77 
Ja =a] ++] + Md?. (29-44 
Această formulă generală permite determinarea momentului de inerție 
față de orice axă din spaţiu. 
f) Elípsoidul de inertie axe o serie de proprietăți care pot fi verificate 
cu ușurință; 


NOMENTE DE INBRTIY ША 
AN 
а) Rlipsoidul central de inerție al unui cor 
corpului; astfel, în cazul unui 
cilindru ete.) elipsoidul lui с 
corpul considerat, 
8) Dacă sistemul de 30 S ў 
а ана e шее Sau Sapu eg dora are trei plane de 
М "Visi e е ele, intersecțiile lor sînt ie inci ! (e 
ee ; | or sînt axe principale de 
nomen = : : 1 1 
și ^u cesta EA corp ee ere un plan de simetrie, orice perpendiculară 
à acest plan este o axă principală de inerție pentru , | 
| ie ounctul unde dreapt 
iuteapà planul, d ; УРЫ a 
N 
a) Dacă un corp omogen are o axă de simetrie, aceasta este o axă, 
principală pentru toate punctele ei, 
s) La un Solid de rotație, elipsoidul de inerție faţă de oricare punct 
axe a "i ^ este insoid ati i iasi 
a е rotaţie este un elipsoid de rotaţie în jurul aceleiași axe, 
it: f entru ca un elipsoid să poată fi elipsoid de inerție, trebuie să înde- 
plinească anumite condiții, Într-adevăr, conform expresiei (25,20) putem serie 


Jar Ја Ја, Jah J>] Јаз JA 


Considerind ecuația elipsoidului de inerție sub forma (25.73) 


p omogen urmireste forma 
corp de formă alungită (paralelipiped, 
entral este alungit în aceeaşi direcţie са şi 


ar yl 


аї о 


şi tinind seamă de relațiile (25.74), pentru са un elipsoid să poată fi elip- 
soid de inerție, trebuie ca semiaxele sale să satisfacă condițiile 


iik 4i 
атаа Ата: 


$ 13. Aplicații la calculul momentelor de inerție ale unor solide de formă speelali. 

a) Momentele de inerție ale plăcilor plane. În cazul maselor repartizate în planul 
xOy avem 

ASI li: 4 
/х®+ Дуу= г. adică аата: 

Cunoscind momentele de inerție Jve, /yy $i Jey faţă de un sistem de axe Оху, mo- 
mentele de inerție față de о axă A care trece prin О si face unghiul o cu axa Ох, este dat 
de expresia (25.47), care devine 

Ja za ©оз% o / yy Sin p—2J ay Sin ф созо, 
Procedind in mod analog ca la $ 12 găsim în loc de (25.65) ecuafia 
Jeax? Jyyy3— 27 ay5y =l (25.78) 
care reprezintă elipsa de inerție raportată la centrul ei О, în locul elipsoidului de inerție. 

Ox, şi Oy, sînt axele principale de inerție relativ la punctul O. În orice punct al 

figurii există un sistem de axe principale Ox, si Oy, față de care avem Jay, =0. 


Elipsa de inerție corespunzătoare centrului maselor plăcii se numește elipsa centrală 
de inerție, iar axele ei sînt axele centrale de inerție. 4 А е 

Momentul de inerție minim Ja şi momentul de îmerție maxim J, sînt date де аха mare, 
respectiv axa mică ale elipsei de inerție. /, si Ja sînt momentele principale de inerție. 
Faţă de oricare altă axă A trecînd prin O se obține /Љљ<ЈА< Л. d 

Raportind elipsa de inerție la axele sale Оду, ecuația ei devine 


Jd TAM ll (25.79) 


e e az 
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Momentele principate de iuer(le sînt dato de dotorminantul (28,56) caro pentru cazul 
wnat figuri plane dovine 


ТЫ; — Гау 0 
Гау уул 0 m, 
0 0 Ju-^ 
Prin desvoltarea aeestul determinant so obține 
ea) DA Unas Ааа 8010. (25.80) 


Momentele principale de inerție sînt rădăcinile ecuației de gradul al doilea de mai 
Sus mn Și а/а 


леу үру уана ie 
(25.81) 


= Du Vlas? L4 Jay 


Cunoscînd momentele principale de inerție se pot determina momentele de inerție față 
de oricare sistem de axe rectangulare Олу care au aceeași origine cu axele principale și fac 
unghiul а cu acestea, Rezultă 

Јах Ja cos? o Jy sint o 


J yy Ja sin? x- Ja соз? х 


(25.82) 
Jay- lila sin 2a. 
Din formulele (25.82) reiese pentru х= 45° 
Jess ыа n Java Dle D (25.83) 


Direcţiile principale, pentru care momentul de inerție trece prin valorile maxime 
si minime, se obţin anulind derivata în raport cu o а expresiei lui J A dată de (25.47) 


aJ 
XR —2J a cos ф sin o--2/ yy sin 9 cos p—2Jay(cost o —sin? 9) =0. 
Rezultă 
tgp dev. (25.84) 
yy— za 


Această formulă dă pentru uughiul 29 două valori 29, și 29,, care diferă între ele 
cu л, de unde rezultă că unghiurile o, și pa diferă îutre ele cu п/2, adică direcțiile prin- 
cipale sînt perpendiculare între ele, 

Їп cazul figurilor plane omogene, formulele (25.81) si (25.84) în care se înlocuiesc 
momentele de inerție mecanice prin momentele de inerție geometrice corespunzătoare, au o 
largă utilizare în rezistenţa materialelor. 

b) Momentele da inerție ale solidelor de rotație, Pentru momentele de inerție ale 
solidelor de rotație se pot obține formule speciale, 

În acest caz, se alege una dintre axele triedrului Охуз cu axă de rotaţie a solidului 
și se descompune solidul într-un foarte mare număr de fişli subțiri asimilabile cu cilindri 
circulari, ducînd о serie de plane foarte aproplate uncle de altele, normale la axa de rotație 
(fig. 25.6). 
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ч 


Masa unei astfel de fisii este 


dm рлу? dz, 


lar masa totalá M a solidului considerat omogen 


М=пр[у? dx, 


у Momentul de inerție al 


solidului se va obține i 
М c [ й e inte 
tul de inerție elementar al une i ү 


Sod rînd pentru întregul soli еп- 
i 11911 de formă cilindrică, ; e tepi 


Fig. 25.7 


Momentul de inerție al unui cilindru, de rază R şi înălțime 4, față de аха sa 
2) (fig. 25.7) este 


> Jzz=$r dm= ff furtar dx 40 
(25.85) 
R h Әт ту. Rih R2 
Jas f r? drj. dx ^ d0— 2 ЖОО: 
s in care 
^ dm-—yr dr dx 40 şi M—uz R?7. 
ле În cazul unui cilindru elementar, de rază y, a cărui masă o vom nota cu dm 
р (fig. 25.6), momentul de inerție față de axa sa este 
pl d SUE 
dJzz—dm,—— пиу“ dx. (25.86) 
Momentul de inerție al întregului solid de rotaţie, față de axa sa este 
1 1 
J = у? am=zru f Vaz, (25.87) 
84) | 7. 2 ap 2 ud AB 
formulă în care y=f(x) este ecuația curbei generatoare AB. 
ele Pentru momentul de inerție al solidului de rotație față de o axă normală la axa sa 
no (fig. 25.6), rezultă /yy—J zz. 


Momentul de inerție al unui cilindru elementar față de аха Oy situată la distanța 
x de axa A, paralelă cu Oy si trecînd prin centrul maselor cilindrului, deci după un diametru 
- 2 : : 1 
al lui se determină cu ajutorul teoremei lui Steiner 


dJyy=4Ja +7? dm; 


dar 
1 ja 
а= 7 а /аз= dm A . 
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Momentul de inerție al întregului solid faţă de axa Oy va fi 


f n f Жанер: 
Jw- E “| amr „| tera 


Dezvoltiud această expresie obținem 


i f н f B TE 
=- "^ dx4- xy? dy, 2 
Дуу u AB ) da-l Uu Д ху алх (25.88) 


În balistica exterioară, în problemele de calcul al momentelor de inerție ale proiec- 
tilelor, rachetelor etc., momentul de inerție Ja față de o axă normală la axa de rotaţie a 
solidului este cunoscut sub numele de moment de inerție transversal, iar expresia 


B=mu$ ay? dx 


se numeşte moment de inertie transversal partial. Rezultă deci 


ed PERI B. (25.89) 


Calculul momentelor de inerție ale solidelor de rotație are aplicații în studiul rache- 
telor, proiectilelor etc., în cazurile în care se folosesc metode speciale, cum este metoda tabu- 


lară, bazată pe aplicarea formulei parabolice a lui Simpson, metode grafice-analitice, meto- 
de experimentale etc. 


C. TENSORUL MOMENT DE INERTIE 


$ 14. Tensorul moment de inerție. Am introdus la cap. I, $ 45 tensorul moment de iner- 
ți înd tel : B 
le, avind componentele 
J=] XYmislyl. (25.90) 


О schimbare de axe atrage schimbarea componentelor, potrivit formulei (1.44), care 
în cazul notatiilor prezente devine 


Jtt za + Јл J ezri— 2] y 81ү — 27 г®үх®— 2] yoQ, 
уу Јаз J vuB3- J 2 2 T2 usBsYa—2J хуз —2] aya 
Jo 2293 Јл ] 2zY3—2] y zßsY3—2J za Ys9g —2.] zyttsBs 
J узу m atas t J yyt] агүгүз— J y z(Bays-- Boys) — 
— J za Yatts + atto) — J ay (aoB + ®$») (25.91) 
Дух = szt t JuyBsBa tJ 2 ау J v «(Boa Вуз) — 
— J za Yat + Yos) — J ay (sfat 85) 
Jy = 220913 J yyBaBa "EJ zzvYa— Ju z(Bya-- Bay) — 
—J za(v1&ta - Ya0a) =J ay(e3 83-1-0681), 
adică nişte forme pătratice în €i, Bi Yi(i—1, 2, 3). 
Matricea acestui tensor moment de inertie este 


Јах — Jay —Juz 
—Jwvs Дуу – Југ (25.92) 


=J za =J zy Jez 


şi o vom nota cu т, 


| 
| 
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În endeulelo eu Indlel se folonene M покае 


/ Jii Ji yy Ju J 22 [m 
wy Jm Jus Jm R J za Jn 
în baza cărora matricon (25.92) enplti forma 


Ju Jia Ju 
Jn Ju Jg (25.93) 
N Ју Ја Ју g 


Pentru un sistem de puncte materiale, tensorul moment de inerție definit de matricea 
simetrică (2f 92) вап (25.93) este determinat prin componentele sale pe axele de coordonate, 
mărimi care sint funcţii de coordonatele punctului în care este localizat tensorul, au un sens 
determinat numal în acest punct s! depind de sistemul de referință considerat, 


с ^ Jg 

\ 15, Proprietăţile tonsorului moment de inerție, a) Considerăm tensorul т definit 
Cu mol sus şi un vector oarecare de proiecţii vz, vy, vz pe cele trei axe de coordonate, 
Produsul dintre tensorul т şi vectorul v este un alt vector v'—^), ale cărui proiecţii pe cele 
trei axe sînt 


Vg Jax Ug— J zy Vy— zzz 


v yz — [уз vet Јур оу J yz va | (25.94) 
Uz —J zz Ux—J zy оу J zz Uz. 


b) Vectorul т u satisface identitatea 
=) : 
ти= Xrx m(ux v), (25.95) 
suma fiind extinsă la toate punctele sistemului (4) de puncte materiale. În adevăr, folosind 
formula produsului dublu avem 
Ух (их r)— ur? —r(ur) 


astfel încît proiecția pe axa Ox a produsului dublu 7x (их 7) va fi egală cu 
alz? +y?) —6xy — yzy. 
Multiplicînd această relație cu m si sumînd, obținem 
Iza — ] xyB— Jeezy. 
În mod analog obţinem si celelalte două proiecții 
— JJ ya J yyB— J y zY. = J za — Ј zyB-4- J zzY 


> ale vectorului Xmrx (их у), astfel încît identitatea (25.95) este demonstrată. E 
€) Identitatea (25.95) este valabilá si in cazul cind se inlocuieste versorul и printr-un 
vector o de versor w, deoarece ea este liniară şi omogenă în raport cu и. 
Putem deci scrie 


то= Xrx т( ох р). (25.96) 


În cazul sistemului de puncte (4) nedeformabil, c fiind viteza unghiulară a sistemu- 


reprezintă momentul cinetic K al sistemului, faţă de punctul O, pentru mişcarea de rotație о. 
Vom avea deci 
f Като, (25.97) 


lui (4) în jurul unei axe de versor и, care trece prin О, suma din dreapta relației (25.96) 


+ 
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Momentul cinetic al unui sistem de puncte materiale este produsul dintre tensorul т 
şi vectorul de rotație w. 


Notind си од, oy, We proiecţiile lui o pe cele trei axe, obținem proiecţiile momentu- 
lui cinetic pe axe 


Ka= Ja292— [ zyOy— J 2209 2 
Ку= —Jys92- JyyOy— uzi 2 (25.98) 
K:= —J'esa— Јуду Јав г. 

Pentru o rototranslaţie instantanee (vos 6) a unui solid, D fiind viteza de translație 


iar o rotația în jurul axei corespunzătoare trecînd prin originea O a triedrului mobil T 
(zzOxys). solidar legat cu solidul, vom avea 


К= Уух m(vy4-0x7)— ox Mv,-- 0 (25.99) 


unde s-a notat cu y vectorul de poziţie al unui punct curent al solidului față de triedrul T 
şi cu p vectorul de poziție al centrului maselor, iar cu M masa solidului. 

d) Produsul scalar dintre vectorul ти si versorul u este egal cu momentul de inerție 
Juu faţă de аха u trecînd prin origine 

Juu= (ти)и= (xu). (25.100) 

Identitatea aceasta se verificá imediat cu ajutorul expresiilor (25.94) ale proiectiilor 
vectorului ти pe axe. 

Dacă inlocuim în această relaţie versorul и prin vectorul de versor и obținem formula: 


Juu652= (то) 0 — Јат yo] 2203—2Jyz0y0 2—2] zz% zOz—2Jzy0zoy. (25.101) 


nur În cazul particular cînd sistemul material (4) este un solid avînd viteza unghiulară c 
în jurul axei A, formula (25.101) ne dă expresia dublului energiei cinetice E a solidului în 


rotația sa în jurul axei A. În adevăr, viteza v a unui punct A al solidului, avînd vectorul 
de poziție este dată de expresia 

v=0x7, 
iar energia cinetică E fear die a solidului este 


жо pipa =} Уто [ух (ox 7)] 


de unde scoatem, ținînd seama şi de (25.96) 
16 1 3 
z ®(т®)= 5 Juuo?. (25.102) 


1 
De altfel, relatia E Jaco? se poate afla direct, cum s-a văzut la cap. XVI, $ 8 si 
ulterior. 
Relaţia (25.102) se mai poate pune si sub forma 


Juuo*2 Ko 2E, (25.103) 


o relație de legătură dintre energia cinetică si momentul cinetic. 


În cazul rototranslafiei (vo, €) solidului, dublul energiei cinetice va avea forma 


2E- Xm(v,4- ox r)*— Mu Xm(ox 7)-4-23mo(àx ») 
sau 


2Е= Mv 4-6 (c0) -- 2Mfv (0 X р) 25.104) 


—— EN 
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dacă se tine seama de relatiile evidente 
şi Em(ox r)*— Imu [rx (ex 7)]- (06) 
Уто, (ох )= Мох p). 
§ 16. Expresia teoremei momentului cinotie Şi n teoremei energiei, folosind tensorul 
OMNE de inerție. Ейсїпа in dreapta relaţiei (24.23), care exprimă teorema momentului 
cinetic în cazul mișcării de rototrauslatie (vo ©) a unui solid, înlocuirea (25.95) 
& ш шй 
Хех m(ox ») то, 
teorema momentülui cinetic în cazul solidului va lua forma 
OE Aes ig 15 cs Ё 
Мех a+ 3; (то) =. (25.105) 
Aici derivata vectorului тоу trebuie luată în raport cu triedrul fix Тү(=Олуууг,), deci 
da E s ЗА 
di (то) = то Fox (xo). 
Mărimea то este derivata vectorului то. față de sistemul mobil Т (ЖОхуз), adică deri- 
vata sa locală. preia 
Dar triedrul T fiind solidar legat cu solidul, ne dă pentru componentele tensorului т 
valori constante, ceea ce este un mare avantaj în procesul de stabilire şi de integrare a ecu- 
atiilor de mișcare. 
ё 
Înlocuind expresia aceasta a derivatei vectorului тоу în relația (25.105) se obține 
Мох a 4-70--GX (ca) = Л, (25.106) 
forma cáutatá a. teoremei momentului cinetic in mișcarea de rototranslatie a solidului. 
Ín mod similar vom putea transforma si teorema energiei. Înlocuind Xm(ox 7)*prin 
olto) conform expresiei (25.102) obţinem 
г у =Й E e таа ZSS i ch m = 
E-M оао x pro (5*6) 458 hx S5 (53)]. (25.107) 
Derivata din ultimul termen are expresia 
i [&(9)]— (т)--© а (та) € (т®)--Ф lro): 
5 


Însă se poate verifica, fără dificultate, identitatea 


ali) = avo) (25.108) 


care provine din faptul cá expresia о(то) este o formă pătratică, astfel încît vom avea 


ar (52)] = 2 (55) 25 (т) (25.109) 


iar expresia (25.107) a derivatei energiei cinetice devine 


^ E-M o (AF (ех) o9) (5). is.) 
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Cu ajutorul expresiei (25.110) se poate verifica imediat că teorema energiei: 
E= Ro M 


în cazul unui solid, se reduce la o identitate cu ajutorul teoremei impulsului 


M[a, E m х p ox (ох °)]=@ 
şi a expresiei (25.106) a teoremei momentului cinetic, 


Aplicaţii. 19. Să se determine momentele de inerție ale unei sfere omogene, 
de masa specifică p si rază R, în cazurile cînd sfera аг fi goală sau plină și să se scrie 


ecuaţia elipsoidului central de inerție si а elipsoidulhti corespunzător unui punct Р de pe 
suprafața sferei. 


a) Sfera goală reprezintă o suprafață sferică de masă M=4ryuR?. 
Avem Jas—Jyy—J гг= /ль A fiind o axă oarecare ce trece prin О 


3JA— 2 | (x3-E y2+-e2)dm =8ruRt=2MR?; JA = З прве 2 MR. 


Momentul de inerție polar Jọ față de centrul О al sferei goale este, în baza formulei (25.15) 


Jo=MR?. 
182 y 4 
b) Sfera plină, de masă М —3npR. 


Presupunem sfera împărțită în straturi concentrice de rază у si grosime dr, avînd masa 
dm =4rur? dr. 


Momentul de inerție polar al sferei pline este 


R 4 3 
Un ( Anuridy— — ny R5= —MR?, 
E 5 5 


Momentul de inerție față de orice axă A care trece prin centrul sferei este 


Avem Jzz=Jyy=Jz2=Ja= 5 МЕ? și а=. 2. 


Ecuația elipsoidului central de inerție este aceea a unei sfere 


D 


8 6 
"gU (®*+у*+4%)=н* 


a cărei rază este iz, Ecnafia elipsoidului central devine 


E 2 
Рубан c RI, 


o 


dacă Н? are valoarea Jazz, = де 


х 75 
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с) Pentru a determina ecuația elipsoidului de iner 
pe suprafaţa sferei pline, considerăm ОР ca axă Oz și luă; 
in P, cu axa Р; confundată cu Oz, iar axele Py’ gi Py’ 
Pentru acest triedru avem 


Ло Ju: — nu RO și iy =R | 2 D 


^e ч axele a1 s, : 1 4 1 
Pentru axele Hr ЇР, în baza teoremei lui Steiner avem 


A 5-2 
8 вто, 7 ; А 1 
еа = Луук Tu. RS uR?- "Nas MR2, =й R ү 
Teuaţia elipsoidului de inerție corespunzător punctului P este 
x2- у? 2 
зонай LU d 
7 US 2 R2 
5 5 
2? Să se determine momentul de inerție al unei zone sferice față de axa sa (fig. 25.8). 
Considerăm o zonă sferică, într-o sferă de diametru 4B-—2r, cu centrul în originea 
triedrului Oxyz. 
Considerind segmentul sferic ca un solid de rotatie, conform formulei (25.87) avem 
1 4 
Js= TU y'dx. 
E 


| 
2 5 
a a 


Fig. 25.9 


Cu ajutorul acestei formule generale se determină momentul de inerție 


zonă sferică, Vom da cîteva cazuri speciale 


Y 208 À 
р 04897 mur. 


* 
a) Cazul ыыр Om 2 


203 a 
b) Cazul 4=0, x,-——, Јаз = TU. 


РА 
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fie corespunzător. unui punct P de 
m un triedru triortogonal cu vârful 
în planul П tangent la sferă în P. 


Intersecţia sferei cu planul хОу este cercul x?+y?=r?, de unde rezultă y?’=r?— z? 


pentru orice 
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3 53 at 
si х=”, Ја-у "U^ 


с) Calota sferică cuprinsă între nes 

: 8 : E 

d) Pentru sfera întreagă += —r, з=, Jzz=-i5 mur5, valoare determinată la exer- E 
cițiul precedent. 


3° Să se determine momentul de inerție al unui tor circular față de axa sa de rotație s 
(fig. 25.9). 


Ecuatia cercului C care generează acest tot este 
(x—a)?-- y3— r*, 


În baza teoremei lui Guldin, volumul torului este V—2ra:zr3—273ar2, iar masa lui 
este M=2mîaurt, 


Momentul de inerție al torului față de axa lui de rotație Oy este dat de integrala 
curbilinie (25.87) 


— ~ 


1 
Jyy—775- 7 f ду. 
с 


Folosind reprezentarea parametricá a cercului C, pentru un punct М al lui, avem coordonatele 


x=a+r cos 0,  y-rsin Ө. 
Rezultă 


1 p 
Juy=-z TE f. (a+r cos 0)* y cos 040 


2n M 
Jyy— - Tur f [afr cos 0+4a3r? cos? 0+6a?r3 cos3 0-+-4art cost 0+-r5 cos? 0] d0, 
0 


care se reduce la 
Ў 3 
Jyy—2r?y ar? LI Јуу= M: 


# 


XXVI. MIȘCAREA UNUI SOLID ÎN JURUL UNEI AXE FIXE 


$ 1. Eeuatiile de mişeare. După cum s-a văzut la cap. XII, $ 5, dacă 
două puncte О şi О” ale unui solid sînt fixe, atunci toată dreapta 00' 
este fixă; se zice că solidul are o axă fixă. În acest caz solidul are o miş- 
care de rotație în jurul axei fixe. Toate punctele solidului descriu traiec- 
torii circulare, cercurile respective avînd planele normale la axă şi centrele 
ре axă. Rotafia poate fi reprezentată printr-un vector.o în lungul axei, 
funcție de timp. Mișcarea va avea un singur grad de libertate. 

Vom raporta mișcarea la un triedru triortogonal fix Ox,y,z,, ales astfel 
ca axa Oz, să fie situată în lungul axei de rotație OO' şi ca planul x,Oy, 
să treacă prin punctul fix O al solidului. Vom mai considera un al doilea 
triedru Oxyz mobil, solidar legat cu solidul, astfel са аха Oz să coincidá 
cu axa Oz, iar planul хОу cu planul x,0y,. Vom nota cu 0 unghiul pe 
care-l face axa mobilă Ox cu'axa fixă Ox,. Unghiul 0 poate fi luat drept 
parametrul variabil al mişcării, astfel încît, problema determinării mişcării 
se reduce la aflarea expresiei lui 0 ca funcție de timpul £. 
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, Sá însemnăm cu C(F)=(@, 7) torsorul în О al forțelor date, care 
acționează asupra solidului. Pentru a asigura imobilitatea punctelor O şi O' 


va trebui să mai aplicăm în aceste puncte reacjiunile de legătură R res- 
pectiv R' ale axei. Reacţiunile R si R’ nu sînt cunoscute; ele vor trebui 
să fie determinate după ce vom fi aflat ре 0=0(4). Din cauză că ele nu 
sînt cunoscute, vom căuta să scriem o ecuație scalară, care să nu le conțină. 
O atare ecuație o putem obține aplicînd teorema momentului cinetic faţă 
de axa fixă Ол, ds 


K ,— №, (26.1) 


unde am notat cu К, proiectia momentului cinetic K față de О, pe axa Oz, 


şi cu Mlz proiecția momentului total Jil al forţelor date, pe aceeaşi axă. 
Am văzut însă că expresia lui К. este 


Ko eos (26.2) 


dacă însemnăm cu /,, momentul de inerție al solidului față de axa Oz 
(mărime constantă), şi cu о viteza unghiulară de rotație 


ъ=. 


Relaţia (26.1) devine astfel S луч | 


20 HE (26.3) 


Presupunind cá se cunoaste expresia momentului M. al forțelor date față 
de axa de rotație Oz, în funcție de poziția sólidului si de viteza unghiu- 
Јата o, relația (26.3) va fi o ecuație diferențială de ordinul al doilea în- 
raport cu necunoscuta 9 ca funcție de-timp. Dacă se cunoaşte poziția inițială 
a solidului ($—0,) precum şi viteza unghiulară inițială (о=о,), ecuația 
(26.3) va avea o soluţie și numai una singură, în cazul cînd 7, ca funcție 


de ż, 0 şi 0 îndeplineşte anumite condiții de continuitate. 


\ 


Observaţie. Ecuația (26.3) poate fi dedusă şi cu ajutorul teoremei energiei, 
În cazul particular de care ne ocupăm, se vede că formula (24.17) ne dà 


Ko—9E, 


notind cu E energia cineticá a solidului, Cum c este dirijat pe axa Oz, vom avea in baza 
relaţiei (26.2) 


Ko= ©. 
Prin urmare 
1 ^ 
E alea 
de unde x ; 
E-—]J;oo. (26.4) 


Pe de altá parte, din (24.13) deducem pentru lucrul mecanic elementar dL al forțelor 
date (lucrul reacţiunilor R şi R’ fiind nul) 


aL— Жс A= Mo а: 
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astfel ineft teorema energiei se va serle sub forma 


dE. fo d! sau Elo. 


Tnloeuind în (20,4) această expresie 91 suprimînd apoi factorul cemun o, obținem 
ecuația (20,3), 


$ 2. Calculul reaefiunilor. Pentru calculul reacțiunilor axei R si R' 
уа trebui să considerăm și celelalte componente ale teoremei torsorului. 
În particular, teorema mișcării centrului de greutate ne va da 


M[àx ax (ох р) ]=02, (26.5) f 


ecuație pe care o putem deduce din ecuația generală (24.19) făcînd 4,550. 
Proiecjiile acestei ecuaţii pe axele mobile de coordonate Oxyz vor fi 


М-М. ) 
oME—o*M1—(,-- Ry-- Rj ( (26.6) 
0=2 ЕЁ z+Rz " 
unde am notat cu Ё, m, С proiecţiile vectorului о, cu (Qs, Ry, Rz acelea 
ale vectorului 2, cu Rs, Ry, Rz şi Rz, Ry, Rz acelea ale reacțiunilor R, 
respectiv R’, toate proiecţiile fiind făcute pe axele mobile de coordonate. 
Teorema momentului cinetic în raport cu O o obținem din (25.106) 

făcînd a,—0 


rotax (và) Л, (26.7) | 

dacă notăm cu т tensorul de inerție relativ la punctul О, avînd matricea (25.92) j 
Jaa —Jzy— J zz | 

ss atre aiit. ) = | 

= еа Јер Ja J f 


cu notafiile anterioare, momentele de inerție axiale si cele centrifuge 
fiind luate faţă de axele mobile solidar legate cu solidul. Avînd în vedere 


că proiecţiile vectorilor o şi о pe axele mobile de coordonate sînt respectiv 


: 
egale cu 
0,0, о; 0,0,% 


deducem că proiecţiile vectorilor то, à x (хо) pe axele mobile vor fi respectiv 
egale cu 


— Ja, —Juz ©, Jzz 5 J yz o?, — Jazz о?, 0, 
astfel încît proiecţiile ecuației vectoriale (26.7) pe cele trei axe mobile sînt 


о, Боз. ҺЕ; ' 
~o] ymo? =. (26.8) | 
Judei tum s] i 


în care / este distanța dintre punctele fixe, л—00'. i 


ooo RN 
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i Ultima dintre cele trei relații (26.8) este independentă de теас}1- 
" unile К $i №", ea este identică cu ecuația (26.3) care determină pe 0 ca 
funcție de timp, 
1) 
| Pentru determinarea celot ase ne scute 4 
| КОШКА ип d NE P necunoscute Rg, Ry, pu Rgs avem deci numai cinci 
ys , 1 uafiile (26.6) 91 primele două din (26.8). Din primele două ecuaţii | 
(26.8) putem scoate imediat pe ha şi pe Rý. Introducind aceste expresii în primele două, din 
(26.6) putem determina pe Ra și pe Ry. Pentru aflarea celorlalte două necunoscute Rz și m 
nu mai rümine decit ultima ecuație din (26.6), care dă Suma [9-12 a acestor două flecutiog- 
) ` cute, Se poate arăta că nu e Неса 


\ ро! rüta că ste cu putință а le determinape fiecare în parte decit renun- 
(ind la ipoteza rigiditátii, Într-adevăr, presupunind că printr-un mijloc oarecare am. izbutit 
; să determinăm pe fiecare în parte, vom aplica în Оо forță F în lungul axei Oz şi în 0” 
i aceeaşi forță dirijată în seus invers (— F). Cu această adăugire, torsorul forțelor date nu se 

schimbă, problema таш ше aceeași, însă punctul O este solicitat nu numai de forţele date, { 
inițial ci si de o forță F căreia trebuie să-i corespundă o reacțiune —/ din partea ва, Rezultă 
că reacţiunea din О va fi egală cu — F ale cărei proiecţii pe cele trei axe sînt Ra, Ry, R;—F, 
La fel se arată că reacţiunea punctului O^ va fi egală сп 2,4-5 după aplicarea forței —F. 

Sistemul este Static nedeterminat. Aşadar această nedeterminare este implicată de pro- 
prietatea de rigiditate? ] pentru a o evita va trebui să admitem că solidul ar-fi-deformabil.— 
Consideraţii asupra veacțiunilor. Axe Permanente si дже spontane de vola[íe, Din formu- 
lele (26.6) si (26.8) deducem cá valorile reactiunilor R, R’ depind de w și de w?, ceea ce 
înseamnă că pentru acceleratii mari si i i ale vitezei unghiulare de rotație w, 
reactiunile pot lua valori considerabile, putind provoca deformarea si chiar rupe 
€ v © P р 9 I 

| Acest pericol este evitat dacă avem 


Tea axei. 


E=m=0, Jzz=Jy2=0, (26.9) 
adică dacă axa de rotație Oz este o axă Princip, 
\ le R şi R' sint date de ecuaţiile (26.6) si (26.8) 
: cuvinte, reactiunile sînt aceleași ca şi cînd fort 
cu legăturile sau ar lăsa solidul în stare de imobilitate, 


Revenind acum la cazul general cînd condițiile (26.9) nu sint inde 


ў ropunem 
să examinăm următoarea ш Е ă: sînt condițiile ca una - 
“17е cele două reactiuni, de exemplu R'. si fie n tenit nulă, astfel încît solidul să 
"albă nevoie numai de un singur punct de sprijin O, pentru a-şi asigura mobilitatea axei 
dé rotație 0072 War ap 
e САКУ Anulînd valorile lui Р!, Ry, Rz în (26.6) si (26.8), pentru orice valori ale parame- | 
} trilor & şi о, adică pentru orice rotație a solidului, obținem din (26.8) condițiile necesare | 
› 
ү Jzz—Jyz2—0 (26.10) | 
5 SN E Ж (26.11) i 


Prin urmare, pentru ca axa de rotatie sá functioneze avind un singur punct de sprijin O 
este necesar ca ea sá fie axá principală de inerție trecînd prin punctul О $i ca forţele date ! 
care acționează asupra solidului să 'aibă momentul total față de О, dirijat paralel cu axa ' 
de rotaţie, Într-adevăr, condițiile (26.10) ne arată că axa Oz este axă principală de inerție t 
pentru punctul O, iar condițiile (26.11) că vectorul LI este dirijat după аха Oz. 1 

Condiţiile acestea sînt suficiente, căci dacă ele sint îndeplinite, mărimile К. si R 


Ay, 
sint nule, iar n poate fi întotdeauna înglobat in Re din cauza nedeterminării de mai sus. 


În cazul acesta axa Oz se numeşte axd permanentă de rotaţie. 

Un caz particular de axă permanentă de rotație îl avem la solidul solic 
unică situată în planul хОу, axa de rotație Os fiind o axă principală de 
r punctul О, Vom întîlni un astfel de caz în paragraful următor, unde 


itat de o forță 
inerție relativ la 
vom studia pendulul fizic. 
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—— 


Ne-am putea pune acum întrebarea; care sint condițiile са ambele reaetífunl 7 p d 
să se anuleze, adică în ce condiții аха de rotație nu ar avea nevoie de nici un punct de 
sprijin? Anulind și valorile R5, Ry, Ra în ecuațiile (20.0) și (20,8) obţinem pe lingă condiţiile 
(26.10) si (26.11), urmütoarele 

Ёз) (20,12) 
Ros Ry Rao. (20,13) 


Condiţia (26,12) ne arată că axa de rotație Os trebuie să treacă prin centrul de greu- 
tate C al solidului; deoarece ea,este o axă principală de inerție pentru O, rezultă că Oz va 
Н o axd centrală de inerție, Condiţia (20.13) exprimă că forțele trebuie să se reducă Іа un cuplu, 
al cărui moment este dirijat paralel la axa de rotație din cauza condiției (20,11). Condiţiile 
acestea sint, evident, și suficiente pentru са axa Oz să nu albă nevole de nici un punct de 


sprijin, 
O atare axă poartă numele de axd spontand da rotație. Un exemplu îl avem presupunînd 


că solidul cu o axă fixă care trece prin centrul lui de greutate, este acționat de un cuplu avind 
planul normal ре axă, În special, o rotaţie începută în jurul unei axe centrale de inerție 
va continua indefinit în jurul aceleiași axe, fără a fi nevoie de vreun punct de sprijin pentru 
axă. Din aceste motive, axele centrale se mai numesc și axe spontane de volafie sau axe libere de 
rotație. 

$3. Pendulul fizic. Se numește pendul fizic sau pendul compus un 
corp solid mobil în jurul unei axe fixe orizontale și supus numai acțiunii 
greutății proprii. 

Pendulul fizic reprezintă o importantă aplicaţie a mișcării unui solid 
cu o axă fixă. Referindu-ne la cele studiate la paragrafele anterioare vom 
putea studia mișcarea pendulului fizic. 

Presupunem că planul хОу, este normal la axa orizontală fixă Oz, 
şi cá trece prin centrul C de greutate al solidului. Vom lua axa Ол 
(fig. 26.1) verticală şi dirijată în jos, iar axa mobilă Ox solidar legată cu 
solidul dirijată după axa OC. Unghiul 0 pe care-l fac cele două axe între 
5 ele va determina pozifia solidului. 

Pentru aflarea funcției de timpul / avem ecuaţia (26.3), care în cazul 
de față devine 


Jað=— Mgl sin 6, (26.14) 


dacă M- este masa solidului, / lungimea OC, 
Л momentul de inerție al solidului față de 
аха Oz si g acceleraţia gravitaţiei. În adevăr, 
momentul M, al greutății С(= Mg), aplicată 
în centrul de greutate C, față de axa Oz este 
egal cu —Mgl sin 0 cum se vede imediat pe 
figură. Punem această ecuaţie sub forma 


0-- sin 0=0 (26.15) 
| unde 
| Fig. 26.1 ЕЕЕ (26.16) 


Ecuația (26.15) este identică cu ecuaţia (21.34) a mişcării unui pendul 
simplu, a cărui lungime ar fi Z’. Prin urmare, dacă impunem aceleaşi con- 
diții inițiale lui 0, cele două mişcări, adică aceea a pendulului fizic și 
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MN CDS Simplu de lungime /', vor fi determinate de acceaşi 
unctie 0(:). Din această cauză, pendulul simplu de lungime // se numeşte 


pendulul simplu sincron al pendulului fizic considerat. 


Se poate spune cá mișcarea pendulului fizic este determinată, întrucît 
se cunoaște mișcarea pendulului simplu sincron. 


Aşadar, pendulul fizic va avea o mișcare periodică, 0 fiind o funcție 


periodică de timp cu perioada T. Perioada oscilaţiilor mici va fi dată de 
ormula 


от 1.9. V Ze 
Жду | Pen || уң. (26.17) 
ә Pentru oscilații mai mari se poate folosi formula (21.52) care devine 
în cazul de faţă 


—9 || Jz a? 
О | de | 1+5), (26.18) 
insemnind cu « amplitudinea (valoarea maximă) unghiului 0. 


Rămîne acum să ne ocupăm de valoarea lungimii // dată de for- 
mula (26.16). În acest scop, vom înlocui în (26.16) momentul de inerție Jz prin 


Jzz=J+ME 


potrivit formulei (25.39) a lui Steiner, notind cu / momentul de inerție 
al solidului față де axa orizontală care trece prin centrul de greutate C. 
Formula (26.16) devine astfel 


l'—12-1" (26.19) 
unde 

QU eur J 

1 =: (26.20) 


Din formula (26.19) deducem că distanța l’ este mai mare ca dis- 
tanta /(—OC). Aşadar, dacă luăm pe axa mobilă Ox, în sens pozitiv, lun- 
gimea /(=00') vom da peste punctul O', centrul de greutate C fiind 
situat între O si O'. 

Deoarece /' este lungimea pendulului simplu sincron rezultă cá punc- 
tul O' considerat liber ar avea aceeași mișcare ca si pendulul simplu sincron, 
deci ca și pendulul fizic (de altfel toate punctele solidului situate la dis- 
tanfa l’ de axa fixă Oz, vor avea această proprietate). Punctul O’ se numeşte 
centru de oscilație al pendulului compus, iar punctul О centru de suspensie. 
Cele două drepte paralele la Oz, trecînd prin O şi prin O' se numesc res- 
pectiv axă de suspensie şi axă de oscilație. 

Formula (26.20) пе arată că mărimea l’ depinde numai de J, М 
şi Z şi că deci, dacă păstrăm neschimbate direcția şi distanța axei de sus- 
pensie de centrul de greutate C al solidului, lungimea /' nu se schimbă. 
Aşadar: 

Toate generatoarele unui cilindru circular cu axa trecînd prin centrul 
de greutate paralel cu Oz, ne dau pendule avînd mişcări identice (la conditii 
initiale identice). 


ndo pe m 
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Păstrînd numai direcția axei de suspensie si variind lungimea 7, vom 
obține pentru /' următoarea funcție de 


геї, (26.21) 


i, fiind raza de inerție а solidului, dată de relaţia (25.37) 


v R=}. (26.22) 


Variația lui /' este redată prin ramura hiper- 

2% bolei din fig. 26.2, care are centrul în origine și 
drept asimptote axa verticală si bisectoarea celor 

două axe. Lungimea pendulului sincron prezintă 

deci un minimum (—2/,) pentru valoarea 7, a lui 7. 


0 lp Studiul pendulului fizic are numeroase aplicații. 
9692 Una dintre aceste aplicații este determinarea experi- 
E Cenei mentală a momentului de inerție al unui solid fată de axa dată. 
Anume, se - măsoară cu cronometrul perioada oscilaţiilor soli- 
dului în jurul axei de inerție, pentru amplitudini a destul de mici pentru ca formula (26.17) 
să fie aplicabilă. În această formulă toate mărimile se cunosc sau se pot măsura direct, afară 
de momentul de inerție / a cărui valoarea se deduce. 

O altă aplicaţie este: măsurarea accelerației. gravitației g. În formula (26.17) sau în for- 
mula (26.18) presupunem toate mărimile cunoscute sau măsurabile, afară de g, încît valoarea 
lui g se deduce. Borda, care a făcut in 1792 o serie de experiențe pentru determinarea lui g, 
a folosit un pendul fizic format dintr-osferă omogenă de platină suspendată printr-un fir 
metalic, subţire, de masă neglijabilă. În cazul acesta centrul de greutate C al pendulului 
poate fi considerat ca situat în centrul sferei, asa încît / va fi momentul de inerție al sferei 
față de o axă trecînd prin centrul sferei. Notînd cu R raza sferei de platină si cu М 
masa ei, vom avea 

2р2 2R? 
-4 tea 


Rezultă pentru | formula 


dacă însemnăm cu 7 distanța de la punctul de suspensie pînă la centrul sferei de platină. О 
dată aflat 17, vom putea scoate din formula (26.17) sau (26.18) valoarea lui g, dacă presu- 
punem determinată perioada T pe cale experimentală. Pentru o cit mai mare precizie in rezul- 
tate va trebui să se țină seama de variația de temperatură, rezistența aerului, curbura muchiei 
cutitului de sprijin, deplasările acestuia ete.L. 

laboratorul de mecanică al Facultăţii de Mecanică si Fizică din București s-a rea- 
lizat un pendul special pentru determinarea lui g?. 

Pendulul este format dintr-un inel cilindric de oţel, omogen. Notînd cu p masa speci- 
fică şi cu M masa totală, cu R raza cilindrului exterior, cu х aceea a celui interior, şi presu- 
punînd că axa de suspensie este una dintre generatoarele cilindrului interior, vom avea pentru 
lungimea, /' a pendulului simplu sincron corespunzător 


1 1 85 
p E M,R3—— Mpx? ms?) / ara (26.23) 


1 A se vedea de exemplu, Л. B. Сорокин, Гравиметрия и гравцметрическая 
разведка, Москва, 1951. 

2 L. Teodoriu şi R. Woinarosky, Buletinul secţiunii stiingifice al Aca- 
demiei Romîne, t. XXIT, 1939, nr. 1, p. 109. 
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unde 


M =ruhR?, My Tua, M-M,—M;, 


h fiind grosimea inelului cilindric măsurată 


tii \ pe generatoare. Experienţa s-a făcut pentru /* 
minimum, Pornind de la expresia (26.23) tr j sedis us 


a lungimii pendulului simplu sincron cu pendulul 


fizic şi fácind calculele, se găseşte v= үз valoarea lui 7 
3 


mia RV 3. 


S-a determinat astfel experimental valoarea lui 


g cu trei zecimale exacte: g=9,806 m/s?. 
Teorema lui Huygens. P 


endulul reversibil. Relaţia (26.20) pusă sub forma 
Ц” Ј 


M 


пе arată cá mărimile 7 si I” își pot schimba rolurile. 
de suspensie o paralelă prin О’ la Oz, atunci axa de 
axa Oz,. Prin urmare, luînd axa de oscilație drept 
axă de oscilație. 


Această proprietate cu caracter involutiv poate fi pusă sub o altă formă, dată de Huy- 
gens. Să scriem, în acest scop, relaţia (26.19) în felul următor 


Cu alte cuvinte, dacă luăm drept axă 
oscilație va fi paralela dusă prin O la 
axă de suspensie, axa de suspensie devine 


Парз 


şi să-i dăm lui / două valori diferite, /, si 1, (A35 A). 


Notind cu i, h lungimile pendulului 
simplu sincron corespunzătoare acestor mărimi h şi 


l, vom putea scrie 
LUP RE, li В-АЗ 
de unde, prin scădere deducem 


Al ll =B—08 (26.24) 
Presupunînd că avem 
h-là-U, 
relatia precedentá devine 
i'(5— l) =з (Һ— l) (L+ Ь) 
sau, suprimînd factorul Һ—, (50), 
=. 
Această proprietate poate fi enunțată în felul următor (Teorema lui Huygens .): 


Dacă două axe de suspensie paralele între ele si situate la distante neegale de cenirul de 
greutate С al pendulului, dau aceeași lungime peniru pendulul simplu sincron, atunci aceasta 
este egală cu suma distantelor celor două axe la centrul de greutate. 


În special, dacă cele două axe se află în același plan cu centrul de greutate C al 
pendulului, situate fiind de o parte şi de cealaltă a acestui punct, atunci lungimea pendu- 
lului simplu sincron este egală cu distanța dintre cele două axe. Pendulul astfel construit 
se numeşte pendul veversibil. E 

Din formula (26.17) care ne dá perioada Т a micilor oscilații deducem 


p 
g=4n? TE’ (26.25) 
l’ fiind lungimea pendulului simplu sincron corespunzător, Pentru două lungimi diferite 7; 
și Lj vom avea deci : 

ho 

Tie TUS 
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T,, T, fiind perioadele corespunzătoare. Deci vom putea scrie 


hh 


1—2 
LTi— hT; 
Qinind seama de (26.24) sau, încă, cu (26.25) 


п-в 


"үр, Еа e 
та 


(26.26) 


Această formulă este utilizată în geodezie pentru determinarea experimentală а ассе- 
leratiei g. Se ia, in genere, prin tatonări, T, foarte aproape de Т,, în care caz pendulul este 
cunoscut sub numele de pendulul lui Kater. 

Formula (26.26) se reduce la (26.25) în cazul Тү= T,, dacă finem seama de teorema 
lui Huygens. 

Calculul reactiunilor axei pendulului fizic. Pentru a calcula reactiunile axei pendu- 
lului fizic ne vom folosi de ecuațiile (26.6) si (26.8) de la mișcarea unui solid cu o axă fixă 
din care vom putea scoate, cum am văzut, mărimile Rz, Rz, Ry, Ry, Rz, Rz. Ne vom măr- 
gini însă la calculul acestor mărimi în cazul particular cînd axa de suspensie este o axă 
principală de inerție pentru punctul O, adică vom face în ecuaţiile (26.8) 


Jzz— Jyz—0,. 


Pe de altă parte, momentul greutății G față de axa mobilă Ox este nul, ca si față 
de axa Oy, adicá vom putea face in (26.8) 


M =M,=0. 


Rezultă că condițiile (26.10) şi (26.11) sînt îndeplinite, adică axa de suspensie este o 
axă permanentă de rotație; ea va avea nevoie numai de un singur punct de sprijin, punctul О, 
încît vom putea lua R'=0, зс) 

Am presupus că axa mobilă Ox este însăşi dreapta OC cu semnul OC, adică vom putea 


face în (26.6) 
[3 0 
(9,— Mg cos 0, (Q.,, — — Mg sin 0, (Q,—0. 
Ecuatiile (26.6) ne vor da in consecintá 
Rz= — Mg cos 0—o?*MI 
Ry=Mg sin 0+oMI (26.27) 
Rz=0. 


Așadar, reacţiunea R a punctului imobil О este o forță situată în planul хОу. Ргоіес йе ei 
pe axele mobile se pot exprima în funcție de 0, deoarece din (26.14) scoatem 


. Mgl 
Qc 280 sin Ө. (26.: 
22 


b» 
% 


Multiplicînd cu о(= 0) $i integrind în raport cu timpul ё scoatem din această relație 
3 Mgl 
тър (26.29) 


unde C este o constantă de integrare 


=› 
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notînd respectiv cu Фу $1 0, valorile initiale ale mării 


în valorile (26.27) ale proiectiilor Rz, Ry obţinem i circa Eu 


Mg(l^4-21 
Ra= — VD 2 cos 0 —2MCI | 
Mgl" (26.31 
Rye — i sin 0, | 


dacă ţinem seama de relaţiile (26.20) şi (26.19) 


T =] 
„Se vede că proiecția Ry a reacţiunii R pe perpendiculara la OC este independentă de | 
condițiile initiale, pe cînd proiecția P; ре OC depinde de aceste condiții. Ambele însă sînt { 


funcţii de 0, deci funcţii periodice de timpul /, cu perioada T 


Cazul cel mai interesant în practică este acela al pendulului rotatoriu cînd 6(—c) 191 
păstrează semnul și deci pendulul se roteşte necontenit în același sens, 


Se vede din (26.29) că pentru ca o 54-31 păstreze sensul necontenit, adică să nu se anu- 
leze niciodată, este necesar și suficient să avem 


Mgl 
Jzz 
Cazul rotației pendulului în sens unic este cazul unui volan а cărui axă (orizontală) nu trece 
exact prin centrul de greutate сі la o mică distanță de el. Volanul constituie în acest caz, 1 


un pendul fizic. Reacţiunea R a axei va avea, conform formulelor (26.31) o variație perio- 
dică în timp, cu perioada T, astfel încît axa de rotație, fiind solicitată de o forță periodică, 
va prezenta fenomenul de oscilații constrinse. Prin urmare, dacă frecvenţa proprie de oscilație 
a axei (ca bară elastică) este apropiată de frecvența 27/Т а forţei perturbatoare (care în 


cazul nostru este reacţiunea R, vom avea fenomenul »rezonantei" si deci amplitudinea vibra- 
fillor axei va putea crește în mod amenintátor pentru soliditatea axei. Turatia corespunzătoare 
rezonanfei, se numește în tehnică „turație critică“. 

Pentru a evita fenomenul rezonantei se iau de obicei axele destul de groase, pentru 
ca perioada de vibrație proprie (a axei) să fie mult mai mică decît durata unei rotații. Pentru 
turații înalte, ca la turbinele Laval, unde acest număr este de ordinul de mărime 20— 
—30 000 rot/min, se iau axe „flexibile“ adică axe lungi şi subțiri, avînd o frecvență proprie 
mult inferioară aceleia dată de turatia volanului. 


—— 


XXVII. MISCAREA PLAN-PARALELÁ (PLANÁ) A RIGIDULUI 


$ 1. Ecuațiile generale de mișcare. Asa cum s-a arătat in cinematică, i 
un rigid are o mișcare plană dacă un plan al său este obligat să rămînă } 
paralel tot timpul cu un plan fix din spațiu (mișcare plan-paralelă). i 

Nu se particularizează mișcarea, dacă se consideră că atit planul і 
fix 2,0,уз, cît şi planul mobil хСу trec prin centrul de greutate al corpului 
(fig. 27.1). Rigidul cu un plan fix are trei grade de libertate. Pot îi aleşi 
ca parametri care să determine mişcarea: | 

— coordonatele Ё si т ale centrului de greutate C în raport cu sis- 
temul fix de coordonate; 


p 
E 
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— unghiul 0 dintre axele Ox, si Ox (egal, evident, cu unghiul dintre 
axele Оу, si Оу). 

Cunoaşterea mișcării rigidului implică cunoașterea celor trei funcţii 
scalare 


E=E(0, n=l), 0=00. (27.1) 


Se pot obține trei ecuaţii scalare care să permită determinarea celor 
trei funcții, dacă se foloseşte teorema torsorului 


CH= CE) (27.2) 

Vom desface ecuatia (27.2) in cele 

douá componente vectoriale ale ei. Prima 

— teorema impulsului — se scrie sub 

forma teoremei mişcării centrului de 
greutate 


Мо=@ (27.3) 
unde s-a notat си M māsa rigidului, cu p 
vectorul de poziție al centrului de greu- 
tate C față de O,, iar си @ rezultanta 
forțelor exterioare. Din (27.3) rezultă 
că vectorul @ trebuie să fie paralel cu planul fix, deoarece acce- 


leratia o a centrului de greutate C (ca de altfel accelerația oricărui punct 
al rigidului) este, aşa cum s-a arătat în cinematică, paralelă cu planul 
fix хО,у,. 

Cea de-a doua componentă vectorială a ecuației (27.2) — teorema 
momentului cinetic — o vom aplica în raport cu centrul de greutate C, 
sub forma 


а 22 
Ке = la (27.4) 


unde К, este momentul cinetic în mișcarea relativă а rigidului în raport 


cu centrul de greutate, iar Me este momentul rezultant al forțelor exte- 
rioare în raport cu centrul de greutate. х 

Proiectînd ecuația vectorială (27.3) ре axele Ox, şi Oy, şi ecuaţia 
vectorială (27.4) pe axa Oz se obține 

Mi=X, Мү=Ү, Ј..8= №2. (27.5) 

(S-a ţinut seama de faptul că mişcarea relativă а rigidului față de centrul 
maselor C fiind o rotație în jurul axei 02, vom avea K;—];;0, deci 
ак. e. 
Tae 0) 

Ecuafiile-(27.5) sînt ecuaţiile de bază în studiul mișcării plane а 
rigidului. 

$ 2. Rostogolirea pe un plan înclinat. Sá ne inchipuim cá avem un cilindru 


gen, de rotație, așezat pe uir. plan înclinat cu unghiul а față de orizontală (fig. 
propunem a studia mișcarea cilindrului. Natural că este suficient a determina mi 


теп, ошо- 
7.2). Ne 


ѕсагеа sec- 


Ka T E t M- L 


m 


i "J— —— =——% ж ni meeer = 5 Dre — 
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țiunii drepte a cilindrului prin centrul s 
AB, pentru că astfel vom fi determinat mişcarea întregului cilindru, 

A Dacă n-ar exista frecare de alunecare, atunci forțele care lucrează asupra discului 
adică, greutatea sa și reacţiunea normală a planului ar determina pentru dise o mişcare ассе- 
lerată de alunecare la vale, Însemnîud cu v viteza centrului de greutate O paralelă la panta 
АВ, sensul ei pozitiv fiind dirijat spre vale, şi cu m masa discului teorema mişcării cen- 
trului de greutate ne dă 3 1 A 


йи de greutate, un dise circular О așezat pe dreapta 


mu=G sin о, sau veg sin, (27.6) 


G fiind greutatea discului, g accelerația gra- 
vit&tii, Reactiunea normală N a planului este 
egală cu componenta normală С cos a agreu- 
tăţii, deoarece mişcarea centrului de greutate 
în sensul lui N este nulă. Mișcarea dată de 
ecuaţia (27.6) este cunoscută; ea reprezintă alu- 
necarea fără frecare a unui punct de masă m şi 
de greutate G, pe un plan înclinat sub unghiul 
a faţă de orizontală. 

Să presupunem acum că alunecarea este 
împiedicată de o forță de frecare de aderentá, Ф, 
aplicată asupra punctului B de contact cu 
planul, astfel încît discul este obligat a se ros- 
togoli la vale. Ecuația de mișcare a centru- 
lui de greutate (27.6) va trebui înlocuită prin Fig. 27.2 


mi = С зїп @а—Ф. (27.7) 


Dacă aplicăm acum teorema momentului cinetic față de centrul de greutate О, presupunind 
că rostogolirea îi impune discului o rotaţie de viteză unghiulară o, în jurul unei axe normale 
pe planul sáu, în punctul О, vom putea scrie 


Jó-oR (27.8) 


unde am însemnat cu J momentul de inerție al cilindrului faţă de аха О si cu R raza sa 
(am neglijat frecarea de rostogolire). Deoarece însă o este egal cu v/R în cazul cînd nu avem 
alunecare, ecuația precedentă devine 


==; 
R2 L 
înlocuind această valoare a lui Ф în (27.7) obținem 
[+ a) 2—G sin a. 
Vom nota 
d cca 
R? ? 


mi masă periferică a discului, în jurul lui O. Fa 


' avînd dimensiunea unei mase; o vom nu i 1 urul h ] 
од i da momentul de inerție J față de O. Cu 


este masa aşezată la distanța R de О, care ne-ar 
această notație, ecuația precedentă devine 


y(m--m/) =G sin о. 


cazul rostogolirii mișcarea punctului O este determinată de o ecu 


Deducem că în EE Д A x sa periferică т 
cu deosebirea că masei cilindrului m i se adaugă masa periterică mr. 


analogă ecuaţiei (27.6), 
Vom avea 
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Pormula aceasta ne arată că accelerația Гаме O depinde de raportul mjm n masal 
periferice câtre masa discului, Dacă, de exemplu, discul este omogen, 1 ве poate caleula iiiar 
diat masa periferică m’ in modul urmätor, Momentul de inerție J este dat de formula cunoscută 


J “f r’ dm, 


integrala fiind extinsá Ia arla cercului О, 
De aici rezultă 


gi deci 


. 
adică accelerația v va avea valoarea 
(Bin 
y == LA » 


(27,10) 
1+Ё- 


în cazul discului plin, 


Dacă discul s-ar reduce numai 10, cercul periferie de mash m, restul discului fiind destul 
de subțire pentru a putea fi neglijat, са шавй, om. găsi pentru masa periferică m’ 


m =m, 
deci accelerația v ar avea valoarea 


dae i sin u 
14-1 


(27.11) 


Comparind între ele formulele (27,11) şi (27.10) conchidem ей în cazul discului plin 
acceleraţia este mai mare decit în cazul cercului, sau încă, trecînd de 1a dise la cilindru, putem 
enunfa următoarea proprietate care se poate verifica experimental; dacă pe un plan înclinat 
se lasă să se vostogolească, fără viteză imiHald, dol cilindri de асга vază, unul plin și altul 
gol, de la același nivel, cilindrul plin va merge mul repede decht cel gol, Pentru demonstrarea 
acestei proprietăţi este suficientă ipoteza că cilindrul plin este alcătuit din straturi cilindrice 
omogene; nu este nevoie însă de ipoteza că tasele celor dol cilindri ar ЇЇ egale între ele, S-a 
făcut apoi abstracție de rezistența aerului, precum $1 de frecarea de rostogolire care, natural, 
ar modifica formulele (27.8) gi (27.9). 

Sfera poate fi înglobată în această, cercetare, ducă se observă că micarea el se reduce, 
din motive de simetrie, la mişcarea secțiunii plane verticale trecînd prin О, Am avea astfel 
de calculat tot mişcarea unui dise pe care-l vom presupune plin, omogen, pentru a simplifica 
analogia. În cazul sferei omogene, momentul de inerție faţă de axa orizontală, normală în 
centrul ei, pe planul discului reprezentativ, este egal cu 27745, după cum s-a văzut la 


cap. XXV, Rezultă că masa periferică m’ va fi egală cu 2m/5, incit accelerația v va avea valoarea 


« pini 
U PI a 


2 (27.12) 
I---5- 


în cazul sferei, Aşadar, sfera avind o accelerație mal iare se va rostogoll la vale mal repede 
decit ambii cilindri considerați mai sus, 

Dacă ínsemnám cu A, ty, t, intervalele de timp ре care le-ar pune respectiv sfera, 
cilindrul plin, cilindrul gol pentru a ajunge, prin rostogolire, pe aceeași рацій, de la un 
acelaşi nivel piná jos, am avea 


аЛ 
ү 14/8 


Va. а" 


— A 


“з 


stul 


7.11) ` 


plin 
utem 
Ита! 
aliul 
Tarea 
drice 
Q9 
tural, 


duce, 
astfel 
ifica 
4lá in 
Ја 


al 
jut 


Joare? 
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m ao deasă un calcul simplu de integrare a ecuaţiilor (27.10), (27.11), (27.12). Cel 
xx p i ar ti punctul material, care ar aluneca pe pantă fără frecare; intervalul de timp / 
I аге l-ar pune punctul în alunecarea sa pe pantă, ar fi legat de /,, 15, 14 prin relaţiile 
Ж ыс iei ci MOTOR 
үз Vu кү 
Condiţia de rost iv In | б БЕКУ, 
КЫС (27.9), ES MR Din ecuația momentelor (27.7), în care înlocuim pe v prin expre- 
m'g sin a 
(Doi, 
zip (27.13) 


Condiţia de rostogolire, deci de aderenfá a discului în punctul В de contact, este 


SuN, N=mg cos о (27.14) 
N fiind reacţiunea normală a planului, iar y, coeficientul d f elimini 
Ф între (27.19) si (27.14), obti 5 u icientul de frecare de alunecare, Eliminind 


tg a<u (re (27.15) 
sau incá 
«x, (27.16) 


dacă insemnám cu o^ unghiul pozitiv, mai mic decît x/2, determinat de ecuația 


n : 
tg eu tg Ф, (27.17) 
iar cu ọ unghiul de frecare de alunecare corespunzător materialului din care sînt alcătuiți 
cilindrul şi panta materială. 
Relația (27.16) ne dă condiția de rostogolire a cilindrului fără alunecare. 
Cum o' este mai mare са Ф, rezultă cá pentru înclinările œ satisfăcînd relațiile 


Ф<@®<ф”, 


punctul material ar aluneca pe pantă (x29), însă cilindrul format din același material s-ar 
rostogoli fără alunecare. 

Se înțelege că pentru «>ọ’ cilindrul nu se mai poate rostogoli fără alunecare. 

Frecarea de vostogolire. Din cercetarea făcută am dedus că dacă unghiul « de inclinare 
al pantei este mai mic decît un anumit unghiu 9^, cilindrul greu așezat pe pantă se rostogo- 
leşte la vale. 

Această concluzie este contrazisă de experiență, care ne arată că dacă unghiul « de incli- 
nare este destul de mic, cilindrul nici nu alunecă, nici nu se rostogolește, ci stă pe loc. Alu- 
necarea este împiedicată, natural, de forte de alunecare la punctul de contact (reducind cilin- 
drul la un disc). Rostogolirea cilindrului, deci a discului, va trebui să fie împiedicată de un 
cuplu care să anuleze cuplul activ de moment ФР, care apare în ecuaţia (27.8). Numai astfel 
vom putea obţine condiţiile necesare de imobilitate a discului 


U—0 202207 


Cuplul care împiedică rostogolirea cilindrului, este cuplul despre care am mai vorbit, 
de rezistență la vostogolire. Notînd cu C momentul său vom avea 


С= ФР. 


Observăm сй forța Ф are valoarea С sin a după cum reiese din (27.7), deoarece 0 este nul, 
încît vom putea serie 


C=R mg sina=RN tga, N=mg cosa 
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N fiind, cum am văzut, reacţiunea normală a planului, Dacă márím acum, în mod continnu 
fnelinarea о, va ajunge un moment cînd cilindrul începe să se rostogolească 1а vale, Ínsem- 
nind cu v, valoarea corespunzătoare a înclinării о cînd începe rostogolirea, cuplul de rezis- 
tentá va avea momentul C dat de 


CN tg шу. 
А 
Vom nota constanta R tg ш, 


sR tg as, (27.18) 
aga încît expresia momentului cuplului de rezistență devine 
С=8№. (27.19) 
Cuplul de moment C este cuplul de frecare la rostogolire, iar coeficientul s este coeficientul de 
frecare la rostogolire, 

Relaţia (27,19) ne dă legea frecării de rostogolire: 

Frecarea de rostogolire este proporțională cu reacţiunea normală. 

Rezistenţa la rostogolire este deci un cuplu care nu depășește în nici un caz frecarea de 
rostogolire al cărei moment C este dat de (27.19). În cazul cînd rostogolirea are loc, rezis- 
{епа la rostogolire este egală cu frecarea de rostogolire. Această lege este asemănătoare cu 
legea Їтесйгіі de alunecare enunțată de Coulomb, Coeficientul s de frecare de rostogolire, după 
cum s-a văzut în Statică şi după cum rezultă din expresia (27.18), are dimensiunea unci lungimi, 
Pe de altă parte, experiența пе arată că în condiții normale gg este un unghi inferior unghíu- 
lui de frecare o, o proprietate de care vom ţine seamă în calcule. 

Rostogolirea cu frecare de rostogolire. Reluind problema rostogolirii cilindrului circular 
(redus la un disc de centru О), în ipoteza existenfei unei frecári de rostogolire, va trebui ca 
în ecuaţiile de mișcare să introducem şi cuplul de rostogolire de moment C, dat de relația 
(27.19). Ecuația (27.19) va rămîne neschimbată, însă ecuația (27.8) va trebui să fie înlocuită 
prin 

Jo= PR—sN. (27.20) 
Eliminarea lui Ф între (27.7) şi (27.20) ne va da 
(m--m/^) i=mg (sin a—cos o tg co), (27.21) 


dacă ținem seama de expresia lui s, de expresia lui N şi dacă notăm cu m’ masa perife- 
rică a discului 


рее 


Relația (27.21) se mai poate scrie 


sin (x— ao) 

m' ă (27.22) 
14+— | cos æo 

m 


Comparínd această expresie a lui d cu aceea [ (27.9)] pe care am găsit-o în cazul cînd 
nu exista nici o rezistență la rostogolire, se vede că în cazul frecării de rostogolire, accele- 
rafia este mai mică pentru acelaşi disc, deoarece avem 


sin (0—00) 
COS do 


< sin x. 


Condiţia de rostogolire va fi şi са modificată față de (27.16); anume, relaţia 


QxuN 
ne va da în cazul de faţă 
sin(x— 00) «n e incen 27.23) 
cosa ` m'] coso 


Î —  '—M—MeeeeeS 
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асы ыд 
Б 4B 9--— (ш 9—tg a). (27.24) 
хес г poa dee %o: Ambele formule (27.23), (27.24) ] se reduc la formula (27.15) pentru 
o ca a compe Ж реа багаа de rostogolire, Ele reprezintă condiţia de 
g az Xistenței unei frecări rolire d 
gast Mri ашна (07.24) sub Bor de rostogolire. De altfel, analog cu (27.16) se poate 
| j agg’, (27.25) 


dacă însemnăm cu ọ’ unghiul pozitiv, mai mic decît = 2, determinat de ecuația 


евр. (tg 9—tg o). (27.26) 
În rezumat, putem întocmi următoarea tabelă pentru mișcarea cilindrului circular 
omogen, greu, aşezat pe un plan înclinat cu unghiul a față de orizontală 
а «a dat de (27.18)...imobilitate 
&oXx-o' dat de (27.26)...rostogolire fără alunecare 
a 2o' ...alunecare cu rostogolire. 


$ 3. Nostogolirea pe un plan orizontal. Dacă facem «—0 în formulele de la paragraful 
precedent, obținem imobilitate pentru cilindru, adică cilindrul circular, omogen, greu, așezat 
fără viteză inițială, pe un plan orizontal, rămîne imobil. Pentru a-i provoca rostogolirea va 
trebui să aplicăm forte potrivite. 


Reducind cilindrul la secţiunea sa dreaptă, cum am făcut şi în studiul anterior, ne vom 

20 ocupa de mișcarea discului circular, greu, omogen, de centru O’ si de rază R, în planul ver- 
tical xOy (fig. 27.3), discul fiind obligat a rămîne tangent necontenit la orizontala Ox. Vom 

presupune că în afară de greutatea proprie G si de reacţiunea normală N în punctul de sprijin 4 

mai lucrează asupra discului un sistem de forţe situate în planul discului, forțe care se 

.21) pot reduce la un torsor în О” exprimat printr-o forță F aplicată în O”, de proiecții Fz, Fy 
pe axele de coordonate Ox, Oy, şi la un cuplu de moment ./// normal la planul хОу. Vom 
presupune că sub acțiunea acestor forte, discul capătă viteza orizontală v aplicată în centrul 0”, 
precum şi o rotaţie în planul său, in jurul centrului О”, de viteză unghiulară o. Vom indica 


în figură prin săgețile curbilinii с şi c^ sensul pozitiv al momentului _/ respectiv al rotației 
discului de viteză unghiulară o. În punctul A de tangenţă discul are tendința de a aluneca 
pe Ox. Vom nota cu v’ viteza de alunecare a \ 
punctului А apartinind discului, ре аха Ох. Între у 4 5 | 
mărimile v, о şi v’ există o relație care se poate DE 
e stabili imediat dacă observăm că viteza v' a punctu- 
lui A (viteza absolută) poate fi considerată ca fiind i 
rezultanta dintre viteza de rotație în jurul cen- 
trului О” (viteza relativă), care este egală cu 
— Ro şi dintre viteza v a centrului O” (viteza de 


transport). Vom avea deci ! 
v'—y— Ro. (27.27) 0 A =x | 
Viteza de alunecare v’ sau numai ten- Fig. 273 i 


dinfa punctului A de a aluneca pe Ох уа да 
naștere unei forte de frecare Ф, aplicată în punctul бе : 5 е RE 
de contact A, așezată în lungul axei Ox şi dirijată în sens invers vitezei v (sau tendinfei de 
alunecare în caz cînd о’ este nul). Presupunem semnul lui inclus in simbolul Ф. 

Vom mai presupune cá rostogolirea sau chiar numai tendinţa de rostogolire a diputa: 
pe axa Oz dă naștere frecării de rostogolire de moment C, a cărei valoare maximă (în SRR ae 
rostogolire) este egală cu sN, s fiind coeficientul de frecare de rostogolire dat de relația (27.13). 
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Teorema mișoării centrului de greutate O^ al discului, prolectată pe cele dou аже de 
coordonate ne va da бз 


mo Qa, (07 2Я) 
Oc N — GE Py, (27.29) 


Jar teorema momentului cinetic faţă de centrul de grentate O” al disenlui se va exprima prin 
telația 


Ja ИС АФ = M -Émp (27,30) 


unde am notat cu J, momentul de inerție al discului față de centrul 07 și eu M' diferența 
dintre momentul Æ al cuplului motor şi frecarea de rostogolire C, 


Ss NC, (27.31) 

Elimintd ре Ф între ecuaţiile (27.28) gi (27.30) obţinem 
Jo mmis JI 4 RPa. (27.22) 

Beuaţia (27.29) ne va da expresia reacţiunii normale N 
N=G-—Fy. (27.33) 


Mărimea N va fi pozitivă căci presupunem С> Ру. — 
Vom mai presupune în cele ce urmează că torsorul (F, M) este constant, adică mărimile 


JN, Fa Fy sint constante. 
Cazul rostogolirii fără alunecare. Ne propunem a studia posibilitatea unei rostogoliri 


a discului, fără alunecare. 
Să notăm cu шу, o, valorile inițiale (/=0) ale mărimilor v, ù respectiv. Vom presupune 


că aceste mărimi sînt pozitive şi că între ele există relația 
00= Rog (27.34) 


impusă de condiția rostogolirii fără alunecare. Vom arăta că în acest caz este posibilă în 
anumite condiţii o rostogolire-fără alunecare, adică o relaţie permanentă 


u= Ro (7 35) 


între v şi о. Relaţia (27.32) ne va da deci 


U-EmR3o- Zl 4 ЕЕ, 
iar prin integrare 
о CERES (27.36) 
о=004+ Т тЕ? i 
Rezultă pentru v dat de (27.35) şi (27.34) expresia 
(0 LRUPM +RF3) : 27.37) 
rr ЫШ Ј+тЕ? J 


Se poate verifica lesne că expresiile (27.36) şi (27.37) ale mărimilor o $i 
ecusfiile (27.28) si (27.30) şi că ele sînt valabile si în cazul particular v9=09=0 cu 
de a lua pentru forța de frecare Ф valoarea 

mRA'- JFE» 27.38) 
J-bmn* 


însă pentru ca această expresie a lui Ф să fie admisibilă, са nu trebuie să depășească 
în valoare absolută mărimea uA, ы fiind coeficientul de frecare de alunecare. Deci 
ca mişcarea să fie posibilă, trebuie să avem 

Im RA ЈЕ і m RY)N, 


п 


n ani 
1.93) 


timile 
ygoliri 


upune 
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ceea ce se mai poate pune sub forma 


unde am notat M,- Ла Л. Л, +M, (27.40) 


Fa N 
M, =} E, M- E ERR), (27.41) 


În cazul cînd mărimea Ло 
este dată de formulele (27.36) şi (27.37) 
rostogolire pură, 


Din formulele (27.36) si (27,37) 


„îndeplineşte condiția (27.40) soluția problemei 
; discul are o rostogolire fără alunecare, adică o 


deducem că dacă mărimea M’ satisface şi relația 
VI RE, (27.42) 
mărimile € $i v rămîn tot timpul pozitive, fără a-se anula vreodată şi că deci mişcarea de 
rostogolire va dura la infinit. Viteza de rotație w va crește proporțional cu timpul sau, în 
cazul semnului egal in (27.42), se va menține constantă, Dacă însă în loc de relaţia (27.42) 
am avea relația 
JI RE, (27.43) 
atunci mișcarea de rostogolire va dura numai pînă în momentul !=4 dat de 
Oo(J+mR2) 
i= 27.44 
E VRR 27440) 

În acel moment atît v, cît şi œ se anulează, deci discul este imobil, 

Pentru /7 4, va trebui să revenim la formulele (27.36) şi (27.37) 
că timpul este socotit din momentul 1—1,, iar vitezele initiale Yo; €, sînt ambele nule (un caz 
particular al celui studiat). Rezultă că vom avea tot timpul o rostogolire în sens negativ 
(®<0), dacă "+ RF<0, unde vom fi înlocuit pe C prin —C(M'= +0); în cazul 


în care vom presupune 


—CS/I+ RFC, 09=0 (27.43% 


va rămîne în stare de imobilitate tot timpul £7 4. 

În concluzie, dacă condiția (27.40) este îndeplinită, discul se va rostogoli tot timpul 
fără alunecare, şi anume, în cazul “ЛСТ RE, 0, în sens pozitiv, uniform accelerat, iar 
în cazul M —C--RF;-0 rostogolirea va fi uniform întîrziată, trecînd prin zero si schim- 
bindu-si sensul. Cazul particular (27.437) se deduce imediat. 

Aceste consecințe le-am dedus în ipoteza că mărimea M’ îndeplineşte condiția (27.40). 
Acum se pune întrebarea: ce se va întîmpla în cazul cînd condiția (27.40) nu este îndeplinită? 
Cu alte cuvinte, care va fi mişcarea discului cînd vom avea 


A> M+M, sau M< И. (27.45) 


În acest caz, Ф neputind să depăşească valoarea maximă uN, va lua permanent această 
valoare limită. Mişcarea discului nu va mai putea avea loc fără alunecare. Studiul unei 
mişcări de felul acesta îl vom da în continuare. Ă - o UR 

7 Rostogolirea си alunecare. Vom începe prin a studia cazul menţionat (27.45). Vom 
continua deci a presupune 20=0, însă luînd 


M> M+M sau М M -M (27.46) 
va trebui să admitem alunecare, adică уа trebui să presupunem Ф constant. În cazul acesta, 
ecuaţiile (27.35), (27.37) se vor integra şi vor da 

1 
v=voH (D. F3)t 


(27.47) 


1 


о= 00| 7 (A RD) 


Ф= ШМ. 


39 — Mecanica teoretică 


segers 
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ri it 


Admiţind o viteză v’ de alunecare a punctului A, considerat ca punct aparținînd discului, 
față de аха Ox, vom avea 


v'—v— Ro, (27.48) 
deci 
(Луз Mi (27.49) 
cu notatlile 
Fa N( --mn2 
Ji TR, que EUR), qu ус, (27.50) 


semnul dublu din (27.49) corespunzînd cu acela din (27.47) din expresia frecării de alune- 
care Ф. Însă Ф are sens opus vitezei v’ încît va trebui să avem 


w<0, w'>0 


unde am notat v, si v! expresiile din dreapta relaţiei (27.49) în care luăm semnul + res- 
pectiv —. Deducem că în cazul 


ОЗО N + Ma 


vom avea o alunecare cu v’ negativă tot timpul, iar în cazul 
ШЛ, 


vom avea o alunecare си v' pozitivă tot timpul. Rostogolirea corespunzătoare va fi dată de 
expresia lui о din (27.47), care în genere va fi diferită de zero. 

Aceste consideraţii împreună cu acelea din paragraful precedent, rezolvă integral 
cazul v;—0. 

Să trecem acum la studiul cazului 0050. Vom presupune deci că între vitezele initiale 
Vo, 00 Şİ o, există relația generală 


769—279 — Rog, (27.51) 


care implică mișcarea de alunecare de viteză vj a punctului A al discului, pe axa Ox. Vom 
presupune «920, ceea ce nu înseamnă o particularizare, dacă lăsăm posibilitatea ca Vy să fie 
pozitiv, negativ sau nul. 

Forţa de frecare Ф va avea sensul opus lui шу. Valoarea ei absolută va fi egală cu uN, 
cît timp există o alunecare. În consecință, presupunind 000 va trebui să luăm pe Ф constant 
şi egal cu uN în valoare absolută cit timp v^ nu-şi schimbă sensul. Cum v’ este о funcție 
continuă de timp, ea va trebui să aibă acelaşi semn cu vy, cel puţin pentru valori mici 
ale lui f. 

Integrînd, ca mai sus, ecuaţiile (27.28), (27.30) în raport cu timpul, vom obţine ecuațiile 
(27.47) din care vom deduce pentru v’ expresia, 


= MU MLN) (27.52) 


în locul relaţiei (27.49). Notaţiile sînt acelea din (27.50), iar dublul semn legat în acelaşi fel 


de dublul semn din expresia lui D din (27.47). 
Formula (27.52) se va desccmpune deci în două 


#=»+(— ЛЬ t pentru vj» 0 | 


0—20 


(27.53) 


evit Л Mit Mai pentru cica | 


І, Cazul vş>0, În acest caz vom utiliza prima formulă din (27.53). Deci, dacă 
mărimea — M’ Fk ME, =M nu este negativă, adică dacă Æl’ îndeplineşte condiția 


MMM, 


9) 


oral 
tiale 


51) 


Vom 
ă fie 
ШҮ, 
stant 
сё 
| mici 


m 
{ше 

афі 

0) 


97.57 


ași fe 
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atunci v’ rămîne tot tim 


\ pul pozitiv. Dacă însă mărimea = M’ M-AM, este negativă, 
adică dacă avem 


M> M-A, 


atunci v’ se va anula în momentul 1f dat de expresia 


Ји 
АОЛ ААЛ)" 


Cüdem astfel peste cazul studiat în parag 


(27.54) 


raful precedent, luînd drept moment inițial, 
momentul 1 fy. În consecință, dacă Ml’ îndeplinește condiţiile (27.52) si (27.54), adică dacă 
AU nu depăşeşte valoarea + A 91 nu este mai mic decit valoarea — RF, vom avea pentru 
t> 1 o rostogolire pură tot timpul; dacă însă M’ nu depășește valoarea „///,--.//„ însă este 
mai mie decit — F,, atunci rostogolirea durează pînă în momentul ttt dat de relațiile 
(27.54) şi (27.44), cînd discul se opreşte (v=w=0) pentru ca apoi să ia o rotație negativă, 
deoarece expresia Ml’ РЕ x este negativă, 

Dacă însă Ml’ nu îndeplineşte condiția (27.52), adică dacă avem M'> M+ My, atunci 
după cum am văzut la începutul acestui paragraf, pentru /> ta vom avea o alunecare cu о’ 
negativă tot timpul, însoţită de o rostogolire, 

II. Cazul 0;<0. ln acest caz ne vom folosi de cea de-a doua formulă din (27.53). 
Deci dacă mărimea M ЕНА nu este pozitivă, adică dacă .//f' îndeplineşte condiția 


M> M + My, 
atunci v’ va rămîne tot timpul negativ. Dacă însă mărimea Me M +My este pozitivă, 
adică dacă avem 

McM +My, 


atunci v’ se va anula în momentul 4; dat de expresia 


o 22 py mu (27.55) 


"in T RC Ua JI e Jy 


cînd vom cădea iarăși peste cazul studiat mai înainte, Discufia este similară aceleia făcute 
la cazul I (vg 0). E f 
Toată această discuție poate fi rezumată în următoarea tabelă, ordonată după valorile 


pe care le-ar putea avea v 


ЛЛ А Л e Al, la început (0) -- (a), apoi (r) 
M> Mk А 
JAM e IL — А ()-- (a). 


Am însemnat cu (r) rostogolirea pură (fără alunecare), cu (»)--(a) rostogolirea 
cu alunecare. 

Observaţie. în cazul cînd M’ este cuprius în intervalul Ж. de EAE 
$i 0050 am văzut că la momentul /—/, sau /—/g (după cum vw, este posi X den „nega ч 
viteza de alunecare v’ se anulează şi forța de frecare Ф încetează de a mai avea ха Deren t uN 
ci va lua valoarea dată de (27.50). Avem astfel în genere o discontinuitate în valoarea DX д 
ceea се se va repercuta printr-o discontinuitate in valorile derivatelor o şi о date de ecuaţiile 
generale de mişcare (27.28) şi (27.30); valorile lui v și о тїтїп însă continue, | 

Pornirea (demararea) si oprirea autovehiculelor (locomotivă, automobi ele.) edem 
găsite anterior ne dau posibilitatea determinării condițiilor de fornire, еаресе de ее S 
autovehiculelor, Vom înțelege prin autovehicul orice vehicul care se deplase ază poa NG оң ie 
roților sale, acestea fiind puse în mişcare printr-un motor (de orice naturi К le М vo 
participînd la mișcarea vehiculului, În această categorie intră locomotive (cu abur, cu mote 
Diesel, electrică etc.), automobilul, vagonul automotor de tramvai ete, 
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Vom începe prin a studia procesul pornirii din starea de re 

Rixdu-ne atenția asupra uneia dintre roțile motoare, 
motor de moment constant Ml 91 o frecare de rostogolire d 
rezultatele obținute mai sus. Vom presupune că avem 


paus a autovehiculului, 
asupra căreia ar lucra un cuplu 


e inoment C, vom putea aplica 


Fa=Fy=0, 
aşa înctt relațiile (27.53) vor deveni 


_ gN(-mR)— uG( m3) 
Miao Miam а чш: (27.56) 


unde reacţiunea normală N va fi egală cu greutatea С care revine pe osia roții considerate, 
Am notat, са mai sus, cu R raza toţii, cu J momentul ei de inerție față de centru, cu m 
masa el. 


Vom presupune roata în repaus la momentul /—0, adică 
00=V0=%=0. 


Pentru a începe o rotație w> 0 va trebui ca mărimea Me c) să fie pozitivă, 
Vom distinge două cazuri, după cum M’ depăşeşte sau nu, mărimea My. 
I. Casul Л Л. Dacă M’ nu depăşeşte mărimea M adică dacă avem 


JES MI (27.57) 


atunci roata va începe o rostogolire fără alunecare, care poate fi continuată la infinit, œ 
crescînd proporțional cu timpul. Notînd cu /, intervalul de timp necesar pentru ca autove- 
hiculul să capete viteza V, vom avea din (27.49) 


ig RUNS . (27.58) 


De aici scoatem ре A" în funcţie de V şi to 
M= J+mR? 


‘Rig 2 
adicá putem determina momentul cuplului motor M necesar pentru ca autovehiculul să ia 
viteza V în timpul tọ. 
Condiţia ca М” să nu depășească mărimea M, dată de (27.56) se va scrie 
mă С (J+mR?) 
— —Vx- 
Ri mR 
sau 
G 
Vs m lo, 
relație care leagă mărimile V şi /y între ele. € 
Vom caleula acum energia care trebuie consumată pentru ca autovehiculul să ajungă 


la această viteză V; ea este egală cu energia cinetică finală Еу, a roții, la care trebuie 
adăugată energia E, consumată de frecarea de rostogolire. Energia E, va avea expresia 


1 1 
Е,= mV Joi, 


dacă notăm cu o, valoarea finală (la momentul /—4) a vitezei unghiulare de rotaţie о 8 
roții. Vom avea deci 


3 


W ж 


Pozitivă 


95 z- 


(4/37) 


infinit, q 


a autove- 


culul să ia 
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încît expresia lui E, devine 
Bl PAR 
2g А 


Sabine ci "3 7 T 
Pentru calculul lui E, vom observa că această energie va fi egală cu lucrul mecanic al cuplu- 


li owe C in intervalul de timp /y. Cum lucrul mecanic elementar al cuplului 
de moment C, pe intervalul infinitezimal de timp d/, este egal cu Со di, vom avea 


n 
E= 0560 dż, 


dacă inlocuim momentul C prin sG. Luind apoi pent 
EOE AD vom obtine poi pentru w expresia sa (27.36) în care facem 


RUN GM g 
2 JEmR? 2 
sau încă, înlocuind pe prin expresia sa (27.58), 
sG 
E,-——7—— mR2)V2. 
SM ра (J+ ) 


În consecință, valoarea energiei cheltuite va fi 


2 
E=F,+E, s(n 
2R? 


VA 
2 II. Cazul JA > Ж». Am presupus pînă acum că MM’ nu depăşeşte mărimea Mz. Dacă 1 
` l depăşeşte pe Mlz, adică dacă avem 
M'> M г 


atunci, în baza celor stabilite în paragraful precedent, rostogolirea va fi însoțită de alune- 

care: roata va patina. Energia necesară pentru a ajunge la viteza V în timpul /, va fi mai 

mare; ea va întrece energia consumată în cazul SA Л, anume cu lucrul mecanic consumat | 

de frecarea Ф(=џб). | 
Rezultă că pentru a evita patinajul roții, adică o pierdere inutilă de energie, trebuie 

să impunem cuplului motor condiția (27.57) care se poate pune sub forma 


c 
JI SuGR [+], 
insemnind cu m’ masa per ferică a roții. Presupunind cá momentul cuplului motor M este 


realizat prin forța F, exercitată tangential la periferia roții, şi înlocuind frecarea de ros- | 
togolire prin RG tg a condiția precedentă devine 


Å 

m’ 

ЕФ |= xott (| G. 
} 
Dacă presupunem că unghiul de rostogolire ag este neglijabil — cum se întîmplă, de exem- i 
plu, în cazul locomotivei de cale ferată — condiția excluderii patinajului roții se va serie | | 
т’ 

Еу ( uy G, 

adică forţa motoare F care produce la periferia roții, cuplul motor A nu trebuie să depă- |» 


т“ 
şească! greutatea С ce revine roții respective, multiplicată cu numărul p [ "bm | А 
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Procesul opririi autovehleululul prin frinarea roților ponte fl. studiat de asemenea 


cu ajutorul formulelor obținute anterior, Va trebul numal să prosupunein că momentul JP 
al cuplului motor nu mal este positiv, el devine negativ prin Intervenția unor frine asupra 
soții, ÎL vom pune egal cu — 0, 


V liy, 


dacă омота cu  freearea. de варо pe cate o presupunem exereltată la periferin roții, 
Paca în ecuatiile (27,47) gi 27.40) 


: | 
СТЕ T v0, 170, decl Ma0, 


vom obtine ecuaţiile corespunzătoare opririt, Vom distinge două cazuri: 


І, Cazul ~ Ж = Aly ctud vom avea rostogolire, Lără alunecare, timpul £5 necesar pentru 
anularea vitezel V adu a vitezel do rotaţie w aco(Indu-se flo din expresia lui V, fle din aceea 
a lul o. Vom avea 

mV 
Wa = 
Ф 
uude vom înlocui pe Ф prin valoarea sa, deci 


, V(J+mRì) 


R (Ёф-ЕС) 
її. Cazul M<- My, cînd vom avea rostogolire însoțită de alunecare, în care caz 


vom avea v'2 0 dat de formula (27.53) 


1 
cg A Mey, otia, AMET (27.59) 
J 
Mărimile v și о vor fi date de formulele (27.47), care in cazul de faţă vor lua forma 


1 
v= V —— uNt 
m 


1 ; (27.60) 

отау (Al RuN) 2 V[R, 
dacă observăm сй (D trebuie să ia valoarea —uN. Notind cu /, 4, timpul necesar pentru 
ca v respectiv o să se anuleze, vom avea 


ШШ к a O (27.61) 
uN = RuN- 
şi deci 
, m (UU + ba) V (27.62) 


і 635 E TT AO 2 ы 
ЕЗД ү. (Sb + RUN) 
Expresia din dreapta este pozitivă, deoarece Л + Mao şi Al’ + RuN<O de aseme- 
nea, căci din relația evidentă Maz» uRN scoatem 
M' FL RN « t 4 WES 
Rezultă din (27,02) inegalitatea 
, ә, 


adică dintre mărimile v $i о, cea de-a doua (w) se anulează mui МЕ, anume iu momentus 
(== fg dut de expresia 
JV 


Li {= ; 
ои № ( Ж 4 КМ) 
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Se înțelege că pentru і z” 


: > 1) viteza unghi t egală cu zero; roat 
va patina ре аха Ох, cu viteza v, pînă în momentul 1—1y. În intervalul di timp t= Шу, t] 


dată de formula (27.59), ci de relația 
v=y, 


Autovehiculul se va opri în momentul !— ly, cînd vom avea 


v=i=y'=0, 


Studiul acesta este valabil pentru 
hicule (locomotivă, automobil etc), după 
Explicația fizică a fenomenului. 


procesele de pornire şi oprite ale oricăror autove- 
cum s-a menționat la început. 

1 Rezistenfa pe care o întîmpină un cilindru circular, 
omogen, la rostogolirea sa pe un plan orizontal nu s-ar putea explica dacă am admite că 
cilindrul se sprijină pe plan numai în lungul unei generatoare, aidcă dacă am admite că 
secțiunea dreaptă a cilindrului — cercul de rază OA (fig. 27.4) si de centru O”, situat într-un 
plan vertical — atinge planul numai într-un Singur punct A, punctul de contact între cere 
şi dreapta orizontală Ox. 

n adevăr dacă discul are numai un singur punct A de contact cu 
se rostogolește sau are tendință de rostogolire, 
atunci ecuaţiile de mișcare sub ac 
sînt, după cum am văzut, 


аха Ох, pe care 
în sensul indicat de săgeata curbilinie Í 


fiunea unui cuplu situat în planul discului, de moment M 


т =Ф; Jo=M— RÐ, (27.63) 
notind cu m masa discului, cu Р raza sa, cu v 


Ф frecarea de alunecare in A (necesarápe ntru rostogolire), cu J momentul de inerție al dis- 
cului față de O^, cu о viteza unghiularr de otatie a discului în planul său, față de centrul 
O'. Eliminind pe Ф între aceste două «cuaţii si tinind seama de relația 


viteza paralelă la axa Ox a centrului O', cu 


v—Ro (27.64) 
necesară rostogolirii, fără alunecare, obținem ecuația 
(Г-те) =Й, (27.65) 


care ne arată cá pentru orice valoare pozitivă a lui Ml, oricât de mică arfi ea, discul 

se pune în mișcare, œ fiind pozitiv. ; ун, 
Pentru a explica existenţa unui cuplu de rezistenţă va trebui să admitem că cilindrul, 

prin apăsarea sa ре plan, dă naştere la o ușoară deformare, atit a cilindrului, cit şi a pla- 


ES 29 


0" o0’ # 


а 2 : 
j- А ; y [D 


Fig. 27.4 Fig. 27.5 


nului de sprijin, ipoteză plauzibilă din punct de vedere fizic. Din cauza deformării, cilindrul 
va lua contact cu planul de sprijin în toate punctele unei suprafețe de contact S, care poste 
avea o întindere mai mare sau mai mică, după gradul de rigiditate, sau, mai bine zis, de 
plasticitate, al materialului din care sînt alcătuite cilindrul şi planul de sprijin, : 
: i e inlocui cul O* printr-un cerc din 
i ine simpá a fenomenului o avem dacă inlocuim cercul 9 cere d 
care „at tele (fig. 27.5), adică ar lipsi partea turtită a discului, aşa încît discul 
să aibă contact cu axa Ox pe segmentul rectiliniu 4,4. 


i 
t 
і 
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În aceste condiții, în loc ca cercul să aibă punctul A fix (Н árui 
să execute rotația, va trebui ca discul în cazul fig, 27.5 să execute в oie oes Mee. 
Ays Cînd rostogolirea începe, discul își dezlipeste punctul A, de axa Oz, singurul ene 
sprijin rümind punctul 43: aşadar, reacţiunea axei Ox asupra discului se va exercita in 
punctul 4, in întregime. Presupunind acum că punctul O’ rămîne centrul de greutate al 
discului, aşa încît el va continua a fi punctul de aplicaţie al greutății proprii teorem 
momentului cinetic față de centrul de greutate se va scrie Я 


Јо= Ж ВФ зм, (27.66) 


unde ат însemnat си N reacţiunea din A, și 
cu s distanța de Ја О” la reacţiunea N, 
Aşadar, ecuaţia (27.65) va fi înlocuită ртіп 
următoarea 


(m R?)o = —sN, 
Fig. 27.6 din care rezultă că pentru a avea rostogo- 
lire va trebui ca M să nu Не mai mie 
decît sN. Această limită inferioară a lui M, adică cuplul de moment sN este frecarea de 
rostogolire în cazul de față. 
realitate, nu numai discul se turteste, așa cum se arată în fig. 27.5, сі şi terenul 
orizontal Ox se deformează, încît fig. 27.6 ar reprezenta mai just fenomenul. Liniile punc- 
tate reprezintă conturul discului în stare nedeformată, iar linia plină 4,44, arată linia 
reală de contact dintre disc și axa Ox. Tendinţa de rostogolire a discului face ca discul 
să se sprijine mai mult pe porțiunea АА, decît pe porțiunea AA, astfel încît reacţiunea de 
sprijin pe porțiunea 4,4 poate fi neglijată față de aceea corespunzătoare porțiunii АА Cu 
modul acesta se justificá oarecum rationamentul fácut pe figura 27.5. 

Torsorul frecárilov. Ipoteza deformárii pe care am făcut-o mai sus pentru a explica 
frecarea de rostogolire este o ipotezá care se apropie mai mult de realitate decít ipoteza 
rigiditátii cilindrului si a planului de sprijin. 

12: În general, cînd două corpuri C, si C, care sînt privite ca rigide, sînt presate unul 
pe celălalt din cauza unui sistem de forțe care lucrează asupra lor, atunci contactul între 
cele două corpuri nu se face numai într-un punct, cum ar fi în cazul a două sfere rigide, 
tangente între ele — sau numai după o linie — cum ar fi în cazul unui cilindru rigid spri- 
jinit pe un plan rigid, ci se face în toate punctele unei porțiuni de suprafață S, care rezultă 
din deformarea cel puțin a unuia dintre cele două corpuri. 

În punctele acestei porțiuni de suprafață S se vor exercita forţe de acțiune şi de 
reacțiune și anume: acțiunile corpului C, asupra corpului C, si reactiunile corpului C, asupra 
corpului C,. Aceste actiuni si reactiuni se datoresc numai punctelor materiale ale corpurilor 
С, şi С, care sînt situate în vecinătatea suprafeței S. 

Dacă privim acum mișcarea relativă a corpului C; față de corpul C,, forțele de reac- 
fiune exercitate de C, asupra lui C, vor putea fi considerate ca niște forțe exterioare lucrind 
asupra corpului C,, care au tendința de a împiedica: 

a) străpungerea reciprocă a acelor două corpuri; 

b) mișcarea corpului C, faţă de C,. Е 

Aceste forte pot fi reprezentate prin torsorul lor, dacă tratăm corpul С,, о dată defor- 
mat, ca-un corp rigid; îl vom numi torsorul frecárilor. s А 
n (Pentru a simplifica problema, fără a o denatura totuși, vom presupune că suprafața 
de contact S între cele două corpuri este plană. Această ipoteză este foarte aproape de 
realitate, deoarece aria S, fiind foarte mică, poate fi considerată ca situată în planul tangent 

comun la cele două corpuri С, şi C, în centrul C al ariei S). " 

Vom însemna cu “C torsorul frecărilor în centrul C al ariei S, adică în centrul ei de 


^ 3, ` forță ni 
greutate, S fiind considerată ca o arie omogenă. Torsorul G va fi alcătuit dintr-o forță 


K 


í / 1 ai у în cîte є oneute 
şi dintr-un cuplu de moment M, Vom descompune vectorii @ şi „Ж în cîte două componente 


RENI М-Л; 


am însemnat cu N 91 cu JUR. componentele vectorilor (Q si M. după normala în C la supra 
fața plană 5, cu Ф 51 cu le componentele vectorilor (О, A situate tu planul S. 


i m—Án9n— Qi€À———À 


с. 
T, 
var 
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Гога N fiind dirijată pe normală este reacţiunea normală a corpului C, asupra сог- 
pului C,. Forța Ф fiind situată în planul S este frecarea de alunecare ce se exercită asupra 
corpului C,. Cuplul cu momentul Ms (vector situat în planul S) reprezintă frecarea de vos- 
togolire; el este cuplul care se opune rostogolirii corpului C, pe Ca. Cuplul de moment Л, 


(vector dirijat după normala la S) reprezintă frecarea de pivotare; el este cuplul care se opune 
pivotării corpului C, în jurul normalei in C la suprafaţa О, 


În concluzie, torsorul frecărilor este alcătuit din; 


a) reacţiunea normală N; 
b) frecarea de alunecare Ф; 


€) frecarea de rostogolire Mr; 


d) frecarea de pivotare iky 


$ 4. Ecuațiile de mişcare ale avionului. Vom aplica rezultatele stabilite la dinamica 
avionului. Vom simplifica problema presupunînd că avionul are o mișcare plană, aga încît 
ne vom putea ocupa numai de mișcarea unei secțiuni plane a avionului. Vom alege în acest 
Scop secțiunea plană verticală trecînd prin centrul de greutate C al avionului, planul con- 
siderat fiind un plan de simetrie pentru întregul avion. 

Vom raporta mișcarea la un sistem de axe fixe 4,0, y, 
Оулу să fie orizontală, precum și la un sistem de axe mobil 
avînd originea în centrul său de greutate C. 


din acest plan, aga fel ca axa 
e хСу, solidar legate cu avionul, 


Asupra avionului lucreazá greutatea proprie G aplicatá in centrul de greutate C, forța 
de propulsie F provenind de la motorul avionului și, în fine, rezistența pe care o opune 
aerul şi care provine din forţele de presiune aerodinamice exercitate pe suprafaţa avionului. 


Fie (R, M) torsorul acestor forțe aerodinamice în C, adică al forțelor elementare de forma 
paa, 

Р fiind presiunea aerodinamică pe unitatea de suprafață, iar dA elementul de suprafață în 

punctul considerat. Vectorul rezultant @ va fi dat de suma 


Га, 


integrala fiind extinsă la toate elementele de suprafață dA ce alcătuiesc suprafața totală 


care vine în contact cu aerul; momentul rezultant // va fi dat de suma 
M = [x paa 


unde 7 înseamnă vectorul de poziţie al punctului considerat (cu elementul de suprafață 44) 


faţă de centrul de greutate C. În aerodinamică, vectorul (P se descompune în două compo 
nente, una W după direcția vitezei v a centrului de greutate C a avionului şi alta N, nor- 
mală pe Ww. Componenta W se numeşte rezistență propriu-zisă, iar N forța de ascensiune. 1 
Mărimile scalare ale acestor două componente sînt funcții de valoarea scalară v a vitezei 

v precum şi de unghiul a pe care-l face axa longitudinală a avionului cu viteza за centrului 
său de greutate C. Se ia drept axă longitudinală a avionului, suportul acelei viteze v a 
centrului de greutate, care ne dă N=0. Respectînd notafiile din aerodinamică vom scrie 
pentru valorile scalare pozitive ale vectorilor N şi W 
: df ESL e (27.67) 

W = Cw(a) 4 24 v?, N= Cala) ag vă, 


—^ 


| 
3 
à 
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vattud ou A mărimea nuprafoțel portante, en y greutatea specifică a aerului, cu g aceele= 
vatia gravitatiel, ом Cw (nd și Onla) două funcţii de о, fără dimensiuni - coeflclenji de vasis 


leid, Aw menţionat ot forja N ве anulează pentru gs0, aga încît vom avea 
Cy(0) «0, 
Wunettlle Сүр (а) 9l Ом) ant earaoterlatielTe flechrul avion în parte. Te vom presupune 
deot Queste 


Rig, 2747 Fig, 27.8 


Neuatta vectorială (27.8) va lua forma 
Mr, МСР, (27.68) 
re tiud vectorul de poziție al centrului de greutate C faţă de sistemul fix de axe de coor- 
donate хОу, lar M maaa avionului, опаа (27.08) este expresia teoremei mișcării centrului 


de greutate, 
Weuatia acalară (27,8) va putea fi pusă sub forma 


Јоо=-Йо, (27.69) 


iusemnind cu Ja momentul de inerție al avionului faţă de normala în centrul de greutate C, 
la planul 40y şi eu Alo valoarea scalară a momentului forțelor exterioare față de punctul 
C; am presupus, bineinţelea, că acest moment este un vector dirijat normal la planul хОу. 
în aerodinamică ae arată că „///o are expresia 
Mages =т(а, 8)ut —nv. 

itla normală a acestei cîrme, cu 0 (fig.27.7) 
o funcție de œ şi 8, cu n un număr 
Ж, acțiune саге este provocată de 
lazá de la avion la avion. 


Am notat eu 8 unghiul otrmei de înălțime cu poz 

unghiul axei longitudinale cu orizontala, cu (x, 8) 

care provine din acţiunea de amortizare a momentului 

mişcarea suprafeţelor de otrmă, Functia m și mărimea n var 
Heuaţia (27.00) devino astfel 

[o0 то, 8)v* — mud: (27.70) 

uoscute 


scalare pentru cele trei necu 
față de 


ala centrului de greutate C 


Mela(iile (27,08) pi (27.70) ne dau trol ecuaţii 
scalare ale problemei, anuma 0 yi coordonatele xq, Yo 


axele fixe 
Ne vom märgini a considera citeva cazuri particulare, 


1 
х) Zborul planat, Pentru a obţine cazul „borulul plauat vom резци torul stius, 


Une шо 


adică £0, gl viteza v constanta 


Uc CONAL 


fu cucul acostu оспа (27,08) no dà 


NE Wo G0, sau tuol (N 


TA 


N 


л. 
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ceea ce înseamnă că vectorul rezultant 


A M (R «M acţiunii aerului echilibre 
nului (Hg, 27.8), Rezultă că vom nven ` | 


ază greutatea avio- 
Wd W 
ig pu, 

N 


dacă însennăni cu Ф unghiul pe care 


de planave sau de sbor planat 
din relația 


-l fuco viteza v cu orizontala Cy, 


Acesta este unghiul 
ul avionului, Vulourea 


vitezei v de planare se scoate 


Gs №2. wa, 


în care vom înlocui pe N si pe W prin expresiile lor (27,67), Vom obține astfel 


B) Zborul orizontal cu viteză constantă, În cazul 


zborului orizontal cu viteză constantă 
zbor normal) va trebui să luăm 9-0, apoi v= 


coust. Ecuația (27.68) devine (făcînd 7,=0) 
N+W+6+F=0. 
Proiectată pe orizontală şi pe verticală, ea dă 
— WF cos 8—0, N—G-FF sin 0=0, (27.71) 


deoarece vectorul XN este vertical, 


iar W orizontal; am însemnat cu В unghiul dintre 
vectorii F si v. Relaţiile (27.71) dau 


tg B= CN (27.72) 
F=V(G=N): W3, (27.73) 
iar ecuația (27.70) i ed iar ҮЗҮ 


Din relaţia (27.72) putem scoate unghiul о în funcție de mărimile cunoscute G, N 
şi W, deoarece avem 
a=B+B", 


însemuînd cu B’ unghiul (cunoscut) dintre F şi axa longitudinală. 
Relaţia (27.73) ne dă mărimea tracțiunii F; în fine, relația (27.74) ne dă pe ă, 
adică unghiul de deviere necesar al cîrmei de înălțime. 1 
Y) Mișcarea figoidă. Numele acesta а fost dat de către Lanchester (1909) m 

: Е: U 


unui avion cu motor stins (F=0) cu rezistență aproape nulă (W=+0) si cu Ve 
un unghi constant cu axa longitudinală (x—const.). În cazul acesta, ecuația (27.68) 


Mro=N+G. 
Vom serie proiecţiile ecuaţiei vectoriale precedente pe direcția vitezei v şi pe o direcție 
і іі rac Dl i ^ cele 1 reco i 
perpendiculară la viteza v, Vom reaminti că proiecţiile vectorului ry pe cele două direcții 


sînt respectiv v și vo dacă notăm, cum am făcut mai sus, cu e unghiul vitezei v cu ori- 
zontala Сх. 


Vom obţine astfel relaţiile 


7 gsin g; ир —g cos Qv (27.75) 


620 DINAMICA 


luînd 33 06 
Cv Da 
К= ФОС” 
Din prima dintre relaţiile (27.75) obținem 
0873 sin 
d даб 
sau, tinind seama de relația к 
dy=ds sin ф 
dintre dy, ds şi ọ, avem : 
#%= —2gy-FC;, (27.76) 


C, fiind o constantă de integrare. Aceasta este integrala energiei. Valoarea constantei C, 
se determină prin poziţia și viteza inițială a centrului de greutate C. 
Cea de-a doua ecuaţie din (27.75) ne dă 


d 
vsin pe — cos p-+ Ко? 
sau, punind cos p=u şi tinind seama de (27.76), 


du gu 
dy cei ue 
care este o ecuaţie diferențială, liniară în и ca funcție de y si care are soluția generală 
eig tag). 
Avem, agadar, relatia 
[EEG 
VC — 209) = 36 


care poate fi interpretată ca o ecuaţie diferențială de ordinul I pentru traiectorie, deoarece 
cos e poate fi pus sub forma 


(C1— 22»), 


4: dx 2 1 
Vărai VIIy” 
Făcînd schimbarea de variabilă 


dx 
созф=-уү=— 


С. 
Ио 2 (27.77) 
ecuația diferențială se poate scrie 
1 a 07 78 
ОЕ —y b ДП (27.78) 
Ja 
unde am notat 
dy, dy Ca 2— 07 79 
1 =— = , b= К. 27.79) 
A E 3^ ( 


Trecerea de la y la yı, dată de relația (27.77), înseamnă că ащ dirijat sensul axei 
ordonatelor în jos şi i-am fixat nivelul nul la valoarea 


1 
yu 


есе 


17) 
ҮШ 


10) 
„19 
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———— 


Acest nivel, conform relației (9 le ni i i 
сае el, conform relației (27.76), este nivelul la care viteza avionului se anu- 
Studiul soluției У = у (А) a ecuaţiei (27.78) 


ecuație în raport cu л, Obţinem astfel “е poate face geometrie deriviad această 


21 AI зу, 
— РДЕ 3 ea măi 
(ЕИ Moe A a apa 
sau încă 
IA El 
pu 


iusemnind cu R raza de curbură a curbei căutate. 


a iferite v di HH i i 
* Pentru diferite valori numerice date constantelor a $i b vom obține prin puncte, 
studiind variația corespunzătoare a unghiului o, curba P=Ya(4). Această curbă face parte 
din familia curbelor numite „figoide“, 


Aşadar, traiectoria căutată este o figoidă, avînd diferite forme cu bucle, cu puncte 
de înapoiere, sau fără puncte singulare, 


XXVIII. MIȘCAREA SOLIDULUI CU UN PUNCT FIX 
A. CONSIDERAȚII CINEMATICE ȘI GEOMETRICE 


$ 1. Misearea generală a unui solid. Una dintre problemele cele mai 
interesante ale dinamicii solidului, atît prin aplicaţiile ei practice, сі şi 
prin dezvoltările teoretice la care dă naştere este problema mişcării unui 
solid avînd un punct fix. 

Vom începe prin cîteva considerații generale asupra mișcării unui solid. 

Anterior (cap. XII), tratînd mișcarea generală a unui solid, s-a ajuns 
la concluzia că mișcarea cea mai generală a solidului este о succesiune 
de rototranslafii instantanee sau o succesiune de mişcări elicoidale instan- 
tanee, axele instantanee de mişcare formînd o suprafață riglată pe care am 
numit-o axoidă fixă. 

Vom încerca să caracterizám deplasarea” solidului cînd îi cunoaştem 
poziția inițială şi poziţia finală, adică să determinăm deplasarea cea mai 
simplă prin care se poate trece de la poziția iniţială la cea finală. Mai 
precis, să presupunem că 7, este poziţia inițială a unui triedru triortogonal 
drept O,xiy,z, si T(Oxyz) este poziția sa finală. Ce deplasări simple (tran- 
Slații, rotații) trebuie să aplicăm triedrului pentru ca el să ajungă din 
poziția T, în poziția Т? d EET 

Răspunsul la această întrebare este sensibil ușurat de observația că 


dacă aplicăm triedrului 7 translafia indicată de vectorul v=0,0 el va 
lua poziția T" (adică Ox'y'z'), axele Ох’, Oy', Oz' fiind paralele respectiv 
cu axele Ох. О,у,, Оз. Rezultă cá deplasarea (Т,, T) este egală cu trans- 
Јаја 0,0 plus deplasarea (T", Т). 
Vom aráta cá aceastá din urmá deplasare (T', T) se poate obfine 
printr-o rotaţie de un unghi e, în jurul unei anumite axe ч care trece 


——— 


să 


3 
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prin punctul О. Într-adevăr, dacă segmentul rectiliniu РО (fig. 28.1), legat 
invariabil de triedrul 7, a ajuns în această poziţie prin deplasarea acestui 
triedru din Т” în T, poziţia sa inițială fiind P'Q' (fig. 28.1), atunci cele 
două plane П, si П, normale pe РР”, respectiv ре QQ’, în aj ORGII 
şi д ale acestor două segmente, vor trece prin О. Intersecţia planelor va fi 
dreapta OR. Vom avea ера е 


< POR2 4 P'OR-a, 
400R- 2Q'OR—. 


Cum P' vine în P si Q' în Q, 
cînd 7” vine în poziția T, rezultă 


m i, — 

că unghiul P'OR vine în POR, iar 
unghiul Q'OR în QOR, ада încât 
dreapta OR rămîne pe loc, ceea ce 
înseamnă că ea este o axă de ro- 
taie. 

În concluzie, deplasarea totală 
(Ту, Т) se poate reduce la o trans- 


lație v pe care o vom nota cu (2), 


plus rotația (Т', T) pe care о vom nota cu (и, є). Putem scrie deci relația 


(To T) 2v--(u, e). (28.1) 


Ordinea celor două operaţii (v) si (и, є) este indiferentă. £ 
Deplasarea elicoidalá. Vom înlocui în (28.1) translafia (v) prin suma 
altor două translafii (v') si (v'/) definite de vectorii (fig. 28.2) 


O” fiind intersecția perpendicularei dusă prin О, pe axa de versor w, trecînd 
prin 0,. Relaţia (28.1) va deveni 
(Ту, T) (v) -F (v) (6, eo. 

Prin indicele О am marcat faptul că axa de rotație trece prin punctul O. 
În modul acesta, translafia (v) a fost înlocuită prin suma a două translații, 
una (v), paralelă cu и, alta (7^, normală la u. 
_ Vom arăta că rototranslatia (v'')-I-(u, e), este echivalentă cu o rotație 
(и, с)" în jurul unei axe и trecînd printr-un punct O'' pe care-l vom 
determina. Vom considera, pentru aceasta, cercul de centru O (fig. 28.3) 
situat án planul normal pe 1, astfel ca unghiul e să intercepteze coarda 
PP'—v". Există numai un singur punct P în plan, care satisface această 
condiție, dacă mai impunem și condiția ca sensul rotației (и, є) să бе 


х " + ^ + 1 " 
de la Р către P, Raza cercului O va fi evident egală cu  OO'/siu ;, . Аза 


fiind, se vede că operația (v'')--(w, e), aplicată punctului P" il lasă pe 


| 
| 


L.2w 


^» 2 ВЕ 
R w Eim Q 


ERATE 


2 


E 
& 
E 


suma 


- 
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loc. Dealtfel, toate punctele situate pe dreapta paralelă la и, trecând prin P' 
se bucură de aceeaşi proprietate, de a rămîne pe loc prin operaţia (0) J- 


t), Rez e ^n g astă i А aot A Fati 1 
| (н, | ва această dreaptă este axă de rotație, astfel încît luînd 
punctu in P' vom putea scrie 


uM wH, e)o— (u, ЭН 
ŞI deci 


0 
і 
т) 0 : 
V 
2 1£ | 
4 p ] 
p 
0, 
Fig. 282 Fig. 283 


adică deplasarea cea mai generală a unui solid se poate obtine printr-o trans- 


lalie în lungul unei axe u urmată de o rotație în jurul aceleiaşi axe, cu 
айе cuvinte o deplasare ehcoidală. . | 

Ordinea in care au loc cele două mișcări componente (»') si (и, =) 
este indiferentà. 


Deplasarea (T', T). Ne propunem acum să determinăm mărimile z 
şi e ce caracterizează deplasarea (T', T). 

Fie P un punct solidar legat cu triedrul Т, față de care are coordo- 
natele x, y, 2; acestea sînt, evident, proiecţiile scalare ale vectorului de 


poziție ОР pe axele triedrului Т, astfel încît vom putea scrie 


у=хо-Еу@-Егү, (28.2) | 

dacă E » E | 
7=0P, a=vers Ox, В=уеѕ Oy, y=vers Oz. (28.3) | 
| 


Există un vector OP'(—7') care prin deplasarea (T', T) va coincide cu OP; 
într-adevăr, OP' va fi însăși poziţia în care va ajunge vectorul ОР în | 
virtutea deplasării rigide (T, T’), deoarece deplasárile (Т, Mast (Ег, Т) 
aplicate asupra vectorului ОР trebuie să-l lase pe loc. Coordonatele punc- 
tului P’ faţă de triedrul Т” vor fi, evident, x, y, 2 încit vom avea | 


Pai y) zh, \ 
dacă insemnám 


2 T A ; ys а n? үет )2'. 98.5) 
PmOP', deve Ox', jevem Oy, k=vers © ) 


ээлешин A HE 
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' coordonatele punctului p faţă de triedrul T", 


r=x 'i-Ey' Tz. 


s aaa 


Vom nota cu x’, у’, з 


{ (28.6) 
Relaţiile (28.2) şi (28.6) ne dau 
Ару хае yB 4o ny. (28.7) 
Proiectind această relaţie pe axele triedrului Т” obfinem 
A em By nag 
Y apă Bayaz (28.8) 
2 —3X-- Pay Vaz 


unde «у, ce, 93; Bi, Bas Pa; Үз, Үз, Ya Sint proiecţiile versorilor a, B, Y res- 
pectiv pe axele triedrului Т”. 


Vom avea 


Суј 


— ~N 
acos (x, &'), оз=соз (x, y), — «4—cos ERLA 
— ~N — o 
Picos (y, x"), Ba=cos (0, У), Ва=соз (у, z') (28.9) 
Yı=cos (z, X),  ya=cos (2, y) Ya=cos (s, 7) | 


de unde deducem cá;proiecfiile versorilor 7, 7, 
respectiv 01, (1, үү; 95, Pos ү»; оз, Ba, үз. 


Proiectind acum relația (28.7) pe axele triedrului T vom avea 


k pe axele triedrului T sînt 


=g% Fay Haz" 
у= а-у Ba (28.10) 
2= үх Бүз F Ya". 
Am concentrat relaţiile (28.8) si (28.10) în tabela 
următoare: 


| ZA y z 
| 


x 


(28.11) 


74 | 05 fa Ya 
zi | 


Vom arăta acum că se pot determina un 
versor u ѕі un unghi e, astfel ca deplasarea (T, T) 
să fie realizată prin rotația triedrului T’ în 

Fig. 28.4 jurul unei axe de orientare w, trecînd prin 
punctul O, unghiul de rotație fiind s (rotația 
pozitivă fiind determinată de regula şurubului drept). Pentru aceasta 


este suficient să arătăm că putem trece de la vectorul OP' 1а уес- 
torul ОР printr-o astfel de rotaţie, cu alte cuvinte, că dacă ni se dau 


» 
hs | 
ig 
"P 
"S 

i 
(da 
V р 
ўм 
(25.3) 
" sin 
Б 
3 
A 
)Q 
23.10) 
bela 
abela 
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mărimile ej, Qi vi(i=1, 2, 3) vom putea determina mărimile 4 şi e astfel 
ca rotația (и, e) aplicată asupra vectorului OP” să ne dea vectorul OP, adică 
(u, e) OP'—OP, 

În acest scop, vom căuta să exprimăm relația dintre vectorii OP'(—r) 
şi OP(—r) prin mijlocirea elementelor w și є pe care le vom presupune 
deocamdată cunoscute (fig, 28.4). Fie 0 proiecția ortogonală a punctului Р’ 
pe axa de rotație de versor и si R proiecția ortogonalá a punctului P 
pe P'Q, deci a lui P pe planul OP'Q. Avem 

OP—OR--RP. (28.12) 
Vectorul RP are direcţia si sensul produsului 7x7. Observând că valoarea 
absolută a acestui produs este egală cu QP' şi că distanța RP din tri- 
unghiul dreptunghic POR este egală cu 


ОР sin £—QP' sin e, 
deducem 
RP=u x! sin e. 
Descompunînd vectorul OR în două componente, OR, şi OR, după direcțiile 
OP' şi OQ avem 
OR—OR,4-OR;,. 


Pe figurá se verificá imediat egalitátile 


„QR A евр; 
OR,—R,R—OP ОР? OR,—R,R—0Q7 5. 

Tinind seama de relaţiile evidente 
E б. e fes MM IT 


Qe" (019 49 Eng 
deducem 4 
OR,=r! cos e, OR,=(r'u)(l1—cos e)u. 


În concluzie, obținem 


7=r' cos e+ (r'u) (1—cos e) ири хіп e. (28.13) 


Proiectînd această relație pe axele triedrului 7", obținem tabela 


x y 2 | 
E exul 
| Z' | cos eu? (1— соз e) ии, (1— cos є) — ug sin e мүн (1— cos s) wg sin = | 
| 
E $e. | (28.14) 
У | wg (1— cos є) из sin e cos €-- u$ (1— cos e) ачз (1— cos є) —t4 siu = | 
= — 
] 9 (i 
| 4. | "su (1— cos є) —w, sin e Uga (1— cos €) 4-1 sin e cos e-t-ug (1— cos s) | 


a A ES a i E Е, а În al d 
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Am însemnat eu өү, wy му proiecţiile vectorului # pe axele trio- 
drului 7", 

Tabela ne dà astfel cel 9 coellelenjl оц, Bu Yi (6991, 2, 3) al trans 
Tormürilor liniare (28,8) si (28.10), сїпї cunoastem elementele totaţiei u 


şi sa triedrului 7 pentru a coincide cu T 


Reciproc se pot determina olementelo 4, e otud ounoagtom cel 0 eoeffelentl оу, 
Bi, v6 1, 2, 3). În adevăr, să scriem explicit relațiile care гөй din tabela (28,14) 
qos e-u](l-— cos e), Bieta 19 cos €) —t sin e, vim ( EL cos e)- wg In e 
8g 9 наму (1 соз 8) ену stu e, B, соз ed (1 соз c), Ya™ Ugtg(1— соз е) — i, aln e 
у= SS (l — соз €) — wu, Sin e, By uy (1— соз e)ur sin e, vy cos eu (1— cos c), 


(28.15) 


pe care le vom privi ca tot atitea en pentru determinarea măriinilor ty, tig, up €. După j | 
cum se ştie, ele se reduc la trei ecuații distincto, încît pentru determinarea mărimilor vom 
avea nevoie de încă o relație, Aceasta va fi 
DES = 1. 
Din relația care ne dà pe o, in (28.15) obţinem 
оти) 


СОЗ 6 = e 
l-uj 


Din motive de simetrie (fücind uz de valoarea lui Pa ŞI үз) vom putea serie 


1 a а 
о, amti; amt; о Qa 4-Y4— 1 

cos sa zm =н! — t -\. ша! Bi (аә (28.16) 
l—ui l—ui 1—03 2 


Am obţinut ultimul raport fücind suma numărătorilor Şi aceea a numitorilor, Pe de altă parte 
făcînd diferenta 6,—ү după (28.15) avem 


tz) 


=, 
2 sin = 


încît, tot din motive de simetrie, 


Bs—Ys Ya 98 9s — D " 
EXE Елен аы 28.17 
^—72 sin Ey 3 sin e! 3 2 sin e ( ) 


Relaţiile (28.16) şi (28,17) rezolvă problema propusă de a exprima mărimile rotației 
(и, є) cu ajutorul coeficienţilor transformării (28.8). 


Observăm că valoarea lui e; scoasă din (28.16), este reală, adică avem 


5—41 
2 


să * 


unde am pus 
$ = 03 -H Ba - ys. 
Íntr-adevür, avem ҮҮ: 


5% = o Fic ү} t2 (Bays + Yatı + aBa). 
JTinind seama de identitátile 


ej-1—-Bi-YL Qi-1—yi-ah  vie1—ej-8 
relația precedentă devine 


5%=3— (B= Ya)? — (y, —03)2— (xa — 81)? -I- 2 (Ba Ys — Baa H Yata үза afla — ca.) - 


MIȘCAREA SOLIDULUI CI 


UN PUNCT FIX 


lusă ultima paranteză este egală cn s în baza identităţilor 


04 Boy, aY. B, = үм 
U^ Въуз ү», Pa = Y3% — Vida Ya ^, 


ceea ce trebuia demonstrat, 


Să observăm totuşi că din (28.16) 


putem deduce două valori pentru е (nu una singură) cuprinse în intervalul (0 25). Dacă un 
dintre ele este e, cealaltă va fi 2z— e, deci ele vor fi distincte, afará de cazul special pus 
адіс a s-ar parea cà la un sistem de coeficienți 04, Bi Yı (i lu 3) ar corespunde două тоё itii 
(2, e). 

Însă formulele (28.17) ne arată că celor dou 
şi de sens opus pentru versorul и, ceea ce 
rotatie, reprezentată altfel. 


ă valori, e şi Zz— e, le core spund valori egule 


inseamnă că în ambele cazuri vom avea ега! 


$ 2. Parametrii mișcării solidului cu un punct fix. Trecînd acum de 
la deplasarea geometrică finită, la mișcarea mecanică, efectuată în timp, 
a solidului cu un punct fix, vom reaminti că a 


am stabilit (cap. XII) cá 
mişcarea generală a unui astfel de solid constă într-o succesiune de rotații 
instantanee (oz, oy, c.) 


în jurul unor axe trecînd prin punctul fix 0. 
Anr notat, ca de obicei, cu ws, oy, oz proiecţiile vectorului & pe 
trei axe ale triedrului Т invariabil legat cu solidul. Valorile lor s 
de expresiile 


ceie 
dat 
lat 


1 ALE 


ct 


Qz—By——By; oy=ya=—ys; oz—o«B——aB 


Problema mişcării solidului sub acțiunea forțelor (F) se reduce a 


a determinarea relațiilor care leagă pe oz, oy si oz de sistemul (F), 
în acest caz valorile date mai sus ale mărimilor o 


că vor fi necesare trei ecuații scalare pentru găsirea celor trei par 

scalari care determină poziția solidului. După cum am văzut, deter: 

elor trei versori a, B, y revine la determinarea a trei parametri 

Am văzut de asemenea (cap. XII) că mişcarea solidului poate îi 

Y ү a » ~ A Д ho. hol 

zentatá geometric prin rostogolirea conului polodic pe conul herpolod 

același vîrf, conurile fiind tangente între ele în lungul unei generatoare com: 
care este axa instantanee de rotație la momentul considerat ё. 


Această reprezentare geometrică a mişcării datorită lui Роѓнѕоё ne 
va fi deseori de folos. 

Unghiurile Imi Euler. De multe ori este preferabil а se înlocui ver 
sorii ж, f, y prin trei parametri scalari independenfi între ei, care cores 
pund celor trei grade de libertate ale solidului, ЩЕ. | 

Reluînd cele două triedre l''(Qx'y'a') fix şi T (Oxya) solidai legat 
cu solidul (fig, 28.4) să însemnăm cu ON intersecția planelor хОу şi л 


& 
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Să notăm cu j unghiul pozitiv mai mic dect 2m cu care trebuie то 
axa Ox', în sens pozitiv, în jurul lui Oz', pentru a coineide cu ON pi 
cu 9 unghiul pozitiv mai mic decît 2r cu care trebuie rotit dreapta ON 
iu jurul lui Oz, în sens pozitiv, pentru а se suprapune pe Ox; în fine, 
cu 0 unghiul cu care trebuie rotită semidreapta Oz’ în jurul lui ON, în 
sens pozitiv, pentru a se suprapune peste 02, 

Se vede imediat că dacă unghiurile 
Y, e $i 0 sint date, poziţia triedrului 
Oxyz aţă de Ox'y'z' este determinată, 

Într-adevăr, presupuntnd cunoscută 
poziția triedrului fix Ox'y'z', unghiul Y 
determină poziţia semidreptei ON în planul 
X'Oy', printr-o rotaţie а semidreptei Ox în 
jurul axei Oz', egală cu acest unghi, 

Planul normal la ON în O este planul 
202' în care poziția axei Oz se determină cu 
ajutorul unghiului 0, axa Oz fiind determi- 
natá, planul normal la Oz în О este planul 
XOy in care poziţia axei Ox se determină 

Fig. 28.5 cu ajutorul unghiului o. 

Poziţia triedrului Oxyz este determi- 
nată, deoarece axa Oy se fixează imediat în raport cu celelalte două axe, 
Ox şi Oz ale căror poziţii le-am determinat. 

Natural că cei trei parametri ф, o şi 0, determintud complet poziţia 
solidului față de triedrul fix, corespund celor trei grade de libertate ale 
solidului, încît vor fi independenţi între ei. 

Unghiurile ф, o şi 0 se numesc unghiurile lui. Euler. Unghiul ф este 
Precesia, ф rotația proprie, iar 0 mulajia sistemului mobil, prin analogie 
cu parametrii întrebuințați în astronomie pentru determinarea poziţiei 
pămîntului în spațiu, Axa ON se numește linta nodurilor. 

Pentru a găsi relațiile dintre оу, Oy, wz de o parte si ф, o, 0 de 
alta, se observă cá la o rotaţie diferențială ædt corespunde о variaţie dy, dọ, 
10 a unghiurilor lui Euler. Desigur că de înseamnă o rotaţie a solidului 
în jurul axei Oz, încît raportată la unitatea de timp, rotația în jurul axei 
se face cu viteza unghiulară 


d 2 

dee, 
În mod analog, vom găsi că variația dy corespunde unei rotații în jurul 
axei 0z’, iar 40 unei rotații în jurul axei ON (fig..28.6), Relaţiile căutate 
se vor găsi exprimând că vectorul o de componente o, №, 0 respectiv pe 
semiaxele Oz, Oz', ON, are proiecţiile oy, Фу, Oz pe cele trei axe mobile 
Ox, Oy, Oz. 

Vom putea scrie 


w=0 vers ON-Fo vers Oz - vers Oz'. 


и 
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Vom începe pri аад "T 

PA pa o bla a scrie Că suma proiectiilor acestor componente pe 

i hend "чела e T dă Oz. Proiecfia unei componente pe Ох este egală cu 
S Ф, lat a celei de a doua este U abs SE 

a | а a este egală cu zero. Pentru a găsi si proiecti 

celei de a treia componente g 51 proiecția 


SES pe Ох vom construi mai întîi dreapta ON" 
6 care este normala la ON în planul хОу г Я 


С Deoarece oN’ se află în planul z0z' vom putea descompune această 
componentă în două: una după Oz 
х a egală cu ф cos 0 si alta după ON' 
} egală cu ф sin 0. | 
| Observînd că proiecția pe Ох 
Т а componentei din lungul lui Oz 
este nulă și că a aceleia din lun- 
" gul lui ON” este зіп ө sin 9, vom 
Т putea scrie în cele din urmă 


оа 0 cos Ф+-0 sin 0 sin Ф. 


Vom proceda in mod analog 
pentru proiectiile pe celelalte douá 


ij- axe Oy si Oz. A 
te. Astfel se obtin relatiile cáu- Fig. 28.6 
j tate 

. a а . 

Ла Oz— 0 соѕф--0 sin 0 sin o | 

ide А { $ 
©y=— 0 sin ọ+4 sin 0 cos 9 (28.18) 

ste Q z7—9--0 cos 0. | 

le 

Эде 5 3. Ecuațiile conurilor polodie şi herpolodic. Este evident că dacă cunoaștem valorile 

el 


unghiurilor o, V, Ө în funcţie de timpul 7, ecuaţiile (28.18) ne dau pe oz, oy, oz — proiecţiile 
vectorului о pe axele triedrului mobil T, în funcție de timp. 


de Un punct oarecare P de pe suportul vectorului © va avea față de triedrul T coordona- 
tele x, y, z date de relaţiile 


ilui X—AO0g,.y-—AGy, z2—A0z, (28.19) 
хе à fiind un parametru arbitrar. înlocuind in (28.18) peoz, оу, wzprin expresiile lor din (28.19) 
şi eliminind ulterior pe A şi L între cele trei relaţii astfel obținute, vom avea ecuaţia conului 

» polodic (mobil) față de triedrul mobil T. 


Pentru a determina ecuația conului herpolodic (fix) față de triedrul fix T’, va trebui sá 
determinăm mai întâi proiecţiile cz”, y^, oz” ale vectorului о pe axele fixe de coordonate 
Oz', Oy', Oz'. 

Printr-un procedeu analog cu acela prin care am determinat proiecţiile oz, Qy, Oz ale 
vectorului c pe axele mobile, vom determina si aici proiecţiile oz”, оу“, ог", ale aceluiaşi 
vector o pe axele fixe. Vom avea astfel 


oz'=6 COS ФФ sin 0 sin ф; oy'—0 sin Q—9 sin 0 cos 9; oz'=Y-te cos 0. 


Bliminînd apoi parametrul A şi timpul 7 între relaţiile 


x'—eg', у'= Хоу, 2 =", 


aau DINAMICA 


wnde an toat төнө în prealabil valorile оро pentrit wa’, wy% tat ob unde v’ 


UHR 
{цой eoordouatele unul puuet oareenre инш pe suportul veetorulul e, fati de ей 
(x Fh von avea evita conditi horpolodlo (fix) Fat de Celedril 7”, 


11, СОМОНА ТЕ СТАТОК, HIEZOLVATMWEA ОЛИС, GEABICE 


8. Мена ИТИИ ИШЕ И ДШ Eeun(llle Tul Vuler, În deter 
Winarea mișcării solidulul eu un puuet Hx vom face si. tntervini fi forfele, 
adică vom stabili relația dintre lorjele care lucrează aupra nolidului și 
parametrii elnematlel (wm ey, tos) вап geometrici (p, v, 0) al migeării, 

tle Tee, M) tomorul în O al forjelor exterloare саге lucrează asupra 
solidului, în afară de reneflunen A aplicată tu punetal fix O (forpa sa de 
legătură), Ieuaţia generali 

CU ZU) 
ne dà două сепа vectoriale 
He- № (28,20) 
K a M (28:21) 


unde Æ este impulsul total al solidului şi A momentul său cinetice faţă de О, 
Prima ecuație (28.20) ne dă expresia reacţiunii W în funefíe de M, 
De altfel, puntud impulsul total Æ aub forma 


Ix Mp 


dată în cap, XXIV, р fiind vectorul de poziţie al centrului de greutate 

al solidului, M masa ва, lar o viteza unghiulară instantanee, vom avea 

Маа — (Bo x Me-ku X Мр (28.22) 

sau, înlocuind viteza р a centrului de greutate prin valoarea ва cx p, 

Kako XM p-o x (o x Mp). (28.23) 

Eeuajia (28.21) care nu confine reacţiunea №, reprezintă însăşi ecua- 

ţia fundamentală a mişcării. Dacă reuşim a exprima /€ în funcţie de wz, 

Oy, Oa, atunci ecuafia (28.21) reprezintă tocmai telația căutată utr 

Ow, Oy, Os 91 sistemul de forțe (X), deoarece avem în (28.21) 
scalare, independente de reacţiunea necunoscută A. 


Pentru a exprima pe A în funcţie de w i 
) ‚їп ле ш, Oy, Oa Von lace uz de for 
mula (25.97) p» 


trei relaţii 


KaCo, 
т fiind tensorul momentelor de inerție în 0, 


0 
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Vom proiecta ecuația (28.21) pe cele treí axe mobile, $e obseryA în 
acest se A vata K . : ; 4 j 
x t Scop cá derivata K а vectorului K luată în raport сп axele fize, 
după cum se vede din relația (13.4) va avea expresia 


> OK 
Ка dex 


dh ‚ 
unde am notat cu 7 derivata vectorului K 
( 
mobile. Deoarece componentele te 
stante (întrucît am presupus cá 


în raport cu £, faţă de axele 


nsorului Ç faţă de axele mobile sint con 


4 Si 
axele mobile sînt invariabil legate си 5011411), 
Vom avea 
dK А 
3 “Co, 
încît expresia derivatei K devine 
K-—Co-ox'Co,. 
Prin urmare, ecuația (28.21) va lua forma 
Со +ох To=M. (28.24 
În cazul particular cînd axele mobile sînt axele principale de înerție 
în O, tensorul ^C se reduce la termenii de pe diagonala principală, ceilalţi 


fiind nuli, iar vectorul ^Co va avea proiecţiile / юл, J 
mobile de coordonate. Proiectind deci ecuația ( 
bile obtinem 


yyoy; Јад, pe azele 
28.21) pe cele trei aze mo- 


J aat z- (Jos — Jug) o yz Л, 
Juvoyt U z2— Jz) ozoz= My | (28.25) 
Jzzozt U yy — 22) 20 у=. M; 


unde am însemnat cu My, My, Mz proiecţiile vectorului M pe cele trei 
axe mobile de coordonate. i d А f a 3 
Acestea sînt ecuatiile lui Euler. Ele, împreună cu relaţiile (28.20 


determiná relaţiile căutate dintre Mz, My, M, deo parte şi z, B, ү de 
alta. 


Solutia sub formá finitá a ecuațiilor lui Euler nu se poate da decit 
in cîteva cazuri particulare. 


Ecuațiile (28.25) devin 


Гаа а Лор ооду; =0 Ж 
Дуу®у-Е (Jza— J 220 zoz=0 (98.96 
J 2:0 (уу JJ 22)020y—0. | 
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O soluție particulară а sistemului (28.26) este evident 
05-const, wy=w;=0. (28.27) 


Această soluţie corespunde unei rotații uniforme în jurul axei mobile Ох. 
Deoarece vectorul o este un vector constant față de triedrul axeloi mobile 
Oxya, el va fi un vector constant și față de triedrul axelor Ox'y'z'. Așadar, 
axa Ox va fi fixă în acest caz, încit rotația se face în jurul unei axe fixe. 
Conul polodie se reduce la această dreaptă Ox confundindu-se cu conul 
herpolodic. 


Soluţia astfel determinată este în concordanță cu proprietatea axelor 
permanente de rotaţie pe care am stabilit-o la mișcarea solidului cu o axă 
tixă (cap. XXVI). Am demonstrat acolo cá о axă permanentă de rotatie 
este fixă în spațiu, dacă se asigură imobilitatea unui singur punct al ei, 
şi că în cazul cînd forțele aplicate solidului au un moment total față de 
punctul fix O dirijat după una dintre axele principale de inerție ale soli- 
dului, relativ la punctul O, acea axă este axă permanentă de rotaţie. 


Deoarece în cazul de față momentul M al forțelor față de O este nul, vom 
putea aplica proprietatea menționată, adică orice axă principală de inerție 
relativ la punctul O este totodată și axă permanentă de rotație. Așadar, 


axele Oy şi Oz vor fi de asemenea axe permanente de rotafie, ele fiind 
axe principale de inerție în O. 


Dacă s-ar întîmpla ca elipsoidul de inerție în O să fie de rotaţie, 
atunci avem după cum se stie, o infinitate de axe principale de inerție; 1 
oricare dintre ele este o axá permanentá de rotație. | 


În fine, se poate demonstra că dacă forțele aplicate solidului cu o 
axă fixă îndeplinesc condiția de a avea momentul total față de О egal 
cu zero, atunci pentru ca axa de rotație să fie axă permanentă £rebuse 
să fie și axă principală de inerție în О. 

Într-adevăr, primele două formule din (26.8) de la cap. XXVI devin 
în cazul acesta 


—0J 2202] y ,—0, 02] 24 oJyz=0. 
Ele nu'pot fi satisfăcute decît pentru 


Juz=0, J z«—0, 


deoarece determinantul 


Gas 
este pozitiv. P 


Prin urmare, în afară de axele principale de inerție în O alte axe 
permanenete de rotaţie nu există. : 


. * Г 

În ceea ce priveşte viteza unghiulară de rotație în jurul axei perma- \ 
nente, ea trebuie să fie constantă, deoarece momentul forțelor exterioare 
față de această axă de rotaţie fiind nul în cazul de față, potrivit celor sta- 
bilite cînd am studiat mișcarea unui solid cu- о axă fixă, va trebui ca 
51 o să fie nul. 


Î o REN 
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Consideraţiile care preced complete 
axele permanente de rotație întilnite 1 
е poa чш ИА în aplicaţiile et 
de rotaţie care tree printr-ur Ыл Ө Med 5 EDU IM ешле 
ТЕ Каа ae Aa n anumit punct sînt axele principale de inerție 

i ас i consecință, prin orice punct al solidului trec cel 
puţin trei axe permanente de rotație — dacă, bineînțeles, momentul for- 
telor exterioare care acționează asupra solidului, față de punctul considerat 
este egal cu Zero. Pentru punctele solidului, relativ la care elipsoidul de 
inerție este elipsoid de rotație, vom avea o infinitate de axe permanente 
căci toate axele din planul ecuatorial al elipsoidului vor fi axe permanente 
de rotaţie. De exemplu, dacă solidul are forma unui paralelipiped dreptun- 
ghic, plin, omogen, avînd secțiunea un pătrat, atunci elipsoidul de inerție 
corespunzător centrului său О este elipsoid de rotaţie în jurul normalei 
în 0 la planul secțiunii pătrate, prin urmare, orice dreaptă trecînd prin O 
ŞI fiind situată în planul secțiunii drepte va fi o axă permanentă de rotaţie. 
Dacă solidul are forma unui cub plin, omogen, atunci elipsoidul de inerție cores- 
punzător centrului său O este o sferă; rezultă că orice dreaptă trecînd prin 
O este o axă permanentă de rotație; cu alte cuvinte, dacă un cub material, 
omogen, mobil în jurul centrului său О imobilizat, începe, prin impuls 
exterior, o rotație în jurul unei axe oarecare A trecînd prin O, el se va 
roti necontenit în jurul aceleiași axe A, cu aceeași viteză unghiulară, iar 
íi poziţia axei A în spaţiu va rămîne neschimbată. (Am presupus, fireşte, 

că momentul forțelor exterioare care acționează asupra cubului, față de 
O este nul). 
Revenind acum la ecuaţiile (28.26) vom inmulfi prima ecuație cu oz, 


pe a doua cu оу şi pe a treia cu oz şi le vom aduna membru cu membru. 
Obţinem astfel 


ază cunoștințele noastre despre 
& mişcarea solidului cu o axă fixă; 


х ы J 223920 24- ] уу® убу +] 50, —0 
sau, integrînd, 


Ja] ууо2- 7 222 Ры? (28.28) 


unde am notat constanta de integrare cu Du?. Am obținut în acest mod 
o integrală a ecuaţiilor (28.27). O a doua integrală se obține inmulfind 
prima ecuaţie din (28.26) cu /;;0,, a doua cu JyyQ9y, a treia cu Jc, 
şi adunînd apoi membru cu membru. Vom avea astfel 


; à А Be 
» ч J x92 z +J yoyoy J 2:020, —0 
sau, integrind, 


Јо Јо 293 рзи? (28.29) 


unde am notat constanta de integrare cu D?u?. D şiu sînt două constante 
care se pot determina lesne cu ajutorul constantelor de integrare. 

Ecuația (28.28) este susceptibilă de o interpretare mecanică imediată. 
Într-adevăr, după cum s-a văzut la cap. XXV, 


J 3 20024 Ју 7 22; 


Р JA Înseamnă momentul de inerție al solidului față de axa trecînd prin O 
şi avînd orientarea dată de cosinusurile directoare х, B, ү. Dacă presupu- 
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"сү cect 


nem că această axă este însăși axa de rotație instantanee, atunci mărimile 
x, B, ү vor fi respectiv egale cu 


Og Фу Oz 
w?’ w ? o^ 


astfel încît formula precedentă va deveni 


Jao? = aa б yon a0 : (28.30) 


Se observă cá Jaw? din relația (28.30) este tocmai dublul energiei 
cinetice a solidului. Relaţia (28.28) ne arată, aşadar, că energia cinetică 
a solidului este constantă. 

Această proprietate se poate verifica, de altfel, aplicînd teorema 
energiei. Într-adevăr, forțele interioare $i reacţiunea punctului fix O avînd 
un lucru mecanic nul, teorema energiei ne dă 


ав Уа, 


păstrind notaţiile obișnuite. Însă pentru lucrul mecanic dL(— EFdr) al 
forțelor 7 am găsit formula 


dL — (v 4-o. /If)dt, 
7, fiind viteza originii O (în cazul nostru egală cu zero), iar 2 si M fiind 
componentele vectoriale ale torsorului forfelor aplicate solidului, față 


de punctul fix О. Deoarece în cazul nostru JM este un vector nul, rezultă 
că E este o constantă. 


În mod analog putem obține o interpretare mecanică a ecuaţiei (28.29), 
observind că vectorul K are drept proiecţii pe cele trei axe mobile respectiv 
Jzzoz, [уу®у, Jzz0z, astfel încât ecuația (28.29) ne arată că acest vector 
are o valoare constantă. Si această proprietate se putea prevedea, deoarece 
ecuația (28.21) exprimă că vectorul К este un vector constant în cazul 
cînd M este nul. 

Putem înlocui așadar sistemul (28.26) prin ecuaţiile (28.28) şi (28.29) 
la care adăugăm una, oarecare, din sistemul (28.26). Putem forma asttel 
sistemul următor de ecuaţii diferenţiale. 


2 2 2 2 
Јах. ууу ] 2,0 = Du | 
Ја уо Е 202 Du? Qs S1) 
Луу®у-Е (/®——_/)%®==0, | 


pentru necunoscutele oz, oy, oz considerate ca functii de timp. 
І y I 
Primele douá ecuafii dau 


Type ^ н К T 
== Isy Jys ju (waw), о? «Jui Ja vu 


je pet zx) Jas aa - Јад) 


"9 


1 ЖОГО 
(o? — e) (20.92 
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b! 
unde am pus 
i$. D(D—J4) r 
0) "== эша. А... 2 '9 D(.] s — Р) 
spe at] ce eM UL ру 9g 4 
VI PE) o Лаа) (28.33) 
Să observăm că fracțiile care fi AS 
за ODS i а iri Care figurează în dreapta relațiilor (28.32 
sînt pozitive dacă presupunem apta relaţiilor (28.32) 
Jac Juus VET (28.34) 
Э 'eea Ce > altfe articulntizeayă j E AX T F 
ceea ce de altfel nu particularizează problema. Rezultă că expresiile lui 


Л Е E ae CERE AGAT 127 
a» şi o din (28.33) trebuie să fie şi ele pozitive, pentru că altfel o? 
şi oz ar avea în (28.32) numai valori negative. Așadar, pentru ca problema 
să aibă soluții reale, va trebui să avem 


Пее (28.35) 


Vom presupune că o' și œ” sînt două numere pozitive. 
Constantei D îi vom fixa deocamdată poziția față de Jyy, luînd 


Jyy«D. (28.36) 


'Tinind seama de relațiile (28.32) si (28.33), ultima ecuaţie din 
(28.31) devine 


= ао, za — Ju yy — J zz T9 2 119 2 3 27) 
| ese Tun Ie се л (2.37) 


o ecuație diferențială de ordinul I in oy. 
Din formulele (28.32) scoatem că oj trebuie să rămînă inferior celui 
mai mic dintre numerele о’, w''2. Se poate verifica ușor că o'? este mai 


mare decît o'/?. Într-adevăr, avem 


а отта 2 D as Ја) (DJ) y 
e: z Jay Јуу(Јуу = Је) (Jar Јуу) 


Deducem că limita superioară a lui оу este о''?, adică funcția wy de 
EAT 7 

0 t va varia în intervalul (—o"', 4-9"). 

Vom face în (28.37) schimbarea de variabilă 


" Qy-ox 


și vom lua semnul plus în fata radicalului, presupunind că wy începe prin 
7 ME. 4 ү 1х CAZ P. OR avine 
a creşte, pornind de la valoarea inițială. Ecuația (28.37) devine 


Эа ах ГЕ are dé 
V (1—42) (1—2 2 


unde am ptus 


w"? ot | (Гаа Јум) (luu dza) 
n | ETE 
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insemnind cu mentul cînd wy se anulează si 
cedent pot | de la acest moment, avem 
| і | 
e га din primul membru est int liptică 
(1—1 
n 
Wia precedentă este echivalentă cu 
7 
unde sn este ла eliptică ҮТҮК, amplitudini de u 
it-o la mișcarea pendulului simplu, 
Variația ei aminteşte pe aceea a funcției sin м, Vo 
7 
К 
A fiind, aşadar, valoarea lui 4 corespunzătoare lui I 
s este o funcție periodică in и, cu perioada 4K. 


de timp, ea va avea perioada 


Considerăm mărimile wz, Oy, Oz ca fiind coordon 


R 


4K 4 


п n 


Ј=:927 /»у®) ! 


ară instantanee « de rotație, cu originea în O, 

уг) de axe de coordonate. Ecuația (28.40) ne arată că punctul P se 4 

1 în originea О si avînd axele in lungul axelor principale de 
5 Ў g I I 


ie elipsoidul de inerție, a cărui ecuație este (25.71) 


soidul 
al ta 


ia (28.4 


tr 


te, 


D: 
acesta se numește elipsoidul lui Poinsot. 
nt la acest elipsoid, în punctul Р de coordonate оуу, c y 


/хх®хХ FJyyoy Y i 


Y, Z sint coordonatele unui punct curent pe plan. Vom 1 


Р 


Ј.:9:2 


1 dr 
ja (1—23) (1— 


1 w2= Du. 


adică în origir 


Dy? 


Evitind 


le 
1c 


1). Parametrii directori ai normalei la planul П 


zem concluzia că normala planului tangent П în 7 
distanța 8 de la originea О la acest plan este dată de expresia 


(Du?) * 
8% ; - 
Лао уе, 


7 


(97 


cmai proiecţiile momentului cinetic К pe axe. Deoarece acest mor 
H 1 


calculele 


integrind 


14 
Jedti« 


Privitá 


are o direcție fixă 


ecuatia 


"ЕА 
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| esf : pt D irr. 
| 
| de unde deducem, dacă ținem seama de (28.29), 
Ea 8? ua const 
sau încă, 
197 
8 , , 28.42 
| =a 


adică planul tangent П considerat se află la o distanţă constantă de О, 
Intrucit mai înainte se demonstrase invariabilitatea orientării 

Planul tangent în Р la elipsoidul lui Poinsot este fix în spațiu. 

> în baza acestei proprietăţi, putem spune că misc 

derat rigid, este o rostogolire pe planul fix П. Rostogolir 

ЇЇ, deoarece punctul P de contact, aflindu-se pe axa de rotație 

| Însă rostogolirea este însoțită de o pivotate, adică de 
unghiulară de rotaţie fiind reprezentată 

Locul punctului P pe elipsoid este lesne de aflat, deoarece centrul O al eli 

este imobil. Acest loc geometric este de altfel curba directoare a 
generatoarele OP sînt axele instant 
această curbă directoare. Se înțelege 
curbă directoare a conului herpolodic; 


lui în spațiu, rezultă că 


a ate loc făr: pe planul 


instantanee, are viteza nulă 
rotația о în jurul axei O P,viteza 
chiar prin distanța OP. 

psoidului 
conului polodic, pentru că 
anee de rotaţie. Vom numi curbă Polodică sau polodie 
că locul punctelor P în planul tangent fix II va fi o 


această din urmă curbă o vom numi curbă herpolodică 
sau kerpolodie. 
t Cele douá curbe, polodia şi herpolodia, sint evident, tangente între ele sí au lungimi 
Ла \ egale între puncte corespunzătoare din cauza rostogolirii fără alunecare a conului polodic 
Че \ pe cel herpolodic. 
г Ne propunem a determina curba polodică (pe elipsoid), folosind integralele (28.28) 
i (28.99 
şi (28.29). 


Dacă notăm cu x 


‚ У, 2 coordonatele unui punct curent de pe polodie, vom avea 


> Jeax? + Jyyy? +] 2 2:2— Dy, (28.43) 
" Ceea ce reprezintă chiar elipsoidul Poinsot. Integrala (28.29) va deveni 
bil, 
T 1 Јада? J5y9* 72,2 — Dy. 
> la ; | 
Multiplicînd ecuaţia (28.43) cu —D şi adunînd-o cu ecuația precedentă, obținem 
40) Jas(Jaa— Р) yu yy — D)y*- ] z4(J 22— D)22=0. (28.44) 
Putem spune deci cá polodia este intersectia elipsoidului avind ecuația (28.43) cu conul 
teză e ecuație (28.44) avînd vîrful în origine. Acest con este conul polodic. Vom presupune si 
d ție ( ) g 
nobil aici, ca mai sus 
psoid Jzz<Jyy< Jaer 
Faţă ipoteză care nu particularizează problema. În ceea ce priveşte pe D, am văzut că această mărire 
trebuie să îndeplinească condiția (28.35) 
Jz2SDSIJzz (28.45) 
imili- entru ca mișcarea să fie reală. 
= үз p Vom considera mai întîi cazul extrem 
D=]zz. 
cp Ecuafia (28.44) devine in acest caz 
5^ Jy Tu D^ Tos Jas — D)?=0, 
so relație care nu poate fi satisfăcută decît luînd” y=z=0, deoarece ea este altfel o sumă de 
Pa mărimi negative. Ecuația (28.43) ne dă atunci | 
se = у=0, 2=0, | 
d 5 adică polodia se reduce în acest caz la cele două puncte a si а’ (fig. 28.7) unde аха Ox 


! înțeapă elipsoidul, 
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în mod analog se arată că сеа] Ий valoare extremă a lui D 
Dj 
corespunde unci polodii reduse la cele două puncte ( si c' (fig. 28.7 unde | Oz intea 
elipsoidul În fine, cazul intermedia 
= [yy 
transtormăm ecuaţia (28.44) in 


Fig. 28.7 Fig. 28.8 Fig. 28.9 


conul polodic degenereazá in douá plane trecind prin axa Oy, egal inclinatá pe planul 
si avind ecuatiile 


2 = 4 | Jaxzz—Juw . 28 46 
e J zz uy J гг) 


Curba polodicá corespunzătoare va fi alcătuită din cele două elipse dupá care aceste pl 
taie elipsoidul de ecuație (28.43); ambele elipse vor trece prin punctele b, b’ (fig. 28.8 
care axa Оу taie elipsoidul. 

Pentru celelalte valori ale parametrului D, polodia ia unele forme intermed 
(fig. 28.10 şi fig. 28.11). Ecuația proiectiilor lor pe planul yOz se va obține eliminir 
x între ecuațiile (28.43) si (28.44). Rezultă astfel ecuația 


Juy ax— Juy)93- J zzUax—J 2223 — DU za— Due, (28.47 


care reprezintă о familie de elipse concentrice avînd axele dirijate după axele de coordon 
Оу, Oz (fig. 28.7). În mod analog, se va obţine ecuaţia proiectiilor pe planul +02 elimi 
pe y? între aceleaşi ecuații. Vom avea astfel ecuația 


—Jzx(J z— J yy) 9 -J zzUuy—J z2)22= D(Jyy— Du, 


care ne arată că proiecţiile polodiilor pe planul xOz este o familie de hiperbole (fig. 
avînd drept asimptote dreptele reprezentate prin ecuaţia (28.46). 
În sfîrşit, proiecţiile polodiilor pe planul хОу vor avea ecuația 


Jaz(Jaa— Jett Juy(Juy—J 22) y* 9 D(D —J ad, 
adică vor fi nişte elipse concentrice, avînd axele dirijate după axele de coordonate +, 


(fig, 28.9), Tinind seama de aceste proiecţii, vom putea reprezenta curbele polodice situate 
pe elipsoid (fig, 28,10 si 28,11 ne dau cite o vedere în perspectivă a acestor curbe). 


) 


t 


8) 


e 


— 
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) \ i i 
er Obnaervatl lu eazul cînd elipsoidu! de inerție este elipsoid de rotație, curbele 
po : Ху) T AMA la nişto corouri avind plancele normale la axa de rotatie a elipsoidului de 
ieri ntradevür, presupunind de exemplu, că аха O i i 

j X ) й nxi iste axi . ) ` '11рво1 1 

NUR ER RR UE ‹ іха de revoluție a elipsoidului 

Jua J ys 
apa că elipsele. de eeuatie (28,47) во vor reduce la plane avind ecuația const. Rezultă 
ей polodille vor Fi interseetlile planelor avind ecuaţia const cu elip oidul de inerție, adică 
vereurile paralelo la planul Oy, avind centrele pe аха O d ; 
yl jz 


" 


Curba herpolodicd, Vom raporta ecuația herpolodicá în planul fix П, la punctul О” 
(fig. 28,12) proiecția lui О pe acest plan, luat ca polul coordonatelor polare in plan. 
Raza vectoare, p'=0'P, la punctul de contact Р va fi dată de relația 


К 


Fig. 28,10 Fig. 28.11 


р'= 002—8“. 


Deoarece о (=: 0.2) variază între două limite w; și оз de-a lungul polodiei, rezultă cá 
31 р’ va varia între două valori corespunzătoare p; $i рз, astfel încît herpolodia va îi o curbă 
cuprinsă în coroana dintre cercurile concentrice cu razele ру și р; 
(v. fig, 28,12). Se demonstrează că herpolodia nu are puncte de 
inflexiune, prezentind necontenit concavitatea spre polul O' si 
atingind succesiv cercurile limită, ! 

Cercul cel mic, se reduce la un punct — la centrul său O’ 
— cînd valoarea minimă a lui о este egală cu distanţa 3 (—00?), 
ceea ce se întîmplă în cazul particular studiat D=Jyy, cînd polo- 
dia este formată din două elipse. Atunci herpolodia devine o spi- 
rală dublă mărginită de cercul cel mare, avînd polul O” ca punct 
asimptotic (fig. 28.13). t p 

Cazurile extreme Das, D-/2, ne dau herpolodii re- 
duse la cîte un punct. Axele corespunzátoare de rotatie sint 
„axele permanente" adică axele principale de inerție х $Ї л. In Fig. 98.19 { 
cazul cînd elipsoidul lui Poinsot este elipsoid de rotaţie, herpo- 5 N 1 
lodiile sînt cercuri (са 91 polodiile), avînd centrul în O% — vn 

Mişcarea soldului, Studiul pe care l-am făcut cu privire la mişcarea elipsoidului Poin- 
sot ne ajută să determinăm mişcarea solidulul eu un punct fix О. Tutr-adevàr, elipsoidul 
Poiusot = са şi elipsoldul de inerție, de altfel este un corp rigid solidar legat cu solidul 
inițial, astfel incit cunoseînd migcarea ellpsoldului, cunoaştem mişcarea triedrului Т(=Олуг\, 


decl eunoagtem mlgcarea soltduIul, 
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Stabilitat Axele principale de inerție sînt axe permanent de rotație, pentru solidul 
considerat, ceea ce înseamnă că o rotație începută in jutul uneia dintre aceste axe, continuă 
indefinit, axa respectivă răminind imobilă în spațiu. O atare mişcare de rotație & i Ий 
stabilă“ atunci cînd, dînd axei o mică di plasate şi vitezei de rotatie w o mică variati 
miscarea va diferi puţin de acer | de la care am pornit, într-o durată de timp oricît de mar 
Dimpotrivă, dacă astfel de mici modificări ale n irii, dau nastere 1 chimbăr 
miscarea ulterioară a « rpului vom zk cA avem o miscare nestabilă їп „1а 
Defini date mai pentru tabilitate і 
stabilitate pot fi conturate mai precis 1 tematic 7 
NE camdatá, caracterizárile concrete de mai su fără a fi com 
\ plet riguroası int suficiente pentru înțelegerea fenomer 
N N Vom arăta în cele « urmează cá axele pt 
\ \ inertie ж, z faţă de сат olidul are momentel 
ОСА V ] si J z> tespecti dică axele pentru car 1 
V de inerție au valori extreme dau naştere la rotat 
pe cînd axa y pentru care momentul de ine | р 
valoare mijlocie, dă naștere Ја rotație labilă. Vo 7, 
axele extreme de inerție sînt aa tabil T; 
E medie este o axă labilă. 
- 3 Demonstrația se face pe baza formelor stud 
Fis. 98.13 polodiilor în felul următor, Sá пе оси; de exemţ 
^N a à rotatia in jurul axei x. Se vede pe 28 


fig. 28.9 cá dacă deplasám puţin axa де г 
corespunzătoare va fi o curbă închis care nu se depărtează prea mult de p: 
polodia corespunzătoare va fi de asemenea o curbă situată într-o coroană c 
mică, dacă presupunem că planul tang Ї 


nt II rămîne neschimbat. Insă s-ar 
cările introduse să deplaseze și planul fix, din poziția II, în poziţia foarte a 
cauza apropierii dintre cele două planell şi П” herpolodia modificată va 
apropiată de herpolodia pe care am fi avut-o, dacă planul П rămînea același 
axa x este o axă stabilă de rotație. 
În mod analog, se demonstrează că axa z este de asemenea o axă 
Altfel se petrece fenomenul dacă rotația inițială are loc în jurul axe 


apropiată punctului b este o curbă de dimensiuni mari, astfel încît herpolodia corespuuza 
toare va avea şi ea dimensiuni mari, deci mișcarea va fi nestabilă. 
Dacă elipsoidul de inerție este elipsoid de rotaţie, atunci este evident cá singura axă 


15 este axa de rotaţie a corpului. într-adevăr, oricare altă аха principală se va i ре 

o polodie circulară — un cerc paralel al corpului de rotație — deci va aveao d 

fată de triedrul mobil T(zzOxyz). Este drept însă cá herpolodia se reduce 
7) 


cazul acesta, anume polul О’, după cum se vede din formula (24.4 


adică axa rămîne imobilă în spațiu, dar în corp se schimbă. Fenomenul a 
în special la mersul proiectilelor pe traiectoriile respective. 

Cazul particular al elipsoidului de rotație. Precesia regulată. Dacă elipsoic 
este elipsoid de rotație în jurul axei Oz, de exemplu, Jzz=Jyy, atunci 1 
(28.31) ne dă 


Oz= (zo, 


o constantă. 


n direcţia axei fixe Oz” în direcția și sensul vectorului A 


іа vectorului К pe аха mobilă О adică mărimea K cos Ө, К îiind valoa LDS 


K, trebuie să fie egală cu 


Га: 2977 К cos 0 


Din această relaţie deducem cá unghiul de nutafie 0 adică unghiul dintre axa 
Oz şi аха fixă Oz', este o constantă. Pe de altă parte, energia cinetică a sol : 
w) /.:024) fiind de asemenea constantă, rezultă că şi mărimea S-t от este cors 
deci viteza unghiulară de rotaţie о este constantă. Deoarece Însă proiecția о, à lui e ре i 


— f 
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este constantă ( =W уо) deducem că unghiul dintre 

instantanee de rotație « va descrie faţă de 

pe Oz drept axă şi vîrful în О, 
Insă din relaţia 


w și Oz este constant. Prin urmate, аха 


triedrul mobil T ( Oxyz) un con circular avînd 
Acesta este conul polodic al mişcării, 


Kw=]Jùo?  (=const,), 


J (=const) fiind momentul de inerție al solidului față de аха о, deducem că proiecția vec 
torului о pe vectorul К, adică ре axa fixă Oz”, este constantă, astfel că vectorul o va des 
crie față de triedrul fix 7" (z20x'y'z^) un con circular de axă Oz’, avînd vîrtul în О, Acesta 


va fi, evident , conul herpolodic al mișcării, 
Am văzut că vectorul w este rezultanta vectorilor de valori scalare Ô, o si Ý (fig, 28.6 
‚@ 9 4 ) 


o -— 04 Ф Hy. 


Cum unghiul 0 este constant, mărimea 0 este nulă, aşa încît vom avea 
w=gp vers Oz+y vers Oz'. 


Însă unghiurile pe care le face vectorul œ cu aceste două axe sînt constante, după cum am 


văzut, iar pe de altă parte, vectorul о are o mărime constantă. Rezultă cá și componentele 


sale în lungul acestor axe vor avea mărimi constante, adică mișcările de rotație în jurul axe- 
lor Oz si Oz' sînt uniforme. Mișcarea solidului va fi o precesie regulată. Polodiile şi her- 
polodiile vor îi, cum am văzut, cercuri. 


În cazul special cînd valoarea inițială o a rotației w este dirijată în lungul axei mobile 
Oz, atunci, deoarece vectorul K are proiecţiile Jzzoz, Jyyoy, J 2202 pe cele trei axe mobile, 
valoarea sa inițială va fi egală cu Jzzoo dirijată în lungul axei Oz. Însă axa Oz fiind o 
axă permanentă de rotație, va păstra o poziţie fixă în spațiu, care va fi poziția vectorului 
constant К. Acesta este cazul giroscopului, care se va studia ulterior. 


$ 6. Misearea solidului cu un punet fix supus greutăţii proprii. Să 
presupunem cá solidul avind punctul fix O este supus numai acfiunii greu- 


tátii proprii G(—Mg, M —masa solidului, g—acceleratia gravitației) apli- 
catá în centrul de greutate C. Vom raporta mișcarea la triedrul fix tri- 
ortogonal Т” (zOx'y'z care are axa Oz' dirijată pe verticală, în sus. 


Drept triedru mobil T (==0xyz) vom lua ca si pînă acum, triedrul axelor 


principale de inertie corespunzátor punctului fix O. Vom nota си p vec- 
torul de poziție al centrului de greutate C, cu Ё, т, © proiecţiile acestui 
vector pe axele mobile, cu £', n, C' proiectiile sale pe axele fixe. 
Teorema energiei 
dE=dL 
cu notațiile obişnuite ne dă 


Aaoi Луну 7.9) = — Mg dt! 


deoarece lucrul mecanic al reacţiunii R, avînd punctul de aplicaţie in 0, 
este nul, iar lucrul elementar al greutăţii este egal cu —Mgdý’. Am păstrat 
notafiile de mai sus. Din relația aceasta diferențială deducem, prin integrare 


2. з qu ‹ i 9], OQ AR) 
Лало. Ју. Јаго 2 Meţ'--2h, (28.48) 


notînd cu Ж constanta de integrare. 
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O altă integrală a problemei o putem deduce din ecuația momentului 


y ALULUI 


cinetic (28.21) proiectată pe axa Oz'. Într-adevăr, momentul greutăţii С 


față de verticala Oz’ fiind nul, proiecția ecuației (28.21 i 


2 бе SCIIC 


К, 0), 


notind eu K,’ proiecția vectorului К (momentul cinetic) ре axa fixă 02' 
Deducem 


K.'—const. 


Însă vectorul К are proidttiile /,„о», Joy, Jazz pe axele triedrului 
у Ji J^ ia Zi 


mobil T. Cosinusurile directoare ale axei Oz' față de axele mobile Ох) 
sînt cunoscute. Vom avea deci 
К,' = aaa sin 0 sin o+ /yyoy sin 0 cos g+ /7,0; cos 0 
astfel incit integrala momentului cinetic se va scrie sub forma: 
"m. (/хх®х Sin Q-- /yyoy coso) sin 0+ [2,07 cos 0—5. (28.49) 


$ 7. Cazul П. Cazul Lagrange-Poisson. Vom studia acum, în par- 
ticular, mișcarea solidului cu un punct fix О, supus numai acțiunii greutății 


proprii G(=Mg), elipsoidul sáu de inerție fiind de rotație în jurul axei 
Oz, deci între momentele principale de inerție avînd relația 


J zx—J uv- 
Observám cá ultima ecuatie (28.31) dá 
6,—0 zo; (28.49^) 
4 unde oz, este o constantă. 


Vom mai presupune că centrul de greutate C se află pe axa mobilă 
Oz, la distanța ОС= si avem evident 
36 (ее) (05 


Acesta este cazul numit „Lagrange-Poisson”. Ecuația (28.48) devine in 
acest caz 


J za(034+ 9$) -J:;939— —2Mg€ cos 04-27, (28.50) 
iar ecuația (28.49) devine 
Ја2(о 2 Sin ф--оу cos ф)ѕіп 0-- Jzz0z9 cos 0—5. (28.51) 


Relaţiile (28.49), (28.50) si (28.51) alcătuiesc un sistem de trei ecuatii 
pentru mărimile o5, oy, oz. Le punem sub forma 


02 -|-02=0 — h cos 0 
{ | | 


(б sin ф--оу cos) sin 0—*3—9 cos 0) 


0) 2770) ‚у 


—-——— 
= 
iz 
A 
л 


— 
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inde x. B. v~. à inse; ) í 
t ud EC inseamnă patru constante (B si д pozitive), Inlocuind în 
relațiile (28.52) pe фу, €, € prin expresiile lor din (28.1 


t) obțin n 


| 0*-|-5? 81120) = -– h cos 0 
| 
) sin? 8 cos 0) (28.58) 
d J cos 0 =0 zo 
> Prin eliminarea lui V între primele două ecuaţii avem 
(у=? cos 0)2-|- 0?sin* 0 — (0—2 cos 0)sin^0 
sau, punind cos 0=w, 
mj Ри), 
unde Р(и) este următorul polinom de gradul III în и 
P(u)z(«—Qwu) (1—w*) — (v—8u)*. (28.54) 
Deducem 
d BE 4 
adică ү, 
© du 
t і | 53: (28.55) 
up fiind valoarea iniţială (/—0) a lui и. Radicalul va lua valoarea sa pozi- 


: : м " du T e ; 
tivă sau cea negativă, după cum jy Va fi pozitiv sau negativ, ceea с 
a 


poate urmări prin continuitate, pornind de la valoarea inițială (dată) a 
lui 2 
ағ" 


Cuadratura din dreapta relației (28.55) este o integrală eliptică. Ea 
poate fi studiată calitativ, fără a recurge la funcțiile eliptice, dacă se 
iau în considerare intervalele de variație ale variabilei u. Un astfel de 
studiu calitativ, este de mare folos pentru intuirea mișcării. Pentru acest 
motiv, îl vom schița în cele ce urmează. Să observăm că P(u), fiind un 
polinom de gradul III, va avea trei rădăcini pe care de altfel le putem 
separa lesne. În adevăr, şirul de valori 


А 
( ep —1, LIT H1, } oc 
pentru u ne dă pentru P(u) succesiunea de semne 
| А e — + dacă P(w) >0, 
sau і 
j = 2 0 — 3- dacă Р(и,)==0. 
d E 
Evident cá nu putem avea P(w)-—0, deoarece valoarea lui $7 trebuie să 
fie reală pentru orice valoare a timpului 2, deci şi la momentul iniţial /—0 
)) И pentru care avem и=и0: 


A1 
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în ambele cazuri, cele trei rădăcini ale lui Р(и) vor fi reale și anume, 


pentru P(49) >0 cele trei rădăcini uj, Ug, Ug vor fi cuprinse respectiv іп 


intervalele 
(—1, м), (uo, FI), (+1,4 o0); 


pentru P(u,)—0, valoarea =g va fi una dintre rădăcinile uj, ug, iar 
cea de a treia va fi cuprinsă în intervalul (1, оо). 
În toate cazurile vom putea deci scrie 


P(u)-—8(u—wu) (ug—w) (изи). 


б Cum u(=cos 0) trebuie să fie mai mic decît из, factorul w,—4 va fi pozitiv; 
deci pentru ca Р(и) să fie pozitiv, va trebui ca и să fie cuprins între 1 
| şi 4,, ceea ce înseamnă că nutatia 0 trebuie să fie cuprinsă între valorile 

corespunzătoare 0,, 02, pe care le vom presupune distincte (0,320). Luind 


de exemplu <t, vom avea 0,70, deci 
0,« 0x 0,. 


Pornind de la valoarea inițială 0, corespunzătoare valorii ио, unghiul 0 
va creşte sau va descrește, după cum semnul din fața radicalului este — 
sau +. Să presupunem că acest semn este —; atunci, 0 creşte monoton 
pînă ajunge la valoarea 0,. Timpul necesar й pentru a ajunge la această 
valoare se scoate din (28.55) 


м du 
һ= f — 
m VP (u) 


deci este o mărime finită. În momentul /—/,, polinomul P(u) se anulează 
du a: : У ; ^ У сеа ERA 2 
(и=и1), ap 191 schimbă semnul, deci 0 începe să descreascá tinzînd către 


cealaltă valoare limită 0,. Intervalul de timp /,—/, necesar pentru са 0 
să ajungă de la valoarea 0, la valoarea 0, este dat de formula 


m du 
D f алс ис; 
2 1 o 

7, Р (и) 

În momentul /, (0— 0,) derivata 0 se anulează din nou, deci își schimbă 
semnul devenind negativă, adică 0 reîncepe să descreascá monoton pînă 
la valoarea 0,. Intervalul de timp necesar pentru ca 0 să ajungă de la 
valoarea 0,, la valoarea 0, este tot 


| du 

— 

п 
М Р (и) 
adică egal cu /,—1/,. Prin urmare, oscilafiile nutafiei între 0, şi 0, se fac 
în intervale egale de timp. Se vede, de altfel, că funcția и (deci 9) 4де? 
este periodică, avînd perioada 


T-2(,—1)—2 


e o 


-— O 
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Rezultă că conul polodie este o suprafată cuprinsă între cele două conuri 
circulare în jurul axei fixe O 


ca axă, avind unghiurile Ја virf egale cu 
M ) ү 
2U, si 203, Cind aceste două conuri se confundă într-unul singur (0,==%, 
decl A, ) atunci acest con và fi si con polodic. Condiţia necesară si 
sulicientà pentru aceasta este са P(u) să admită o rădăcină dublă (14, Mp 

Variația celorlalte unghiuri, o si Ш, sînt date de ecuaţiile 

Su ү 
| a) p ШЕТ "t (28,56 


OQ EQ) 
scoase din (450.99). 


) 


Pentru calculul numeric al unghiurilor o, ф, 0 vom exprima cuadra 
tura din dreapta relației (28.55) cu ajutorul funcțiilor eliptice, Vom 


forma mai întîi pe P(u) printr-o schimbare de variabilă 


1! = , ( si c constante), 
punind acest polinom sub forma 
P (u) =40%—0,0—р 


v, şi о 


g şi ei fiind constante. Dispunind în mod potrivit de constantele « și б se 
poate realiza această transformare. Astfel, relația (28.55) ia forma 


v, fiind dat de relația 


О е 
Cuadratura din dreapta relaţiei precedente se efectuează cu ajutorul funcției 
eliptice a lui Weierstrass. Introducind o nouă variabilă « prin intermed 
relatiei 


о= рх, 


p fiind funcția eliptică а lui Weierstrass, corespunzătoare constantelor 


i + eus si tinînd seama de proprietatea ei funcțională dată de relația 
şi g, de mai sus si ținînd pro] { 


р’ =4р%0— 89—63, 
obținem "i 
cí—o«—«o«, sau încă «—2«--cf, 


x, fiind constanta care corespunde lui v, 


00==р%0. 
Vom avea astfel 


u=cos 0@=с'-- - p(a9A-ct). 


Celelalte două unghiuri, ọ și y, se vor deduce cu ajutorul relațiilor (28.56 
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М 
Pyocesia vegulatd și pseudo-vegulată. Cazul special menționat mai sus, cînd cele două 
rădăcini мү, Up ale polinomului P(w) sint confundate, este deosebit de important, Cum ж, 
trebuie să aibă valoarea comună a celot două rădăcini egale, vom avea | 
PE LM D | 
Р(и) В(и— ug) (ug — u). 
însă am văzut că P(u) nu poate fi negativ. Сип factorii B şi w,— sînt ambii mai 
mari ca 0, rezultă din formula precedentă că va trebui să luăm 
zug. | 
Prin urmate, în cazul wu—,-, аха mobilă Oz a solidului va descrie un con circular cu | 
axa verticală, având deschiderea egală cu 20, Ја virf (în 0). Pe de altă parte, se vede din 4 


(28.56) că о si sint constante in acest caz, aga încât conul precedent este descris de аха 0, | 
în jurul axei Oz' cu o viteză unghiulară constantă (0), solidul avînd o rotație uniformă (е) 
în jurul axei mobile Oz. 

Mişcarea este o precesie vegulată. 


ái Conul descris de axa mobilă Oz se numeşte con de precesie. Conul polodic și cel herpo- 
lodic se vor afla prin metoda pe care am folosit-o anterior. 
- Ne propunem acum să determinăm condiţiile inițiale speciale, care conduc la precesia 


regulată, în cazul Lagrange-Poisson. Vom folosi in acest scop expresiile (28.53) ale mări- 
ы. milor, «, B, y si 9. 
Vom presupune pentru moment că numai una dintre cele două rădăcini, иу, из, este 
egală cu мо, de exemplu 1 — o, adicá vom presupune cá pozitia inițială a axei coincide cu 
una dintre poziţiile extreme. Vom avea deci P(49)=0, adică 


P(u)—8 (и— щщ) (и*—2аи—Ь)=0 


unde am însemnat cu a si b două constante ale cáror valori se deduc imediat. Calculele se 
simplifică dacă ţinem seama de relaţiile dintre rădăcini și coeficienții în P(w). Vom avea 
astfel 
«4-82 == 2 
== ug; b= 155 
3 Bu 


Condiţia са Р(и) să aibă rădăcina dublă uo este 


Y 

Mo Bac Ew 0 

(mx esee enm —=0. 
р би 


0 


Făcând calculele, găsim 
Jezboot (J 22—J zz) Vo cos 0,— 026 (28.57) 


unde am însemnat cu фу, o, valorile initiale respective ale má- 
rimilor d si ф. Aceasta este condiţia necesară şi suficientă pentru 


ca mișcarea solidului greu, simetric, avînd un punct fix, să se re- 


ducă la precesia regulată dată de rădăcina dublă «—43,—uwy а 
polinomului Р(и). 
j În concluzie, precesia regulată în cazul. Lagrange-Poisson т 


este un caz сп totul special, nu ca în cazul Euler-Poinsot, unde 
precesia regulatá are loc totdeauna cînd elipsoidul de inerție este 
elipsoid de rotație. 


5 2 ^ ^ HS ^ 
Fig. 28.14 Dacă relaţia de condiţie (28.57) nu este îndeplinită decit 
aproximativ, atunci mișcarea corespunzătoare poartă numele de 
precesie pseudo-vegulată. în cazul acesta, unghiul 0 nu mai este constant. O atare precesie 
pseudo-regulată se întîlnește la mişcarea Pămîntului, in care caz derivata Ò a unghiului 0 
în raport cu timpul — o mărime diferită de zero — poartă numele de nutație. к 

Precesia regulată. (cazul general). Considerind ecuaţiile generale de miş- 
care ale unui solid cu un punct fix, vom putea determina forf je care 
trebuie să acționeze asupra solidului, pentru ca mişcarea acestuia să fie о 
precesie regulată, 


— 
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. Vom presupune, aşadar, că un solid oarecare, avînd punctul fix O 
(fig. 28.14) ате o mişcare de rotație uniformă în jurul axei OA, de viteză 
unghiulară o, iar axa OA la rîndul său, execută o mișcare de rotaţie uni 
formă în jurul axei fixe OA’, cu viteza unghiulară œw. Vom nota cu « un 
ehiul dintre cele două axe A și A’ 


x (ON,OA') 


Vom raporta ecuaţiile de mișcare ale solidului la un triedru fix 
T'(zOx'v'z' avînd аха Ох’ dirijată după ОА’, precum și la un triedru 
mobil Т(=Охуз) solidar legat cu solidul, avînd аха Oz dirijată dupá OA. 
Reterindu-ne la unghiurile lui Kuler o, фу și 0 se vede cá unghiul de nutafie 
0 este identic cu unghiul х dintre cele două axe А $i Д”. 


Ne propunem să determinăm momentul M al forțelor care trebuie 
să acționeze asupra solidului, asa fel ca mișcarea sa corespunzătoare 
să fie tocmai mișcarea de precesie regulată în jurul axelor OA sí OA. 
Așadar, date fiind mărimile o,, о’ $i « se cere să determinám 


vectorul 
JM din ecuația 


KEU 
K fiind momentul cinetic al solidului față de punctul O. 


Putem identifica lesne mărimile œ; si o' în funcție de unghiurile lui 
Suler. Într-adevăr, 


071—0, © 


Cum оу si о’ sînt mărimi constante, deducem 


A DE Al, 
9—99o-- 07, =p t, (a) 


Фо Şİ Yọ fiind valorile inițiale (1—0) ale unghiurilor Ф, Ф respectiv. 

Viteza unghiulară instantanee o (oz, Oy, 02 а solidului este vec- 
torul rezultant al vitezelor unghiulare o, $i о’ în jurul axelor OA şi OA' 
respectiv (fig. 28.14) 


0-—04-4-9'. 


Formulele (28.18) ne dau, tinind seama cá 0 (=о) este constant 
озо’ sin Ө sin ф, oy=o' sin Ө cos o, wz=%, о’ cos 0. (b) 
Unghiul q fiind dat prin prima dintre relaţiile (a), rezultă că proiec- 
tiile oz, Oy, Oz ale vectorului w pe axele mobile de coordonate sînt deter- 
minate prin formulele (b) în funcție de mărimi date. S 
Cunoscind mărimile oz, oy, Oz Vom putea determina vectorul K în 
funcție de momentele de inerție Jre, Juv Jaz Joy Jyz a presupuse 


cunoscute. Deci din K= A vom scoate pe J. Problema este astfel rezolvată. 


{п cazul special cînd Oz este o axă principală de inerție a solidului 
relativ la punctul O putem lua drept axe Ox, Oy, celelalte douà axe de 
inerție în O, aşa încît vectorul K va avea respectiv proiecţiile Je T 
Јууоу, Jezz Ре cele trei axe mobile de coordonate, Janm Јум Jas fü 
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momentele de inerție ale solidului față de axele Ox, Oy, Oz. Ecuația vec- 
torialà K—./// ne va da deci 

Я lil ® Гадо а | (J z2 Jy [2 "OP 

v J yy yl (J za—J 22)0 202 

Jz r)a [017] 


M=] 220 z- (Juv 


sau încă, {Аиа seama de relațiile (b) si (a), 


P Jis UU zz—J vv J 2 do ze Ju „o cos 0]o'sin 0 cos ф | 
Mu 1077007 zot ze - J 20! cos 0]o' sin 0 sin ф (b^) 
k Me=(]yy—] 22)? sin?0 sin ф cos Ф. | 


Formulele de mai sus rezolvă problema în cazul acesta special. 


în cazul cînd elipsoidul de inerție este elipsoid de rotație în jurul 
axei Oz (/х= уу), formulele precedente se simplifică reducindu-se la 


Js Ugo kU 22—Jz0)o'cos 0]o'sin 0 cos o 


My=— [Ja sU. 


a 


2— J ax)o'cos 0]o'sin 0 sin 9 | (28.58) 


de unde tragem concluzia cá in acest caz vectorul moment /M se află în 


planul ecuatorial хОу al solidului, fiind normal pe vectorul ©, așadar pe 
planul 2'0z, deci dirijat după linia nodurilor ON (fig. 28.5) si avînd inten- 
sitatea egală cu 


o0'sin Ө 


[ee Ua Te = cos J | 3 


Se vede deci că putem scrie 


M=0' X о [eere aa “соз Д : 
1 


În general, fractia wo, este foarte mică, astfel încît o putem neglija 
într-o primă aproximație. Atunci relația de mai sus devine 


M=] 220 Хо). (28.59) 


Vom mai întâlni această formulă aproximativă la studiul efectului 
giroscopic. 

8 8. Cazul IIT. Cazul S. Kovalevskaia. În anul 1888, Sofia Kovalevs- 
kaia a dat un nou caz de integrabilitate, care are asemănare cu cazul 
i Lagrange-Poisson. Este vorba de un solid cu un punct fix О, avînd elip- 


-—P 


e 


arul 
ih 


My 


li în 


ar pe 
nten- 
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soidul de inerție relativ la punctul fix O un elipsoid de rotaţie, ṣi centrul 
de greutate C în planul ecuatorial corespunzător (în planul normal la axa 
de rotaţie în punctul fix 0). Solidul este supus, ca si în cazul Lagrange 
Poisson, numai acțiunii greutății proprii, | | 
Luind axa de rotaţie drept axă Oz a triedrului mobil 7{ Oxyz) si 
menfjinind notafiile din paragrafele precedente, putem scrie 


J za Јуу» 14 0. 
Putem lua 
=, 


presupunind că axa mobilă Ox trece prin centrul de greutate C, ceea « 
se înțelege, nu particularizează problema. În plus (ipoteza esențială 
cazul tratat de S. Kovalevskaia) 


J zz J yy 2] 22. (28.60) 


Să luăm, si de data aceasta, axa fixă Oz' dirijată vertical în sus. 
Însemnăm cu оз, Bs, y, proiecţiile versorului & al axei Oz' respectiv pe 
cele trei axe mobile Ox, Oy, Oz. Apoi, lăsăm la o parte indicele 3 al acestor 
mărimi şi le înlocuim respectiv prin а, б, y, pentru a simplifica scrierea, 
ceea ce putem face fără nici un rise de confuzie cu alte mărimi. 


Ecuațiile de mișcare (28.25) devin în cazul acesta 


5 1 
J zx92— 5 J azoyoz=0 


‹ 
і 


П 


J zac y о J za 20 z—GE&Y 


1 . 
3 J za = —G SB 


' unde am însemnat cu G (—Mg) greutatea solidului. Le punem sub forma 


Do p=0 yu z 
Do y=— o z0a-]-CY 
z= — cp 


2GE 
unde am notat c———. 
Jazz 


Constanta c are dimensiunea unui timp la puterea minus doi. Dispunind 
în mod convenabil de unitatea de măsură a timpului vom putea lua c—1, 


astfel încît ecuaţiile precedente devin 


Фо r= 0 уб; | 
d OQ у} 
2o yz —%0;0 КҮ d (28.61) 
y m —B. | 


Am presupus deci 


а (28.63) 
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| : ; ac | 
| Heuatiile (28.61) conțin necunoscutele o7. Oy, 02; D si y. Insă aceste 

d A . . . | 
două din urmă sînt legate de primele prin relația 
| 
oA 
\ Fo UV, 
9! 

care exprimă faptul că derivata versorului № al axei Oz', faţă de triedrul | 

бх T' este nulă; am însemnat cu derivata vectorului față de triedrul 


o L 


| mobil T. 
Proiectind această relație vectorială pe cele trei axe de coordonate 
mobile, vom obține 
| g. | оуү op - 0 


(28.63) 


em 


0-I-0,0.— o Y =0 


12-9 ap— 020. 


Primele două ecuații din (28.61) ne dau printr-o combinaţie evidentă 


, 2( pie 0) =—іо „(ох-Е1®у)-ЕТҮ (i=Ņ E 
iar primele douá din (28.63) 
&-L iB —io («--18) + Y (02-10) T 
Eliminind pe y între aceste două relatii astfel obtinute, avem 


2 (051-100) (оа ioy) — (aip) =—iozlost ioy) H io(a+ ip) 
sau încă 
1 ATE я ; 
arn [(oz-F-1oy)*— (04-18) ]) = — io. 


Schimbind pe î in —i se obține a doua relație analogă 


1 ч > Бре : 
5 (n (ог icy)? (a ip) ]]—79;. 


Prin adunare gi integrare, ultimele douá relatii ne dau 


[(о©-Е1®,)%— (4-28) ] Ко їоу)2— (x —10) ] —const. (28.64) 

Relaţia aceasta reprezintă o integrală a ecuațiilor generale de mişcare. 
Ea poartă numele de integrala S. Kovalevskaia. 

Pe de altă parte, teorema energiei şi teorema momentelor aplicată 
față de axa fixă Oz' ne mai dau două integrale (28.48) si (28.49), asa cum 
am arătat mai sus. Avem deci în total trei integrale anume (28.45), (28.45) 
și (28.64), din сате vom putea scoate valorile mărimilor o4, Фу, Oz 

Vom introduce următoarele notații 
Aze2—0o:—4, [= 20450y— 8, 2y—o*-EF4o$, (28.65) 


zd 
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din care vom deduce prin derivare în raport cu timpul 


ASOU Q2, Y= Wz. (28.66) 


Integrala energiei se poate pune sub forma 


› 9 


2(w5.-l- €, 0; 2du--2h (h-const) (28.67 
| J z ] 
sau 
y—2-const, (28.68) 
dacă finem seama de notafiile (28.65) precum și de relaţiile (28.60), (28.62) 
iar integrala Kovalevskaia (28.64) sub forma 
)2--g?—a?, (a=const). (28.69) 


Punctul reprezentativ P de coordonate А, р, v se află deci pe curba de 
intersecție a cilindrului circular de ecuație (28.69), cu Pianu de ecuație 
(28.68), adică pe o elipsă. Mişcarea acestui punct P în spațiu este determi- 
natá de ecuafiile (28.66), din care deducem 


Мир —o;?-F- и) 
sau încă 
0=—wz, 


dacă însemnăm cu 0 unghiul polar în planul хОу, al proiecției Р’ a punc- 
tului P pe acest plan, polul fiind O. 
Vom mai adopta următoarele notații 


Z—0--10y, 2,—0—10y (28.70) 
=+ ty, Chu (i —1) i 
de unde vom scoate ; 
2022-21, 20, 021—2) 
2x— C-4- 6, (606) 


şi deci, cu (28:65), 


2ж=%--4*—(Су+ 0), 28=421—28) —4(5— 6). 


înlocuind aceste valori în integrala energiei (28.67) obţinem 
(2-2)? Tei— č 6=20. (28.71) 


Integrala momentului cinetic (28.49) ne dă în mod analog 


22102-2) — G3— +o гү=21  (1=сопѕ№). (28.72) 
Integrala a2-- B*--y?—1 devine, finind seama de (28.69), 
zu — 022 — а? -ү=1—а?. (28.73) 


Multiplicind relația (28.71) cu zare lafia (28.72) cu —2z, relația 
(28.73) cu 7 şi adunindu-le; apoi cu 22,—2z2, L їп aceeaşi ordine si adunin- 
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du-le: în sfirsit cu z,,2, — (214-2), 1 şi adunindu-le obtinem urmátoarele 


(оа) = —fG 2) 4 60 —2)* 


trei ecuaţii 


unde am notat 


v3) -2I(u--0) -a*— 1. RI d 


flu, v) -u?v? — (и? 
Dacă mai atasám ecuaţiilor (28.74) integrala (28.69) pusá sub forma 


yy 9 
$9174, 


obținem patru ecuații din care se pot scoate ralorile mărimilor œz, ү, © $1 
si în funcție de z și ду. Scriind primele două ecuații (28.61) în funcție 


y 
e1 à 


numai de z, 2, si de derivatele acestora, obținem două ecuații pentru z și 
гү a căror integrare se demonstrează că se reduce la cuadraturi. 


$ 9. Consideraţii de sinteză, Din cele ce preced, se poate vedea că cele trei cazuri inte- 
grabile studiate privesc solidul cu un punct fix supus numai la acțiunea greutății proprii. 
Cazul Euler-Poinsot corespunde cazului particular cînd punctul fix este chiar centrul de greu- 
tate. În cazul Lagrange-Poisson elipsoidul de inerție este elipsoid de rotație în jurul axei 
Oz pe care se află situat centrul de greutate, iar în cazul Kovalevskaia elipsoidul de inerție 
este tot elipsoid de rotație în jurul axei Oz, însă centrul de greutate este situat în planul 
ecuatorial хОу. 

Pentru a ne da seama mai bine din punct de vedere analitic de modul cum s-ar putea 
pune problema și pentru alte cazuri integrabile, vom porni de la ecuaţiile generale de mis- 
care ale lui Euler. Raportăm solidul, ca si pînă acum, la un triedru fix 7'(zOx'y'7) avind 
originea în O (fig. 28.15) şi axa Oz” dirijată vertical în sus, 
precum și la un triedru mobil Т(—=Охуг) solidar legat cu 
solidul. Axele xyz fiind axe principale de inerție, ecuațiile 
lui Euler au forma 


Jazz - (Jaz— Дуу) уо: = Ма (85— Y) 
Луу®у l-Uzz— Гг) 92*z— Mg (үб—®©) | 
Jzzoz+ Uuyy—Jz0) 920 y— Me (e —pB9. 


(28.76) 


La aceste ecuatii se adaugá cele trei ecuatii (28.63) pe 
care le satisfac cosinusurile directoare «, В, y ale axei fixe Uz” 
fatá de axele mobile xyz 


&—Qo,—Yoy, B-—Yoz—«og Y-—«oy—B8Oz. (28.77) 


Fig. 28.15 


Avem astfel un sistem de 6 ecuații diferențiale de 
ordinul I pentru cele 6 necunoscute оз, oy, Oz % B. Y- 

O dată ce am găsit valorile acestor necunoscute în funcţie de timp, mişcarea solidului 

se determiná prin cuadraturi. Într-adevăr, din relaţiile care leagă cele 9 cosinusuri direc 

Euler 


toare ale axelor mobile xyz faţă de axele fixe x'y'z' de cele trei unghiuri ale lui 
р, У, 0, deducem 

«-—sin sin 0, 0 =соѕ ọ sin 0, ү=соз 0 
de unde rezultă că dacă se cunosc mărimile о, B, ү, vom putea determina uşor unghiurile e şi 0. 


În ceea ce priveşte unghiul ф, acesta se va scoate printr-o cuadratură din a treia relație 


Oz Ф Fi cos 0. 


5:9 
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Prin urmare, putem spune cá problema mișcării solidului greu cu un punct fix este 
rezolvată dacă vom fi rezolvat siste mul de ecu itii (28.76) si (28.77 

Se observă de la inceput cá aceste ecuatii nu contin timpul 4 în mod explicit. 

Ре de altă parte, am văzut la cazul I că ek idmit două integrale care de asemenea nu 
conțin timpul în mod explicit, anume integrala ef їріеі (28,48) si integrala momentelor 
oQ d ^ / 4 
(28.49). Observind că Č’ se poate exprima în functie di ? si C 

2 
а S0 np 
vom putea pune integrala (28.48) sub forma 
Газо J yy] Лаго —2Mg(n E-- pn - Y) 4-27 28.78) 

Cealaltă integrală (28.49) care exprimă că proiecția pe axa fixă Oz' a momentului 
cinetic A de proiecții Jzor, JyyOy, 7.20; pe axele mobile xyz este constantă, se poate pune 
sub forma 

Jass + Гуо + [2221 — h. (28.79)) 

Sistemul de ecuații diferențiale (28.76), (28.77) mai admite şi integrala 

-p?--y2—1. (28.80 


Avem trei intc 


ale (28.78), (28.79), (28.80) pentru sistemul dat de ecuaţii. Se poate 
demonstra că dacă am mai avea o a patra integrală in care timpul / să nu intre în mod e pli- 
cit, atunci integrarea sistemului considerat de ecuaţii s-ar reduce la cuadraturi. Într-adevăr, 
să presupunem că sistemul de ecuaţii (28.76), (28.77) admite o a patra integrală care nu con- 
tine timpul in mod explicit şi că cele patru integrale astfel determinate se pot pune sub forma 


(98.8 
s СЕА |] Eur) 


(28.83) 


unde s-a notat cu x,, ..., x, respectiv oz, Oy, oz, x, B, y, iar cu X,, ..., X, expresiile din 
dreapta relaţiilor (28.76) si (28.77) rezolvate in raport cu dx, ..., drg- 
Vom avea in consecintá 


i—1, 2,9, 4 28.84) 
151494 354: 28.85) 


Ín sirul (28.83) timpul / nu mai intervine sub nici o formă, astfel încit, luînd una 
dintre variabilele z;(;— 1, 2, ..., 6) са variabilá independentă, şirul (28.83) reprezintă un sis 
de cinci ecuaţii diferențiale de ordinul I pentru celelalte cinei variabile, considerate ca funcții 
de aceea dintre variabilele x; pe care am ales-o ca variabilă independentă. 

Să înlocuim acum în ecuaţiile (28.83) variabilele xi(i=1, 2, ..., 6) prin alte variabile 
(ii, 2,..., 6) legate de primele prin relaţiile 


yim9i(*p +, 5), 1 


(28.86) 


Vom avi recipro 
). 9, 4 | ^ 
functii | | univoc determinate într-un anumit domeniu di iate 
] primele patru relaţii (28.85) scoatem rile lui d umm 
da 1, 9,3, 4 | dya— da, 
\ 
sau încă. tinind sean relații 8.83) und i | tapoart 
d dt V A і | ( „d d ys af 
& | „ 
1 
Not 
a 1 \ › 1 
\ \ 1 3, 4 у =Y, 
= 4 , 4 
ү 
vom avea ecuaţiile 
1 A 
dy, dy; ау; а» 


Vom presupune că am înlocuit in Y;(i—1, 2, ..., 6) variabilele x;(i—1, Z, . 
siile lor (28.86) in funcţie de y;(i—1, 2, ... 6). Sirul (28.89) reprezintá ecuati 
u у {Ф=1,‚ 2, ..., 6), corespunzătoare ecuațiilor (28.83). Comparind (28 


pe nt 


vom avea 
Yi 


astfel încît şirul (28.89) devine 


Vom putea deci reduce sistemul 


la 


0 pentru : 


0 0 


y, са pe nişte constante. Vom pune 


p Yedys—u Y,dy, —dF(ys, Уд), 
1 o funcție (derivabilă) de y; şi Ye- Însă condiția ca factorul integrant ра 
О (1а Ya) Du Ys) 
025 ў 
condiție pe care о vom pune sub forma 
Alu Ya , 0(u YQ 0 


— ———Á——— y 
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Se demonstrează cá această ecuaţie în p. este satisfăcută de următoarea olufie particular 
| 
IU 
A 
am notat cu A Tacobianul funcţiilor Ф, Pa Фа, P4 în raport cu variabilele Vir Egr Kye А 
N ; 
în care înlocuim variabilele Vp А5, se, 5 prin valorile lor în funcţie de variabilele 
yp J» ^o Ув. 
Astfel, putem considera integrată ecuaţia (28.90), ceca ce înseamnă cá avem sí a 
N . " 4 2 
cincea integrală 
Polti Vos e, so) = Cg (28,91) 


a sistemului de ecuaţii (28.76). (28.77). Vom putea deci scoate din relațiile (28 81) şi (28.91), 
cinei dintre cele şase necunoscute (1—1, 2, ... 6) în funcție de cea de-a 


Vom presu- 


pune, de exemplu, că am exprimat pe 4 ili 3, ..., 6) in funcție de + Atunci primul raport 
Ai Я 7 у 1 da 

din (28.83), egalat cu valoarea comună d/, ne dá ecuaţia: d/ L unde putem presupune ^ 

2 
este funcție numai de ху. Printr-o cuadraturá vom obține deci 

i dx, 4: 
zr, 
JX 


C fiind o constantă de integrare. Din această relație vom putea deduce ре ху ca o funcție Ф, 
de timpul /: *,—4,(/) si deci ulterior toate variabilele х1(0=2, 3, ..., 6) ca funcții de 7 


EK EA 3, ‚6; 


Revenind acum la vechile notații prin intermediul notatiilor (28.82), avem soluția 
problemei inițiale. 
În concluzie, dacă în problema mişcării solidului greu cu un punct fix mai putem găsi 
pe lîngă cele trei integrale (28.78), (28.79), (28.80) încă o a patra, integrarea ecuațiilor (28.76), 
(28.77) se reduce la cuadraturi. În cazul particular, Langrange-Poisson, aceasta a patra integrală 
a fost dată de relația wz=czp, iar іп cazul particular S. Kovalevskaia de relația (28.64). 
Sub acest aspect, trebuie să menționăm că primul caz tratat, cazul Euler-Poinsot, se 
deosebește de celelalte două cazuri în ceea ce priveşte integrabilitatea sa. Mai întîi, în cazul 
Euler-Poinsot nu dispunem decît de două integrale. Una dintre ele este chiar integrala energiei 
(28.78); cealaltă însă nu este (28.80), ci (28.29) care are proprietatea, ca si integrala energiei 
(28.78) de a nu contine variabilele о, В, ү. Cum ecuațiile (28.76) nu conțin în cazul acesta nici 
ele, variabilele с, B, y, rezultă cá putem trata acest sistem (28.76) separat pentru cele trei 
variabile cz, oy, ог. Potrivit observației făcute mai sus, putem spune cá rezolvarea acestui 
sistem se reduce la cuadraturi, deoarece cunoaștem două integrale. Nu putem afirma însă că şi 
integrarea sistemului (28.77) se reduce tot la cuadraturi, deşi cunoaştem o integrală a acestuia, 
integrala (28.80). Deşi cunoaștem numărul necesar de integrale (3— 1) în acest scop, nu putem 
face această afirmare deoarece sistemul (28.77) conține timpul / explicit datorită prezenței 
mărimilor oz, oy, oz care au fost determinate ca funcții de timpul / [prin rezolvarea prea- 
labilă a sistemului (28.76)]. E A А A і 
De altfel, am văzut că rezolvarea sistemului (28.77) duce la o ecuaţie de tip Riccatti 
despre a cărei integrare nu putem afirma că se reduce la cuadraturi decît in cazuri particulare. 
Privind cazul Euler-Poinsot sub acest nou aspect, se poate spune cá integrarea lui, asa 
cum am făcut-o anterior, nu este completă, ráminind incá de rezolvat ecuația de tip Riccatti 
Ja care am redus sistemul (28.77). Numai cazurile Lagrange-Poisson si S. Kovalevskaia pot 
i і la cuadraturi. 
М ее Езел dacă în fori de cazurile audiate mai Iată Ў altas a саго 
e те euadraturi, adică, ducă mai există cazuri particulare cărora să li se 
шелде К йа, pe lingă cele trei (28.78), (28.79) si (28.80), neconfinind timpul 
în mod explicit, 
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În privința aceasta Н. Poincaré a demonstrat că pentru ca să existe o a patra integrală, 
funcţie algebrică de оз, «y, © г, care să nu conțină timpul în mod explicit, este necesar să 
avem sau t=7=(=—0 sau /ул== / уу. Cazurile tratate Lagrange-Poisson $i 5, Kovalevskaia, 
îndeplinesc, natural, condiția a doua. Ulterior, Ed. Husson a demonstrat cá în afară de aceste 
două din urmă cazuri nu mai există nici unul care să admită o a patra integrală, funcție 
algebrică de wa, oy, Oz, fără a confine timpul / în mod explicit. 


$ 10. Cazuri eu condiţii iniţiale particulare, Cercetări dirijate într-o direcție oarecum 
diferită au condus la rezultate dintre care unele trebuie menționate. 

Cazurile studiate pînă acum precum si teoremele Poincaré-Husson presupun condiții 
initiale arbitrare. Dacă însă renuntám la această generalitate privind condiţiile inițiale, atunci 
se pot găsi cazuri particulare integrabile prin cuadraturi; cu alte cuvinte, deosebirea esen- 
ţială între cazurile integrabile studiate pînă acum și cazurile cu condiţii inițiale particulare 
constă în aceea cá în cazurile din prima categorie se restringe generalitatea numai la distri- 
butia masei, pe cînd în cele din a doua categorie se restringe și generalitatea vitezelor inițiale. 

Cazul Hess, Să pornim de la condiția 


1=0, E Vaz vy—J 2) - СҮТТЕ) =0, (28.92 


care dispune numai de distribuția maselor. 
În particular, pentru E=0 condiția (28.92) devine 


£=0,  m=0, VI az) 0) 


adică 

I0 Осо (cazul Euler-Poinsot) 
sau 

E=0, m0, Jzz-J yy (cazul Lagrange-Poisson). 


Prin urmare, condiţia aceasta cuprinde cazurile Euler-Poinsot şi Lagrange-Poisson, drept 
cazuri particulare. 


Introducînd condiția (28.92), ecuaţiile (28.76) devin 
Лето (72: — Јуџ) oyo г = МеВ E. 
JyyO yt (Jzz—J 22)9202— Ме(ү E —at) 


J zz9 zt (Juy—J 22)959y—.— МеВ. 


———— 


Eliminind pe f între prima şi a treia ecuaţie, din (28.93) obținem 


Јах 592 +Јгегб9 2— yl 'yy—J 2260 (Га Jy) tos]. (28.94) 
Însă din (28.92) scoatem 
Juy—J zz— KJ 20°, Jzz—J yy Ki zz E?, K-— const 


asa încît relația (28.94) ia forma 


d "A 
"di (Jaz5€2- J 2260 2) = Ki &GCoy (Jas &0a-- J zz Co 2) e 
sau încă 
t E 
к f o, dt (28.95) 
Jzabozt Јао HK; ^ Jo " ; K,—const. 
2 


Valoarea constantei К, se va obține făcînd 7—0, 


Къ= [2x 50 29- Јаго 20 


însemnînd, ca de obicei, сп оо, oz, valorile iniţiale ale mărimilor ооу, oa respectiv. Dacă 
între aceste valori inițiale există relația 


Јах Ё zot Јаго 2970, (28.96) ' 


Рош) 


Poisson), 


sson, drept 


(28.90) 


(28.94) 
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atunci K, se anulează, iar soluţia (28.95) ne dă integrala 


[py 40a ТРА 0 (28,97) 

Ha poate fi privită са сеа de-a patra integrală а problemei, | încît soluţia se determină 
potrivit celor arătate, cu ajutorul unor cuadraturi 

Cazul Goreacev-Ciaplighin. Un alt caz interesant a fost dat de Goreacev, luînd mai întîi 

Jea=Jyy=4J = ф=0, (28.98) 

adică nişte condiții privind numai distribuția maselor ca sí în cazurile din categoria intíi 


'inind seama de aceste relații, ecuațiile (28.76) se pot scrie sub forma 


1o5—90y02, 40у Sozoz-ay, о ap, 28.99 


iar integralele (28.79), (28.80) sub forma 


1 (eo 07) -- € 2а 2h | 
"n y i (28.100) 
1 («50 -- o yB) tH zy =k [| 
unde am notat 
Mg Ë 
a const, 


Multiplicind prima ecuaţie din (28.99) cu wg, pe ceea de-a doua cu o şi adunindu-le, obţinem 


[240 


si deci 
d 9 


"pl O (от rop) | 


aYoyOs. 


înlocuind în dreapta acestei relaţii рео: prin expresia sa din a treia ecuație (28.99), obținem 


d 
а; 


] 2 ) 1 


SP ICONE ЛИК PIPER 
] а (о Oy) + «oy г. 


[oz(02+ og)] 


Pe de altă parte, a treia ecuație din (28.77) ṣi prima din (28.99) ne dau 


d 82 i » К 
"di (ayos) = =т= Бао (00 у —– BO g). 
Seüzind aceste două relații una din alta, obținem 


Я 1 У : 
A тодо о) –аүәа] ip AO (4 x€5--4 оу ү г) 


sau încă, ţinînd seama de integrala a doua din (28.100), 


d 2,52 В 1 
— [oz ]-«^) — ayoa] hau 
ab [€ z(o5.4 ey) 1Y 05] grle 
Goriacev dă constantei k valoarea particulară zero, astfel încît relația de mai sus ne dă 
integrala ue 
Qz (05-05) — ayo а= const, 
care este cea de-a patra integralá a sistemului. 
Ipoteza hk=0, revine la a presupune că momentul cinetic К are proiecția nulă pe аха 
fixă Oz”, adică este situat într-un plan orizontal. Aceasta este deci o particularizare a vitezelor 
, 


inițiale, 
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Ciaplighin a dus efectiv rezolvarea sistemului de ecuații pînă la capăt. 


Cazul Bobilev-Steklov. Un alt caz integrabil a fost găsit de Bobilev si Steklov luind 


Јав=2Јууь Ё=©=0 


si pornind de la o soluţie particulară a sistemului de ecuaţii (28.76) şi (28.77); această soluţie 
particulară constă din trei legături simple între necunoscute 


Мет 


G х, о у= 0 y0 const, Q 2—0. 
/ &&® уу 
| 


С. GINOSCOPUL. MIȘCĂRILE PĂMÎNTULUI 


$ 11. Giroscopul. a) Generalități. Numim „giroscop” un solid cu un 
punct fix О, al cărui elipsoid de inerție corespunzător acestui punct este 
і elipsoid de rotație în jurul unei axe principale 0z, iar mișcarea sa inițială 
"a este o rotație rapidă în jurul aceleeași axe. Vom presupune cá ne gásim 
în cazul Euler-Poinsoi, adică momentul față de punctul fix O al tuturor 

forțelor exterioare care acționează asupra solidului este nul. 
Rezultă, în baza celor stabilite în cap. XXVI, că axa 02 este o axă 

permanentă, stabilă de rotație. O vom numi аха giroscopulmi. 
Momentul cinetic K al solidului față de punctul O va fi un vector 

constant în baza ecuației (28.21) care devine în cazul nostru 


А, 
N 


dK 
a t 

El va avea direcția axei giroscopului Oz. 

Dacă acum, datorită unei împrejurări oarecare, axa giroscopului 
suferă о mică deplasare pe care o putem presupune în planul 20у, descriind 
un unghi Ay (fig. 28.16) vectorul К va lua 
poziția K', pástrindu-si sensibil mărimea, 
presupunînd că această schimbare de po- 
ziție se produce lent față de rotația giro- 
scopului. Variația AK a vectorului К in 
cazul cînd unghiul Ay este destul de mic, 
poate fi egalată cu mărimea КД în valoare 
absolută, avînd direcția si sensul axei Oy. 
Din ecuaţia de mișcare a solidului (28.21) 
vom scoate 


Fig. 28.16 AK — MAL, 


dacă insemnám cu Лі intervalul de timp în care are loc deplasarea unghiu- 
lară Ay a vectorului К şi cu M cuplul corespunzător care trebuie să lucreze 
asupra solidului. Se vede din această relație cá M are aceeași direcție şi 
același sens ca vectorul AK, adică este situat în planul zOy (fig 28.16) 


un 
st e 
МА 
im 
tor 


x 


tor 


ului 
iind 
| lua 
mea, 
> po- 
giro- 
Km 
mic, 
11081 
i 0 
28.21) 


-y7 


MI 
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normal pe Oz, în sensul axei Oy 


Rezultă că cuplul de moment M va avea 
tendinţa să rotească axa O 


In jurul axei Oy. Cu alte cuvinte, 


pentru a 
giwoscobulwi în planul yO 


hin | ; Li 
ovne o deplasare a axei a Web sd apucăm 


asupra axei Oz o forţă F divijală în sensul axei Ox, sau încă, aplicind asupra 
ахе Oz a giroscopului о foi [а l dirijată în sensul axei Ox, avem drept efect 
0 deplasare a axei giroscopului în sensul axei Oy, axele Ox, Оу 51 Oz for 
mind wn iriedru drept 

Acest efect este, în aparenţă, în contra 
dicție cu o constatare elementară, Într-adevăr, ' M ЖЕ 
dacă n-ar exista rotația о, аха Oz s-ar deplasa { “у 


în seusul forței Z^, adică în sensul axei Ox; este 
Sulicient deci са solidul să se rotească repede 
în jurul axei Oz pentru ca forța F avînd sensul 
axei Ox să dea naştere unei deplasări într-un 
sens perpendicular pe ea. 


Proprietatea astfel stabilită, poartă nu- Fig. 28.17 
mele de efect giroscopic. | 

Așadar, etectul giroscopic este proprietatea pe care o are giroscopul 
de a-şi deplasa axa paralel cu momentul A al cuplului pe care-l exercită 
asupra axei. Dacă realizăm acest cuplu printr-o forță F (fig. 28.16) exer- 
citată de mina noastră normal pe axa giroscopului, în sensul axei Ох, 
atunci momentul // va fi dirijat în sensul axei Оу în sens pozitiv; asupra 
mâinii noastre axa giroscopului va exercita, în baza principiului acțiunii 
Şi reacţiunii, o forță — F. Mai general, axa giroscopului va exercita asupra 
mediului exterior un cuplu C, numit cuplu giroscopic, al cărui moment 
va fi egal cu — JJ. 

Se poate spune că precesia regulată pe care am studiat-o ca un caz 
particular l,agrange-Poisson este un efect giroscopic. Într-adevăr, dacă 
asupra axei Oz a figurii n-ar lucra пісі о forță, atunci ea ar fi fixă, i 
spațiu. Însă în cazul Lagrange-Poisson asupra solidului lucrează forța egal 
cu Me (M=masa, g= accelerația gravităţii) aplicată în centrul de greutate ( 
(lig. 28.17), situat pe axa mobilă Oz. Așadar, vectorul K va avea ten- 
dinja să se modifice potrivit ecuației (28.21) 


n 
ă 


AK = MAL (28.101 


( 


unde am însemnat cu // momentul forței Mg în raport cu punctul О. Se 
vede de aici că viteza cu care se deplasează capătul A al vectorului A 
este egală cu M, adică este normală pe planul Oz'z, Oz’ fiind axa verti- 
cală, fixă. Poziţia vecină a vectorului K va fi deci К’, astfel încît în decursul 
timpului vectorul К va descrie conul circular avînd аха Ог’. Se înțelege 
că am presupus îndeplinită relația (28.59) dintre valorile inițiale ale pro 

blemei pentru a putea spune că ne aflăm în cazul precesiei regulate, 
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Notind cu o, viteza unghiulară de rotaţie 
a virtului А al vectorului К va avea expresia: wX K; 
Jo, J fiind momentul 


‚ în jurul axei Oz' (fig. 28.17) 


viteza de deplasare 
o. dacă se fine seama de relația: K 


sau încă: Jo, 
K. Rezultă deci pentru vectorul dK 


de inerție al solidului față de axa 
expresia 


ак = Јо ход. 
întroducind această expresie a lui ак în (28.101) obținem 


= Јоу хо, (28.102) 
adică efectul giroscopic al precesiei regulate este echivalent cu acțiunea 
unui cuplu de moment ./ dat de relația (28.102). 

Valoarea vectorului /// dată prin relația (28. 102) este identică cu valoa- 
rea (28.59) pe care am obținut-o prin formulele (28.58) neglijind pe о; față 
de o. Valoarea corectă este bineînțeles aceea dată de relațiile (28.58), care 
au fost deduse din ecuaţiile lui Euler; valoarea (28.102) a fost dedusă prin 
considerații aproximative, ceea ce în formulele (28.58) ar reveni la neglijarea 


: о! : У A 
termenului — (Jz2— Јал) cos « din paranteza dreaptá — termen in genere 
2x o 


foarte mic față de celălalt termen din paranteza dreaptă, adică față de 
Ду. Se înţelege cá am presupus îndeplinită relația (28.57) între valorile 
inițiale ale problemei pentru a putea spune că ne aflăm în cazul precesiei 
regulate. 

Valoarea aproximativă: /о Хоу, а momentului —.//, másurind cuplul 
сігоѕсоріс C, care se exercită din partea giroscopului, asupra mediului 
exterior, este de o mare utilitate in practicá. 

b) Caracterul de stabilitate. Printr-un calcul 
aproximativ, analog cu acesta, putem deduce o 
ecuafie care sá ne arate caracterul de stabilitate 
al axei Oz а giroscopului. Să presupunem cá 0z 
este axa de rotaţie a giroscopului avînd punctul 
fix în O (fig. 28.18), astfel încît momentul cinetic 
К faţă de О este așezat în lungul axei. Oz. Dacă 
аха Ох are o deviere unghiulară dy, în planul 
yOz, în sens pozitiv în jurul axei Ox, atunci 
efectul giroscopic corespunzător ne va da momen- 
tul JL în lungul axei Оу, în sens negativ. Acest 
moment egalcu Kù în valoare scalară va avea 


Fig. 28.18 tendința de a imprima solidului o rotație de 
unghi 0 în jurul axei Oy, conform relaţiei 

" I ое 108 

Јууд= —K y; (28.103) 


am însemnat cu Jyy momentul de inerție al solidului față de Оу si cu A 
valoarea scalará a momentului cinetic К. O astfel de rotaţie a solidului 


“у. 


> 
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va provoca o deplasare a axei glro copului, de unghiul 40 în planul 20 


$1 anume, o rotație în jurul axei Oy în sens negati Efectul eiroscopi 


corespunzător acestei depla! i unghiulare ne va da momentul M, egal cu 


port axa Ox, în sens negati Momen 
tul Mla va avea tendința de a imprima 
jurul axei Ox, după relaţia 


KO în valoarea scalară si avînd са 


olidului o rotaţie de unghi 4 în 


Jun V = Ко (28,104) 
unde am insemnat cu Jas momentul de inerție al solidului față de axa Oa 
Şi am luat în considerare faptul că 0 este o mărime negativă, dacă devi 
erea dy de la început este pozitivă. Integrînd ecuația (28.103) în raport 
cu timpul si presupunînd valorile inițiale ale lui 0 si 


y egale cu zero, 
obținem 


Ju yÔ Ky. 


Din această relație scoatem valoarea lui () pe care o introducem ulte- 

rior în (28.104). Obtinem astfel 
UN g? й 
_ Jau]uy * 


de unde se vede cá фу este o funcție armonică de timp. Rezultatul obținut 
arată că axa Oz este o axă stabilă de rotaţie. 


0 (28.105) 


$ 12. Aplicațiile tehnice ale giroscopului. 
a) Efect givoscopic în mi 
o curbă de rază R cu o vitez 


scavea unui tren în curbă, Sá presupunem că un tren descr 
v. 


Roţi i ve 9 1 iroscop cu axa orizontală, avînd o mişcare de rotație 
Roţile unui vagon forme un gir I ntalá, ind o mișcare d tat 


; " 1 x U nod А HET ӨТЕР. 
proprie cu viteza unghiulară w=—(r raza roții) si o mișcare de precesie impusă în jurul ver- 
5 yj g j j 


ticalei Oz, cu viteza unghiulară о =v/R (deoarece R este de cîteva sute de metri, iar y numai 
de cîțiva decimetri, vom avea o7) (fig. 28.19). 
Rezultă că roțile vor exercita asupra căii (elementul exterior) cuplul giroscopiü 
de moment 
22 - а Го? 
а= Јохәоу Mg : 
vR 
mdrind presiunea pe gina exterioară cu o forţă F și micșorînd presiunea pe sina 
cu aceeasi forță F dată de relația 


Jg тә 28.106 


d vhd 
unde d reprezintă ecartamentul căii (distanța dintre șine). 

b) Efecte givoscopice în mișcarea vapoarelor și avioanelor. Să presupunem un vapor cu 
turbină, cu axa de rotație Oz situată în lungul vasului si susținută în lagărele 4 si B 
(fig. 28.20). Dacă vaporul înaintează în linie dreaptă în direcția Oz nu se întîmplă nimi 
deosebit. Dacă însă vaporul intră în viraj cu o rotație în jurul verticalei Oz, avind viteza 
unghiulară oy turbina se comportă ca un giroscop pe axa Oz și viteza « și produce 


giroscopic Cg de moment Mg, 


v^ [ox oii v Гоо = ГАВ, 
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cate acţionează asupra lagărelor A si B cu forțele F (apăsare în A, descărcare în В) date 
de expresia 
M ‹ 
0) - 
uidi B); (28.107) 
1B 1B 
Deci prin virajul vaporului, se produce o modificare a reacțiunilor din A şi B ale axei turbinei 
precum şi o mişcare de rotire а vasului în jurul orizontalei Ox transversale vasului, adică o 
miscare de lamgaj (această mișcare este datorită tot forțelor F sau cuplului Cg care produce 
forțele). 
©;у 
Fig. 28.19 Fig. 28,20 
Să considerăm acum acelaşi vas, cu aceeași turbină, supus unei mișcări de /angaj in 
jurul axei Oz, cu viteza unghiulară œ; (mişcare datorită valurilor) (fig. 28.21). 
Momentul cuplului giroscopic care intervine în acest caz este îndreptat după verticala 
punctului O, iar acțiunile F ale axei turbinei asupra lagărelor sînt arătate pe figură. Avem е 
analog cazului precedent (28.107) 
F- Joos 
AB 
În acest caz se observă tendința vasului de a se roti în jurul verticalei. 
Fenomene analoge se întîmplă si în mișcarea avioanelor cu motoare cu piston. Influența 
cuplului giroscopic este însă în acest caz mult mai mare decît la vapoare, la avioane greutatea 
propulsorului sau motorului rotativ față de greutatea totală fiind mult mai mare decît greutatea 
Y 
F 
- = c 
2 


Fig. 28.21 


turbinei în raport cu greutatea totală a unui vapor. Din această cauză, la virări prea bruște 
ale avionului în jurul verticalei (o, mare) se produce un tangaj violent al aparatului, ceea ce 
explică avariile care au loc cîteodată la lagăre într-o astfel de mișcare. 

Figurile (28,22) şi (28.23) arată în mod corespunzător pentru avion cazurile studiate 
pentru vapor, 


forțelor exterioat \ 
t oare în raport cu acest centri jj 
1 {1 у 


са uh giroscop centrat tuia 1 s-a dat n 1 


ү 
-z 
7 V: 2 „7 
” / 
2 ZI 
^2 
3 24 2 
(A «6 
aperi p pr re 
Fig. 2823 І 8,94 
Ar rezulta în aceste condiții cá, pe măsură ce tr г 
axa proiectilului se depărtează de tangenta la traiector d 
» de a oferi rezistenţei aerului o suprafață din ce in ce mai t 
cu baza proiectilului. 
1n realitate, nu se întîmplă aşa, deoarece rezistența aerului nu trece ] G 
~ A H A, ~ : ^er i : ы à 
axa Gs într-un punct M situat între С si vîrful proiectilului. 
Fie А o poziţie a proiectilului pe traiectorie, v viteza centrului de t ] t 
aerului sensibil paralelă cu v; forța R produce un cuplu de m 
cular pe planul traiectoriei, din care rezultă o mișcare de prec 
e cu viteza unghiulară оу 
M=]ax a: 
R-MG sin 0=Joo, sin 0 = 
unde Ө înseamnă unghiul dintre pe 
viteza v şi axa Gz (fig. 28.25). 
Deducem 
e R:MG 
Q= =r 
: Jo 


Prin această mişcare de 
precesie, virful V al proiectilului 
este îndreptat normal pe planul 
(фу, o) (fig. 28.25). 

Giroscopul direcfional. Un exemplu tipic de giroscop dire 
pentru păstrarea direcţiei torpilei automobile. Acest giroscop este mobil 


este cei 


în iurul 


său de greutate printr-o suspensie cardanică. 
Încă pe timpul cînd giroscopul se află în tubul de lansare i se dă giroscopului о 
hiulară œ foarte mare în jurul axei sale Oz care « je cu ax 


, de rotaţie cu o viteză ung 
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torpilei si cu direcția de mers a torpilei. in momentul lansării din tub i se asigură giroscopului 
cele trei grade de libertate față de torpilă, ca un solid cu un punct fix, astfel încât cînd este 
lăsat liber el îşi va păstra neschimbată direcția axei sale de rotaţie. Dacă dintr-o cauză oare- 
care, torpila îşi schimbă direcția axa giroscopului își modifică poziția în raport cu torpila. 
Prin această modificare a poziţiei este pus în acțiune un mecanism auxiliar cu aer 
comprimat care pune în funcțiune o cîrmă C, pentru a veaduce torpila în direcția în care 
a fost lansată, În fig. 28.26 (în plan ori- 

zontal) este arătat modul în care torpila 


nr 0005 Tenn jn : eae roe 
| ? reru de. isi respectă direcția inițială de mers. 
—— "Évolozibil НЫ Condiţiile pe care trebuie să le în- 
C = ve " 1 х 1 ; ; 
f iată deplinească acest giroscop directional 
N 


pentru buna lui funcfionare sint: 

: » е 1) perfecta centrare, pentru а nu 
ong 0 se produce mișcarea de precesie datorită 

momentului greutății proprii. 

2) giroscopul trebuie să transmită 
comanda pentru mișcarea cîrmei printr- 
un mecanism foarte sensibil, astfel în- 
cât veacțiumea inevitabilă a mecanismului 
asupra  giroscopului să fie neglijabilă, 


ы C (cirma) a А 
Їп caz contrar se produce о mişcare de 


Fig. 28.26 precesie datorită momentului produs de 
reacţiunea mecanismului; 


3) viteza de rotaţie proprie trebuie să coincidă cu аха giroscopului şi cu axa torbilei; 

4) giroscopul trebuie să fie astfel montat încît să nu fie dereglat de şocul lansării 
torpilei; 

5) timpul între lansarea torpilei și atingerea țintei trebuie să fie scurt pentru са аха 
giroscopului să nu se deplaseze sub influența rotației Pămîntului. 

Un asemenea tip de giroscop directional se numește giroscop cu acțiune indirectă (rolul 
giroscopului fiind numai de a declanșa un mecanism auxiliar care execută comanda). 

S-au realizat şi giroscoape cu actiune directă, care avînd un volant greu (pentru cazul 
torpilei automobile volantul are 150 kg greutate) cu o mare. viteză de rotaţie proprie inițială 
(10 000 rot/min) lucrează direct asupra torpilei prin menținerea constantă a direcției axei 

volantului; rezultatele obținute însă cu asemenea tip de giroscop s-au arătat inferioare celui 
cu acțiune indirectă. 

Actualmente s-au construit giroscoape directionale automate care se montează pe avioane 
şi care prin acțiune indirectă pun în mişcare comenzile pneumatice sau electrice care lucrează 
asupra cîrmelor; o realizare de acest gen este pilotul automat, care înlocuieşte pilotul om 
pentru un regim permanent de zbor ales de pilotul om. 

d) Giroscopul stabilizator. о) Giroscop stabilizator antiruliu la 
vapoare. O mișcare neplăcută în mersul unui vapor este mișcarea de rotaţie în jurul axei 
sale orizontale longitudinale datorită acțiunii valurilor, mișcare denumită ruliu. 

Pentru micşorarea ruliului, Schlick a construit un giroscop cu actiune directă (fig. 28.2 
compus dintr-un volant V cu axa Oz în jurul căreia se roteşte cu o viteză foarte mare w- 
Volantul este susținut prin capetele axei sale BB de o armătură S mobilă în jurul axei trans- 
versale AOA. De partea inferioară a armăturii S este prinsă o greutate G astfel încît in 
poziţie normală axa Oz este verticală şi аха 404 orizontală. 

ă presupunem că sub acțiunea valurilor, vaporul capătă o mişcare de ruliu cu viteza 
©, (оу în lungul axei longitudinale a vaporului). Se produce astfel un prim cuplu giroscopie C; 


de moment Mg: у= Јох c, adică а= ] oo, indreptat in sensul arátat pe figuri, 
pe direcția AOA. Acest cuplu lucrind prin capetele BB ale axei volantului îi produce o 
rotaţie în jurul axei AOA .cu o viteză unghiulară pe care s-o notăm cu a! (mişcare de Zangaj). 
Din cauza lui o! se produce un al doilea cuplu giroscopic Су, dirijat de data aceasta în lungul 
axei longitudinale Oz, a vaporului și de sens contrar cu Op avînd momentul 


We Јох e, (Mr = Гоо). 


Ezy. 


T5 
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| Prin intermediul lagărelor 44, cuplul Cj se împotriveşte acţiunii ruliului, micşorînd 
înclinările navei în jurul axei sale longitudinale. 
Pentru a amortiza oscilatiile sale, giroscopul ate uneori si o frînă de amortizare саге dá va- 
sului o perioadă de oscilație, foarte lungă, făcînd imposibilă o sincronizare periculoasă cu ruliul. 
' Giroscopul Schlick are un efect util la mersul în linie dreaptă al vasului, precum și 
la întoarceri ale vasului în jurul verticalei 


făcute în acelaşi sen 


| 
| 
] 
“Аха longitudinală | 
8 vaporului 2 ( ) 


Sectiunea frans- 
Versală а vaporului 


Fig. 28.27 Fig. 28.28 


Їп cazul in care întoarcerea vasului în jurul verticalei este de sens contrar sensului de 
al giroscopului; acesta are drept efect o creștere a amplitudinii mișcării de ruliu. 

Un alt giroscop mai nou, întrebuințat la stabilizarea vaporului este giroscopul Sperry 
compus ca şi giroscopul Schlick dintr-un volant cu axa verticală a cărui mișcare de 
este produsă de un electromotor. Un alt electromotor produce mișcarea de precesie a axei 
volantului în planul longitudinal al navei. Această mișcare este reglată printr-un al doilea 
giroscop mic și foarte sensibil, denumit giroscop pilot care printr-un releu electric determină 
prin electromotorul respectiv mișcarea de precesie în planul longitudinal, producînd deci 
pe oj şi десі cuplul antiruliu C}. 

S-au construit și aparate antiruliu, compuse din două sau chiar trei giroscoape; de 
asemenea, s-au stabilizat una sau mai multe cabine“ale unui vapor, prin giroscoape actionind 
numai asupra acestor cabine. 

6) Stabilizarea vagoanelor pe o 
Pentru stabilizarea vagoanelor care merg pe o singură siná 
cu axa de rotaţie proprie Oz, giroscop mobil în jurul axei / 
(fig. 28.28). 

În poziția normală axa Oz este verticală, iar аха АА” orizontală. Se dă o viteză unghiu- 
lară mare în jurul axei Oz. Să presupunem că dintr-o cauză oarecare, vagonul se încl 


singură siná (monorail 
Scherl întrebuințează un giroscop 
A” care este solidară cu vagonul 


17 in 
jurul şinei cu viteza unghiulară бү; se produce primul cuplu giroscopic de moment - Mg = јох оу. 
Acest cuplu roteşte аха Oz a giroscopului în jurul axei 404, cu viteza unghiulară o. D: 
/ > > 
presiunile corespunzătoare Р în capetele A și А” care rotind vagonul în sens invers lui оу il 
stabilizează. Valoarea lui P va fi dată de 


: : , , ] 
torită acestei rotații se produce al doilea cuplu giroscopic Cj de moment. M'g 


E M _ Joo, 


dim AA IP 


Pe figură s-a presupus că vagonul are tendința să se răstoarne în sensul săgeții a. 
Cuplul de redresare caută să-l readucă înapoi în sensul săgeții b. 

Vagonul prevăzut cu giroscopul Scherl este stabi? în mers rectiliniu, precum şi în curbele 
în care viteza unghiulară a vagonului are același sens cu viteza unghiulară a giroscopului 


rotație 


rotație 


cu rotația giroscopului, 
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în curbele în care aceste sensuri sînt contrare, vagonul nu mai este stabil și se poate răsturna 
(o observaţie analogă s-a făcut şi la vapoarele prevăzute cu giroscopul Schlick). 
Un alt giroscop întrebuințat la stabilizarea 'vagonului este giroscopul Brennan avînd 


volantul cu axa orizontală (fig. 28 29), 


Pentru o rotaţie proprie o a volantului si o rotaţie de cădere a vagonului o, regăsim 
primul cuplu giroscopie de moment . lll, Јох €, care produce rotația оу, precum și al doilea 


] 
cuplu giroscopie de redresare de moment . Ma ]t Х озу. 


Fig. 28.29 Fig. 28.30 


Un vagon prevăzut cu un singur giroscop Brennan nu este stabil decît in mișcareu 
rectilinie a vagonului. În curbă, viteza unghiulară de rotaţie (verticală) produce un cupla 
сігоѕсоріс de răsturnare. 

Pentru neutralizarea acestui efect, vagoanele sînt prevăzute cu două giroscoape Brennan 
care se rotesc în sensuri contrare; prin aceasta, în curbă cuplurile giroscopice de răsturnare 
se anulează avînd momente egale şi de sens contrar (fig. 28.30). 

Pentru mărirea stabilității, experiența a dovedit că este necesar să se acționeze pentru 
mărirea precesiei prin aparate auxiliare, fie manevrate cu mîna, fie automat cu aer com- 
primat. Menţionăm faptul că pe proprietatea de stabilizare a giroscopului Brennan, inginerul 
Schilouski a realizat vagonul monorail si automobilul giroscopic pe două roti. 

Altă invenţie mai puțin cunoscută a fost bicicleta givoscopică си o singură roată 

Încheiem, cu observația că realizările practice ale vagoanelor monorail, automobile și 
biciclete giroscopice, prezintă — cel puţin pînă acum — inconveniente (încărcare moartă mare, 
complicaţii mecanice, viraje periculoase etc.), astfel încât nu s-au putut răspîndi și industrializa. 

e) Giroscopul, aparat de orientare. Desigur, cele mai importante aplicaţii ale giroscopului 
sînt cele întrebuințate în marină și aviație, si anume compasul giroscopic (busola giroscopicd) 
pentru determinarea direcției nord, azimutul giroscopic pentru determinarea azimutului și deci 
a latitudinii, orizonturile artificiale giroscopice, giroclinomeire etc. 

Aceste aparate se bazeazá pe influenta rotatiei Pámintului asupra giroscopului. 

Vom studia această influență in următoarele cazuri: 

1°. Cazul în саге axa giroscopului este mobilă în planul orizontal al locului. 

Să presupunem un giroscop centrat O, căruia i s-a dat o viteză de rotație proprie 
© în jurul axei sale Oz, axă mobilă în planul orizontal P al locului (fig. 28.31). ba 

Notînd cu ca viteza unghiulară de rotație a Pămîntului obținem prin proiecții mări- 
mile componente: 

cop соз A, mărimea componentei după direcţia tangentei la meridian situată în planul Р; 

o, sin A, mărimea componentei după direcția verticalei locului în care А reprezintă 
latitudinea locului. 

Ne propunem să studiem mișcarea axei de simetrie a giroscopului în planul orizontal P în 
jurul verticalei locului de o parte sau de alta a tangentei orizontale N'S” la meridian (fig. 28.32). 

Mișcarea este o simplă rotaţie în jurul verticalei. 
Pie 9 unghiul axei Oz cu N'S’ la un moment oarecare. Ecuația mișcării este 
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în care N reprezintă suma momentelor fortelor exterioare precum şi 
datorită mișcării Pămîntului (7 vi^ 


forțelor complementare 
momentul de inerti 


transversal al giroscopului) 
lorte exterioare nu avem, 9 
енот ыңа Me : iroscopul fiind centrat. Din rotatiile w i оу sin A rezultă 
) ото 0 ( y 1 
complementar М eu cuplul giro copic de moment 
7] 
lig Jow; sin À 
(deoarece unghiul dintre w 10, Sin A esti 2). Vectorul Mag i te situat în planul P ṣi efec 
D ÅN 
| 
| 
“2 А 
] 
[2] 
tg la 
meridian 
9 N 
` 
Fig. 28.32 
tul său este anulat de condiția impusă de la început са axa giroscopului să rămînă ) E 
a (cuplul Gig caută să scoată axa Oz din planul P). 
Din rotafiile о și o, cos A rezultă momentul forțelor complementare egal ) 
giroscopic Cag de moment ./(,,— Гоо, cos Asin o si fiind îndreptat după vert 
cuplu care caută să micsoreze unghiul o. Deci vom avea 
M= INER - Jow; cos А sin o 
şi ecuația diferențială a mişcării devine 
d? wo, cos) , 
Dg d 1 sin ф=0. 
а "E 
Pentru o suficient de mic, sin ф poate fi înlocuit cu Ф $i ecuația precedentă repr ă 
oscilație simplă armonică în jurul lui N'S' cu perioada 
T2 | AI 708 
= 27 - 
Jow cos X 
m 


poziția de echilibru a axei Oz este pentru e 0, adică pentru cazul în care axa gir 
este îndreptată după direcţia meridianului locului. Rezultă că prin frecări sa 
sistem de amortizare convenabil ales, axa Oz a giroscopului se va opri pe d 
şi va putea deci să indice nordul. 

Proprietatea aceasta a fost folosită la construcția compasului giroscopic care 
adesea vechile busole magnetice imprecise din cauza influenței continue pe care o 
lor prezența maselor metalice, a curenților electrici sau magnetici ete 
Я Din aceste cauze compasul giroscopic este indispensabil în conducerea submarine lor 
i şi foarte des întrebuințat pe vasele de război. 

2°, Cazul cînd axa giroscopului este mobilă în planul meridianului, 


Să considerăm un giroscop О a cărui axă Oz este mobilă în planul vertie 
? dianului (MM* verticala locului, iar mm’ perpendiculară pe planul meridianului) 


i al meri 


fig 
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Procedind ca în cazul precedent, fortele complementare dau in raport cu O un cuplu 


rezultant egal cu cuplul giroscopic de moment Ma Jox op de intensitate Ia [ox sin 0 
4 E 1 5 


si de direcție mm’, cuplu care caută să miesoreze pe 0 (0 unghiul dintre œ 91 Ф). Mișcarea 
У | 


axei Oz este o mişcare de rotație simplă în jurul dreptei fixe mm. 
Vom avea 
d?0 | 
кле „/]], Ma Jowo, sin 0 
PU 
sau 


420 А Гоо 


| sin 0=0. 
qi? / 2 


Fig. 28.33 


Pentru 0 mic, sin 0 poate fi înlocuit cu 0 si ecuația precedentă reprezintă o oscilație 
armonică simplă a axei Oz în jurul direcției N—S (c) cu perioada 


rex] 2 


| Joo 


Poziția de echilibru a axei giroscopului are loc pentru 0—0, adică in cazul cînd axa 
giroscopului are direcția polilor. 


Prin urmare, fie prin frecări, fie prin aplicarea unui amortizor, giroscopul se va opri 
cînd axa sa va fi paralelă cu axa de rotație nord-sud a Pămîntului. 

Rezultă că se poate citi în această poziție unghiul făcut de axa giroscopului cu verti- 
cala locului, adică azimutul, iar complementul său este latitudinea. 

Studiul acestui caz ne arată practic o proprietate importantă a giroscopului și anume: 
axa de rotație proprie a giroscopului si axa de precesie tind a deveni paralele şi cu rotații 
de același sens. 

Întrebuințarea tehnică a acestei proprietăţi este realizată in azimutul giroscopic. 

3°. Cazul cînd аха giroscopului este liberă de a se mișca oricum în spațiu. 


În cazul giroscopului centrat, liber, căruia i se dá o mișcare de rotație œ în jurul 
axei sale de simetrie, în sistemul de axe fixe, rotația Pămîntului nu are nici o intluență 
Prin urmare, dacă așezăm axa Oz a giroscopului în direcția unei stele, axa continuă să ră- 
mînă în această direcție cu toată rotația Pămîntului, 


Їп raport cu Pămîntul, axa Oz a giroscopului este însă mobilă, descriind în jurul 
unei paralele la axa polilor Pămîntului N— S un con de precesie în 24 de ore siderale si 
avînd sensul de rotație invers cu acela al Pămîntului, Într-adevăr, să considerăm un giro- 
scop a cărui axă Oz în jurul căreia se roteşte cu viteza unghiulară œ face cu e viteza de 
rotaţie a Pămîntului unghiul 0 (fig, 28,34). Cînd studiem mişcarea axei acestui giroscop 
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fată de Pămînt (miscarea relati i) trebuie să introducem шпа momentelor fot 
mentare datorit« miseárii Pămîntului idiceá cuplul giroscopit de noment 
avind intensitatea Mla Jot 1 Sin 0, drept cuplu exterior actis 1р acti 1 а‹ 1 
giroseopul ia o mişcare de ргесезі‹ «ү egală 51 direct opusă cu о, Rezu deci n 
raport cu Pămîfutul, axa giro copului se rote ste în sens invers cu rotatia Pămîntului, făcînd 
о rotaţie completă in 24 de ore siderak (experiențele lui Foucault In raport cu un sistem 
de axe fixe, аха giroscopului rămîne fixă în spațiu, întrucit efectul rotației РХ 
anulat de rotația egală si direct opusă de mișcare de precesie a giro copului 

t) Orizontul artificial, Givoclinometrul. O altă aplicaţie tehnică a giro copului ca aparat 
de orientare este aceca a giroscopului care ne arată linia orizontului (orizontul 
giroclinometvrele., 

ln navigația marină, orizontul mării este ad eori acoperit de ceaţă, ceea « T 
imposibilă întrebuințarea sextantului marin obişnuit. In navigația aeriană, chiar cînd o: 
zontul terestru este vizibil, determinarea la fiecare moment a poziției avionului în raport 
cu acest orizont este greu de efectuat, iar operația este absolut necesară pentru mentiner 
stabilității în zbor a avionului, 


în zborul fără vizibilitate, aterizarea nu se poate face fără ajutorul orizontului arti- 
ficial. 

Toate acestea au cerut tehnicii, crearea unui orizont artificial, ceea ce s-a putut 
cu ajutorul giroscopului, 

Astfel, un giroscop, sub acțiunea greutátii proprii (centrul de greutate situ 
de sprijin) care produce un cuplu de redresare, 
în poziția verticală; 
de orizont artificial. 


at sub pr 
este adus în cîteva minute си axa ‹ 
orice plan perpendicular pe Oz va fi un plan orizontal şi poate 


Giroclinometrul este un aparat de orizont artifici 
date si transparente prin care se poate urmări misc 
prin urmare se poate determina inclinarea 
precum și a axei transversale. 


al giroscopic prevăzut cu capace 
area axei verticale a giroscopult 
fatá de orizont a axei longitudinale a aviom 


5) Divijavea giroscopică a rachetei. Importanța pe care a căpătat-o racheta 
din urmă prin lansarea in spaţiu a sateliților artificial 
tehnicienii să-și pună problema dirijării ei giroscopice. În acest scop se intrebuint 
porțiunea activă a traiectoriei două giroscoape: unul situat într-un aparat numit 
şi altul într-un aparat „Verticant“; porțiunea activă se numeşte partea din traiectorie 


în 
i şi a navelor cosmice, a 


este parcursă prin consumare de combustibil. 


Cele două aparate de dirijare sînt autosensibilizate la orice deviere de 1 
calculate, prin intermediul a cîte unui potențiometru care 
— acestea fiind de obicei mișcate prin combustibili!) 


a po e 
acţionează direct asupra cîrmelor 

$ 13. Mişcările Pămîntului. a) Precesia si nutația. Pămîntul rigid. Ciclul 
Rezultatele obținute pînă aici isi găsesc aplicarea la mișcarea Pămîntului față 
fix T, (=Оухлууугу) avînd originea în centrul Soarelui, în special la mişcarea 
de mutație, presupunînd bineînțeles cá Pămîntul este un solid rigid. 

Am văzut că, dacă privim Pámintul ca pe un punct material atras de 
material (Soarele) presupus fix, după legea gravitației universale el descrie o elipsă 
riană, adică o elipsă avînd unul dintre focare ocupat de Soare, iar mișcarea se face pe ac 
elipsă conform legii ariilor. Propriu-zis, aceasta este mișcarea centrului de greutate al Pámi 
tului, dacă admitem că forțele de atracție exercitate asupra Pămîntului au o rezultar 
trecînd prin centru; așa s-ar întîmpla în cazul cînd Pămîntul ar fi o sferă omogenă 
chiar o sferă alcătuită din straturi sferice, concentrice, omogene. În realitate, Раш 1 
nu este decit aproximativ alcătuit din straturi omogene, sferice, concentrice, aşa incit traiec 
toría centrului său de greutate va diferi de elipsa kepleriană; traiectoria aceasta simplă 
centrului poate fi privită ca o primă aproximație a traiectoriei reale. Totuşi, vom ad 
mite că traiectoria centrului de greutate a Pămîntului este elipsa kepleriană, nealijind 
perturbațiile care ar putea proveni de la o oarecare neomogenitate 


lui Eul 
de un triec 
de ; 


un al 


a Pămîntului. De altfel 


1) Pentru amănunte a se vedea: 44l, Stoenescu si С. Tifeica, Teoria giros- 
copului 91 aplicațiile sale tehnice, Editura Tehnică, Bucureşti, 1961, 
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în cîmpul gravitațional sint și mai impor- 


perturbațiile provenite din prezența altor planete i 
ljumi cu prima aproximație а traiecto- 


tante decit acestea, așa încît deocamdată ne vom mu 
rici centrului de greutate. 
propunem a studia mișcarea Pămîntului față de un triedru 
О în centrul de greutate al Pămîntului, iar axele x’, ӯ”, z' 
avînd direcţii paralele cu axele fixe 4, Ji, 71 ale triedrului fix Ту. Ја acest scop, vom 
considera un alt triedru 7(=0ху2) mobil, solidar legat cu Pământul, avînd originea în cen- 
trul de preutate O al Pămintului, axele y, y, z fiind cele trei axe principale de inerție în O 

(deci axele centrale de inerție ale Pămîntului). Cu 

o bună aproximație, putem presupune că una dintre 

axele principale de inerție este însăși axa polilor 

(care presupunem că trece prin 0); o vom lua drept 

axă Oz dirijată spre polul nordic, astfel încît pla- 

nul +0y va fi planul ecuatorului pámintesc, iar ro- 

tatia diurná a Pămîntului va fi reprezentată printr-un 
vector dirijat pe Oz, spre nord. 

UE Luăm drept plan z/Oy' planul eclipticei (tra- 

Е jectoriei centrului О), iar drept axă Oz' normala la 

acest plan dirijată astfel încît. mişcarea punctului 

O pe ecliptică să aibă un sens pozitiv faţă de 0z’. 

Fig. 28.35 Se ştie că unghiul 0 (de nutafie) este mai mic de 90* 

(aproximativ 23°1/2). Alt unghi Euler este unghiul 

de precesie V, unghiul cu care trebuie rotită axa Ox' 

în planul +'0y” pentru a coincide cu linia nodurilor ON, care ne dă echinoxul de primăvară, 

Unghiul ф indică rotația proprie. 

Notind cu faz, Jyy, Jzz momentele principale de inerție în punctul O — propri 
momentele centrale de inerție, deoarece O este centrul de greutate al pămîntului, — $i cu 
Oz, Oy, Oz proiecţiile vitezei unghiulare instantanee o pe axele triedrului mobil T, vom 
scrie ecuaţiile de mișcare (ecuaţiile lui Euler) 


Јаго (жул 9y92— la | 
/уу®у+ (Га Ја) аә: — loy { (28.108) 
о Uy Ja) ооу J 


În cele ce urmează, ne 
Т'(==0х'у'2') avînd originea 


u-zis, 


unde am notat ca de obicei, cu Mez Mi M, proiecţiile vectorului moment VW attorsorului 
în O relativ la toate forţele exterioare care acționează asupra Pămîntului. Acest vector аг 
fi nul, bineînțeles, dacă forțele exterioare care lucrează asupra Pămîntului s-ar reduce la o 
rezultantă unică trecînd prin centrul de greutate O. Însă, limitindu-ne la atracția solară 
exercitată asupra Pămîntului, putem afirma că vectorul Sl este diferit de zero din cauză 
că Pámintul nu este sferic, ci mai curînd poate fi asemănat cu un elipsoid de rotație in 
jurul axei Oz, axa mică a elipsoidului fiind așezată în lungul axei Oz. Cele două jumătăți 
ale Pămîntului în care planul eclipticei EE îl împarte (fig. 28.35) dau naştere la contribuții 


inegale în valoarea lui YI, din cauză că distanțele punctelor care le alcătuiesc conduc la 
forte de atracție diferite, așa încît desi cele donă contribuţii au semne diferite, ele nu se 
anulează reciproc. Se vede pe figură, că jumătatea Pămîntului situată deasupra planului 
EE va fi mai puţin atrasă de Soare decit jumătatea de sub planul EE şi deci momentul 
total va fi echivalent, aproximativ, cu acela al unui cuplu care ar tinde să micşoreze unghiul 
0 dintre cele două axe Oz si 07’. d Е 

Să presupunem într-o primă aproximație, că vectorul M este nul si că elipsoidul de 
inerție este elipsoid de rotaţie în jurul axei Oz (/z;— yy). Atunci ecuațiile (28.108) devin 


2205 + (Jzz—Jza)oyoz=0 
Jzzout ( 22—J г) Әф =0 ( 
J zzz =0. | 


(28.109) 


| 


Ф 


MISCAREA 


OLIDULUI CU UN PI CT FIN 
+ 
itie ne ай; w O5, unde am în emnat eu и 
lalt \ eric 0 
о n Ü А n 
cu nota 
‹ J 
А D 
J 
Deoarece momentul de inerție / zs în jurul axei mici Oz a elipsoidului 
rezultă că n este constanta pozitivă ) 0. Constanta ș we din 
+ lare de rotație Calculînd-o, ий im că raportul ы Т iloatea 03 
Sistemul de ecuații diferențiale (28,109) se integrează | 
ecuaţie Са «(= \ 1) şi adunind-o apoi eu prima pentru »btin 
[0] [0] 0 
unde am pus 
(0 == бу w 
Această ecuație integrată dă 
Q — xc", 
unde x este o constantă complexă, Deducem 
©у:=Ё cos (n2--8), у= sin (nt+38), 
&si ò fiind două constante reale, care pot fi determinate prin condițiile init 
= acestui caz, făcut anterior, (cap. XXVIII) s-a văzut că mișcarea corespunzăt 
> regulată. 
Axa instantanee de rotație descrie conul polodic în jurul axei Oz, cu vit 
m, deci conul polodic va fi descris în întregime în 305 zile medii solare. Ac 
este cunoscută în astronomie sub numele de ciclul lui Euler. 

28.108 b) Calculul pvecesiei regulate (variaţia seculard). Pentru calculul mișcă 
şi de nutație trebuie să renunțăm la ipoteza simplificatoare: //=0 şi să calcu 
rezultat / făcînd suma tuturor momentelor atracțiilor exercitate de Soare ast 

тог de masă din care este alcătuit Pămîntul, sumă care, după cum am văzut а 

еш & raționament global, trebuie să fie diferită de zero. Mărimile lz, ~ Ly, v, e 

ce 18 0 ţiilor (28 108) nu vor mai fi nule. Ele vor juca rolul unor termeni pertur 

:, 50125 aproximative, pe care, am obținut-o rezolvind ecuaţiile (28.109). Deoarece 1 
depind de poziţia relativă a Pămîntului față de Soare, ele vor fi funcții p 

P РЕ x STN s. A . 
De aceea pentru expresiile lor se adoptă dezvoltări in serii Fourier. Dezvo 
cite un termen constant. Variaţiile unghiului de precesie y si unghiului de 
punzátoare acestor termeni сопѕќаціі poartă numele de variații seculare. În 
de precesie ф are o asemenea variație într-o primă aproximaţie, асеса de 
care am mai ionat-o si care este caracteristică precesiei regulate. I 
zh. € ai menfiona 5 сагас Uas ; 

ooo această variație seculară, expresia unghiului de precesie y mai este al 

d 15° termeni ai dezvoltării în serie Fourier, termeni саге sînt funcții periodice de 

p Ne propunem sá determinám variația seculară a unghiului de pr 

Е wA. ecuațiile (28.108) de mişcare а Pămîntului considerat rigid. Trebuie sá obser 

|2 „2 că o asemenea variaţie provenită din termenul constant al dezvoltării pertu 

E reste atracției exercitată de Soare, nu pentru că acesta ar îi situat intri 
pe ecliptică, într-un anumit moment, aşadar, nu considerat într-o poziție s 

e i Д 4 1 ic: avid ile » la ace Xtiune m 
ad" ci eonsiderat ca stápinind întreaga eclipticá. Deviafiile de la această асы е t e 
yp g” datorită unei anumite poziții pe ecliptică, se vor determina ulterior cu ajuto: 

A iÉ i periodici din seria Fourier. În consecință, pentru calculul variaţiei seculare ра 


că masa solară este distribuită pe toată ecliptica. 
Gauss pentru determinarea perturbafiilor seculare, 
că variațiile seculare ale traiectoriei unei planete 7 


Acesta este principiul pe с 
ale traiectoriilor planetelor 
, provocate de o altă planetă 
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nátat« e pot obţine fie con iderind cá P, descrie elipsa kepleriană, fie că masa ei se presu 
pune a fi distribuită de-a lungul acestei elipsi şi anume, pentru două porțiuni de elipsă 
parcurse în tii ri egale, se presupun distribuite porțiuni egale de masă 
În cazul care ne preocupă, al calculului variaţiei seculare а unghiului de precesie 
vom simplifica problema presupunind că ecliptica este un cerc avînd centrul О al Pămin 
tului, mişcarea pe ccliptică efectuindu-se cu o viteză constantă, Aceasta înseamnă, conform 
principiului lui Gauss, că Soarele atractiv poate fi înlocuit prin circumferința materială 
coincizind cu ecliptica si avind distribuţia omogenă de mase de densitate liniară egală cu 
„unde am însemnat cu » masa Soatelui şi cu 7, raza cercului O 
1 
Pămiutul se consideră са un corp rigid al cărui elipsoid de inerție în О este de rotația 
. ' Гоа ixele principak de inerție fiind chiar ixele triedrului mobil 
[`(=Охуг). Am văzut că în cazul Euler-Poinsot, deci în cazul în care au fost stabilite ecuat 
(28.109). solidul nu intervine în ecuațiile sale de mișcare decit prin momentele ile prin 
cipale de inerti Aceasta înseamnă că putem da Pămintului orice distribuție de mas 
condiția numai de a nu schimba momentele de inerție /5;, /zz. Proprietatea aceasta 


dentă în cazul Euler-Poinsot se menţine si în cazul cînd asupra Pămîntului ar 
atractive perturbatoare, cum at fi acele forțe atractive exercitate de Soare, care ne dau 
momentul rezultant Il diferit de zero, dacă masele atractive sint destul de ind 
Pămînt, în comparaţie cu dimensiunile proprii ale Pămîntului, așa cum se й timplá în caz 
Soarelui. Într-adevăr, potenţialul forțelor de atracție din partea Soarelui asupra Pân 


ї 
ха fi о sumă de forma 
dm 
7 a 
o 2 


unde am însemnat cu d») masa unui element din masa Pámintului şi cu g dist; 


1 acest 
element pînă la Soarele S considerat punctiform, 
1 
2 bi 232. 
p= [(x—a)*-- (у — 5)* (2— с)"; 
am notat cu a, b, с coordonatele punctului unde se consideră situat elementul 
рса x, = coordonatele punctului 5, coordonatele fiind luate în raport 
J(zO0xyz); integrala este extinsă, bineînțeles, la toate elementele de п 1 У 
tuiesc Pámintul. 

Dezvoltind funcţia 1/р într-o serie întreagă ordonată după puterile ү 
Ör, cjr, vom avea o convergență rapidă, deoarece aceste din urmă mărimi si rt 
Însă termenii de gradul I în această dezvoltare vor dispare, fiind de forma 

fa dn, fo dm, fe dm, 
far cei de gradul II, se vor exprima cu ajutorul momentelor principale de i PUE 
> H P H f + pi: I a 
deoarece momentele centrifuge sînt nule, axele triedrului T fiind axe prin і 
Dacă renunțăm la termenii de grad superior (> 2), în expresia de mai sus | ) 
ашы nu vom avea decit momentele de inerție Jazz $i 722. 

Folosindu-ne de această proprietate, se înlocuiește Pámintul printr ven 
avind raza egală cu raza medie páminteascá R si fiind încinsă de un ecuator 
omogen, de masă totală egală cu m. Dacă insemnám cu /, momentul de i - 
omogene faţă de un diametru al sáu, vom avea 

TI 1 і n 
J 247 Јл makè”, Јах Јат". 
Aceste două relaţii pot fi privite са două ecuaţii pentru determinarea mărimilor / a 
cind se cunosc Jys şi Jez: Vom avea astfel 
a 
d 2 (Jas — Гаа) . 
Ja #/%— Jz: Mg à i 3.11 


толу 


e 


Ф” 
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Hste evident că pentru perturbațiile pe care le căutăm, sfera omogenă nu ne dá nici 
o contribuţie, asa încît ne putem märgini a considera atrai fia Soarelui exercitindu-se numai 
asupra ecuatorului material de masă totală Mo Cuplul rezultant core punzător va avea 
tendința să micşoreze înclinarea planului ecuatorial pe planul eclipticei, adică momentul 
acestui cuplu va fi așezat în lungul axei nodurilor ON (fig.28.36) dirijat fiind în sens opus 
lui ON, aşadar, înspre echinocțiul de toamnă Însă, din cauza rotației sale diurne, Pámintul 
trebuie să lie tratat ca un giroscop, astfel încît efectul cuplului pus în evidenţă va fi un 
elect piroscopic Ne propunem a determina efectul giroscopic 
corespunzător zi 12 

Vom presupune în acest scop că axa de rotaţie a Pămîntului - 
se confundă cu axa О ceea ce este adevărat cu o bună apro 
ximatie şi că conul polodie este redus la o dreaptă ceea ce du | 
de asemenea se poate admite într-o primă aproximație, deoarece К А 2 
deschiderea unghiulară a conului polodic este foarte mică, după c 


cum am văzut la mişcarea relativă. Rezultă că momentul cinetic 
К va avea direcţia axei Oz, şi va fi dirijat în sensul pozitiv al 
acestei axe: 


K=J 220. (28.112) 


Momentul cuplului perturbator, pe care-l notăm cu . Mi va 
fi dirijat, potrivit raționamentului făcut mai sus, pe linia nodu- 
rilor înspre echinocțiul de toamnă о, (fig. 28.36). 


Pe de altă parte, formula (28.59) ne dă pentru expresia 
lui Ж, 


Din această relație deducem 


/ Fig. 28.36 
E MES 465 | (28.113) $ 
J z2€ sin 0 


dacă observăm că co! este egal cu 0 si cá vectorulo' este dirijat în sensul negativ al axei О 

Ne rămîne deci să calculăm mărimea Ma | în funcție de forțele de atracție gravita- 
fionalá dintre Soare şi Pămînt pentru a deduce din (28.113) expresia derivatei Ù саге va 
măsura precesia. 

Începem prin a calcula pe adică momentul cuplului provocat de forțele pertur- 
batoare. Aceste forte se reduc, potrivit rationamentului pe care l-am făcut mai sus, la atracția 
pe саге o exercită circumferința materială de centru О si de rază >, avînd masa » (т 
Soarelui) omogen distribuită de-a lungul ei — această circumferință reprezentînd Soarele — 
asupra circumferinței materiale de centru О, de rază R, situat în planul ecuatorului, avînd 
masa mg omogen distribuită de-a lungul circumferinței — aceasta din urmă reprezentînd 
Pámintul. Potenţialul forței de atracţie reciprocă a două elemente de masă, una dw, a 
finind circumferinței materiale de rază 7,, alta дт, apartinind circumferinței materiale 
rază 1, va avea forma 


. dmg dm, 
р 


unde am însemnat cu f constanta gravitației universale și cu р distanța dintre cele 
elemente de masă dmo si dm, 


— 
i] r--FR*—2Rr, cos (R, vy). 


A 
În această formulă (R, 9j) reprezintă unghiul pe care vectorul R de poziţie al punctului 
corespunzător elementului de masă dmy, îl face cu vectorul 7, de poziţie al punctului cores 
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punzător elementului de masă dm, ambii vectori de poziţie fiind considera 
T(zOxyz). Dezvoltind pe 1/p după puterile raportu ui R/r, vom avea 
f 1 


| 
N 9 ‹ 
ha n 2 | 2 


1 1 | R cos (R, n) 1 3 ( R cos (л, 1) 2 Ayo em 
| premi 
termenii neglijati avînd ca 
a doua. Seria este rapid convergentă, deoarece raportul k/r, este foarte mic. 
Potenţialul total V al forțelor de atracție va avea expresia 


y Д2 $ 


e 


integrala din dreapta fiind luată de-a lungul celor două circumferinte, una de 
de rază №. Introducînd expresia (28.114) a mărimii 1/p se obține: 
R => з R2( e 
V=f , (am, dnm 4 Zi | cos (№, 71) атут 4 2T cos? (R, yj) dmydm, 
1. 1- eir usi 


(аат, + t (28.115) 


Se observá cá putem scrie: {атту —mym,, m, fiind masa Soarelui, iar mg fiind masa 


ecuatorului material din jurul Pămîntului, așa cum ni l-am imaginat mai sus. Din motive 
evidente de simetrie, avem de asemenea 


( cos (R, 7) dm, dm —0. 


=; 
Ne mai rămîne deci de calculat integrala: [ча r)dmdm din (28.115) pentru a deduce 


valoarea potențialului V. În acest scop, vom însemna cu х1, Ур Z; coordonatele punctu 
corespunzător elementului de masă dm, (deci z, —0) si cu x, у, z acelea ale punctului cores- 
punzátor elementului de masă d», față de axele de direcţii fixe x'y'/z' ale triedrului Т”. 
In vedetea simplificárii calculelor vom presupune pentru moment cá аха Ox’ se confundă 
cu linia nodurilor ON. Însemnînd apoi cu c, unghiul razei vectoare 7, față de аха Ох” vom 
putea scrie 


X 


Ya COS є, J=% sin &;,  2,—0. 


Însemnînd de asemenea cu c unghiul razei vectoare R față de аха Ox’ (pe care am consi- 
derat-o pentru calculul de față, confundată cu linia nodurilor ON) vom avea 


х= В cos e, у= Ё sin e cos Ө, 2= Р sin e sin Ө. 
Deducem 
— 
т Ж, J : : 
cos (R, ze BEL ei Rut d ur ine COS €, COS esin c, sin e cos 0 
Rr 
şi m, T А 
dm— V d dm,—5— de 
astfel încît vom avea 
X — тут A a 3 NUMO | 260) 
cos?(R, Вто (cos є; cos є-|-ѕіп e, sin e cos 0)? de,d:— 4 (1-+cos*0). 
27): 
Cu aceste rezultate, expresia (28.115) a potenţialului V devine 
тот 3 R? 1 R? 
V=f |1- — (1 -+ cos? 0) — — —4 
ps Fg yu 734 


Limítindu-ne numai la termenii scrisi in expresia lui V, se vede că suprafețele potenţiale mn 
conuri circulare eu vîrful in O $i cu axa Oz’, Pune(ia V creşte cînd 0 descrește, presupune 


—— 


fi fatá de triedrul 


(28.114) 


factor puteri întregi ale raportului 7/r,, mai mari decât puterea 


rază әү, alta 


truva 


aw | 


>e 


675 
că 0 este mai mie decit | aga eum se întîmplă în realitate; prin urmari cuplul format 
de forţele perturbatoare va avea tendința să micsoreze unghiul de nutafie 0 Gradientul 
potentialului V, care trebuk і ne dea atracţia dintre cele două circumferinte n „teriale, este 


un vector normal la conul circular reprezentind suprafața potențială $i anume, dirijat înspre 


interiorul conului (înspre regiunea în care c о situată аха fixă Oz). Momi ntul M al cuplu 
lui va fi egal în valoare absolută cu acest gradient multiplicat cu distanța de la punctul O 
la punctul considerat; prin urmare, va fi egal cu ol 0, adică vom avea 
] mns? 
А Дш! in 0 cos 0 8.116) 
| ri 


Introdueind această valoare a lui | lal în « xpresia (28.113) a lui ф vom obține 


/ (28.117) 
| 1 


Va trebui să înlocuim aici pe my prin valoarea sa din (28.111) astfel cá expresia lui y devine | 


: 3 f(J J ax) ma cos 0 
v 0 1 $ (28.118) 
a Гау 


în această expresie înlocuim literele prin. valorile numerice corespunzătoare, toate fiind 
cunoscute. Punem în special 


1 
| 92=29%277, 
306 
Obfinem în modul acesta: ф 16” pe an, adică o precesie anuală de 167 datorită Soarelui. | 
Fácind calculele in mod analog pentru lună, obținem y 34” pe an, adică o precesie 


mult mai mare provenită din atracţia lunii asupra Pămîntului. Raportul de 2,13 dintre pre 
cesia provocată de acţiunea lunii $i aceea provocată de acțiunea Soarelui se explică prin 


п ү NUR 
prezenţa factorului = în expresia (28.118) a precesiei y, factor care este de 2,13 ori mai 
А 
1 
mare im cazul lunii decit în cazul Soarelui. 
în total, deci, avem o precesie anuală în mișcarea Pămîntului egală cu: 167434 =50 
deoarece putem presupune că cele două precesii (una datorită Soarelui, cealaltă datorită Lunii) 
se pot suprapune, Această precesie dă naştere unei deplasări retrograde pe ecliptică a nodului N, 
așa fel încît înconjurul ei complet se va face in 
360 - 3600 


———— = 26 000 de ani. 
50 


Aşadar, axa polilor descrie un соп circular avînd axa Oz', în timp de 26 000 de ani 
Acesta este conul precesiei. Д 

с) Nulajia liberă. Precesia pseudoregulată. In cele două paragrafe precedente am găsit 
două conuri care pot juca rolul conului polodic, respectiv al conului herpolodic. lutr adevăr, 
la a) am dat peste o precesie regulată, care după calculele noastre se reduce la rostogolirea 
conului polodic legat de ciclul lui Euler, de 305 zile solare medii peste conul herpolodi 
circular, în jurul axei eclipticei. La b) am găsit conul de precesie avînd deschiderea la virt 
egală cu dublul unghiului de 23°27’, con care poate juca rolul de con herpolodic. Axa O 
deserie complet acest con în timp de 26 000 de ani. 

теше să menționăm însă că nu există пісі o legătură mecanică între conul polodic 
cu perioada euleriană gi cel al precesiei cu perioada de 26 000 de ani, ci existá numai o 
potrivire сіпетайсӣ între ele. Conul polodic, acela cu ciclul lui Euler, este determinat di 


absenţa oricărui moment .// al forțelor exterioare ас(іопіпа asupra Pămîntului, în raport 
cu centrul O de greutate al Pămîntului, aa încît putem spune că problema mişcării Pámin 
tului față de triedrul T'(z0x'y'z) de axe de direcții fixe axind originea in centrul О de 
greutate, aparține cazului Vuler-Poinsot, pentru care rostogolirea conului polodic peste conul 


43 
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herpolodic este totdeauna asigurată, Conul de precesie a fost determinat însă prin luarea, 
în considerare a unui moment M +0 şi anume numai a termenului constant care intervine 


în expresia momentului M. perturbator (variația seculară); prin urmare, problema corespun- 
zătoare aparține cazului Lagrange-Poisson, cînd precesia regulată pe care am determinat-o 
prin calcul nu posedă con de precesie decît într-un caz cu totul particular, Conul de precesie 
corespunzător acestui caz particular este conul descris de axa instantanee de rotație în decursul 
timpului, Ar fi o greşeală să se atribuie acestui con de precesie, proprietățile conului 
herpolodic din cazul Euler-Poinsot, în special proprietatea că pe el s-ar rostogoli conul polodic 
avînd ciclul eulerian; ar fi o greșeală deci să ne închipuim că acest con polodic s-ar rosto- 
goli pe conul de precesie parcurgîndu-l complet în perioada de 26 000 de ani. 


Din calculele făcute pînă acum, putem spune doar atit că dacă neglijăm momentul // 
al forțelor exterioare de atracţie în raport cu centrul de greutate O al Pămîntului, se obține 
un con polodie de deschidere necunoscută, pe care-l descrie complet axa instantanee de 


rotație, în timp de 305 zile; că pe de altă parte, termenii seculari ai perturbației M0) 
ne dau un con de precesie fix (deci asimilabil cu un con herpolodic), pe care-l descrie complet 
axa de rotație diurnă a Pămîntului în timp de 26 000 de ani, fără nici o nutatie (0—const, 
0-0). А 

Acest din urmă rezultat (lipsa nutaţiei, 0—0) este datorit faptului cá am luat în consi- 
derare numai termenii seculari din perturbafia Vl; dacă am tine seama și de termenii perio- 
дісі din expresia perturbaţiei, atunci nutafia 0 nu ar mai fi nulă. Mărimea 0(2E0) care ar 
rezulta în acel caz ar fi nutația Pământului. 

Dar chiar în cazul perturbatiilor seculare trebuie să ne aşteptăm la o nutafie care este 
proprie cazului Lagrange-Poisson, căci lipsa totală de nutaţie (9= const) are loc, după cum 
am menționat mai sus, numai într-un caz cu totul particular. Într-adevăr, precesia regulată, 
fără nutatie se obține în cazul Lagrange-Poisson numai dacă coeficienţii care intervin acolo 
îndeplinesc o anumită condiție pentru ca polinomul Р(и) să prezinte o soluţie multiplă 
— condiţia (28.58). Dacă această condiție nu este îndeplinită decit aproximativ (cum se întîmplă 
în cazul Pământului), unghiul 0 nu уа mai fi constant, сі vom avea o nutatie 0 (520) prove- 
nitá deci din prezenţa termenilor seculari în expresia perturbatiei. 

Această nutatie provenită din termenii seculari ai perturbatiei se numește putație liberă, 
spre deosebire de aceea datorită termenilor periodici care se numeşte mutafie constrinsă. 

Asimilarea cu cazul Lagrange-Poisson. Ne propunem în cele ce urmează, de a calcula 
nutatia liberă a Pămîntului, asimilînd problema corespunzătoare perturbației seculare cu un 
anumit caz particular Lagrange-Poisson, anume cu acela care diferă numai puțin de cazul 
special al rădăcinii multiple a polinomului. 


Am văzut la b) că termenii seculari ai perturbafiei ne conduc la un cuplu de moment 
Л, aşezat în lungul liniei nodurilor ON şi dirijat înspre echinocțiul de toamnă (fig.28. 36). 


Valoarea absolută Л | a acestui moment este dată de formula (28.116) 


5, Ёл 
Mi = f Put TES sin 0 cos 0. 


" 
sau, încă, înlocuind pe mg prin valoarea sa din (28.111), 


Уе 2 ji ДЕ лай ЕСА 0 cos Ө. 


2 y 1 


N 


(28.119) 


Aşadar, cazul pe care-l studiem, al nutafiei libere, revine la problema mişcării unui 
solid avînd punctul fix O, asupra solidului acționînd cuplul de moment „Ж, în lungul axei 


nodurilor ON. Cum proiecția momentului MM, pe axa fixă Oz” este egală cu zero, vom putea 
serie, întocmai ca în cazul Lagrange-Poisson, teorema momentului cinetic față de аха Oz. 
Vom avea astfel ecuaţia 


J zz sin O(oz sin q--« cos ф) -- Jazz cos 0—4, (28.120) 


"S 


/ Jys 
între m 1 TY 
int principale de inert cea d« trei спане a 1 А 
51 I < 19 i n la 
€) со { 
In fine, o a treia ecuație о vom obține cu ajutorul te 
cazul de față 
] 
а[/ 0 / d 
) t y 
unde am însemnat cu dL lucrul mecanic elementar datorit forțelor exteri 
că expresia lucrului mecanic în cazul rotației œ a solidului cu punctul 
dZ ой! 


astfel încît, teorema energiei ne va da 


га jns | 
2 aj Urso oy) Јо]. Mo 
Vectorul J//, fiind dirijat pe linia nodurilor in sensul negativ ala 
unghiurile 
Ф, pp ше 


respectiv cu axele х, y, z, astfel încît proiecţiile vectorului M pe aceste г 
— Л соѕ Ф, | M | sin qM. 
Produsul scalar oM, va avea deci expresia 
о M= | Ma (— oz cos o+ Oy sin ọ) 


ceea ce se mai poate pune sub forma 
o M= M6. 


dacă ținem seama de relațiile dintre oz, oy si unghiurile lui Euler 


-0 sino sin Ө cos o 


>= cos o4- sin 0 sin o, оу 


Astfel, ecuația (28.121) а energiei devine 


1 3 "m(Jzz— 
D 3s f 


Integrată in raport cu timpul, această ecuație dă 


9 < 


2 931 ©— 
Jzalozt 2y) TJzz20;— 7 


h fiind o constantă de integrare. Relaţiile (28.120) si (28.123) vor put 


Lagrangeé-Poisson, sub forma 
o? lo? =®-Е@ cos? 0 | 


(og sin ф-- cy cos 9) sin 0=y 8 cos 0 | 


uui Ml, p XA 


| 
| 


} 


fiind o constantă de integrare, Pe di 


tă parte, deoarece roiecția momentului Mi pe axa 


mobilă Oz este nulă si deoarece avem relatia 
| za I yy 
n "e D 3 i ~} 1 
între momentele principale de inerție, cea de-a treia ecuație a lui Euler se reduce si iici, ca 
şi în cazul Lagrange-Poisson, la ' 
[0] , const 


0 


În fine, o a treia ecuație o vom obține cu ajutorul teoremei energiei « 


ire ia forma în 
cazul de față 


unde am însemnat cu dL lucrul mecanic elementar datorit forțelor exterioare, Însă am văzut 
că expresia lucrului mecanic în cazul rotației о a solidului cu punctul fix О este 


d Miodt 


astfel încît, teorema energiei ne va da 


ОЕ ) 9 2 
2 di Jslo | o) J z0% Me 
Vectorul Mı fiind dirijat pe linia nodurilor în sensul negativ al axei ON, va face 
unghiurile 
n-o teg Е 
f ә f 


t 
1$ 


respectiv cu axele x, y, z, astfel încît proiecţiile vectorului // ре aceste axe vor fi 


—| M |соз e, | M , | sin 9, 0 


Produsul scalar o M, va avea deci expresia 
о = Mal (— og cos p+ y sin q) 
ceea ce se mai poate pune sub forma 
aM =- |M lð, 


dacă ținem seama de relațiile dintre оз, оу $i unghiurile lui Euler 


or=0 cos Ф+%ф sin 0зїпф, cy — 6 sin Фф sin 0 cos o 28.122 
Astfel, ecuația (28.121) a energiei devine 
1 d Й 24 zz— Jea) à. , 
EAT [/ах(® + y) FJ 22021 — з - 0sin Ө cos Ө 
Integrată în raport cu timpul, această ecuaţie dă 
2 9.9 m(Jzz—Jzz) арор MN 
Jas(924- 07) ОЕ от err — Ооз" 01-27 98.123 


h fiind o constantă de integrare. Relaţiile (28.120) $i (28.123) vor putea fi puse ca în cazul 
Lagrange-Poisson, sub forma 


o? Fo? -a--Q cos? 0 | 


(oz sin ф-- оу cos p) sin 0=y— è cos 0 J 


25 
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х (C A “кё 
dacă avem în vedere că c(—7,) este o constantă. Constantele о, p, ү, 8 au următoarele 
valori 


__2h-]ez p 9 „(ег Ја) 

X Е 9 3 
Галт Гат" 

TUN. gaze, 

Јав Јев ° 


Introducind în relaţiile (28.124) valorile (28.122) ale mărimilor oa, Фу $i ataşîndu-le apoi 
expresia lui (==), obținem 


7 
ġe | ТЕ 0= о p cos 0 | 
ф sin? б=ү—8 cos 0 | (28.126) 
Ф | ф соз Ө =. J 
Aceste ecuaţii diferă puţin de acelea (28.54) pe care le-am întîlnit în cazul Iagrange- 
Poisson. Punind, ca si acolo cos 0=и, ajungem la ecuația diferențială 
(28.127) 
cu notația А 
Р(и) = («-4- Bu?) (1 — 43) — (ү— òu)? (28.128) 
care ne dă 
A du 
=f M" (28.129) 
ffo ҮР (и) 
insemnind cu ио valoarea lui 4 corespunzătoare momentului /—0 si luînd în fata radicalului - 


\ P(u) semnul + sau — după cum în mișcarea incipientă и (—cos 0) crește sau descrește por- 
nind de la valoarea 4— 4. Cum polinomul P(w) este de gradul al patrulea, rezultă că inte- 
grala din dreapta relației (28.128) este o integrală eliptică. 


O discuție similară aceleea pe care am făcut-o la cazul Lagrange-Poisson ne arată că 
ио este cuprins între două rădăcini reale v, 4, ale polinomului Р(и), ambele inferioare uni- 
tátii în valoare absolută. Nutatia va avea loc deci între cele două valori extreme 6, si 0, 
ale unghiului Ө, corespunzătoare rădăcinilor uj, и. 


Calculul precesiei pseudo-vegulate. Vom presupune că poziția inițială a axei Oz de rota- 

tie este o generatoare a conului de precesie, 
00= 23227, 
notind cu 0, valoarea inițială (la momentul #=0) a unghiului де nutatie 0. Aceasta înseamnă, 
că valorile initiale озо, oyp ale mărimilor oz, €, vor fi nule 
920 0, 0yo— 0, 
astfel încît ecuaţiile (28.124) ne vor da pentru momentul initial 2—0 ч 
a=—B cos? Oo  y=ăcos 0, 

iar (28.120) ne va da 


р R=J zzv, cos 00. 
Punînd acum 


JI 
Јат 


уот putea exprima constantele х, B, ү, 8 care au valorile din (28.125), în funcție de y si s, 
ín felul urmátor 


®== — rage cos? 00, B Moe | 


(28.130) E 
Y 7 Ar9c08 0,, 8-2. S 
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079 | 


In consecință, polinomul Plu) dat de (28.128) va lua forma 
› s 7 А 4 | 
P(u) Al'g(tt — o) (и-и) (1-и ) —Aro(u — us) (28,131) | 
Pentru ca precesia regulată să aibă loc, am văzut cA «e cere са «wg 8á fie o soluţie 
dublă a polinomului Р(и), adică se cere îndeplinită conditia 


2rogug(1— ug) =0 
Cum mărimea e este foarte mică, din cauza numitorului 7$, putem presupune condiţia pro 
ximativ îndeplinită, Eroarea corespunz 


ătoare este de ordinul de mărime al lui 2 Intr-adevăr, 
notind cu w, rădăcina parantezei drepte din expresia (28.131) a polinomului Plu), anume 
acea rădăcină care se apropie de ug, si punind 
4 =u t20, | 
conditia cerutá devine 
2e(us-- v) (1—13 402 Augi) — 22v, — 0 | 
de unde se deduce valoarea aproximativă a lui 01, | 
wgl 1 — и) cos 0, sin? 0 | 
v, Qs. 0 e E^. 0 EA (28.122) | 
Ло ЛУ | 
aproximatia fiind de ordinul de mărime al numărului | 
ug(1 — ug) (1 Su) 
Aşadar, unghiul 0 de nutație va fi limitat de valorile extreme ale lui и, adică up 
$i uo+2u. Vom nota cu Ө, valoarea lui 0 corespunzătoare lui 0-2 v 


Orig д 
3 З 2 
cos 0, cos 0-21 1. 
Punînd această relație sub forma 


—2 sin 


şi presupunind unghiul 0,—0, îndeajuns de mic în valoare absolută pentru 


a putea înlocui 
sinusul său prin arc, vom obține 


sau, încă, tinind seama de (28.132) 


(28.133) 


Vom avea o precesie pseudo-vegulată, deoarece 0 nu rămîne constant, dar are o variație mică 
amplitudinea de variație a unghiului 0 este egală cu jumătatea unghiului 


ү ^" x 9499 
valoarea maximă a unghiului 0 fiind egală cu 0, (=23°27). 


Pentru a calcula unghiul de nutatie 0 in funcție de timpul /, vom înlocui pe и in 
P(u) prin 
( ) } uel v, 
unde v va varia între 0 şi 2v,, deoarece valorile extreme ale lui и sint мо Şi мо 20. t unghiul 
corespunzător 0 va varia între valorile extreme 0, şi 0,, adică vom avea 


0,«0«0, . 
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Asadar este « rdinnl de mărime al lui N lifindu-i puterile uperioate primei, 


sau, tinind seama de expresia (28.132) a lui v; 


sin 20 
0—0,— = 34 


~ $ /\ 
з соз ql 
у 


această formulă deducem că variația unghiului de nutatie 0 este peri 


nint 


unde am înlocuit pe 7, prin viteza unghiulară c de rotaţie diurni a Раш 
este, evident, îngăduit pentru aproximația la care ne oprim. Așadar, perioad 


ioac var 


a unghiului de nutaţie este ceva mai mică decit o zi siderală 


Pentru calculul unghiului de precesie 'y ne vom folosi de о a doua ecuat 
re ne dă 


Înlocuind aici unghiul Ө prin valoarea sa aproximativă din (28.134), pe ү, 3 


valorile lor (28.130) si neglijind termenii de ordinul de mărime al lui e”, aver 
cos Arot) cos 0, 
cos ( 
eras do sin 3 ^s 
Aro 


Relația (28.134) ne dă unghiul de muia 
relația (28.135) ne dă unghiul de $ 


deosebită de precesia regulată prin faptul că y este 
| {іе neliniară de timp. Ambele aceste unghiuri au t 
ig nute numai din prezența termenilor see lar expr 
lie. 28.3 perturbatiei Д : А 
Formulele (28.134) si (28.133) ne arată că m 
abstracție de mișcarea de precesie regulată a axei m 
care determinată de termenul liniar din expresia (28.135) a unghiului de precesie 4 £ 
аксі Oz va fi dată de cel de-al doilea termen din expresia (28.135) al lui y adică de rmen 
‚ 90% de in Mel 


ÀF o 


om 


P 


> 
` 
i 
) 
Ф 
1 
Í, 
i 
іё 
d 
ў" 
pa 
ш) 


m directia preeesiei precum 


din expresia (28,134) а unghiului de nutatie, Re ultá deci că ) desi 1 
(Fir, 28,37) avind deschiderile unghiulare extreme egale сї 
) 
in Um ) 0, 
0 0 
în jurul axei determinate de unghiul de precesti 
cos 0) 
| А А 0 
$i de unghiul de nutaţie 
in 20 
0, 0 
ЭУ, 
Raportul dintre cele două deschideri extreme ale conului eliptic, date 
(28.136) este aproape egal cu unitatea (220,8) astfel încît conul descris de ax 
este aproape un con circular în jurul axei a cărei poziţie se determină prin unghiu 


şi (28.138) de precesie, respectiv de nutatie. Perioada de rotaţie a axei Oz Í 
Do ч 


cu =, adică aproximativ o 
Aro 


Unghiul o se calculează fără nici o dificultate din cea de 


Obtinem astfel, neglijind pe 


Formulele (28.134), (28.135) si (28.139) ne dau valorile unghiurilor lui Eu 
in funetie de timpul /. Introducind aceste valori în ecuaţiile (28.122) vom ob 
Фу, Oa ale vectorului © pe axele mobile y, y. Cum proiecția pe аха Oz este « 


avem 


putem deduce ecuațiile conului polodic al mis 
calculiud valorile proiecțiilor œi, ор, o 


putea scrie ecuația conului 


d) Observații finale. Precesia pseudoregulată pe care am calculat-o nu rep 
în mod incomplet mișcarea Pămîntului. Într-adevăr, pentru a ajunge la precesia ps 
am neglijat termenii periodici ai perturbatiei; prin urmare, pentru a avea о 
justă a mișcării Pământului va trebui să ținem seama și de termenii periodici ai p 

Este evident că pentru a determina acești termeni periodici nu va mai fi i 
simplifica problema, cum am făcut mai sus, pentru aflarea termenilor seculari 
masa Soarelui distribuită în mod uniform de-a lungul eclipticei (solare) deoarece 


те соп 


zi siderală 


cos? 0 


j 2 S TNE 
=r} + et cos? 0,— € sin Arot. 


U=? const, 


ale aceluiaşi vector pe axele fixe ж”, 
herpolodic. 


termenilor periodici depinde de poziţia momentană a Soarelui pe ecliptică 


Asimilind Soarele cu un punct material de masă m, vom căuta să de 
total M al forțelor de atracție exercitate din partea Soarelui, asupra 
fiind luate faţă de centrul O al Pămîntului. Însemnînd, ca de obicei, cu 


iecţiile vectorului M pe axele triedrului mobil Т(=Охуз) solidar leg 
centrale de inerție) vom ауса 


а т È c E йш 
e 


Ay т | s d 
р 


^ ay by 
v» fm, | xr. “dm 


sării cu metoda indicată Ја $ 7. De asen 
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unde am notat cu x, y, » coordonatele Soarelui, cu a, b, c coordonatele punctului corespun- 
zător masei elementare dm арапа Pămîntului, cu р distanţa de la acest punct la Soare 
0 ү (x —a)?4- (y b)?-- (z— c)?, 
integralele fiind extinse asupra tuturor elementelor de masă dm din care este alcătuită masa 
Pământului, Cum р este foarte mare în comparaţie cu dimensiunile Pămîntului, vom putea 
dezvolta pe o7? într-o serie întreagă după puterile variabilelor a/r,, Б/у, effi "1 fiind dis- | 
tanta de la Soare la centrul Pămîntului, 
71 ү т 
Vom avea astfel o serie rapid convergentă, astfel încît ne vom putea opri la primii termeni | 
ai dezvoltării 
І 1 ИЕА ТИР : 
= | — (ax--by--ez) |. (28.141) 
o’ ri n 
Caleulul márimilor SESS S, Jl prin expresiile (28.140) se simplifică simţitor, dacă ținem 
seama de următoarele relații evidente 
{а dm=0, T b dm=0, E dm=0 | 
(28.142) 
{ bc dm = 0, { са dm-—0, {а dm=0, 
care au loc din cauză că axele de coordonate sînt axe principale de inerție. Dacă menţinem 
de asemenea ipoteza că elipsoidul central de inerție este de revoluție în jurul axei Oz vom 
mai putea scrie ғ 
2 dg — V 0? dm= i (a3-1- b3) dm. = 
a? dm= D 2 Jzz 
E T (28.143) 
1 
2 = 
| c? dm= ( (с2-- b?) dm— (^ ат= Јах =. 
попа ca, mai sus, cu Jzz momentul de inerție al Pămîntului faţă de axa Oz $i cu Jazz momen- 
tul de inertie fatá de orice axá centrală de inerție din planul xOy. Cu ajutorul acestor relații 
formulele (28.140) ne dau 
А 3fm 
1 \ 
JL ,—- (Jzz— J 22)97. M=- M,=0: (28.144) 
În consecință, găsim în acest caz 
= сопѕЁ= 70 
са şi în cazul precesiei pseudoregulate, după cum se vede, scriind cea de-a treia ecuație a lui 
Euler din grupul (28.26). Celelalte douá vor lua forma 
А E Ye ке: " " 2 bz 
о2о у= —,- sin Ө sin()— y) [sin ф cos (9 — y) + cos Ө cos o sin (5—X) 
Y L : ^s 
1 
(28.145) 
. ПА Ap .. А х sa + 3 
буп: z sin 0 sin (0 — х) [cos o cos (0 — х) —cos sin ф sin (W—X) 
EI d C 4 
unde am însemnat cu у unghiul ре care-l face raza vectoare la Soare cu axa fixă Ох’, iar 
cu n $i n’ mărimile 
n Jaz Јаз п'=3!т ый Tax. 
Јах Јах 
Ecuațiile (28.145) sînt de natură complicată. Desfacerea lor în alte ecuații mai simple, care А 


se obțin dezvoltind funcțiile necunoscute ф, ф, 0 în serii Fourier, ne oferá totuşi un mijloc 
de a calcula precesia şi nutafia în mod aproximativ. 


m 


Irebuie să menţionăm însă că rezultatele numerice obținute pe această « ile nu coincid 
exact cu datele scoase din observaţii, diferenţele intrecind citeodată ‹ rorile care ar fi putut 
proveni din neglijarea termenilor din serii. Cauza acestei nepotriviri trebuie căutată mai ales 
în ipoteza admisă la facerea calculelor de mai sus, cá Pămiîntul este un corp rigid, ipoteză 
care este o aproximaţie nesatisfăcătoare pentru astfel de calcule 

În realitate, materia din interiorul Pămîntului este upusă la depl ri avind carac 
terul mişcărilor pe care le încearcă mediile continue deformabile 

Însăși ipoteza că scoarța solidă a planetei noastre ar constitui o singură crustă rigi 7 
conexă, înconjurînd tot Pámintul, este departe de realitate. Se pare (după Wegener) că sco rta 
Pămîntului este alcătuită din bucăţi care plutesc ре un mediu vîscos, așa fe ] încît ele au depla 
sări relative una faţă de alta, susceptibile de a fi puse în evidență prin observ p € 


Astfel de cauze produc diferențele semnalate mai sus între mărimile observate 91 с 
calculate ре baza rigiditátii Pămîntului, 
Este locul să mai menționăm o nepotrivire între rezultatele obținute prin aceste c ilcule 
şi fenomenele observate. La (a) s-a ajuns la concluzia cá în ipoteza cá elipsoidul central de 
inerție ar fi de rotaţie în jurul axei Oz, se pune în evidență într-o primă aproximaţie, o 
mişcare periodică a axei de rotație Oz a Pămîntului avînd perioada de 305 zile solare, ciclul 
sau perioada lui Euler. Însă observaţiile făcute cu cea mai mare precizie arată că de plasarea 
polului la suprafața Pămîntului rezultă din suma a două mișcări periodice, una avînd perioada 
de 14 luni şi cealaltă de un an. Poziţiile polului pe suprafața Pămîntului pot fi cuprinse 
într-un pătrat avînd latura egală cu 20 cm. Dintre cele două deplasări periodice ale polului, 
prima, adică aceea cu perioada de 14 luni, ar putea fi identificată cu precesia rezultată prin 
calculul de la (a) avînd perioada de 305 zile, în ipoteza că materia din interiorul Pămîntului 
ar fi elastică, asimilabilă cu oţelul; cea de-a doua, cu perioada de un an, se presupune de 
obicei că provine din deplasări anuale de mase în atmosfera Pămîntului, din încărcarea con- 
tinentelor cu zăpadă, precum și din alte fenomene analoge cu perioada anuală. 
Din cele expuse mai sus, se trage concluzia că viteza unghiulară de rotație o а pă 
tului în jurul axei polilor ar fi constantă dacă Pămîntul ar fi rigid, iar elipsoidul său 
de inerție ar fi de rotaţie în jurul axei polilor; dar în realitate, cum aceste condiții 
îndeplinite, viteza unghiulară de rotatiec este variabilă. Rezultă deci că unitatea de 
a timpului (determinată de rotația diurnă a Pămîntului) nu este constantă, astfel 
să ne așteptăm, și din această cauză, la nepotriviri între mărimile calculate si cele ob: 
S-au observat efectiv astfel de nepotriviri în mișcarea lunii — unde, din car : 
lunii de Pămînt, erorile pot fi mai bine constatate. Erorile sînt de ordinul de mărime Ll 


XXIX. MIȘCAREA GENERALĂ A SOLIDULUI 


& 1. Ecuaţii generale. Să presupunem un corp solid supus acțiunii unui 
sistem de forțe exterioare (F) precum și unor legături oarecare cunoscute, 
de natură geometrică. 

Legăturile pot fi înlocuite, după cum s-a văzut, prin forțe de legát 
sau veacțiumi de legătură corespunzătoare, alcătuind un sistem (R) care actio- 
nează asupra solidului. În modul acesta, solidul devine liber sub acțiunea 


sistemelor de forte ( 
sorului 


7 


) si (R), astfel încît vom putea aplica teorema tor- 

C(H)— C(F)H-/c(R) (29.1) 
obţinînd astfel șase ecuaţii scalare. Numărul gradelor de libertate s este mai 
mie decît 6 cu atîtea unităţi, cîte grade îi răpesc legăturile, Fie s’ numărul 
de grade anihilate de legături. Vom avea 


I 


parametri scalari necunoscuti, independenți între ci. Prin urmare, ecuația 
(29.1) va confine s--5 parametri scalari necunoscuţi, independenţi între ei 
asttel încât sistemul va fi nedeterminat, determinat sau imposibil, după cum 


| 
1 


) A 
84 MICA 


^e de altă parte insi, sistemul reacțiuniloi de legătură (A) conţine 


va fi mai mare, egal sat mat mic decît s/. Cazul din urmă (s 
холке fi exclus de la început dacă presupunem că o problemă bine pusă, cor 


wunzind unei mişcări reale, nu poate duce la ecuaţii incomp tibile între ele 


in cazul s'' 57 sistemul considerat este nedeterminat. 


$ 9, Eeuatiile de miseare în cazul solidului liber. Dacă in problem 


de la $ 1 lipsesc legăturile, ecuaţia (29.1) devine 


CI = CU). (29.2 


Să raportăm mişcarea solidului la un triedru triortogonal, fix, de a 


(m0, 321) si să descompunem ecuația (29.2) în cele două componente 


vectoriale (teorema impulsului și teorema momentului cinetic). Vom av 


H ER K, — Mas (09.3 


топа cu (72, Al.) torsorul sistemului (Е) în O, şi cu (Hu, K1) torsorul siste- 
mului de impulsuri, in acelasi punct 0,. Fie Т(=0хуғ) un triedru mobil, 


invariabil legat cu solidul și Vo» à viteza, respectiv accelerația originii sale 
față de triedrul fix T3, o viteza unghiulară (in О) a triedrului T față de 

Vom nota cu 7,, 7 vectorii de poziție ai unui aceluiaşi punct P apartinind 
solidului, primul față de triedrul fix Тү, al doilea față de triedrul i 
cu r, vectorul de poziție al originii O față de triedrul fix T,, cu M masa 
solidului, cu v viteza punctului P față de triedrul fix Т,. Vom ave 


0 


U—794- 0 X* 
si deci 


H,— Yvdm = Мо, Мох р 29.4 


2 fiind vectorul de poziție al centrului de greutate C al solidului față 
triedrul mobil T 


Mgo—Yyràm. 


Suma X este extinsă asupra tuturor elementelor materiale alcătu! 
solidul, dm fiind masa fiecărui element în parte. 


Din (29.5) obținem prin derivare în raport cu timpul 


H =M ao ETS 


ee x (ox р); da= ro 39.5 
care este tocmai formula (24.19) 


Prima ecuație din (29.3) devine astfel 


Му о-о р oX (w e) 2, (29 6) 


Y 
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(ea d a dota relație (29.3) li conduce la urmatoarea ecuație 


Moxa 700-0) X (тоф) M, (29.7) 


D 0 


dacă notăm cu т tensorul axial al momentelor de inerție in О față de axele 
triedrului mobil T si dacă finem seama de relațiile 


R=, Ji mU 4-х 


(R, M) tind torsorul sistemului (F) faţă de punctul O 

Am obţinut astfel două ecuații vectoriale, (29.6) si (29.7), care pot fi 
folosite pentru a determina mişcarea solidului prin rototranslafia (vo ©), 
dacă ni se dá torsorul (R, .//) in O al sistemului de forțe (F). 

Ecuatiile de mişcare față de axe mobile. Imînd derivata vectorului vo 
(viteza punctului O solidar legat cu solidul) în raport cu timpul t, obținem 
accelerația a, a punctului O față de triedrul fix Tı. Am presupus 
in mod implicit că derivata este luată în raport cu triedrul fix Ту. Derivata 
aceluiaşi vector v, față de triedrul mobil T, — derivata lui relativă pe care 


o notăm cu dv/dt — este legată de derivata 00(=а,) prin relaţia 
| r 
- 0 А Vo 


Dacă introducem această expresie a lui 00(=а=7,) în (29.6) vom avea 


Qv ө 5 FEN ) « ) 
M [s Ha xv tox pte (o хр) R (29.8) 
unde am pus / în loc de Rı( =œ). În mod similar, relația (29.7) va deveni 
| 000 zm ЕУ Кес | = / \ (OC 
M | ex ud: eX (e X t| troto Xito) =. ЛЖ. (29.9) 
E [U] 


Dacá, in particular, punctul O ales ca origine pentru triedrul mobil T 
se confundá cu centrul de greutate C al solidului, atunci vom avea P=U, 
astfel încît ecuaţiile (29.8) si (29.9) devin respectiv 


(29.10 
то4о X (то) == 6/6 | 


reprezintá teorema impulsului raportatà 


Prima dintre aceste ecuafii ului rapor! 
oua, teorema momentului cinetic їа{а с 


triedrul mobil 7, iar cea de-a d 
același triedru mobil T. ; 
Ele se mai pot scrie sub forma 
MW | 
Nr (29.11) 


moto X (то) =, | 


luată față de triedrul fix Fi. 


v, fiind derivata vectorului vo 
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Să presupunem că Q si M sînt funcţii date de poziția solidului în 


spaţiu (spre exemplu, di vectorul de poziţie o, al centrului maselor O faţă 


de 1, şi de unghiurile ает corespunzătoare) precum 51 de variabilele vs, c, £. 
Sistemul de ecuaţii (29.11), la care vom adăuga ecuaţia o,—79, admite (în 
virtutea teoremei Cauchy-Kovalevskaia) un sistem uni de soluţii (9, U) 
într-un anumit interval de timp [fo 4], (fn fo) P ntru necunoscutele o, 
d, €, privite ca functii de /, corespunzind la valorile inițiale руу, Voos 
wgl =l), dacă functiile 72, M satisfac anumite condiții de regularitate în a 
intervalul de timp considerat 

Proprietatea de existență (3) si cea de unicitate (U) au conse inpe 


mecanice importante. Le vom enunpa într-un caz cu totul particular саг 
prezintă, de altfel, o deosebită însemnătate pentru mec anică. Vom presuj 
anume că torsul forțelor exterioare în centrul О al maselor este nec ontenit nul 


PEQ, M= 


in tot intervalul de timp (fo, tal: 
Soluția sistemului (29.11) va fi deci 


Ug—7 9o; о=0 (e) 
unde am notat cu o' solutia Euler-Poinsot (cap. XXVIII, $ 5), cores; 
valorilor iniţiale wp /, pentru о, Ё respectiv, punctul fix fiind considerat 
în О. Rezultă următoarea teoremă: 

Mişcarea unui solid supus unui sistem de forțe de torsor nul con 
iranslatie rectilinie şi uniformă, asociald си о mişcare Euler- Poinsot 
centrul maselor considerat ca punct fix. 

Această proprietate se găsește adeseori incomplet enunțată; se menfto- 
neazi de multe ori numai mişcarea de translație rectilinie uniformă, fără 
a se menționa si mișcarea Euler-Poinsot, ceea ce constituie, evident, o greşeală 

Dacă în particular mărimile inițiale voo $1 oo sînt egale cu zero, 
mișcarea este total anulată, deoarece atît mişcarea de translație, cit 
mișcarea Euler-Poinsot dispar în acest caz particular. Aşadar rezultă u 
toarele corolare. 

Corolar I: solidul supus unui sistem de forțe de torsor 
necontenit în stare de repaus, dacă aceasta a fost starea sa in 

Corolar II: solidul supus acțiunii a două forțe de ti 
de sens opus și avînd același suport) își conservă starea inițială 

Această ultimă proprietate se dă de obicei în statică sub forma un 
axiome. După cum se vede, ea se poate demonstra, asa incit nu est 
,axiomá", ci o ,teoremá". 

Observafie. Am stabilit teorema de mai sus in cazul part 
cular al torsorului nul. Ele însă pot fi extinse la cazul mult mat genera 
cînd vectorii ( şi M se prezintă ca funcţii (date) de variabile ру, Vo 
dacă acestea îndeplinesc condițiile de regularitate cerute de teoremele (3 
şi (U), precum $i condiţiile 


(Ploi, Voo о’, l) x0, Ailai, vao ©’, 0) 0 
D U VI uu 
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pentru orice valoare a timpului / din intervalul considerat; am notat 


f э p 4 da. 
01— Pio F Vool! MU 


În adevăr, în acest caz general ecuațiile (29.11) admit soluția 


Mi 01; 77g77gp OSU , 


după cum se vede introducînd aceste funcții în ecuațiile (29.11); din cauza 
proprietății de unicitate (U) ea va fi soluția unică a sistemului în cazul 
general considerat, asa că teorema demonstrată mai sus va fi valabilă si 
in acest caz general !. 


3. Ecuațiile de mişcare în cazul solidului eu legături. Ecuația generală, 
În etie: ral, sub acest titlu se trateazá solidul cu o axá fixă, solidul 
cu un punct fix si solidul alunecînd pe un plan. Practica însă impune şi 
alte legături, care nu sînt tratate decît sporadic si în ipoteze cu totul spe- 
ciale. De exemplu, tehnica cere citeodatá soluţia problemei mișcării unui 
solid care are un punct obligat să descrie o traiectorie dată, să se afle pe 
o suprafață etc. 

Dacă solidul este supus la anumite legături, a căror natură o vom 
preciza mai jos, va trebui să ținem seama în ps generală de mișcare, 
de torsorul sistemului de reactiuni de legătură (R). Să notăm cu (2, M’) 
torsorul sistemului (R) al reacfiunilor de legătură în О, însemnînd cu R’ 
vectorul rezultant al tuturor reacfiunilor de legătură și cu M’ suma momen- 
telor tuturor reacfiunilor de legătură față de punctul O. Vom presupune 
că punctul O este solidar legat cu solidul și anume este originea trie drului 

Т(=0ху2) de axe triortogonale, mobile, solidar legate cu solidul. Уон 
raporta apoi ecuațiile de mişcare ale solidului la triedrul mobil T, asa 
cum am fácut anterior. 

Vom obfine astfel tot ecuafiile (29.8) si (29.9), cu deosebirea cá va 
trebui să înlocuim torsorul (R, M) al forțelor exterioare in О, prin torsorul 
(Q--Q', M+M’) pentru a fine seama si de reacțiunile de legătură. Vom 
avea astfel 


7 QVo | —. 1 = ^ DOD! 29 12 

M охооо Хро (о хр) |= La 
[9] 

Me x d рх (ox v) | -«o--o X (vo) = M+M’ (29.13 


pentru ecuațiile de mişcare ale solidului cu legáturi raportate la axele trie- 
drului mobil T. 3 
Vom serie aceste ecuaţii si sub forma 
M [a9+ охо оох (ох р)]=@-Е@' 


Мрхао+{т®-Е@ X (хе) = ЛАЛ, 


1 А se vedea: У, Válcovici, Asupra unei axiome de statica solidului rigid, Stu 
dia, volum omagial Anghelutá, 1962, 
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tinind seama са avem 


w 0 Lo ИТ 
ао (==) tind acceleraţia punctului O fafa de triedrul fix T, De altfel, 
ecuaţiile (29.14) şi (29.15) se deduc direct din ecuaţiile (29.0) 91 (29.7) 
Veuatiile (29.12) 51 (29.13) conţin, p lingă necunoscutele cinematice 75 
si œ ale problemei, un numar 7 6) de necunoscute ilare provenind din 


relaţiile de legătură, care nu sînt decît parţial cunoscute $1 care vol intra în 
alcătuirea torsorului (R, M) Pe de altă parte însă, dispunem de un питат 
m de relaţii scalare, independente intre ele, cerute de legăturile olidului, 
în care vor intra cele 7 necunoscute scalare provenind din reacțiunile d 
legătură. Cind n=, problema mis ării solidului este determinată 


Rezolvarea efectivă a sisti mului de ecuaţii astfel tabilit esti 


: de obi 
legatà de mari dificultăţi, mai ales din cauză că cele două probleme, una 
de aflare a parametrilor cinematici ai mişcării, vg Şi о, cealaltă а deter- 
minării torsorului reacfiunilor (02, M’) problema cinetostatică sint indi- 


solubil legate intre ele. Numai rareori cele douá probleme se pot d 
una de alta, pentru a putea fi tratate separat. 

Vom studia în cele ce urmează, cîteva clase generale de legá 
care poate fi supus solidul, căutînd a scrie ecuațiile corespunzătoare 


pentr 
determinarea mișcării. 

a) Ecuațiile de mişcare ale solidului cînd unul dintre punctele йй ar 
o mişcare dată. Să presupunem că punctul O, solidar legat cu solidul, est 
obligat a avea o mișcare dată. Însemnînd, ca mai sus, си 7, ru 
poziție al punctului О față de triedrul T,(&0,*,y,4) de axe fixe tr 
sà scriem 

rr). 29.16 

În baza axiomei eliberării, obligația impusă punctului О poate fi inl cuită 


în ecuația de mișcare prin aplicarea unei reacfiuni R în 
drept origine a axelor mobile, solid 
mișcării vom putea aplica ecuaţiile 


1 О. Luind pu 
ar legate cu solidul, pentru det 
(29.14) si (29.15) in care vom ink 


Ct - 

@' prin R, şi pe a, prin y. Vom obține astfel 
М[охр+ох (ох р) ]— 2-4 R—Mrs, 29.17 
тоо x (то) — M — M eX, -5.19 
păstrind notafiile anterioare. 
Necunoscutele acestei probleme sînt vectorii К şi o. Ultima ecuație 

vectorială (29.18) nu confine decît necunoscuta o. După ce vom în de 
minat pe о din această ecuație, vom putea scoate pe R din (29.17) in funet 


de elemente cunoscute. Astfel, problema va fi complet rezolvată. 
După cum se vede, problema aceasta implică 


introducerea react! 
unii necunoscute R, adică a trei parametri 


scalari necunoscuți, iar pe de altă 


NN E 
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т — 
parte introduce trei legături scalare prin ecuația vectorială (29.16), astfel 
incit avem 21725 cum am văzut anterior: deci problema este determinată, 
ltte] 1n ca ul particular cînd punctul O ar fi fix, adică în cazul cînd ecuația 
, (29.16) devine 
Qe v о 9, 
D 9 6с То 1; f А 
KN І ecuaţiile (29.17) şi (29 15) se identifică cu ecuațiile privitoare la mişcarea 
ta М unui solid eu un punct tix. Deosebirea între acele ecuații corespunzătoare 
umi punctului O imobil $i ecuaţiile (29.17) si (29.18) corespunzátoare cazului 
ШЕ E cînd punctul О ar avea mișcarea dată prin ecuaţia (29.16) constă în adáu 
Uui, | = ' 
le de garea unci forțe egală cu Му, aplicată în centrul de greutate C al soli- 
dului, pe lîngă forțele de torsor (R, M) în О, ráminind ca apoi mişcarea 
bice solidului raportată la axele mobile ale triedrului Т(==Охуз) să fie tratată 
» Wna ca şi cum punctul O ar fi fix, Această proprietate are o explicare mecanică 
deter imediată, dacă raportăm mișcarea solidului la un triedru T'(zOx'y'z') 
tindi avind originea în punctul О şi axele x/, y', z' paralele la axele fixe Kis 
sp i y, z. În cazul acesta, ar trebui să adăugăm în fiece punct al solidului, 
Spàrti je dio е ч < Й / Е 
cite о forță complementară egală cu —mrg, m fiind masa punctului consi- 
uri la derat. Cum sistemul de forțe complementare (—p.) are acelaşi torsor în О 
d 0 ? 
entra ca şi forța egală cu — Mr, aplicată în centrul C de greutate al solidului, 
A rezultă imediat proprietatea enunțată mai sus, 
N are E b) Ecuațiile de mişcare ale solidului cînd unul dintre punctele lui este 
este 
, 


a obligat să se afle necontenit pe o suprafată dată (mobilă) perfect lucie. Sá 
Tul de 1 У 


: presupunem că punctul obligat a se mişca pe suprafața S a cărei ecuație 
trebui față de triedrul fix Т, (=О,хуу,лу) este 
B 4, y, 2; 0) 250 
(09.16) | (у 
locuită | este însuşi punctul O, originea axelor mobile, solidar legate cu solidul. 
Bons 0 Axioma eliberării ne permite și aici să înlocuim obligația de legătură, 
nctul Aj printr-o reacțiune Ё a suprafeţei S, exercitată asupra punctului О. Dacă 
are Bs Abs : Ner nes 
pete se neglijează frecarea, vom avea pentru expresia reacţiunii de legătură R 
ocu 
R= grad f, 
(29 17) 5 A fiind un scalar necunoscut, funcţie de timpul / şi de vectorul de poziție 
i To al punctului O față de triedrul fix T, (0,3,y,4). In grad f se presupune 
(29.18) a fi înlocuit pe x, у, 2 prin Xo, Уо Zo, coordonatele punctului O fatá de 
Ti. Torsorul forței R in O este dat de 
; (Q'—2 grad f, Й'=0, 
ecuație 
d dete astfel incit ecuafiile (29.15), (29.16) devin respectiv 
cti X ort IS DS n 
1] fun M [Foto X eI -6 X (e X р) ]=@-Е^ grad f 
i a D ж Ара 
2d fi j^ Mo XritHtoto X (то) =M. 
T 
е 
р б 


44 — Mecanica. teoretică 
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i, 
Aceste două ecuaţii vectoriale echivalente cu 6 ecuații scalare, conțin sapte 
OU Tel ` A Înta , ind 11 1 DNE ci 
necunoscute scalare, anume proiecţiile vectorului о pe axe, proiecţiile 
Хо» Vo Zo ale vectorului ry pe axele fixe şi scalarul ^. Lor li se mai alătură 
ecuaţia scalară 

fo» Yo Zos 1) =0, 


care exprimă că punctul О se găsește tot timpul pe suprafața S, astfel încît 
avem in total şapte ecuaţii scalare, adică tot atîtea cîte necunoscute scalare 
sint. 

c) Ecuațiile de mişcare ale solidului cînd unul dintre punctele mi este 
obligat să se afle necontenit pe о curbă dată (mobilă) perfect. lucie, Cazul 
cînd punctul Ó al solidului considerat este obligat a se afla pe o curbă dată, 
se tratează în mod analog cu cazul precedent. Dacă 


f(x, y, 2, )=0, ф(х, y, 2, )=0 


sînt ecuaţiile curbei date (C) pe care trebuie să se afle punctul O, atunci 
va trebui să introducem în ecuaţii, reacfiunea de legătură / din partea 
curbei (C) lucrînd asupra punctului 0. Vom avea 


R—2 grad f+u grad Ф, 
^ si p fiind doi scalari necunoscuţi, funcții de / 51 de xy, Yo Žo coordo- 
natele punctului O față de triedrul fix 7; in grad / si grad ф vom înlocui, 
după: derivare, pe x, y, 2 respectiv prin Xo, yo, 20: Ecuațiile (29.15) şi 
(29.16) vor deveni respectiv 


M [r,J-9 X e4-o x (о x o) ] —94-^ grad ftu grad ф 
Мао xro4- тоо x (то) =M. 

Aceste două ecuaţii vectoriale (echivalente cu şase ecuații scalare) 
conțin opt necunoscute scalare şi anume: proiecţiile lui œ pe axe, apoi 
Xo, Xo Zo Şi А.Ш. La aceste ecuații vectoriale se mai adaugă ecuațiile 

Foto» Уо Zo; 0 =0, P(o Yo Zo» 0 =0, 
сате exprimă că punctul О se află pe curba (C). Vom avea deci opt ecuaţii 


scalare, adică tot atîtea ecuaţii cîte necunoscute scalare are problema. 

d) Ecuațiile de mişcare ale solidului, cînd două dintre punctele lui sînt 
obligate a avea cîte o mişcare dală. Vom presupune deci că punctul O al 
solidului, determinat prin vectorul de poziţie уо față de triedrul fix Ti, 
este obligat a avea o mișcare dată, determinată, ca la cazul a), prin ecuația 


УОЛ), (29.19) 


{ат alt punct O', avînd vectorul de poziţie v’ faţă de același triedru Ti, 
este obligat să execute mișcarea dată de ecuația 


rr", (29.20) 


p 


.... 


Junctiile date a(t) 51 z'(D vor trebui să fie 
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[ro(/) = (0) =, (29.21) 


1 reprezentind mărimea distanței OO" între cele două puncte O si O'. 


Este evident că în acest caz mişcarea oricărui punct O” de pe dreapta 


A | OO"), este determinată; ea rezultă din mişcările celor două puncte 
O si O' de pe A, căci vectorul de poziţie 7” al punctului O” se poate scrie 


Vom lua semnul + sau după cum punctul O” se află față de О, 
de aceeaşi parte cu O', sau de cealaltă parte. 

Aşa fiind, cazul propus este identic cu acela în care o ânumită dreaptă 
A din solid este obligată să execute o anumită mișcare dată, unul dintre 
punctele acestei drepte avînd de asemenea o mișcare dată. 

La forțele exterioare care acționează asupra solidului considerat, 
va trebui să adăugăm cele două reacfiuni R si К” acționînd respectiv în 
O şi O' asupra solidului. Torsorul în O al sistemului de forțe exterioare 
astfel modificat, va avea componentele vectoriale 


(Q--R--R', МН) ХЕ, 


încît ecuațiile (29.15) şi (29.16) ne vor da respectiv 


M ox e--ox (ox p)]=B+R+R'—Mr (29.22) 
тоох (70) = 71-6 (07—70) хЕ'—Мох?у, (29.23) 


= reprezentînd са mai зиз, tensorul axial de inerție al solidului față de 
axele triedrului mobil T (zxOxyz) solidar legat cu solidul şi avînd originea 


în punctul O. 
Pe lîngă aceste ecuații vom mai putea folosi relația 


r' =r +o x (r—"9) (29.24) 
a punctului O' în funcţie de o şi de viteza rg(—") 


care ne dă viteza 7'(=y') d 
deci în total nouă ecuaţii scalare pentru necu- 


a punctului О. Vom avea 
noscutele vectoriale o, R. si A. . | 
Trebuie să observăm că cele trei ecuaţii scalare echivalente cu ecuația 
vectorială (29.24) nu sînt distincte. Într-adevăr, multiplicînd ecuația (29.24) 
scalar cu 7'—7 obţinem o identitate, din cauza relației (29.21). Rezultă 
că cele nouă ecuaţii scalare date de (29.22), (29.23) şi (29.24) se reduc 
în realitate la opt, astfel încât sistemul de ecuații este nedeterminat. Din 
cele nouă necunoscute scalare (care sînt proiecţiile pe axe ale vectorilor 
о, R, R', una va rămîne nedeterminată. Se poate preciza natura nedeter- 
minării luînd drept axă mobilă Oz, însăşi dreapta ОО’. În cazul acesta, 
proiectînd ecuația (29.23) pe axa Oz vom obţine o ecuaţie scalară indepen- 
dentă de №’, Această ecuaţie scalară împreună cu celelalte două la care 


legate între ele prin relația 
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se reduce ecuația vectorială (29.24) ne va determina vectorul о. Ptoiecfiile 
) se ) с ` PAP N 1 44 РДА ^ л? 1 > жч а И . 7 
Ry $i Ry ale reacţiunii х p: axele mobile x ў у, se vor deduce imediat 
din proiecţiile ecuaţiei (29.23) pe aceste axe. In sfîrşit, vom putea scoate 
s оа 99 TA р “А „ yadi - y 1 ‚ 

din (29.22) pe R în funcţie de o și de R’, rămâînînd nedeterminată proiecția 
R: a reacţiunii R’ pe axa 02'. 

Problema este analogă cu cea tratată în cazul mișcării unui solid cu 

о axă fixă, care se obține din acesta făcînd yyzr' =0. Sistemul este nede- 
terminat. 


Putem obține rezultate mai precise dacă scriem proiecţiile ecuaţiilor (29.22) şi 
(29.23) pe axele de coordonate, Vom avea, presupunind originea triedrului mobil in punctul O 
şi axa Ox identică cu OO 


Moy — o ++ (592 HNO E 


À )—£o1]— (Rat Rz - Rz— Mag 
MI Oz% — at + oy(Eoznoyt бод) —70*]— Ry Ry+ Ry— Magy 
Mlozn— oyt ez (5oz 3 roy Со) — to] = (Q; 4- Rz - Rz — Маш 
Јака J zyQy— Jazz ®Фу( — Jz29a— JzyQy-- Jzz02)— 
о Jyztz-- J puv— Juz0z) = = Ry —M(naoz— аду) (29.25) 
— J yaQ + Jyyy— JyzOz- Oz(J zzOz— JayOy— JazQz)— 
— oa — /г«®а—/гу®у Jette) =My A Ri, — M (Caos — Éag) 
— азов Jzyðy+ Jaz02- Q2 (— Југ JyyQy— Jy; Gz) — 
—oy(Jaz z— Jay y— J 2502) — Jf, — M (Eagy— haor) 


т 


la care mai adăugăm proiecţiile ecuaţiei (29.24) 


v, vrtlog V; =V lO u= 


5 бог. (29.26) 


Am notat cu Ё, т, © coordonatele centrului- de greutate al solidului, față de axele 
mobile х, y, 2; am indicat prin indicii x, y, 2 proiectiile vectorilor respectivi, pe axele 
mobile x, y, 2; mărimile Jzz, Jyy Jas — Јао — Дж —Jay reprezintă componentele tenso- 
rului moment de inerție 7 faţă de axele mobile x, y, 2. 


Pentru a putea scoate din (29.26) valorile lui oz si oy, va trebui 
sá exprimám proiecfiile vitezei 9 a punctului О’ în funcție de elementele 
mișcării. Ne-am putea însă dispensa de acest ultim calcul procedînd în 
modul următor. 


Să notăm cu Ф, ф, 0 unghiurile lui Euler care determină poziția 
axelor mobile x, y, z față de aceea а axelor fixe х1, Va» 21 Sau, ceea ce 
este tot una, față de axele x', y, z' având originea în punctul O şi direc- 
fiile paralele la axele fixe x, y, 21 (fig. 28.6). Atunci, relațiile care leagă 
proiecţiile unui vector oarecare, pe axele triedrului mobil T, de acelea 
de pe axele triedrului fix T, vor fi date de tabela următoare: 


X | y | 5 | 
жү | cos ф cos — cos Osing siny | — sin q cos y — cos 0 соѕф зїпф | зіш Өзі | (29 o 
— = -1— — je — (29.24 
уз |-cos q віп dj + cos 0 sin ф cos | — sine sin ij -+ cos 0 cos ф cos Q | —sin cos | 


cos Ө 


deii cai 
4 | sin 0 sin ọ 


sin 0 cos e 


— 


з) 


(99) 


de axele 
pe asele 
e teo 
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Mr 2 


um ultima coloană reprezintă UEM ; ? 

A | n 2 pese cosinusurile directoare ale axei Oz 

A de axele xe X44 y, 41, 4 м 3: ^ sak 

faţă € NS Т v p 5 с educem că dintre cele trei unghiuri o, Y, 0 

putem privi Р si pe jy ca funcții cunoscute de timpul / deoarece se 
iecarea axei » fat Й 7 A © "Uc E 

cunoaște mișcarea axei Oz față de axele fixe. Rezultă cá cele trei proiecții 


oz, Op 920 ale vectorului o pe axele mobile x, y, 2 


tg = 0 cos o + ф sin 0 sin ф 
ay =— Ө sin 9 + } sin 0 cos 9 (29.28) 
o, =ọ + ф cos 0 | 


se pot exprima în funcție de o singură necunoscută scalară, anume de un- 


ghiul o. Asadar, ultima ecuaţie din (29.25), în care se înlocuiesc 402, oy» 492 
respective in funcție de proiecţiile doza» йоу, йол ale 
vectorului ао Pe axele fixe Ох, Оуу, Oz (proiecții presupuse cunoscute) 
tabelei de mai sus, devine o ecuaţie diferențială de ordinul 
uta o ca funcție de timpul /. O dată determinată 
prin relațiile (29.28) valorile mărimilor 
R; ale reacţiunii R' respectiv pe axele 
dintre ecuaţiile (29.25). Introdu- 
(29.25) vom putea scoate 

i cunoscute. Pro- 


prin expresiile 


cu ajutorul 
al doilea pentru necunosc 
soluția acestei ecuații, vom avea 
Oz, Oy, O z- Valorile proiecfiilor К 
Ох, Oy vor fi date de a patra şi a cincea 
când aceste valori în primele trei ecuații din 
valorile mărimilor Rz, Ry, В, К, în funcție de mărimi 
blema este, după cum se vede, nedeterminată. 

În cazul particular, cind punctele O $i Q' sînt fixe, vom scoa 


os=0, =у=0 deci 0,—90. 


te din (29.26) 


Introducind aceste valori în (29.25), în care mai luăm 


79—,0 49 0: 


ecuaţiile (29.25) devin 
— мпем502= (B, + Rat Ra 


_ Mt — Mr (Gy + Ru + Ry 
0=R,+Rz+Rz 
— ]гд®Ф + Јак з= /И„—1Ёу 
_ Jojo Jte Ло EUR 
Јао = Js. 


(26.8) care ne dau re 


adică tocmai ecuațiile (26.6) şi acțiunile, în cazul unui solid cu o 
axă fixă, 

>л Prin modul cum s-a tratat problema generală pe care ne- 
afirmația făcută mai sus, că problema mișcării solidului, la care 
dreaptă A, solidar legată cu solidul, să execute о mişcare dată (un punct к, 
asemenea obligat la o mișcare dată), — este echivalentă cu mişcarea propusă la 


punctului d). 


ovedit 


am propus-o аш d 
o 


există obligația ca 
al ei fiind de 
începutul 
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Vom particulariza acum problema presupunind că dreapta A îndeplineşte condiția ca 
en să fie axă principală de inerție pentru un punct al ei O, pe care-l vom lua drept originea 
axelor mobile de coordonate Oy, Oy, Os, solidar legate ct solidul, dreapta A fiind axa Oz, 
Vom lua drept axe Ow, Ov, celelalte două axe principale de inerție în О, astfel 


| încât 
vom ауса 


ue Jus Јев 9 


Vom mai lua apoi un alt punct О, la întîmplare, pe dreapta A, a cărui mișcare 
este, evident, cunoscută deoarece se cunoaşte mişcarea dreptei A, precum şi mişcarea punc- 
tului О de pe А. in consecință, ecuaţiile de mişcare ale solidului vor fi date de ecuaţiile 
98) si (29.26). În special, ultimele trei ecuaţii din (29 25) vor deveni 


Јака (Jez— J yy) 9y O2 lll , 109 = M (йг Caon) 
Йуу®у (Гаа Га) 9:02 My IR — M (agoz £452) (29.29) 


Jac (yu Газ) 9x Oy M: M (Éagy— Nior 


pistrind notatiile stabilite anterior. 


Aplicafie. Vom trata cazul special cind punctul O este fix, iar dreapta A descrie 
un con circular cu o mișcare de votație uniformă în jurul axei conului. Vom presupune că punctul 
О coincide cu originea О, a triedrului fix Ox,y,24, Şi că аха Oz, este axa conului descris de A 
Putem presupune că punctul О’ descrie un cere (fig. 29.1) avînd planul normal la аха Ол 
şi centrul situat pe această axă. Notind, ca de obicei, cu Ф, ф, 0 unghiurile lui Euler, care 
determină poziţia triedrului mobil T(=0xyz) faţă de triedrul fix T,, vom avea pentru valoa- 
rea scalară v' a vitezei v' a punctului O* 


р'=ф sin 0, 
viteza v fiind orientată paralel cu linia nodurilor ON. 
Z1 Vom avea deci 


v^ — ql sin 0 cos Ф, vy 


sin 0 sin Ф 
Ecuațiile (29.26) ne vor da 


or=Ņ sin 0 sin e &y=Y sin 0 cos о. 29.30 


Aceste relaţii se puteau obţine şi din (29. 


28 
cînd 0—0, deoarece unghiul 0 este constant. De altfel, 


ф este o constantă cunoscută, pentru că rotația uniformă 
a axei Oz în jurul axei Oz, este dată. A treia relație din 
(29.28) ne va da е 
[^r Ф 1-0 cos Ө. 
Introducind aceastá valoare în ultima ecuaţie dir 
(29.29) obținem 


Fig, 29.1 -k sin Ф 


unde am notat 


k fiind десі o constantă, Ín eazul partieular . Ml ,— 0 ecuaţia (29.31) devine 


фк sin Ф=0, (2 


Г 
f 
» 
| 
| 
е | 
il 
X 
ü 
ге 
a- | 
| 
M 
| 
.30) | 
I 
) fá- 
tel, | 
rană 
e din 
b 
je dis 
39.31) 
t 
e? 
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adică o ecuaţie identică cu ecuaţia pendulului simplu care ne dă unghiul de deviatie 0, față 
de verticala punctului de suspensie. Prin urmare, în cazul „ЄЙ„—=0 mișcarea de rotaţie a soli- 
dului în jurul dreptei A (202) va fi determinată de unghiul de rotație proprie ф care, fiind 
jumătatea unghiului Ф, va varia conform legii de oscilație sau de rotație a pendulului 


simplu. Cazul Jl, —0 îl realizăm cu ajutorul unui solid supus la greutatea lui proprie, cen- 
trul de greutate fiind situat pe dreapta A (205). 


e) Ecuațiile de mişcare ale solidului cînd o dreaptă A solidar legată 
cu solidul este obligată să aibă o mișcare dată. Vom raporta mișcarea cunos- 
cută a dreptei A, la triedrul fix Т, (50,»,y,4), astfel încît ecuaţiile ei 
față de aceste axe vor fi 


xı=az +h,  yi-0z4-q (29.33) 


unde a, b, p, q sînt funcții date de timpul /; solidul va putea deci aluneca 
în lungul dreptei. Însemnînd cu 7g vectorul de poziție al unui anumit punct 
O de pe dreapta A si cu ху, Yo Zo proiecţiile acestui vector pe axele fixe, 
vom avea 


Zo azo tp, = Yom bota: (29.34) 


Vom raporta parametrii mișcării solidului la triedrul mobil T (=0xyz), 
solidar legat cu solidul, аха 02 fiind identică cu dreapta A. 


Ecuațiile de mișcare vor fi evident date de (29.25) cu notatiile sta- 
bilite anterior. Se observă cá vectorul a, (accelerația punctului О) va avea 


proiecţiile Ху, Уо, 20 pe axele triedrului T, (Ex0,*, y, а). Aşadar, consi- 
derînd ca necunoscute pe xy, Уо, Zo (proiecţiile vectorului 7, pe axele trie- 
drului fix Ту), apoi unghiurile lui Euler o, p, 0 care, împreună cu 7o, 
ne determină poziţia triedrului mobil T față de triedrul fix Тү, vom putea 
exprima mărimile oz, Gy, Oz; 0, doy, Goz; 5, 1, © în funcție de aceste 
necunoscute. Pe de altă parte, conform observaţiei făcute mai sus, dintre 
unghiurile lui Euler o, Фф, 0 putem considera pe 0 si Ө cunoscute, deoarece 
se cunoaște mișcarea axei mobile Oz față de triedrul fix 7, astfel încît 
în ecuaţiile (29.25) vor interveni patru necunoscute xp, yo, Zo şi o în afară 
de reáctiunile R si R’ care sînt ambele normale la A (==02), deoarece legă- 
turile permit o alunecare fără frecare a solidului în lungul axei A. Vom 
avea în total opt necunoscute scalare $i anume 


Ra, Ry, Къ, Ry, Xo Уо Zo Ф 


pentru care avem opt ecuaţii 51 anume cele şase ecuații (29.25), precum şi 
cele două ecuaţii (29.34). Problema este determinată. 


Ca aplicaţie, să reluăm exemplul axei Oz (ÆA) avînd o mișcare de rotaţie uniformă 
în jurul axei fixe Oz, cu obligaţia de a trece. necontenit prin punctul fix О,. Originea О a 
axelor mobile, solidar legate cu solidul se va afla la cota z de О, 
O0 —zk, 


Ж fiind versorul axei Oz. Viteza punctului O faţă de triedrul fix T, va avea următoarele două 


componente: una egală cu zân lungul axei Oz si alta egală cu (= sin 0 așezată paralel cu linia 
nodurilor ON (fig. 29.2). 
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Proieetiik Vot Voy Ug ale vitezei vy a punctului 0, pe axele mobile de coordonate 
vor Îi deci 
i ; 
794792 віп 0 созф | 
{ i (29.35) 
Voy (е sin Osing, 792777. 
Prin derivare obţinem 
Qo 
a 6) U 
LU | 0 
DL 


YU 
gt 1 1 я v ; 
unde am notat си = derivata vectorului vy faţă de axe le mobile, 
\ 


Prin urmare, proiecţiile 457, буу, doz ale vec- 


' 
i 12 torului ag pe axele mobile vor fi date de 

4094,77 Voz F 0yUgz— Oz Voy 

йуу Voy Бо 10ж— 02 Voz 

402 P Коу Oy Voz. 
Introducind în dreapta acestor relaţii în loc de voz, 
Voy, Uoz; Oz, Oy, Oz expresiile respective din (29.35), 


(29.30), vom obţine 


gg 22 ф sin 0 cos o+? sin 0 cos 0 sin Ф 


agy=—2z | sin 0 sin p+zŅ? sin 0 cos 0 cos o 
49274—244? sin? 0. 


Astfel, ultima ecuație din (29.29) în care inlocuim pe йол, Agy» doz prin aceste expresii, 
pe oss Hily Mz, prin expresiile respective (cunoscute) în funcție de z şi de ọ şi în 
E, т, ©, Jac Jyw Јас УОТ fi considerate ca mărimi constante cunoscute, devine o ecu 
diferențială în 7 şi ф. O а doua ecuaţie pentru aceste două necunoscute, z și p ne-o dă cea 
de-a treia relație din (29.25), în care facem 

R4; 
deoarece legăturile îngăduie o alunecare a solidului în lungul axei Oz. 


După ce am rezolvat aceste două ecua ii în raport cu z 81 cu Ф, celelalte patru ecuaţii 
din (29.25) ne dau fără nici o dificultate reacțiunile, anume necunoscutele Ra, Ry, Hz, Ry. 


f) Ecuațiile de mișcare ale solidului, cînd ип punct O al lui este obligat 
să se miște pe o curbă dată (C), iar punctul O' al lui este obligat să se 
miște pe o swprafajà dată S. Fie 


d и fix, У, 2)—0, e (x, У, 2) 
ecuațiile curbei (C) $i á 
F(x, y, 2)=0 (29.37) 


ecuația suprafeței 5 față de triedrul fix T,. Ecuațiile (29.14) si (29.15) 
de mişcare ale solidului vor lua forma 


0 (29.36) 


M [494-6 X p+ ох (o хо)]=@-Е^ grad f+u grad q-- v grad F | (29.38) 
Меха фто х (то) — 4-07 7) x grad F, | 


cu solidul 


dacă luăm punctul O drept origine a axelor mobile, solidar legate 1 
w, v trei 


51 dacă păstrăm notaţiile anterioare. Am mai însemnat cu 2, 
scalari care întră în compoziţia reacțiunilor de legătură, 


S. 


E Ves. е 
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Prin urmare, pentru determinarea celor 
problemei, anume, proiecţiile vectorului 


\ "о pe axele fixe, unghiurile q 
0 ale lui Kuler precum si о ] Д 5 p, 


: Scalarii А, y, у dispunem în acest caz з 
nouă ecuaţii scalare: (29,36), (29.37) si (29.38) T dieit i 


, [ie de mişcare ale solidului, când рари puncte O,, O,, 0, O 
ale im sint obligate fiecare dintre ele sd se miște ре cile o suprafață dată. 
Vom nota CUu Yot Ver, ot coordonatele punctului O; (i=1, 2,3 4) față de 
axele fixe Vi, Vy 74 ale triedrului Гу. Ele vor trebui să ati facă ecuaţiile 


(Хө Уор Zo D=0, — (i—1, 2, 3, 4), (29.39) 


dacă ecuația 
ful, y, 2, D=0 


reprezintă ecuația faţă de triedrul fix Туа suprafeţei pe care este obligat 
a se mișca punctul О; (/—1, 2, 3, 4). Solidului îi mai rămîn astfel două 
grade de libertate. Reacfiunile de legătură corespunzătoare celor patru 
suprafețe date vor avea forma 


Ri=M grad fi; (0—1, 2, 3, 4), 


Vom folosi și în acest caz un triedru mobil 7 (zOxyz) solidar cu 
solidul, avînd originea in punctul O, vectorul acestuia de poziție față de 
triedrul fix T, fiind 70. Ecuațiile (29.15), (29.16) devin 


mr ERE 
M [rg-- X р-ЕФ® X (ох o) ]—9-- Y, Атаа f; | 
iz (29.40) 


x Е A r E 
MexXrotratax (то) = A+ У (пиу) X grad f; | 
i=1 


unde am notat cu rz; vectorul de poziţie al punctului О; față de triedrul 
fix Т,. Ele conțin cele zece necunoscute scalare ale problemei și anume 
Хо, Yo Zo, Ф, Y, 0 şi № (7—1, 2, 3, 4) pentru determinarea cărora dispunem 
şi de cele patru relații scalare (29.39). 


$ 4. Ecuațiile de mişeare ale solidului cu masă variabilă. Genera- 
litáti. Solidul care în decursul mișcării sale primeşte din exterior sau eli- 
mină în exterior particule materiale, masa sa devenind în modul acesta 
mai mare, respectiv mai mică, poartă numele de solid cu masă variabilă. 
n această categorie intră astrele care trecînd printr-un nor cosmic captează 
particule materiale aparținînd acelui nor, precum și racheta care elimină 
resturile materiale ale exploziei interne, în timpul mişcării sale. 

La capitolul mişcării sistemelor de puncte materiale, cu prilejul sta- 
bilirii teoremei impulsului, am dedus ecuația mișcării centrului de greutate 
sub forma (23.35) 


-— - dre ГО 
та= (0 4-ти, (29.41) 


adică ecuația Mescerski-Tiolkovski, unde am notat cu m masa solidului in 
mișcare la momentul / (funcție de timpul /), cu a accelerația centrului de 


nouă necunoscute scalare ale 


| 
| 
| 
| 
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ereutate, cu v viteza medie relativă a particulelor materiale care se ală- 
tură solidului, sau a acelora care-l părăsesc, sí cu 7 vectorul rezultant 
al forţelor exterioare acționînd asupra soldului 

În practică se întîlnesc numeroase probleme care pot intra în acest 

capitol. De exemplu: un balon captiv în ascensiune, care pe măsură « 
înalţă isi màreste lungimea cablului suspendat (la început încolăcit imint 
un ghețar plutitor a cărui masă scade pe mă 
| SUTA Ci ( topi t« ип avion misi indu 
| ninsoare, la a cărui masă se adaugă ti 
i 
= masa fulgilor de zăpadă care se depun pe el еї 
Unele dintre acesti proble me se pot solu 
tiona fără o tratare riguroasă a problem ( 
dului cu masa. variabilă. In cele ce tirmează 
da două astfel de exemple, unul avind « 
77777777, portanță mai mult istorică, celălalt o d ) 
aplicaţie practică 
i 03 Á жаы d 
{> a) Problema lui Cayley (1857). Un lant 
gen, greu, se desfășoară din ghemul Г (fig. 29.3 
care se află în stare de repaus pe masa orizontală p, fără nici rt 
cade pe verticala OP datorită greutății proprii. Sá se calculeze miscar 
lanţului. 

Dacă insemnám cu x abscisa capătului mobil P al lai TE 
originea O de la nivelul mesei, la momentul /, luind drept axá Ox vert 
punctului O dirijatá in jos, atunci viteza oricárui punct al lantulu: 
egală cu x, aşa încît impulsul Н al porțiunii OP din lanţ 

Н=--хх, 29.42 

notînd cu y greutatea specifică a lanțului si cu g accelerația gravit 
La un moment apropiat /--A/ impulsul va fi 

H -- AH — -(x-FAx)(x4- Ax) 29.43 
unde am însemnat cu AH, Ax, Ax variațiile mărimilor Н, x şi x. Din (29.42 
și (29.43) obținem 

AH —— (xAx--xAx), -9.4 
neglijăm mărimea Ax Ax, 
Conform teoremei impulsului putem serie 
АН=үхМ 
sau, împărțind prin A/ şi trecînd la limită (M -*0), 
e &N "A1 
V y? Ex А). 4o 
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relaţie care evident se putea obţine și direct din (29.41) 


d 
dt 


(xx) ex 


si deci sub forma 


ea se integreazá imediat 
1 tg x EIn 
3 (x)? л х3 const. (29.46) 
Constanta de integrare din dreapta este nulă dacă presupunem că lanţul 
începe să se desfășoare din stare de repaus 


x—0, x—0 pentru /—0. т 
Deducem 1 (29.47) 


sau (pentru х0) 


lx 2s = : 
w) = d, ceeace dă: Vx E 


Et 


со | 


sau încă 
8 42 Qi 
х=212, (29.48) 


dacă ținem seama de condițiile initiale ((29.47). 
b) Mişcarea troliului. Vom asimila troliul cu un cilindru circular 

omogen, de rază R, pe care este infásurat un cablu inextensibil, omogen, 

avînd greutatea specifică y. De capătul liber A (fig. 29.4) al cablului este 

legată o greutate G(—mg) pe care o considerăm punctiformá şi mobilă 

numai pe verticală. Troliul este presupus mobil în ju- 

rul axei orizontale reprezentată în fig. 29.4 prin punc- 

tul O. А! : y 

. Ne vom limita la studiul mișcării secțiunii prin tro- 

liu făcut cu planul normal la axa O şi trecînd prin 

poziţia verticală AA” a cablului desfășurat. Raportăm 

mișcarea cablului la аха verticală Ox dirijată în jos. д 
Aplicăm teorema momentului cinetic in. raport cu 

punctul О. Se observă în acest scop că momentul cinetic А 

К al sistemului faţă de О ате expresia 


K= Jo mRx4- K' 


unde am însemnat cu Гоо momentul 
sa, cu о viteza unghiulară de rotație 
tátii С de masă egală cu m, situată în 
cinetic al cablului desfășurat A'A 

f 2 sapă Хх, (29.50) 
0 5 


(29.49) Fig. 29.4 
de inerție al cilindrului faţă de аха 
a troliului, cu x abscisa A'A a greu- 
A la momentul / si cu К' momentul 


кК'=ї* 


£ 
Б 
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Observăm că momentul de inerție Jag depinde di lungimea cablului 
înfăsurat pe cilindru. Dacă însemnăm cu РА 
drului pe cate ài îi înfăsurat tot cablul, vom avea pentru momentul « 
inertie Jay, în momentul / i înd lungimea cablului desf 
este egală cu л 


momentul de inerție al cilin 


| 
( 


1 


isurat d pi cilindru 


Гоо 1^ R?* 


Rezultă pentru momentul cinetice K expresia 


K POE m Ra 


sau încă, dacă ţinem seama de ri lația 


х= Ro 29.51 
care ne arată că desfăşurarea cablului de pe troliu se face fără 
necare între cablu și cilindru, 


K — (Jig - m R?)o. 


Rezultă că momentul cinetic K are aceeași expresie ca $i сії 
ar rămîne total infásurat în jurul cilindrului, ceea ce de altfel, este e 
cabil, deoarece porţiunea desfășurată а cablului de lungime x are tot 
laşi moment cinetic față de axa cilindrului, fie că ar fi înfășurată pe 
dru, fie cá ar atirna pe verticala АА'. 


În consecință, teorema momentului cinetic se va scrie 


(io -mR?)o — Y Rx эле R+ M+M’ 29 52 


unde am notat cu JA momentul cuplului motor si cu M’ moment 11 
lui de frecare al troliului față de аха de rotație. 

Presupunem că momentul JA! al cuplului de frecare poate fi repre- 
zentat printr-o expresie de forma 


"= а sign o—28o, 


a si @ fiind două mărimi pozitive; am notat cu sign o semnul (plus sau 
minus) al vitezei unghiulare o. Legea (29.53) reprezintă atit frecs 
bianá (pentru $—0), cit si frecarea din cazul intrebuinfárii unui 
între troliu şi axă (pentru «=0). Introducînd această expresie 
în (29.52) si finind seama de relația (29.51) ecuaţia de miscare 


x--2ax—bx-c 19.53 


| 2 
unde am pus 
p yR? mg R+ A 
а ] +) b T - ( К "1 
nam Jt mR | 


90 00 \0 


presia lui с vom lua semnul minus sau plus în tapa lui x, după \ 


derivata x este pozitivă sau negativă Soluţia generală a еспайе! (29.33) va 


ul 


Ка ( (A cha't H Eshal 


MIŞCAREA 


GENERAI AA SOLIDULUI 


unde am pus 


, € 
a = Va? | b, 


| si В fiind cele două constante de i Б 
А $ L € Sti integrare, care se vor j { 
PS HERR d uvis À xS "tare, care se vor determina prin 
condițiile inițiale. Presupunind că sistemul porneşte la timpul /=0 po 
statea de repaus (à 0), din poziţia cea mai urcată 4 SPOT / 
Е Jo 11 a mai urcată a greutății d ; 
vom avea » VER od 
\ e 1 (a ha't '[ 
Tb ch a tta sh a't)—-, 

Viteza de cădere 

- 1 

х= on Sh at 


este totdeauna pozitivă pentru />0. Accelerafia 
—al / 
e “(a' ch a'i—a sh a't) 


este de asemenea pozitivă tot timpul. 
„Ecuațiile generale de mişcare. Vom relua acum problema mişcării soli- 
dului cu masă variabilă, enunfind-o sub următoarea formă generală: 

Să considerăm la momentul ż, solidul de masă m, precum și un număr 
de corpuscule, fiecare dintre ele avînd cîte o masă m'. Masa m a solidului 
variază cu timpul, prin captare de corpusculi de mase m’, sau prin eliminare 
din masa sa a unor atari corpusculi. În cazul captării, corpusculii captafi 
vor fi consideraţi, ulterior momentului de captare, ca fácind parte integrantá 
din masa m (variabilă deci) a solidului S. Asupra solidului S precum şi 
asupra corpusculilor de mase m” lucrează un sistem de forțe date. Ne pro- 
punem a găsi ecuaţiile de mişcare ale sistemului de puncte alcătuit din 

Lă 


solidul S şi din corpusculii de mase ж. 


Vom folosi următoarele notații: 
m — masa (variabilă) a solidului; 


dm — masa elementară a solidului aşa fel încît suma 
Sdm extinsă la tot solidul să fie egală cu m; 
— masa unui corpuscul care se adaugá sau se scade 


т’ 
masei solidului; f 
T, — triedrul triortogonal О, 41151 fix în spaţiu; 
T — triedrul triortogonal Oxyz mobil, solidar legat cu 


solidul; 
fA (у == variaţia їп intervalul Аё 
sideratá în raport cu trie 
cu triedrul mobil 7; 
Chp «tL = limita cátre care tinde Aj, 
tinde la dt (diferenţiale) ; а 
(2) == sistemul de forțe exterioare acfionind asupra sts- 


temului'; 


de timp, variaţie con- 
drul fix 7, respectiv 


respectiv A cînd At 


rea, la studiul mişcării corpului cu masă variabilă s-a supri- 
ioară indicînd caracterul vectorial al mărimilor vectoriale. 


, ау etc. s-a notat vp Hi, fo Vo to etc., fără ca prin 
erea fenomenului, 


1 Pentru a simplifica scrie 
mat în toate notaţiile bara super 


astfel încît în loc de vp Hi, o Yo : HA 
aceastá omisiune sá se producă ci " ii care să provoace dificultăţi în înţeleg 


onfuzi 
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| 
(Ri M= (1) torsorul sistemului (77) față de O; 
(R ESMOR (E) torsorul sistemului (7) Гаа de O 

his Pi vectorii de poziţie faţă de 7, ai puncti lor de masă 


m respectiv m; 
04, Vi vitezele corespunzătoare ile acestor două puncte 


față de 7; 
H, Hj impulsurile lor; 


ку? vectorii lor de рохи faţă di / 
Vy viteza relativă a corpus ulului de masă m’ faţă de 7 
Po Vo» do vectorul de poziţie, viteza, respecti icceleratia 
punctului O (originea axelor mobile) faţă de T; 
©) vectorul viteză unghiulară instantanee a olidu 
lui S (vector trecînd prin 0); 
e» e vectorul de poziţie al centrului de greutate a oli 
dului față de triedrul T4, respectiv față de triu 
drul 7; 
С tensorul axial de inerție al solidului, calculat 


față de triedrul mobil T. 


Pentru a stabili ecuațiile de mișcare ale sistemului material con 
derat ne vom folosi de teorema torsorului pe care o vom pune sub form 
următoare 

d C (H) 4-4, TH) С.(Е)4/. 29 54 


Integrînd această ecuaţie in raport cu timpul £ în intervalul [£, 4-а 
At fiind un interval finit (pozitiv) de timp, vom obține 


AT UL) ATi) pi CAPU 29.55 


Ne vom ocupa acum de studiul celor două componente vectori: | 
acestei ecuaţii — componenta impulsului şi componenta mon ntului 
tic — pentru a serie ecuaţiile de mişcare ale sistemului. 

Prima componentă, aceea а impulsului, ne va conduce la o formå 
generalizată a ecuaţiei (23.34) pe care am obținut-o în cap. XXIII pentru 
mișcarea rachetei. În cazul captării componenta impulsului se poate sc 


Xdm(v,-- Ау) + Em (034 Av) — dm, Уто = f Rad 


| 


însemnând cu dm masele elementare care alcătuiesc masa m a solidului 
momentul ($i си m’ masele particulelor captate 11 intervalul de timp А? 
(din momentul /, pînă în momentul /-- Al). Păcînd reducerile, relația devine 


ZdmA wt Xm yv, Xm'(vj—v)-y, (dt. (29.56 


Am înlocuit pe “2, prin œ, ceea ce este cu putinţă, deoarece avem, după 
cum se ştie E 


(Qi (О. 


Di ni i ii iii iii ca 


nsi- 
rma 


54) 
Ай, 
9.35) 


le ale 
cine- 


formá 
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Vectorul v/—9, este egal cu viteza relativă i i Я і 
i о km vi este egal си v ела relativă 7, a particulei față de trie- 
drul mobil T, adică față de solidul S. În consecință, relația (29.56) va lua 
, relația (29: ай 


forma 


NS ` (122) | 
XdmA,v,-- Zim Ayv,— Xm'o,— f ^ (b dl. 
L7 1 


J ratione > auc ' Se H : УЛ t i 1 1 

\ п таўо ment analog se poate dezvolta pentru cazul cînd particulele de 
mase m ar li eliminate de solidul S; Ajungem astfel la o relaţie pe care o 
putem obține diu precedenta înlocuind pe m’ prin —m'. Ambele relaţii 
astfel obținute se pot concentra în una singură 


ZdmAqv,-- Xu Aqv— Ўро (у Расо di, (29.57) 
t 


dacă convenim să notăm 


G? Т Ier БЕКЕН , LA ANT > 
== 4-0’ în cazul captárii; u=—m' în cazul eliminării. (29.58) 


„Pentru cea de-a doua componentă vectorială a teoremei torsorului 
exprimată prin relația (29.54), adică pentru. teorema momentului cinetic, 
vom avea în acelaşi interval de timp А? în cazul captării de mase m’ 


Sri X dm(v,4- Дуо) t Sr от (0,4 Aa.) — Yr x dm, — Yn x mv; — y 707 
sau, făcînd reducerile, 

SM Juin Em: T 7 , у М-М 

Yri xdmA w+ Y, xm'vo,— Xri x m't Zr, от Av = б, Лаг: 


În cazul eliminării de mase m” vom obține o ecuație analogă, care de altfel 
se poate deduce din aceasta schimbînd pe m’ în —m'. In consecință, putem 
spune că ambele cazuri ne conduc la ecuația dublă 


= yp riy HA 
Er X dmA Хр x uy, Ху x pt Zr, X uA — f "Midt, 


păstrînd definiția convențională (29.58) pentru p. 

Se observă că putem înlocui în această ecuație pe rj prin ra. Într- 
adevăr, limitîndu-ne deocamdată la cazul captárii, particula m’ al cárei 
vector de poziţie este 7; la momentul 7, față deztriedrul fix Ту, posedă la 
momentul viteza vi, iar la momentul /--A/ viteza v1 +401, identică cu 
viteza punctului corespunzător al solidului S cu сате ea vine in contact 
prin captare. În intervalul de timp At, pe care-l presupunem foarte scurt, 
particula va avea la început viteza vi, iar: restul intervalului A4, viteza 
7 -A47,. Să notăm cu MAL prima porțiune din intervalul Aż, A fiind un număr 
pozitiv, cel mult egal cu unitatea; atunci restul intervalului A£ va fi 
egal cu (1—2)A/. Între vectorii de poziţie ri şi 7, ai particulei considerate, 
respectiv la momentul / si la momentul /£--A4 va exista relația 


пу, Го Е) ot Aw), 


dacă At este destul de mic, pentru a-i putea neglija puterile superioare 
primei. Relaţia aceasta ne arat 


A că vectorii ri si 7, diferă între ei priutr-o 
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cantitate de ordinul de mărime a lui AZ, Putem deci presupune cá ei sint 
egali între ei, în primă aproximaţie, si că prin urmare termenul У uv, 
poate fi înlocuit prin уу Ul. 

Hate evident, că putem raționa în mod analog în cazul eliminării de 
particule m, Rezultă că ecuația vectorială de care ne ocupăm poate lua, 
lorma 

* + ' ІА [i Z 
Gr x Дуо (Ў X uur rx uA) f, Midt, (29.59) 

Să aplicăm ecuaţiile astfel stabilite (29.57) şi (29.59) la cazul impor- 
tant cînd suma maselor captate sau eliminate în intervalul de timp At este 
de ordinul de mărime a lui A/. Presupunând intervalul At destul de mic 
pentru a-i putea neglija puterea а doua, vom putea face unele simplificări 
în ecuaţiile (29,57) $i (29.59), dacă observăm cá mărimile 


Уут Ду, Уу XM Am 
sînt neglijabile, Într-adevăr, vom avea 
| Yyn/ Av, | <02m' 


unde am însemnat cu 0 intensitatea celui mai mare vector Ду. Cum vec- 
torul Дуо; este de ordinul de mărime al lui Aż, rezultă că mărimea Хю Ау; 
a «14 T 1 2 $ x э 
este de ordinul de mărime al lui (A/?. În mod analog se poate arăta cá 
mărimea [ӯ Дуо | este de ordinul de mărime al lui (A7)? deoarece pu- 
tem serie 
Yr xm Ду | m |”, Ду <0 Xm, 


dacă notăm cu 0' intensitatea celui mai mare vector 7; X Ava. Însă inten- 
sitatea vectorului 7 Av, este de ordinul de mărime al lui At, astfel încît 
mărimea 02m’ şi deci şi mărimea [Уу Xm A| are ordinul de mărime 
al lui (A2). 

Lásind la o parte mărimile pe care le-am indicat mai sus, ca negli- 
jabile si presupunind cá intervalul de timp Af, este îndeajuns de mic pen- 
tru'a putea considera vectorii R, M invariabili în acest interval, ecuațiile 
(29.57) şi (29.59) capătă respectiv forma 


A Угу 
уйт Ha =R ar xut (29.60) 
Ay 29.6 
En x dm ÎE Alu Yn Хи (29.61) 


Ele rămîn valabile şi în cazul mai general cînd în intervalul de timp At, 
o parte dintre particulele m’ sînt captate, iar altele sînt eliminate de soli- 
dul 5. 

Aceste ecuaţii se mai pot pune şi sub forma 


(29.62) 
hs (in cdm) 


1 < ij 
AT == M | „ХРИ: Xur, 
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dacă finem seama că 7, poate fi privit ca un vector invariabil în inter- 
valul de timp Aż. 
În modul acesta am obținut expresia teoremei impulsului — prima 
ecuație (29.62) - precum şi expresia teoremei momentului cinetic — a doua 
ecuaţie (29.62) — pentru intervalul de timp A/ considerat foarte mic. Ele 
sînt identice cu ecuațiile corespunzătoare din dinamica sistemelor, cu con- 
diția de a suprapune peste sistemul de forțe (F) forţa egală cu pu, acfio- | 
nind asupra oricărei particule m’ care este captată sau eliminată în inter- | 
valul de timp At, de solidul S. 


Altă formă a ecuațiilov de mişcare. Vom înlocui în (29.60) gi în (29.61) pe v,, prin | 
expresia acestui vector în funcție de rototranslația (vo, o) a triedrului mobil T | 
| 
0, — Vo - OX f. [ 
Pentru calculul vectorului Av, vom ţine seama de relația | 
E 
Ar | 
—-—0Xt | 
Al ij 
` i 

Vom obţine astfel 

Au = Ау [9X rkox (ох PAL (29.63) 
Ecuația (29.60) devine 

"T. 1 i 
m[ag-- o X e4- ox (ox р) ]= R+ Arr. (29.64) îi 
Pentru a transforma ecuația (29.61) în mod corespunzător, vom înlocui pe 7, prin it 


o+”. Tinind seama de (29.60) vom avea 


1 = 
— (rox Хро, -|- Zr X pur) 


= 1 Av 
rox [R+ Уш] Уух dm xz = Ж A: 


At 


sau încă, înlocuind pe A,v, prin expresia sa din (29.63), pe Хуй» prin mp și făcînd apoi 
reducerile evidente, vom obține 


rox нох mag-- rx dm (ox r)-- Erx dm(ox (ox 7) =. + га Erx us. 


Această relaţie se poate pune sub о formă mai simplă dacă пе folosim de relația cunoscută 
MLM nx R; 


vom înlocui apoi sumele din stînga relației prin expresiile lor, în funcție de tensorul axial 
de inerție 7 al solidului față de triedrul mobil, adică 


ух dm(óx7)—*0; Erxdm[ox (ox 7]— x (то). 


în felul acesta relaţia de mai sus devine 
. , 13 
px ma, va ox (£0) = Ma, Er X шш. (29.65) 


Ecuația (29.64) este expresia teoremei impulsului, iar (29.65) aceea a teoremei momen- 
tului cinetic. Comparate cu ecuațiile generale (29.6) și (29.7) de la mișcarea solidului rigid 
se vede cá ele se pot deduce din acelea, inlocuind sistemul de forţe (Е) care acționează 
asupra solidului S, prin sistemul (F^) alcătuit din sistemul (2) peste care se suprapune uu 
alt sistem de forțe, aplicat numai maselor m^ captate, respectiv eliminate în intervalul de 
timp Az, forța aplicată fiecărei particule de masă m fiind egală cu qe. 


45 — Mecanica teoretică 


706 


Er'Xxuv,—g'x V,Àm-- К”, 
conform teoremei lui Koenig, notind cu K’ momentul cinetic față de centrul acelor 
m" şi cu р” vectorul de poziție al centrului lor faţă de triedrul mobil T(zOxyz 


1 


I 1 f 
| t d ^ 1 
\ tivă iti ( | 
1 ^ Xu І te d t d { 
i | în in ( V, еа 1 1 { 1 1 
captate espect eliminate în intet t M, at і Í 
Substituind in 9.64) această loat a ii > t 
( € [i 
тм; 
і 
presupune că relația aceasta este iabilá oricit de mic at fi inte 
to putem înlocui pri 
" Р 23 
wX p+ o 0X р)] E 4- тї 


forma si ecuaţia (29.65). In 


cpresia цо, (adică de momentul cinetic al maselor 
ervalul de timp At față de punctul О), printr-o cantit 

irime al lui Aż, după cum am arătat mai sus. Insă momentul < 
poate pune sub forma unei sume 


În cazul cînd putem neglija mărimea K’, ecuația (29.65) devine 


рх nu 


++ 


^ 


Asadar, dacá putem neglija 
acceptabilă, ecuaţiile (29.66) şi (29.67) diferă de ecuaţiile | 
ea solidului liber, prin prezența în plus a unei forte egale cu mV, 
selor m’ care sînt captate sau eliminate în intervalul de timp ( 


rnind din momentul /. Am notat cu жш variația masei m а solidu 


t» 


5. Mișcarea rachetei. În cazul rachetei trebuie să presupun 


ticulele m' sînt eliminate de solidul S care este corpul rachetei 


prin urmare, mărimile dm $i 7 vor ft 


T OZ ( \ . gative. 
et e 


Ze [ жи ОБЬ „г. _ Vom mai presupune că vitez 
p e Va este „viteza de eliminare a p 
=———= — E. față de solidul S, este aceea 
5 toate particulele m’ la un m 
Fig. 295 astfel încît vom avea 
V, V, 


i scriem: 


Yr x yu ) V Am 


că vectorul Ж’ definit anterior este riguros nul 


. Într-adevăr, diferența »'—7r este egală cu diferența 7; —7; f 


»oteză care este foarte apropiată de realitate în cazul rachete 


ui 


7 


asupra solidului 
ocotim si presiunile exercitate pe pereți de aerul ambiant. 
ntu uj re aparține pereților (exteriori) ai 


chetei, torţe provocate de presiuni vor avea un torsot: 


inde am însemnat cu b presiunea (vector) redusă la unitatea d 
Rp Mlp vectorul rezultant, respectiv vectorul moment faţă de O, al sistemului 
le torţe dS aplicate solidului S. 


Iinind seama de aceste observaţii si panind în evidență torsorul (54S) 
în mod deosebit vom putea serie în locul ecuaţiilor (29.66) şi (29.67) ecua 
tiile următoare: 


та о X pto X (o X 9)] (9 --(2.5-- mV. 


r 


px ma,-1- toto X (то) A+ App" X V, 
unde (R, . ))) înseamnă torsorul fortelor exterioare care acfioneazá 
rachetei, înafară de forțele de presiune ale aerului exercitate ре 
rachetei. Comparind din nou aceste ecuații cu ecuațiile generale de mi 
ale unui solid liber, se vede că în ecuaţiile de mișcare ale rachetei 
în plus: 

a) forța egală cu V, si aplicată în centrul maselor elimi: 
valul de timp At, precum şi | 


b) forţele de presiune ale aerului pe pereții rachetei, forțe pe care 1 
scos din torsorul general al forțelor lucrînd asupra solidulti. 

În ecuaţiile (29.68) şi (29.69) trebuie să privim ca necunoscute 
mile vectoriale a, şi o. Vom presupune cunoscută legea de variație a n 
în raport cu timpul, dedusă din legea de ardere a combustibilului. Obse 
însă, că atît vectorul p cît şi cele șase componente ale tensorului axial 
inerție. т sînt mărimi variabile cu timpul, din cauza maselor m’ care 
elimină. Variația lor depinde de masa si de poziția particulelor elimin 
Legea de variație a acestor mărimi trebuie considerată de asemenea cun 
cută. 

În multe probleme privind mişcarea rachetei putem considera mări- 
mile р şi т constante, cel puţin într-o primă aproximație. 

Observaţie. Introducerea torsorului (Rp, /lp)-a- forțelor 
dinamice care se exercită pe pereţii exteriori ai rachetei, din partea 
înconjurător tine în fond de aspectul hidrodinamic al problemei. 
aspect se prezintă în modul următor: 

Racheta privită ca un corp solid de masă variabilă m este сий t 
într-un fluid care exercită presiuni pe toată suprafața rachetei atît exte- 
rioará, cât şi interioară. Pe suprafața exterioară se exercită presiunea atmos- 
ferei înconjurătoare, întrucît aceasta există, iar pe suprafața interioară se 
exercită presiunea gazelor rezultate din explozii. Calculul acestor presiuni 
cere rezolvarea ecuaţiilor de mișcare a gazului, ţinîndu-se seama și de variația 
de temperatură — ceea ce înseamnă o problemă matematică in genera 
complicată, 


708 


DINAMICA 


„dă felul cum s-a tratat mai sus problema, s-a evitat rezolvarea problemei 
hidrodinamice complicate, cak ulindu ( forțe le car [tt réaza а upra rac he tei 
printr-o formă simplificată a teoremei impulsului 
nice, acest calcul simplificat este suficient, mai ales că în practica rachetei 
formulele folosite sînt supuse la verificări experimentale 


Pentru trebuinţele teh 


пшпегс‹ 

. Pasa achvă, Vom presupune că racheta se află pe sol la momentul 
inițial 51 că ea se pune in mişcare în virtutea reziduurilor combustiei din 
interiorul ei. Faza aceasta în care racheta este migcatá prin acțiunea com 
bustibilului poartă numele de faza activă. Dacă mişcarea are loc pe verti 


cala locului, în sus, ecuaţia acestei mişcări va fi, potrivit relației (29.68 


ли == „—Ф (29.70 
unde am însemnat cu Ф rezistența aerului în valoare absolută, Ecu 
(29.70) este o ecuaţia scalară, deoarece vom presupune că vectorii v, V,, Ф 
sînt necontenit dirijafi pe verticala locului. Vom face ipoteza 
descreste liniar cu timpul 

m=mp(l—Rt), 29.71 


т fiind valoarea inițială (/—0), iar k o constantă pozitivă, şi că vite 
eliminare a gazelor este —11(1 70), o constantă. Pentru Ф уот admit 


— 
ilit 


Ф=58Сф? X 


unde am notat cu S secțiunea frontală a mobilului, adică secțiunea t 
versală maximă a rachetei, cu $ densitatea (masa specifică) a 
cu C un coeficient de rezistență, fără dimensiuni. 

Pentru densitatea 9 vom admite legea 


iN У —ах ) =" 
E 973 
Ò= бё 5 / 


8, şi a fiind constante, iar x reprezentînd înălțimea socotită de la sol. Е‹ 
fia (29.70) va lua deci forma 


ах x dx , ca r,—ar ez 6 ^» 74 
qu km, == Fr Să,Ce (ar) Riot. (29.74 


mo(L—Rt) 


Ecuația (29.74) este de o natură complicată, i-am putea însă 
integrarea în două moduri deosebite. 

1°. Neglijind rezistența Ф. O atare ipoteză ar fi oarecum 
finem seama că la începutul mișcării viteza v fiind mici 
oate da o contribuție prea mare, iar la viteze mai mari 
foarte mică, Ф va fi asemenea neglijabil față de ceilalți terme 
ecuaţiei. În cazul acesta ecuația (29.74) devine 


то(1 hi)v Rmolv и) 


Prin integrare se obține pentru v expresia 


D 


| 


- 
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de unde, printr-o nouă integrare, vom scoate 
= —ut— 1n (1 
Т n ( —ht). (29.76) 


29. Presupunind că s-ar regla le j 

99. r fa a legea de ў f 
Ene cec ed gta legea de combustie, așa fel ca mişcarea 
de аѕсепѕти K w Sa fie o mişcare umiform accelerată pe verticală în sus 
Notind cu р accelerația (constantă) de ascensiune, viteza v a centrului de 
greutate al mobilului va fi dată de ecuația | 2i 
2—9p!'x ) 
V*—2g'x, (29.77) 
Cu ajutorul acestei formule vom putea calcula lucrul mecanic I care tre- 
6 * vet м Ч v ^ м в - x н 
buie consumat pentru са racheta să ajungă Ја înălțimea x—H. Forţele rezis- 
tente pentru învingerea cărora trebuie să se consttme energie sînt: a) forța 


de atracție A a Pămîntului asupra rachetei, avînd expresia f Мт ca nota- 
72 


file obișnuite si b) rezistența atmosferei terestre, avînd expresia (29.72). 
Lucrul lor mecanic elementar dL, corespunzind unei deplasări dx pe verti- 
calá, va fi dat de 


dL= (2+0) dx. (29.78) 
Dacă R înseamnă raza Pămîntului vom avea 
M 
Toe 


g fiind accelerația gravitației la suprafața Pămîntului. Tinind seama de 
această relație, precum şi de relațiile (29.72) şi (29.77), expresia (29.78) devine 


2 
aL- [me (к=) Bue] dx, (29.79) 
cu notația 
B=—2SC3og'=const. (29.80) 


H 2 . . . e = 
Mărimea pozitivă f mg e | dx, care apare prin integrare уа fi cuprinsă 
L2 

0 e ЖА. . м . 
între două integrale similare, unde vom fi înlocuit pe m, o dată prin me 
şi altă dată prin m, (care este masa la înălțimea Н). Deci vom putea scrie 


H 2 HR 
R d и £g 
ж==— › 
^ mg E (Н) 


ш reprezentind.o masă intermediară (><). 
Așadar, prin integrare vom obține din (29.79) 


pagt pp inienn], esa 


expresia lucrului mecanic necesar pentru a urca racheta la înălțime H. 
Vom face o aplicație cu valori numerice, luînd 

10 р-а: 10% cm/s? (in medie) 

1 12=10* cm? 


, 


[4 
S 


II 


| 
| 
| 
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х — 106 cm 
8 10-3 g/em? 
6 
H 350 km=3,5:107 cm 


Aceste valori ne dau dreptul să reducem toată paranteza mică din 
membrul doi la 1/a?. Vom obține astfel pentru o masă de 5 000 kg 


L-—14:10V'erg—14-10107 2 14-10? kgfm. 


Valoarea aproximativă a energiei necesare pentru ca racheta să iasă 
din atmosfera terestră este deci 14:10? kgf-m. Pentru a produce această energie 
în faza activă — pe care o presupunem de 84 s — ar trebui un motor de peste 
două milioane și jumătate cai putere 1). 

Viteza atinsă de rachetă la înălțimea H=350 km, presupunînd accele- 
ratia constantă g'=10 g, este de 8,4 km/s, potrivit formulei v=1/2g'H, 
pe cînd prima viteză cosmică la acea înălțime este de 7,7 km/s. Așadar, 
viteza rachetei la înălțimea H întrece prima viteză cosmică. 


Durata de 84 s a fazei active a fost determinată cu ajutorul formulei 
T-—v[g'—84 s. Numărul acesta este desigur о limită inferioară a duratei 
reale, deoarece în general ascensiunea rachetei nu urmează strict verticala 
locului, ci о curbă care la înălțimea H are tangenta aproape orizontală 
(normală la verticală). În realitate durata fazei active este de cîteva minute. 


Mişcarea satelitului artificial pe traiectoria Pământ-Soare. Dacă sate- 
litul artificial al Pămîntului se depărtează de planetă, atunci el poate 
intra în regiunea de atracție a unui alt corp din sistemul solar, în par- 
ticular în regiunea de atracție a Soarelui. Studiul mișcării satelitului apar- 
tine în acest caz problemei celor trei corpuri, care — după cum am văzut — 
este complicat. Trebuie totuși să menționăm că micimea masei sateli- 
tului față de masele celorlalte două corpuri (Pămînt și Soare) înlesneşte mult 
procesul de aproximări. 

Ne vom. mărgini la calculul unui caz particular, care poate da o idee 
despre modul de repartiție a cîmpului de forțe. Vom presupune anume 
că satelitul se mișcă pe dreapta care unește centrul Pămîntului cu acela 
al Soarelui, presupunând imobile aceste două corpuri. Dînd satelitului P 

Д (fig. 29.6) o viteză inițială la sol, pe 

ION ЖИДЫ ce vn verticală, vom căuta să-i determi- 
піт mişcarea sub acțiunea atrac- 

Fig. 29.6 tiei gravitationale exercitatá din 

centrul O al Pămîntului si de cen- 


trul S al Soarelui. Ecuația de mișcare va avea forma 


do JT T = (29.82) 


unde am notat си M masa Pămîntului, cu Му masa Soarelui, cu s dis- 


1) În realitate, navele ,Vostok-1" si ,Vostok-2" cu primii cosmonaufi, Turi Gagarin 
$1 Gherman Titov, aveau fiecare cîteva milloane cai putere. 
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tanța OS si cu x abscisa punctului P față de originea O. Suprimînd fac- 

^ : di : HS 

torul comun m, înlocuind pe " prin v = si integrind, se obține 
c dx ? 2 { 4 


2/ Mp , 2f Mg Я 
Ра S |, (29.83) 
х 8 Ж 


unde 7 înseamnă constanta 


v: 2/Mp 2f Ms ^ 
jesus Mp 24 МЫ, (29.84) 

Ч #0 S= #0 ^ 
indicele zero marcînd valori inițiale. Ecuația (29.82) arată că pentru valori 
îndeajuns de mici ale abscisei x, viteza v descrește, avînd derivata negativá. 
Valoarea derivatei se anulează in punctul x dat de relația 


рыт (29.85) 


adică în punctul Р’ situat la distanța de 259 000 km de centrul Pămîntului. 

În punctul P’ viteza ia valoarea minimă, dacă satelitul ajunge în poziția 

aceasta, căci s-ar putea întîmpla ca viteza lui să descrească și să ajungă 

la valoarea zero înainte de P', in care caz satelitul se întoarce spre Pămînt. 
Vom pune ecuația (29.83) sub forma 


БАНУС ра 1 1 1 | 
0224 E FAX ex) | (29.86) 

folosind expresia (29.84) a lui л, precum și relațiile evidente 
(902 9 M тү 
2fM р= хоу, 2fM s=, х= 23-10—6. (29.87) 


Am notat си v, a doua viteză cosmică (parabolică) la Pămînt, de circa 
11,2 km/s 


а е2 Мер, (29.88) 
Ao 
prinia vitezá cosmicá v, (de angajare) fiind, dupá cum se stie, datá de formula 
à cio " 
V; —— V» (29.89) 


adicá aproximativ r: 
v =7,9 km/s. 
Valoarea- vitezei v în punctul P' se va obține din (29.86), in care 
vom înlocui pe x prin valoarea abscisei x' a acestui punct 


J EXS 


x — (=259 000 km). (29.90) 


Fácind calculele vom obţine formula aproximativă 


9?—1—0,951 v (29.91) 
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pentru х==6 400 km, pe care o vom pune sub forma 


pap ys? (29.92) 
unde am notat 
V=10,9 km/s. (29.93) 


Se vede că pentru ca satelitul P să aibă o viteză diferită de zero 
în P’ va trebui ca viteza inițială în x să fie superioară vitezei V —10,9 km/s; 
iar dacă Р este lansat din x cu viteza V, viteza sa în Р”, calculată potrivit 
tormulei (29.92), va fi nulă; P' va fi deci o poziţie de echilibru pentru 
satelit si anume de echilibru mestabil, deoarece o deplasare oricît de mică 
a mobilului din poziţia sa de echilibru, fie înspre О, fie înspre 5, ar avea 
tendinţa să crească şi deci să-l îndepărteze de poziția de echilibru. 

mrebuie totuşi să observăm că timpul /' necesar pentru ca mobilul 
P să ajungă din О în poziţia Р’, în cazul vitezei inițiale V dată de 
(29.93), este infinit de mare. Într-adevăr, timpul cerut se va calcula cu aju- 
torul formulei 

г={ 2 
оо 


unde v este dedus din (29.83). Însă v are о valoare staționară în punctul 
x—x', aşa încât x' va fi în acelaşi timp rădăcina derivatei. 

Aşadar x—x' va fi o rădăcină dublă a mărimii v, considerată ca func- 
ţie de x şi deci vom avea 


f(x) fiind o funcție regulată în vecinătatea punctului x—x'. Timpul /' va 
avea o expresie de forma 


p= | "IO ах (29.94) 


şi se stie că integrala din (29.94) este improprie. Așadar timpul /' va fi 
infinit de mare. 

În concluzie, se poate spune că: 

a) dacă satelitul este lansat cu o viteză inferioară vitezei (29.93) se 
va urca la o anumită înălțime, interioară distanței ОР’, unde isi va anula 
viteza si apoi se va întoarce spre Pămînt; 

b) dacă este lansat chiar cu viteza (29.93) el se va apropia de poziția 
P' (la 259 000 km distanță de О), unde nu va ajunge niciodată: poziție 
de echilibru nestabil; 

c) în fine, dacă este lansat cu o viteză mai mare decît viteza (29.93), 
el va trece prin poziția P' si își va continua cursa spre Soare, cu viteza 
continuu crescátoare, 


Din acest studiu simplificat al mişcării satelitului se pot trage unele 
concluzii pentru mișcarea lui curbilinie, 


© 
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XXX, CIOCNIRI SI PERCUTII 
"d L] LI ^ . 
$ 1. Definiții. În capitolele precedente s-a făcut presupunerea că în 
tot timpul mișcării sistemului considerat, vectorul viteză v al fiecărei par- 
ticule care compune acest sistem, deci și impulsul mv corespunzător, variază 
continuu, 
| Prin observarea atentă a naturii constatăm şi existența unor mișcări 
| în care vitezele v, deci și impulsurile mv, variază brusc, adică într-un timp 
| foarte scurt vectorul viteză v si deci impulsul mo își schimbă valoarea. 
Fenomenul mecanic în care impulsurile variază brusc se numeste ciocnire, 
| Hxemple de ciocniri 
N Un automobil in vitezá se loveşte de un zid. Într-o fracțiune de secundă viteza auto- 
E mobilului scade la zero. Un proiectil, în urma exploziei pulberii în camera de explozie a unui 


tun, în timpul foarte scurt în care străbate țeava tunului ajunge de la o viteză nulă la viteza 
mare de la gura tunului, 


În viaja de fiecare zi întîlnim fenomenul ciocnirii, precum: baterea cuielor, modelarea 
pieselor metalice prin batere cu ciocanul etc. 


în tehnică, ciocnirea intervine ca o operaţie de primul ordin în prelucrarea metalelor: 
forjare, stanfare, găurire, nituire etc. 


O altă formă sub care apare ciocnirea este aplicarea bruscă a unei legături noi rigide 
1 asupra unui corp aflat în mișcare, cum este de exemplu fixarea unui punct al corpului la 
un moment dat; din această cauză, vitezele și impulsurile variază brusc, element caracte- 
с тїзїїс ciocnirii. 
Desfacerea sau pierderea bruscă a unei legături nu este însă o ciocnire, întrucît în acest 
caz vitezele si impulsurile variază continuu. 


Soliditarizarea bruscă a două mecanisme dintre care unul se află în mişcare si altul în 
repaus (ambreiaj) este o ciocnire, 


Desolidarizarea dintre aceste mecanisme (debreiaj) nu este o ciocnire, ci un fenomen 
mecanic continuu din punct de vedere al vitezelor și impulsurilor. 


` Percutie. Relația fundamentală dintre percutie şi variația impulsurilor. 
8 Să considerăm acum о particulă М izolată dintr-un sistem în mișcare, 
de masă m, avînd la momentul /, — începutul ciocnirii — viteza 0, si 
la momentul foarte apropiat t; — sfîrșitul ciocnirii — viteza 7,. Să aplicăm 


M) acestei particule formula fundamentală a lui Newton 
= dv = 
fi ma-m; =F 
de unde o3 
mdv=Fdt. 
se Integrînd în intervalul de timp corespunzător ciocnirii avem 
=: E рде = 
ula i mv; тоу = Hi Ну „Раё, (30.1) 
LI 
2 H,Q(—1m»,) fiind impulsul inițial la momentul /, si H,(—mv, impulsul i 
е final la momentul /,; F reprezintă rezultanta forțelor date si de legătură 
care acționează asupra particulei. 
05), Să notăm cu Fm forța medie din intervalul mic de timp de la ё, la А 
gn datá de relafia 
uz T Qf € 
4 Fdi— En (4); (30.2) 


la 
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putem scrie 


mi 


n= mygc H,— Hy Fal БР, (30.3) 


întrucit într-o ciocnire, cu toate că timpul de ciocnire (/,—495) este 
foarte mic, vitezele variază finit, rezultă că forța medie Fm trebuie să fie 
foarte mare pentru ca înmulțită cu (/,—/5) să ne dea o mărime finită. 

De aici rezultă următoarele: 

а) o ciocnire este produsă de o forță sau de mai multe forte foarte 
mari care acţionează tin timp foarte scurt; 

b) forțele care produc ciocnirea fiind foarte mari, pe timpul scurt 
al ciocnirii putem neglija forțele obișnuite, сит ar fi greutatea etc. 


Într-adevăr, în exemplul dat cu automobilul care se lovește de un zid, să presupunem 
că greutatea lui este de 1 000 kgf, viteza sa înainte de ciocnire 72 km/h și timpul de cioc- 
nire este /, —/,— 1/50 s Rezultă din (30.3) 


1100 


Fm |= æ 100 000 kgf. 


1 10 


În raport cu valoarea mare а acestei forțe medii, greutatea proprie а automobilului 
este practic neglijabilă. 


Spre a le deosebi de forţele obișnuite, forțele foarte mari care produc 
percuţiile si care se dezvoltă în orice ciocnire se numesc forțe percutante ; 
aceste forțe sînt singurele care se iau în considerare în timpul scurt al ciocnirii. 


4 ^ RAS Р i= = E 
Din această cauză in relația:| Fd/—P, rezultanta F a forțelor ce 
1, 


o * 
[ucereazá asupra particulei nu va confine decît forțele percutante, negli 
jindu-se celelalte forfe obisnuite. 


Vectorul P astfel obținut se numește percuti 
joacă un rol important în studiul ciocnirilor; din 


fia (30.3) se vede cá percufia P reprezintă variația îm 
pulsului în timpul unei ciocniri. 
Figura 30.1 reprezintă grafic elementele din re- 
laţia (30.3) si anume v, şi v, sînt vitezele dinainte si 
ciocnire, Hg si Н, impulsurile dinainte şi după ciocnire, 
P percufia si Fm forța medie din timpul ciocnirii. 
Ciocnirea petrecindu-se într-un timp foarte sc 


corpurile care se ciocnesc se deplasează în acest timg 
atît de puțin încît practic putem considera că în timpul 
ciocnirii ele nu-și schimbă poziția. 


$ 2. Teoremele generale din studiul eioenirii. Să 
considerăm un sistem de corpuri care se ciocnesc in in- 
tervalul de timp de la /, la /,. Pentru fiecare particulă materială din care 
este compus acest sistem, putem serie relația fundamentală dintre variația 
impulsurilor şi percusiunea corespunzătoare intervalului de timp considerat 


260 4) 
nv,—muvy,- P, (30.4) 
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| de unde, prin adunare, pentru toate particulele care compun sistemul 


Amv,— Xmv- XP. 


Dar Xow(—Hi) este impulsul total final si Xww( 


Dar H,) impulsul total 
initial. Deci 


| H,—H,—AH- XP, (30.5) 
& adică: variația impulsului total în timpul ciocnirii este egală cu suma per 
t cutiilor exterioare (date si de legătură). 


Într-adevăr, percufiile interioare sînt datorite forțelor interioare si 
Я deoarece acestea din urmă sînt două cîte două egale și direct opuse (ргіп- 
Si cipiul acțiunii și reacţiunii), tot asa si percutiile interioare vor fi două cîte două 
egale si direct opuse si prin urmare, prin adunare vor dispare din sumă. 
Sá inmultim vectorial, relația (30.4) cu vectorul de poziție r=0M al 

moleculei considerate și apoi să adunăm aceste relații. Vom avea 


А Z(r xmv) (их т) = (7 x P). 
T 

à Dar 
jd X(rxmw)-—K, 
e: momentul cinetic total final si 

, 

e Dhr xm) =Ko 
ss momentul cinetic total inițial. Deci 
li- gs | 
| K,—K,—AK- X(rx Р), (30.6) 

si adică: variația momentului cinetic total în timpul unei ciocniri este egală cu 

la- suma momentelor perculülor exterioare (date şi de legătură). 

m Relaţiile (30.5) si (30.6) corespund celor două teoreme generale din 

studiul. ciocnirii: aceste relații se pot concentra într-una singură (demon- 

55 strația aparține prof. V. Vâlcovici) observind cá Н și K sînt elementele 
Я torsorului impulsurilor T (Н), iar EP si X(rx Р) elementele torsorului per- 
р ss E S 

2 cutiilor C (P). Cele două teoreme pot fi puse sub forma 

11е, as - 

Á AC (H)—'c (P), (30.7) 
ast, adică variatia lorsorului impulsului total în timpul unei ciocniri este egal cu 
inf torsorul percuţiilor. 

uú x А " c . \ 

р $ 3. Ciocnirea centrică a două sfere. Să considerăm sferele (bilele) О, 
$i О, de mase respectiv т, Ma сате se ciocnesc după linia centrelor 0, 0, 

А 52 (fig. 30.2). Fie v, Şi Va vitezele lor înainte de ciocnire Si, Va V itezele cores: 

ji punzátoare dupá ciocnire. Problema constá in a determina pe vi si va cunos- 

car cînd masele m4, m» şi vitezele v, 51 va (vı >v). 

ay à Impulsul total dinainte de ciocnire este H,—»mqv,--mav,; impulsul 

m total după ciocnire este H; =m, +m} iar suma percuțiilor este nulă 
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— =) 
(singurele percuţiuni care intervin fiind cele dintre bile, sînt percutiuni 
interioare si deci egale si direct opuse). Aplicînd teorema generală (30.5) 
avem 
H,4— Hq-—mqi--mgvg-—mq,-—139,—0 

sau 

V, FHM =m t -|-mavo, (30.8) 
adică impulsul total rămîne constant. 

Am obținut o singură ecuație cu două na 


necunoscute 7, 51 75; problema este aparent 


me 

" z^ / 

(2c iol. nedeterminată, desi fenomenul în natură este 
" determinat. 


Siluafia dinainte de сіостге Cauza acestei nedeterminári constá in 

ipoteza fácutá asupra corpurilor solide pe care 

le-am considerat indeformabile. Se impune 

deci a considera corpurile din natură, ca fiind 

corpuri deformabile, asa cum sînt în realitate, 

Timpul de ciocnire îl vom împărți în 

Fig. 30.2 două: timpul de la început, de comprimare, 

urmat de restul timpului, Ze relaxare. 

Sferele se comprimá atît timp cât viteza punctului О, va fi mai mare 

decît viteza punctului O,, adică durează pînă la egalizarea vitezelor celor 
două sfere. => 


Percuţia P, din timpul de comprimare este dată de relaţiile 


P = — m (4 —9) =ma(u—v2), 
u fiind viteza comună. Rezultă din aceste relații 


2 л, EET) 
MW Mala p= mMma(v СА) - 
= 21-а SL 


u= 7 , 1 
m + fis MF ma 


Ín perioada a doua, de relaxare, viteza lui O, continuá sá scadá de 
la u la ví iar viteza lui O, să crească de la и la v»; percufia corespunzátoar 
acestei perioade P, este dată de relațiile 


Фф Ф 


Р,=—т.(0—и) =т,(05—и) 
de unde N 
mvi Mai, —omyms(o5 —v1) éx 
П USES SA ze 
mi +H Ma * my + 


Să notăm cu k raportul 


P. 05—01 
k= (30.9) 
Pi un ’ e. 


Pentru k=], percufia Р, restituitá prin relaxare egaleazá percufia P, din 
perioada de comprimare; cele două sfere se turtesc la început, dar apoi 
prin relaxare revin la forma inițială; acesta este cazul corpurilor elastice. 
Ciocnirea în care k=1 se numește ciocnire elastică. 

Exemple de corpuri elastice: corpuri confecționate din fildeş, ofel etc. 


ге 
Or 


are 
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Pentru k=0, P,—0 deci nu mai există relaxare; sferele rămîn turtite 

şi lipite între ele, je P,—0 înseamnă v|—v). 

Asemenea sfere se numsc mos sau plastice. Ciocnirea în care k=0 se 
numeşte ciocnire plastică. 

Exemple de corpuri plastice: corpuri confecționate din argilă, ceară, 
plastilină ete. 

In cazul corpurilor naturale, restituirea P, nu se face complet, ci par- 
fial; rezultà 0< < 1 iar sferele isi revin parțial la formele inițiale, O cioc- 
nire în саге 0<hk<1 se numește ciocnire naturală. Coeficientul k este un coe- 
ficient experimental şi se numeşte coeficient de restituire sau coeficient de 
elasticitate la ciocnire. 

În rezumat, problema ciocnirii centrice a două sfere ne conduce 
următoarele relații 


la 


WyVi-- gv — 13V 4 705 | 


| (30.10) 
pentru determinarea vitezelor finale v și vj. Vom avea astfel 
v=o CDU gp, pA A 
LEE dp [к= . а 
SA 14 n 2 14 ms, (30.1 1) 
А n | mai 


Întrucît v, >v, rezultă din aceste formule cá prin ciocnire se micso- 
rează viteza bilei cu viteză mare (vj<v,) şi se măreşte viteza bilei cu viteză 
mică (vg >v). 

O chestiune importantă în ciocnire o prezintă problema pierderii de 
energie cinetică prin ciocnire. Să notăm această pierdere cu AE. Vom avea 


AE-E,—E-(5 mw? i 1 т) (5 тий mas) ; 
Înlocuind pe ví si pe w prin valorile date de (30.11), prin simple 
n „Р ŞI I І 
operații algebrice obținem 


__ Mmm 2 f», NE a To 
E 2(m4 +m) (1—2) (0—0). (30.12) 


Așadar, în cazul ciocnirii elastice 4—1, avem АЕ =0, adică fenomenul se 
întîmplă fără pierdere de energie cinetică. 
În cazul ciocnirii plastice şi în cazul ciocnirii naturale avem pierdere 
de energie; pentru ciocnire plastică (&—0) obținem în particular 
ANZ АПА А 


2 (m4 +) 


Întrucît energia totală, conform principiului conservării energiei, trebuie 
să rămînă constantă, trebuie să regăsim energia cinetică pierdută transtor- 
mată în alte energii; într-adevăr, această energie se transformă în lucru 
mecanic de deformare a corpurilor care s-au ciocnit, în energie calorică, 
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a 
= 


întrucât fenomenul de ciocnire este un fenomen complex 


luminoasă etc 
1 ridicări de temperatură, efecte luminoase, electrice etc, 


nsotit de deformări, 


Cazuri particulare. a) Sferele sînt identice, 7 — ma și ciocnirea elastică, k=1; formu- 
lele (30.11) ne vor da in acest caz vita şi 0; p adică sferel isi schimbă între ele vitezele, 
Dacă v,—0 avem vj-—0, vj, adică în cazul cînd o sferá elastică О, lovește cu o 


viteză v о altă sferă identică О, aflată în stare de repaus, transmite sferei О, viteza sa v, $i 


sfera O, se oprește. 
b) Un alt caz particular, interesant pentru tehnică 
de masă т avînd viteza оу cu o altă sferă de masă mą aflată in repaus. 


este ciocnirea plastică а urn i sfere 


Prin aplicarea formulelor (30.11) obținem, pentru k=0, Va=0, vj «HI iar pier- 
ТЕТУ 

derea de energie cu (30.12): 

m mavi 


2(m, 4-т ) 
23 T Ma 
obținem pierderea procentuală de 


Raportată la energia cinetică inițială = 7101 


energie cinetică 


AE Ma 1 
E mym, m 
o 1 2 1 
тз 


O întreagă serie de aplicaţii tehnice pot fi asimilate acestui caz de ciocnire plastică, 
spre exemplu baterea unui cui cu ciocanul (fig. 30.3) (m, — masa ciocanului, #7 — masa 
cuiului,v, — viteza cu care ciocanul izbește cuiul) sau baterea unui pilot cu berbecul (7 
masa berbecului, m, — masa pilotului, v, — viteza cu care berbecul loveşte pilotul) (fig. 30.4). 

in aceste două exemple avem interesul ca prin ciocnive să producem mișcare şi deci 
pierderea procentuală de energie cinetică AE]JE, să fie cît mai mică. 

Pentru aceasta va trebui ca raportul m/m, să fie mare, adică masa ciocanului 
pectiv a berbecului) mai mare decît masa cuiului (respectiv a pilotului). 

Cu totul alt aspect are operația de prelucrare a unui obiect (îndoire, îndreptare etc.), 
de nituire etc. În aceste activităţi avem interesul ca să se producă ma ximum de lucru mecanic 
de deformare, deci să se piardă cît mai multă energie cinetică pentru a îi transformată im lucru 

mecanic de deformare. 
T Їп acest caz AE/E, trebuie să fie cit 
7 mai mare, adică raportul mj/m, cit mai mic 
şi deci ciocanul să aibă masa #4 mică, iar 
corpul de prelucrat să aibă o masă »" mare. 


1 


mi 


Fig. 30.3 


În acest scop, se așază corpul de prelucrat fie pe nicovală, fie pe un banc de lucru 
foarte greu pentru ca la masa corpului de prelucrat să se adauge masa nicovalei sau a ban- 
cului şi să se obțină astfel un m, mare (fig. 30.5). 

Їп aceeași situație este și operația nituirii a două piese, Se ştie că pieselor metalice 
pentru a fi prinse între ele, li se dă o gaură circulară comună prin care se introduce un 
corp cilindric cu un cap rotund denumit nit. 


“р 


W 
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tii 10,06) (col ibuterola | TI z ) 
\ ; р MU о! bate cu un їп G în cenlaltă extremitate а nitului pentru 1 
vl cu de-al doilea cap (fig, 30,0), Rolul nico Mei de la prelucrarea metalelor este aici | 
jucat de picsa 1, cate cale bin prijinită d Ite pios prin aceasta masa s esti compusă 
un masa hitului si a plesel A si cate deci mult mal mare decît masa s i elocanului P 
1 l || 1 111 А edm 
uli lel ditin | i "n і 1001 ИТЕ! i n unie nec 17 
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r 
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\ ) АТ 7 
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Fi 305 [ ] { 
$ 4. Ciocnirea oblică, Să reluăm cazul celor două sfere О 
) і , i 
nase respectiv Ph ŞI Ma; vom presupune că vitezele initiale al ете1от 


unte de ciocnire nu mai sint îndreptate după direcția centr 


direcții oarecare (fig. 30.7). 


Гле va, $1 v, respectiv aceste viteze si 2, si 4, unghiurile lor respecti і 


cu linia 0,0. 


Presupunind că la contactul dintre sfere nu apar decit f 
ia centrelor, percufia va avea aceeași direcție (nu avem d per 
recare). 


4 
{ 


direc 

de 1 
Să descompunem vitezele v, si шу, în cîte două componente, una бш 

direcția normalei comune si cealaltă în planul tangent comun: 


tru Vo, Şi Va Şi da pentru vos. 
Componentele 4, si 4, din planul tangent nu se modifică 

nire (deoarece frecările lipsesc). Celelalte, v; si va, însă se mor 

şi v; conform relaţiilor (30.10) si (30.11), - 

de trebuie sá facem inlocuirile ү 


U 


9, COS a. 
Vitezele vj, 51 vo, după ciocnire vor 
avea expresiile 


BL 
1 


79 


1 
p? 


1447 Uo, SIN 0], 


itezele după ciocnire vor face cu direcția 0,0, unghiurile 8, si B, (fig. 30.8 


date de expresiile 


Caz particular. О bilă loveşte un perete А cu vit 
unghi a cu normala în punctul de contact (fig. 30.9). Componenta v, si 
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după direcția peretelui nu se modifică; cealaltă v, cos « își schimbă sensul 
şi ca mărime devine kvo cos ж. După ciocnire, viteza v, va avea mărimea 


$ Hana geL pui Gas ара, 
v -Vu sin? a.-- £392 cos? х - v, —v,V sin? «4 k? cos? av, 
iar 
Ug Sin & 1 
о [== -= tg a. 
ot kug cos ® k Е 


Deoarece «1, rezultă 87»«. Deci prin ciocnirea unei bile de un perete 
fix, viteza se micșorează și vectorul viteză se depărtează de normală. 


N 
% у, A 
N (Lo 


4 


иајіа după clocnire 


Fig. 30.8 Fig. 30.9 


Pentru &—1 avem ?,—7, şi «=. Regásim pe această cale legile reflexiei 
fotonului de lumină care loveşte oblic o oglindă: viteza sa rămîne aceeaşi, 
unghiul de incidență este egal cu unghiul de reflexie. 


5. Ciocnirea unei sfere eu un corp care se poate roti în jurul unei 
axe fixe. Să considerăm un corp mobil în jurul unei axe О, avînd momentul 
de inerție /, în raport cu această axă. O bilă de masă m izbeşte corpul 
într-un plan perpendicular pe axă după normala comună în punctul de 
contact A (fig. 30.10). 

Fie v viteza bilei înainte de ciocnire si v, după 
ciocnire, fie о şi o, vitezele unghiulare ale corpului 
în jurul axei înainte şi după ciocnire. Necunoscutele 
problemei sînt vitezele v; $i o, după ciocnire. 

Dacă luăm bila şi corpul împreună, singurele 
percusiuni exterioare sînt cele de legătură, care apar 
în punctele de prindere ale axei. Aplicînd teorema 
variației momentului cinetic $i aceste percusiuni vor 
dispărea. Vom avea 


K,— Јо т, Ку Јоу Бил 


ЕЕЗ K,— Ko = Јо Hml Јо —mal=0. 


Rezultă 
оо mol J 43 4- mul, (30.13) 
mentului cinetic. Pentru determinarea celor 


ceea ce reprezintá constanfa mo : 
avem nevoie de încă o relație, care ne este 


două necunoscute v, Și o, mai 


E фы, ȘI | 721 


m de expresia coeficientului de restituire А cunoscut de la ciocnirea 
centrică 


ас, (30.14) 


Insă avem o/=004 cos ф, ol=o0,04 cos ф şi prin urmate numărătorul, res- 

pectiv numitorul lui k, reprezintă componentele vitezelor relative după 

ciocnire si înainte de ciocnire îndreptate în direcția normalei comune. 
Rezolviud sistemul (30.13) si (30.14) obţinem 


(v al) (14- À 0 =— (0; FA 
Un U CUN E W= w- ( bu J) $ ? " 
T mp , [ 7] (30.15) 

Us тр 


Pierderea de energie cinetică prin ciocnire este 
ABE BI Jow? 1 и? 1 Jo0?— L m? 
Оа 56 9010 ni 9 J 0° 2 1 


sau, efectuînd calculele, 


AE= do — (1—R2)(v—«1)? 
PELES A (1—?) (0—о0/)?. (30.16) 

În cazul ciocnirii elastice k=1 avem AE=0, deci ciocnirea se produce 
fără pierdere de energie cinetică. 

În cazul ciocnirii plastice k=0 şi în cazul ciocnirii naturale 0— £— 1 
ciocnirea este însoțită de o pierdere de energie cinetică. 

Pierderea este maximă pentru ciocnirea plastică şi anume 


— am], (7— 61)? 
AE= 2(m-FJy) ` 


Percuţiile pe axă îm ciocnirea unui corp avind o axă fixă. Centrul de 
percuție. Fie un corp mobil în jurul axei fixe 00, prinsă în punctele O 
şi О, (00,=h) (fig. 30.11). Să raportăm acest 
corp la un sistem de referință Oxyz astfel ales, 
încât OO,x să fie axă Ох, аха Оу perpendiculară 
pe Ox să se găsească în planul xOy care confine 
centrul de greutate G al corpului, iar axa Oz 
perpendiculară pe planul хОу cu sensul ales astfel 
încât sistemul de referință să fie drept. 

Să notăm cu xg, yc, 200 coordonatele 
centrului de greutate G. 

Să presupunem că într-un punct A (X4, Ул 24) i 
se aplică o percuție exterioară P(Pa, Py, P). 
Din cauza acestei percuţii vor apărea în Oşi О, рет- 
cufiile de legătură P (PiP, Pi), si P'(Ps. PP). is Rex 

Fie o $i o vitezele unghiulare de rotaţie ale сора ui în, jun E 
00, înainte şi după ciocnire. Aplicînd teorema generală a impuls , av: 


AH ,—Pz-4- Pi iis AHy— Py4- Py DS AH ,— P ;4 P.EP 


Fig. 30.11 
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Teorema generală a momentului cinetic dá 
AK,—y4P,—z24Py;  AKy 24 Pa— 4 Pa hPa i; AK,—x4P,— 
—y4Psg--h Py. 


Dar, pentru un punct oarecare M(x, y, 2) impulsul inițial Н, și cel final H; 
vor avea expresiile 


| 2 7 А 
H =m =moxr=mo 0  0|=—mogi moyk 
| Ar Ай 


H,—mv,—mo,xr- —-moyzj4 mo yk, 


iar momentele cinetice corespunzátoare K, $i K, expresiile 


EXEC: | 
Ky—rxHy— | X y 2 —mo(z?--y?)i— тоху moxzk 
|0 —meoez тоу 


Кү= mojq(22--y3)i—meo,xyj meyxzh. 
Deci 


AH = SH s— SH oz=0 


AH y—Y,H,y ЎН oy= — уто Уто (94—09)Mzg —0 
AH ;—Y,H; SH o 2 (94—09)M ya 


(M masa totalá a corpului) 
AK = SK SE os—Ymn(ox—0)2*-- y?) —J ao) 
AK,—Y,Riy Y K,-—YXn(ei—e)xy-— —J (1-0) 
AK,—Y,K,,—Y, Ky = Уто Q)xz— — J5,(0,—) 


(az, Jay. Jzz momente de inerfie). 


Rezultá 


0—PRPLRPL  0—PyRPRPS  (0—o)Mye= Petr Pet Pe 


J «z(9,—) — y4P z—4APy;  —Jzwlo -Q)—z4Ps—xa4P ,—hP: 


— Јоу о) = x4 Py — ya Pa-- Py 
yx y 
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i a Cada e UU cie куе e te ш: 
de unde 
PPP, “By РИШ ШШ ЭА pe Ace 
h 
n ies РАР; 
Р.= (о, Q)M yg —P ; Jay — 9) AP в tA T; 
h 
р" ] а:(© 0) d YAPy — yAPz , р" JTay(93— o) +4 Pa — XAPz 
> h ; X h А 
Nedeterminaji rămîn Pa şi Ps, nedeterminare datorită faptului 
j- că axa 00, s-a presupus rigidă. 


Ne propunem acum să găsim condițiile ca să nu avem percufii (smu- 
cituri pe axă. Va trebui ca 
ру2 роуд п, =й DEAD — > pp = 
Р=Р=Р,=Р,=Р=Р„=0. 


Rezultă 
P,—0; Py=0; P,—(»v,—o)Myo 
5 Јау(®— 9%) Jay t Jas(*—9) __/шх_. TA 
vA Р; Mye ’ ЎАР PI MYA? Jao770- 


Prin urmare, condiţiile căutate sînt: 
1) percutia Р aplicată corpului trebuie să fie perpendiculară pe 
è planul xOy determinat de axa de rotație Ox şi centrul de greutate G 


| al corpului 
PERIE Р=Р,+0); 


2) аха de rotaţie trebuie să йе о axă principală de inerție în punctul 
în care planul perpendicular pe axă confine percutia; 
3) percufia sá fie aplicată într-un punct A (ха, Ya, 24) denumit 


4 centru de percuție situat pe dreapta 
ki a ЕЕС 
ХА Myg › YA Myg А 


dreaptă perpendiculară pe planul xOy. 
Distanţa de la centrul de percuție la axa de rotaţie este уд; se constată 
că această distanță este chiar lungimea pendulului simplu sincron, care 
» are aceeaşi perioadă a micilor oscilații, ca si corpul în oscilafiile sale în 


jurul axei 00}. . iy E ^ 2 à 
Percuţie aplicată asupra unu corp rigid liber. Sá considerăm un corp solid 


un punct dat A unei percufii cunoscute P. Se presupun 
a centrului de greutate С al corpului si 
de greutate dinainte de aplicarea 


dat supus într- 
de asemenea cunoscute viteza Vo 
viteza unghiulară o, în jurul centrului 
f percufiei. 


Se cer: viteza centrului de greutate v, şi viteza unghiulară în jurul 


acestui centru o, după aplicarea percujiet. 
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Aplic ind teoremele generale date de relaţiile vectoriale (30.5) si (30.6) 


prin proi« tiile respective pi axele unui sistem de referința (ra recînd 
prin G avem 

Flo D ) А 

M | 11 0 l M | 12 0 | Mi | 02) / 

F (013 [On ] (Oy [OFT Ја (604 wg) | Р | 

Ё OTT 0) (0) ] (4 a 2) / @ ‹ , (Р (Р 

| zoo 2—0002)—J zs(12— 092) —J 10000 (Р, Р 
in care M este masa corpului si Jaz: Гур J Ius d za, Jay; momentele d 
inerție în raport cu axele de coordonate 

Avem astfel un sistem de şase ecuaţii си șase necunoscute g; Va 

Si wr, Oy, Oz Саге ne determină valorile căutate ale vectorilor v, $1 о 

Alegind sistemul de referință Gxyz astfel încît axele să corespu 
direcțiilor principale de inerție /7,— /y /&==0, ultimele tr | 
reduc la 

J zalia Фол) У РЬ z4Py; „уубу оуу) (P3 «АР 

J zz(012— 02) = va Py УАР». 

Dacă fenomenul se petrece in plan (planul ху), cele şase ecuaj 
reduc la trei: 

M(vjz—v9z) — Pa; M(v1y—"oy) Py 
Ic(o, Qo) —x4APy—y (Рх 
cu necunoscutele 77, Viy $1 ©. 

Perculie aplicată unui corp cu un punct fix. Să conside E 
cu un punct fix O supus la o percuție P aplicată într-un punct A; datorit 
acestei percufii se va produce si o percuție de legătură P, aplicată 
Să notăm cuo, viteza unghiulară a corpului, înainte de aplicarea percuj 

Să determinăm viteza unghiulară o, după aplicarea percufiei. 

Alegem un sistem de axe Oxyz corespunzător direcțiilor p 1 
inerție; prin aplicarea toremei generale a momentului cinetic а 

Jiale 002) —yaPz—z24Py, Јуду oou) za Pr— Xa P 
J 22(912—092) — X АРу-–улРа, 
adică un sistem de trei ecuaţii cu trei necunoscute өү, €, y, €; CATE 
mină vectorul căutat w,. 
5 6. Legături rigide. Teorema lui Carnot. Un caz de ciocnire des 


întîlnit în tehnică este acela datorit introducerii bruște a unei legatu 
rigide, persistente, în mișcarea fără frecări a unui sistem de corpuri rigid 
Să considerăm o particulă izolată din acest sistem, de masă ш, ах ind vite 


і se 
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4) Алач А inatar 6 badea а: : v . ti 
Vo înainte de aplicarea legăturii si viteza v, după aplicarea legăturii; vom 
putea scrie 


т, 9) = P 


) £3 wontia res ü i 
P fiind percuţia rezultantă care acționează această particulă. 
Înmulțind scalar relația de mai sus cu v, avem 


mv (v —9) = Pv, 


care se poate pune sub forma 


Scriind aceste relații pentru toate particulele care formează sistemul şi 
adunînd, avem 


Dar 


5 — E, — energia cinetică totală înainte de ciocnire; 
5 в ат y ЭИ 

у= Ё} — energia cinetică totală după ciocnire; 
Se E Cre MU ATER З 

Ys m(v,—v,?—E' — energia cineticá pe care ar avea-o sistemul 


dacă orice particulă ar avea viteza 0 —7;— Vo (denumită şi viteză pierdută). 
Însă avem 
y; ,5,—0, 


deoarece sistemul este rigid, iar percufiile sînt sau interioare sau exterioare 
fără frecári (in acest ultim caz P este perpendicular pe v). 


Rezultá 
E,—E,—E'. 


Aceasta reprezintă teorema lui Carnot: În ciocnirile sistemelor rigide fără frecări, 
prin introducerea bruscă. de legături rigide, pierderea de energie cinetică din 
timpul ciocnirii este egală cu energia cinetică a vitezelor pierdute. 

зепеа ciocniri pot fi considerate ca ciocniri plastice; 


Menţionăm că asen niri ҥ] a ci 
ciocnirea plastică a două sfere, ciocnirea plastică a unei sfere cu un corp 
avînd o mişcare de rotaţie în jurul unei axe fixe, studiate precedent, verifică 


teorema lui Carnot. 

ă teoremă într-o problemă tehnică simplă şi anume cuplajul bruse prin 
Р, și moment de inerție J, în raport cu axa orizontală de rotaţie 
unghiulară оо, cu o altă roată О, de rază К, si moment d e 
ntală de rotaţie О, aflată în repaus (fig. 30.12). Să notăm 
ale roţilor O, si О, după ciocnire. 


Să aplicăm aceast 
curea a unei roţi O,, de rază 
O,, aflată în mişcare cu viteza 
inerție J, în raport cu аха orizo: 
cu оу $i 0 


vitezele unghiulare respective 
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Avem cinemati 
oh 65, 


conform teoremei lui Carnot 


l4 hl fie a 
o m m hoi D [08 7 АСТ 01) 
Rezolvind acest sistem de două ecuatii cu două necunose 
Op 
w=- , 
1 T 
14 Ja Ё Ri 
Ji R3 
wo hn, 
Wo Ah Hh. WE" 
° ti Ye 
pala tii 7 
Ja Ri 


ci valorile căutate. 
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" XNNI, GENER VALITATI ASUPRA MECANICII ANALITICE, 
PRINCIPII ANALITICE DIFERENȚIALE: PRINCIPIUL LUI D'ALEMBERT 
PRINCIPIUL LUCRULUI. MECANIC VIRTUAL, PRINCIPIUL LUI GAT Ss 
| \ 1. Generalităţi asupra mecanicii analitice. Am văzut că mecanica 
lace parte din categoria ştiinţelor naturii, adică a științelor care se ocupă 
cu studiul sistematice al fenomenelor universului material. Ea se distinge 
de celelalte ştiinţe din aceeaşi categorie, prin însușirea de a putea fi con- 
Struită în mare măsură pe cale deductivă, cu ajutorul instrumentului mate- 
matic, pornind de la cîteva postulate de natură experimentală, Aceste 
postulate fae legătura de bază dintre fenomenele naturii, pe de o parte, si 
construcția matematică a disciplinei, pe de alta. 


Mecanica astfel construită este numită de către unii autori „Mecanica 
teoretică” (de exemplu de către autorii sovietici, germani, englezi etc.), 
iar de către alții „Mecanica rațională” (de exemplu de către autorii francezi, 
italieni etc.), pentrua o distinge de „Mecanica fizică”, în care accentul se 
pune pe metoda experimentală, precum si de „Mecanica tehnică” izvorită 
din probleme puse de tehnică. 


Problema centrală a mecanicii teoretice se poate pune în felul următor: 
Un sistem (A) de n puncte materiale Aq((—1, 2, ..., n) avînd respectiv 
› D i ў; 

masele mq si vectorii de poziție v, este supus acțiumi unor forie Е; (Е; lucrează 
asupra punctului material Aq) şi unor legături Ly(k—1, 2, ..., m). 

Cumnoscînd valorile vo; ale vectorilor de poziție v; în momentul initial 
(de pildă 1—0), precum şi valorile vitezelor inițiale vq ale punctelor Ai, se 
cere să se determine mișcarea sistemului în intervalul de timp (0, t) în care 
forțele Fi si legăturile Ly sînt date ca funcții de coordonatele punctelor A 
de vitezele lor și de timp. 

Vom presupune că F; este rezultanta tuturor forțelor care acționează 
asupra punctului 4;, atit a forțelor exterioare cît si a celor interioar 


i; 


Problema aceasta a fost formulată de altfel si atunci cînd ne-am ocupat 
de dinamica sistemelor, cu deosebirea că acolo legăturile L; nu erau men- 
fionate în mod special. Împărțirea forțelor în exterioare si interioare а 
fost făcută în vederea eliminării acestora din urmă — a forțelor interioare 
— prin combinații potrivite între ecuațiile respective, deoarece în cele mai 
multe probleme, expresia forțelor interioare nu figurează printre datele pro- 
blemei. Astfel s-a putut formula teorema torsorului, în care forțele inte 
rioare nu mai apar. dd Buoni —— йш ; d : 1 

Acum nu vom mai face aceastà distincție între forțele interioare şi 
cele exterioare, deoarece vom presupune expresia ambelor categorii de forțe 

J , 
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ca fiind dată în momentul punerii problemei. Ne vom ocupa însă de legă- 
turile Lẹ între punctele sistemului precum și de reacfiunile de legătură 
la care ele dau naștere și care nu figurează printre datele problemei; pe 
acestea vom căuta să le eliminăm din calcule, pentru a obține ecuații 
cuprinzind numai mărimi cunoscute, — în afară de necunoscutele naturale 
ale problemei, vectorii de poziţie r(i=1, 2, ..., n) priviţi ca funcții de 
timpul î. Eliminarea lor se face cu ajutorul unui principiu general apli- 
cabil tuturor legăturilor care nu implică frecarea. Pentru a-l putea aplica 
"vom presuptine deci că reacțiunile de legătură nu implică mici o frecare 
ipoteză care restringe în mod simţitor sfera problemelor ce se pot trata, 
în special a acelora care se întîlnesc în tehnică. 


„Mecanica, privită sub aspectul acesta teoretic, se numește „Mecanica 
analitică”, nume pe care і 1-а dat Joseph Louis Lagrange. În anul 1788 а 
apărut la Paris celebra sa „Mécanique analytique", în care autorul sintetiza 
rezultatele obținute de înaintașii săi Jean Bernoulli, Pierre Louis Moreau 
de Maupertuis, Leonhard Euler, Jean le Rond d'Alembert, atingând un înalt 
grad de matematizare. 

Concepţia lui Lagrange despre mecanică este în mare măsură deosebită 

" de aceea a fondatorilor ei, Galileo Galilei si Isaac Newton. Pe cînd aceștia 
socoteau mecanica drept o ştiinţă fizică, o știință a naturii, care trebuie 
să țină contact permanent cu experiența si observaţia, — Lagrange, în intro- 

du NE ducerea mecanicii sale, enunță concepția unei discipline abstracte, „un capitol 

Li al Analizei matematice", menfionind, ca un titlu de glorie, absenfa oricárei 4 
figuri în tot tratatul său. Această tendință de abstractizare a unei științe 
cu bază concretă, a fost mai tîrziu abandonată, fiind necorespunzătoare, 
mai cu seamă în decursul veacului al XIX-lea, cînd s-a afirmat din ce în 
ce mai mult caracterul concret, fizic al mecanicii, aşa cum 1-1 impun 

di cerințele fizicii si ale tehnicii. Totuşi, trebuie să recunoaștem că impulsul 
р dat de Lagrange înspre matematizarea cît mai completă а mecanicii a dus 
la dezvoltarea unor capitole ale analizei, precum: calculul variațiilor, teoria 
ecuaţiilor diferențiale cu derivate ordinare și mai cu seamă a acelora cu 
derivate parțiale, transformările de contact si transformările canonice, teoria 
formelor Pfaff, teoria invarianfilor integrali etc. 

Se poate spune cá mecanica analiticá a deschis perspective de cer- 
cetare, pe másurá ce principiile ei — analitice — au fost formulate. Aceste 
principii sint în general clasificate — după metodele matematice pe care 
le folosesc si după scopul fizic în care sînt folosite — în principii diferen- > 

| tiale (al lui d'Alembert, al lucrului mecanic virtual, al lui Gauss) si principii 

| integrale sau variajionale (al lui Hamilton, al lui Maupertuis). 
După Lagrange, s-au mai distins prin lucrările lor în „Mecanica ana- 
Ийса”: Rowan Hamilton (1805—1865), Karl Friedrich Gauss (1777 —1850), 
| Jacobi (1804—1851), M. V. Ostrogradsis (1801—1861), Nicolai Egorovici 
Jukovski (1847—1921), S. A. Ciaplighin (1869—1942), A. M. Lianupov 
(1857 — 1918) etc. : "пш 

Тат în timpul din urmă — în veacul al XX-lea — „Mecanica analitică 
a servit în mod deosebit noile teorii ale fizicii — teoria cuantelor, mecanica А 
ondulatorie, mecanica statistică, mecanica relativistă. 
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i $ 2. Fortele de legătură, Axioma eliberării. Principiul lui d'Alembert. 
Pentru a putea aplica ecuația lui Newton mişcării fiecărui punct 4; va 
trebui să avem dreptul de a înlocui legăturile care jenează mișcarea punc 


tului A; printr-o forță Кү, asa cum am făcut în cazul punctului material 


obligat ‚5а rămînă pe o suprafață sau pe o curbă. Forțele R; care înlocuiesc 
legăturile, astfel ca sistemul să poată fi tratat ca un sistem liber sub acti 
unea forțelor Fi si R, se numesc forle de leedlurd sau vea, гит. Pentru a 
deosebi forța F; de Ri, vom spune că forţa F 
direct aplicată. 

Legitimitatea acestei înlocuiri a legăturilor Ly prin sistemul de forte R; 
este dată de teorema despre care s-a mai vorbit la „Statică” si „Dinamică” 
şi care are caracter axiomatic, fiind totodată bazată pe exper ienfá, 51 anume: 

Axioma eliberării: există lotdeauna un sistem de forle (Ri) astfel, încit, 
aplicat fiind sistemului de puncte materiale (Ai), fiecare punct А; să poală 
fi tratat ca un punct liber sub actiunea forței ЕК, (Fi) fiind sistemul 
de forte date. | 

În virtutea acestei axiome, mișcarea punctului А; se supune legii 
a doua a lui Newton 


4 este o forță dată, sau forță 


mia4— F4 Ri, (= АШ ДА (31.1) 


ma fiind masa, a; accelerația punctului considerat As(i=1, 2, ..., m), ca şi 
cînd punctul ar fi liber, degajat de orice legătură. 

Simbolic, putem spune că aplicarea operatorului (F;) H (Lx) asupra sis- 
temului (А) de puncte este același lucru cu aplicarea operatorului (F;)--(R;) 
asupra sistemului (4) 

[(®)-„(Ь)1(А)= KF)--(R21(4). 

Axioma eliberării, care mai poate fi numită și axioma existenţei 
forțelor de legătură (3, ne conduce la următoarea teoremă: 
dacă la un moment dat legăturile Ly pot fi înlocuite prin sistemul de forte (Ri), 
atunci sistemul de forie (— Rs) în acel moment este în echilibru cu legăturile. 

Proprietatea este evidentă. Într-adevăr, dacă asupra sistemului (4) ar 
lucra numai forțele (— К), atunci transformind legăturile L; în forte (R;) 
vom putea scrie pentru fiecare punct A; condiția de echilibru 

—Ri--R,20 (i—1, 2, ..., n). 


În virtutea acestei teoreme, sistemul de vectori (— R;) îndeplineşte 
condițiile de echilibru, aplicat fiind sistemului (А) cu legăturile Li. Ca o 
consecință imediată a acestei teoreme, vom deduce principiul (analitic al) 
lui d'Alembert. 

Formulareaprincipiului lui d'Alembert. Vom porni de 
la ecuafia cunoscutá 


—mia4- Ft Ri=0 (31.1 
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(în care Fi este forța propriu-zisă aplicată ] 
reacţiunea din legături), sau încă 


unctului material, iar R, este 


Ф; Ri 0, (i Ш оу Л (31.2) 


unde 


Ф; = — Mð Fi, (1 КЕЛУУ n). (31.3) 


Ecuafia (31.2) ne arată că sistemul de vectori Ф; este în echilibru cu 
sistemul de vectori R;, cele două sisteme alcătuind la un loc un sistem nul. 

Dacă ne este îngăduit să dăm vectorului Ф; înţelesul de forță, ecuația 
(31.2) ne arată că sistemul de forțe Ф; aplicat sistemului (44) de puncte 
materiale, echilibrează sistemul de forțe de legătură Љу. Acesta este con- 
ținutul principiului lui d'Alembert pe care-l enunțăm. 


Principiul lui dAlembert (prima formă): dacă asupra 
fiecărui punct А; al unui sistem (А) ar lucra câte o forță egală cu 


D= —miai-Fi, (i—1, 2, ФУ); 


sistemul forțelor Ф ar face echilibru legăturilor. 

Principiul lui d'Alembert (a doua formă): dacă pe lingă forta Е; am 
aplica fiecărui punct A; câte o forță egală cu —miai, atunci forțele astfel 
obținute ar face echilibrul legăturilor. 

Cele două formulări ale principiului (identice între ele) provin din 
ecuaţia (31.2). Într-adevăr, sistemul de forte R; înlocuiește legăturile (prin- 
cipiul eliberării), deci sis emul de forțe Ф; echilibrind conform ecuației 
(31.2) sistemul de forțe R;(i=1, 2, ..., n), echilibrează însăși legăturile. 

Trebuie să atragem atenția in mod special cá în principiul lui d'Alem- 
bert nu poate fi vorba de un echilibru efectiv; într-adevăr, un echilibru 


efectiv ar fi realizat în cazul cînd vectorul Ф; ar reprezenta o forță care 
acționează asupra punctului material A;(i=1, 2, ..., n), adică în cazul cînd 


—mia; ar fi o forță care lucrează asupra punctului A;; însă o atare afir- 
mafie nu ar fi exactă, căci asupra punctului A; nu lucrează decît forțele 


Fi 51 Ri. 2 

În dinamica punctului am întîlnit forța de inerție —ma, care are 
aceeași expresie ca și vectorul — mia; din cazul de față. Am arătat atunci 
că forța de inerție — ma acţionează, nu asupra punctului material А; де 
masă m şi de acceleraţie a; сі asupra agentului care provoacă forța F 
determinînd acceleraţia a;; forța de inerție este o forță de reacțiune, născută 
de forța F, în baza principiului acțiunii şi reacţiunii. 4 

Aceeaşi observaţie trebuie făcută si cu privire la vectorul — Miti, 
dacă cumva el este interpretat ca reprezentînd forța de inerție а punctului 
material 4;; aşadar, el va fi o forță care nu lucrează asupra punctului 


1 A y "tel DP o. 
material A4, ci asupra agentului care dá naştere forței Fit Ri. 


Această observaţie asupra naturii forţei de inerție este necesară pentru 
a se evita unele confuzii la care poate duce principiul lui d'Alembert, daci 
nu se ține seama de înţelesul pe care-l ari noțiunea de echilibru” în expresia 
principiului, Ecuația (31.1) reprezintă, est drept, condiţia necesară si sufi 
cientă de echilibru a celor trei ectori m 


di, Ё{ 81 Ri, prin urmare e: 
reprezintă condiţia de echilibru într 


cele trei forțe avind aceste expresii 
dacă toate trei ar fi aplicate a upra punctului material Aș. Insă în realitate 
numai două dintre ele, Zi; si Ri, sînt aplicate asupra acestui punct material 
pe cînd cea de a treia, Midi, à fost introdusă ca un ctor care, dacă 
ar reprezenta о forjá aplicată punctului malerial Ay, ar fi în echilibru « 


forțele F; şi Ri; ea poate îndeplini condiţia de a re prezenta o forţă, anum. 
forța de inerție corespunzătoare punctului material Ay, í 


insă in ai t caz 
еа nu acționează asupra punctului material Ay 


Cu alte cuvinte, avem alternativa următoare în privința mărimii 


Midi 
sau reprezintă o forță fictivă aplicată asupra punctului material Ay aşa 
cum am introdus-o în ecuația de echilibru (31.1) sí deci nu poate fi vorba 
de un echilibru efectiv deoarece forța ma nu există; sau reprezintă forța 
de inerție — ma; cu care se confundă ca expresie, însă în acest caz ea, 
ca forță, nu lucrează asupra punctului material Aş, deci iarăşi nu poate fi 


vorba de echilibrul forțelor aplicate asupra punctului material Ау. Aşadar 
în nici una dintre cele două alternative, nu putem vorbi de un echilibru real 

Se obișnuiește a se lua vectorul —71;2; care intervine în ecuația (31.1 
ca forță de inertie, adică se alege cea de-a doua alternativă dintre « 
formulate. În consecință principiul lui d'Alembert poate fi exprima 
sub forma următoare. 

Principiul lui dAlembert (a treia 
inerție împreună cu forțele proprii fac echilibru legăturilor. 

Vectorul Ф; poate fi numit vectorul lui d'Alembert sau chiar forta 
d'Alembert, dacă admitem că vectorul ma; reprezintă tot o forță 
lui d'Alembert capătă şi o semnificație fizică dacă exprimăm forța 
priu-zisă F; sub forma 


formă): forf 


Fim bi. 


Din această expresie a forţei /';, ea apare ca fiind alcătuită di u 
forțe: una mia, care este în stare să-i dea punctului material A;, considerat 
liber de orice legătură, accelerația a;, adică tocmai accelerația pe car 


punctul material o obține prin acțiunea forţei F+ în cazul real cînd punctul 
este stînjenit în mișcarea sa de legăturile sistemului; cealaltă Ф; este 
pierdută din cauza legăturilor. Vom numi forța Ф; cînd ea reprezintă 
din urmă porțiune din forța Fi, forța pierdută. 

Tinind seama de noua interpretate a vectorului Ф; putem 
cipiului lui d'Alembert următoarea formi: 

Principiul lui d'A lem b ert (a patra formă 
dule formează un sislem de forje în echilibru cu legăturile. 
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„Principiul lui d'Alembert are un vast domeniu de aplicaţie, Pornind 
mai cu seamă de la ultimele sale forme (a treia si a patra), acest principiu 
este considerat ca dind posibilitatea de a reduce problema dinamicá a miş- 
cării unui sistem de puncte materiale, la o problemă de echilibru, adică 1а 
o problemă de statică. Cum în practică, mai ales în tehnică, problemele 
de statică par mai simple, în orice caz, mai obişnuite decît cele de dina- 
mică, principiul lui d'Alembert este preferat adeseori, față de alte mijloace 
de a trata problema de dinamică. l 

Acest fel de a privi principiul, care aduce desigur servicii mari tehnicii, 
are neajunsul de a da naștere cîteodată la unele confuzii de ordin principial. 
Anume, se face confuzie între echilibrul unor forțe anume dispuse, asa cum 
apare el în principiul lui d'Alembert și între echilibrul unor forțe reale si 
cu adevărat aplicate sistemului de puncte materiale, 

Considerafiile critice pe care le-am făcut sînt destinate să evite atari 
confuzii, 

Reacțiuni statice. Reac]tuni dinamice. Din ecuaţia de echilibru (31.1) 
putem deduce valoarea unuia dintre cei trei vectori, — mas, F4, Ry, cînd se 
cunosc ceilalți doi. In tehnică se întîmplă adesea cá se cunosc vectorii 
mai, Fi şi se caută a se determina reacfiunile A; care joacă un rol impor- 
tant în numeroase probleme tehnice. În cazul special cînd л; este nul în 
tot sistemul (/—1, 2, ..., n) avem o problemă de statică. Reacfiunile res- 
pective se numesc veacțiumi statice. În cazul cînd cel puțin o parte dintre 
accelerații sînt diferite de zero, expresia reacfiunilor va confine valoarea 
acestor accelerafii; ele se numesc atunci reacpiuni dinamice. 

Echilibrul relativ. Principiul lui d'Alembert ne permite să scriem con- 
dițiile de echilibru relativ, adică față de un triedru în mișcare. 

Fie T; un triedru fix de trei axe triortogonale față de care un alt 
triedru T are o mișcare cunoscută, determinată în fiecare moment prin 
mișcarea elicoidală instantanee (vy, o), unde am însemnat cu v, viteza 
originii О a triedrului Т si cu o rotația instantanee a acestui triedru față 
de аха care trece prin О şi care are direcția vectorului o. Am văzut că 
punctul material A de masă m, avînd accelerația a față de triedrul mobil T 
se va mişca potrivit ecuaţiei 


ma - FF. E, 


unde F este forța propriu-zisă aplicată asupra lui A, iar Fẹ Fe forțele 
complementare (de transport și Coriolis) provocate de mișcarea triedrului 
mobil T. Dacă cele trei forțe F, Fi, Fe sint în echilibru, adică formează un 
sistem echivalent cu zero 
Е+Е,+-Е,=0, (31.4) 
atunci condiţia de echilibru relativ a punctului A este îndeplinită. Trebuie să 
observăm însă că F, este nul din cauză că viteza relativă este nulă, așa 
încît condiția (31.4) se simplifică. : 
Dacă în loc de un singur punct material A, avem un sistem de puncte 
materiale, în special un corp solid, atunci ecuația (31.4) se va înlocui prin 
condiția corespunzătoare, astfel încît sistemul de forțe care lucrează asupra 


T 


ENS 


i GENERALITAT UPI 1 CH | 
uq > 
Diu Я : і 
nis. sistemului considerat, atit fortel propriu-zise, cît si 
Ny să formeze un sistem echivalent cu zero, În le Qi 
k | | eh 
NN citeva cazuri mai importante ca aplicaţii de hulibru 
ina. SNupratndllarca vel l 1 
na distanță oarecare are forma circulară, T1 
е situat la înălțimea centrului de greutat ( | 
; (fig. 31.1), Pie R raza cercului din cate face parte ai 8 
lon centrul acestui сеге, Vom presupune că triedrul 
pial originea în O şi axa Ол dirijată după raza ( Ірга 
% y a gonului va lucra deci forța complementară de trans] 
ud (forfa centrilugă) 7, dirijată pe raza veetoar: pr 
dle NI rior si egală cu 0 
atari R” j 
(31 m fiind masa vagonului si viteza 1. Această forță 
E 1) trebui să fie echilibrată de greutatea С a vagonului, (f 31 
And Se precum si de reacţiunea normală N a solului 
7 ү Ге == 0 
impor- Dacă terenul este plat, ecuația precedentă (31,6) nu poat 
nul in Fi =0 adică tinind seama de valoarea (31.5) a forței F,, numai da 
ile Ф deci să dăm о înclinare potrivită a solului, în care caz fort 
„IS cala. Proiecţiile ecuației (31.6) pe orizontala si pe rticala locului r 
dintre N sin «—F4=0, N cos 4—G=0 
aloarea > unde cu N, Fe şi G am notat valorile absolute re pective fort 
pe № între aceste două ecuaţii obţinem 
em con- tg ace tg a 
G К 
" care ne dă inclinarea « în funcție de mărimi cunoscute În pr 
> un alt ToS ЖҮР ] 
- > cateta / a triunghiului de supraînălțare construit pe ipotenuza 
i prin | g I 1 | 
ent p | 
| viteza 24 
0 " | 
dru față T man 
! a Ü 
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ы œ | 
с, Й A 
tried j 
м ш ~e 
-mează I 
4) (fig. 31.2). Cum Л este egal cu / sin х si cum putem confunda tg x cu 
indeajuns de mici (cum se intimplá in realitate), formula (31.8 
e% TH] 
preb cà / A 
mm 25 R 
p Rolația unui solid în jurul unei axe fixe. Ca 
PA presupunem că C este centrul de greutate al unui solid care 
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cu viteza unghiulară constantă w, în jurul axei fixe Oz (fig. 31.3). Vom 
presupune că punctul C se află pe axa mobilă Ox care face parte din trie- 


drul Oxyz solidar legat cu solidul. Orice punct material A al solidului 


avînd masa m şi vectorul de poziţie 7 faţă de triedrul 7/(=Охуз) va fi 


solicitat de forța de transport (forța centrifugá) 

| == о? 
unde r’ înseamnă proiecția vectorului » pe planul xOy. Conform principiului 
lui d'Alembert, sistemul de forte (71) aplicat solidului trebuie să fie în 
echilibru cu celelalte forte, adică cu forțele propriu-zise şi reacțiunile axei 02. 


Fiind vorba de un sistem de vectori alunecători, condiția de echilibru se 
va exprima anulind torsorul lor. Prin urmare, echilibrul relativ se va realiza 


egalind torsorul forțelor 7, cu torsorul celorlalte forțe, cu semn schimbat. 


Rámine deci de calculat torsorul sistemului (/7,) de vectori. Insemnind 
cu 00}, M4 componentele vectoriale ale acestui torsor în O, vom avea 
Q1— 0? уут, Mi — o? Yrxmr, (31.9 


sumele fiind extinse la toate punctele A ale solidului. Însă 


, 


ууш ==Мо 
unde am notat cu M masa solidului și cu р vectorul de poziție al сеп 
de greutate С față de triedrul Т. Proiectind această ultimă relație vectori 
pe planul xOy obținem o nouă relaţie vectorială 


Ymnr'—Mg 
2) | 
ceea ce transformă prima relație din (31.9) în 
(Q,— eMe, (31.10 
astfel încît cele trei proiecții Riz, Riy, Riz ale vectorului (9, pe axele 
triedrului 7 vor fi date de expresiile 
(D= Ml, R =0, RU 31.11 


unde am notat cu / distanța OC. 

Pentru a determina proiecţiile Miz, у, Miz ale vectorului nx 
Jil, pe aceleaşi axe, notăm cu x, y, z proiecţiile vectorului de pozii 
pe axele mobile si vom serie proiectiile produsului vectorial rxr'. Obtinem 
astfel 


Жу — 023 myz, Jil y o*Ymzx, Mish, (31.12 
sau à 
а= — Jy, 9?, Vs ues ota Ulf, 0, (31.13 

unde 
Jy;— туз, Jez= Xmax. (31.14 


În cazul particular cînd centrul de greutate С se айа ре аха de rotație 
Oz, adică p=0, vectorul rezultant (2, este nul, după cum se vede din relația 


alui 
ială 


1.10) 


axele 
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(31.10). Prin urmare, în acest caz, torsorul forțelor de transport (centrifuge) 
se reduce la un cuplu de moment //,, ale cărui proiecții pe axe sînt date 
de expresiile (31.13). Cum mărimile /,,, Ja sînt constante în timpul 
rotației, rezultă că planul: cuplului are o orientare fixă față de triedrul 
mobil 7T, iar momentul cuplului este constant 
Trecind acum la cazul general, cînd mărimea / este diferită de zero 
(ceea ce înseamnă mai mare ca zero), vom considera un vector rezultant (2, 
diferit de zero, dirijat pe vectorul OC în sensul pozitiv al acestui vector, 
şi egal cu 
Mlo?, 


Asadar, vectorul R, este identic cu forța centrifugă a unui punct de masă 
egală cu masa totală, situat în centrul de greutate C al solidului. Această 
forță este însoțită de un cuplu de moment M ale cărui proiecții pe axe 
sint date de expresiile (31.13). Axa centralá A a acestui torsor va avea 
față de triedrul Т, ecuațiile 
]zz 

y—0 z= р 5 

у=0, = (31.15) 
X, y, 2 fiind coordonatele unui punct curent pe axa centrală. 

Rezultă că axa centrală A este situată în planul х0, adică în planul 
determinat de centrul de greutate C şi de axa de rotație Oz, fiind paralelă 
la OC. Punctul O' unde axa centrală A întîlneşte axa de rotație Oz este 
situat la cota /= /,„[М/ socotită de la punctul O. Efectul mecanic al 
torsorului va fi deci, o forță egală cu М/о? aplicată în lungul axei centrale A, 
înspre exterior, precum si un cuplu de moment M, dirijat în lungul ace- 
leiași axe centrale A. Folosind formulele de transformare pentru trecerea 
de la momentul /, la momentul //, calculat față de O' vom obține pentru 
valoarea lui Ml, vectorul 

M=— Jy, i=vers Ox. 

Condiția necesară şi suficientă ca torsorul forțelor centrifuge F, să 

se reducă la o forță unică este deci 
Jyz—0 sau ZXmyz-0, (31.16) 


adică momentul centrifug . Jyz să fie nul. Aceasta înseamnă cá axa Oz 
îndeplineşte condiția 
EJ yn ys; 


care exprimă cá ea este axă principală de inerție relativ la vreun punct al ei 
(é, л, © sînt coordonatele centrului de greutate față de triedrul Г de axe 
хуг). Într-adevăr, deoarece m este nul, condiția de mai înainte se reduce 
la (31.16). : ў у 

Tot la cap. XXVIII s-a arătat că punctul pentru care о axă este axă 
principală de inerție se află situat la cota 


a-laz dJa h, 
ME М 
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adică acel punct se confundă cu punctul 0”. Prin urmare, condiția ca torsorul 
forțelor centrifuge ЁК, să se reducă la o rezultantă unică în lungul axei 
centrale, este са axa Oz să fie o axă principală de inerție relativ la punctul 0”. 
Această rezultantă unică este egală cu М/о?, 

Dacă vrem ca această rezultantă unică să fie aplicată în centrul de 
greutate C al solidului, trebuie să punem condiția ca axa centrală A să 
coincidă cu axa Ox, ceea ce revine la con- 
diția 

Jy4,7—0, adică  Xmyz-0. (81.17) 


С 
| Ае), ag Condiţiile (31.16) si (31.17) ne arată 
h * că аха Oz trebuie să fie o axă principală 

de inerție relativ la punctul 0. 
| E —1. În rezumat, putem spune că în cazul 
Ü Ü rotației uniforme a unui solid in jurul unei 
axe fixe Oz, fortele centrifuge care iau na- 
Fig. 31.4 ştere prin această rotaţie nu se reduc, în gene- 
re, la o rezultantă unică, aplicată în centrul 
de greutate C, așa cum se admite, de obicei, în practică, ci se reduc la 

o dinamá (şurub) axa dinamei fiind normala la axa Oz de rotaţie, situată 

în planul determinat de centrul de greutate C si de axa Oz; dinama inter- 

sectează аха Oz în punctul О’ (fig. 31.4) la distanța A—],,/MI de pro- 
iectia О a centrului de greutate C pe Oz. Dacă ambele momente centri- 
fuge. Jyz $i Ja, sînt pozitive, atunci О’ se află situat pe partea pozitivă 

a axei Oz, iar rotația şurubului are tendința de a suprapune аха Oz peste 

аха Ох. Dacă momentul centrifug Jy, este nul, atunci cuplul dinamei 

dispare, astfel că forțele de inerție se reduc la o rezultantă unică 2, (=Mlo2) 
aplicată în punctul O’. Dacă Jz, este nul însă /,,--0, atunci аха dinamei 

se confundă cu axa Ox, astfel încît forțele de transport se reduc la o forță 2, 
în C (sau în О) în lungul axei Ox și la un cuplu de moment M, în lungul 
aceleiași axe Ox. Numai în cazul cînd ambele momente de inerție centri- 
fuge Jyz Jay sînt nule, forțele centrifuge se reduc la rezultanta 
2, (EMlo?i) aplicată în centrul de greutate C (sau în punctul 0). 

Cazul rotației neuniforme. Dacă viteza unghiulară de rotație este varia- 
bilă în timp, atunci forța de transport Г, pe lîngă termenul m'co? mai 


confine si termenul — mo ху. Torsorul acestor forte adiționale, redus în 
punctul О, va avea vectorul rezultant 


@ =— Emo xr=—oX Эт = —wx Mg. 


Deducem expresia 
Е (g1— —Mlaj, (31.18) 


unde am însemnat cu у versorul axei Oy. Vectorul moment in О va Н 
Cat de expresia 


Mi=— Xr Хто xr). 
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Deniantiile van " : ^ 
Proiecfiile vectorului о Ху pe axele de coordonate sînt 


t09, OX, V, 
iar acelea ale vectorului 7 mlo Y) sint 
om? №, QUWVZ,  on(x*-- y* 
Rezultă cà proiecţiile vectorului i pe axele de coordonate sînt 
Әң«=/ш®, Әу То, Ai Jd 3] 


unde cu /.. am notat momentul de inerție 


Jz= Xim(x?-1- y?) 
al solidului față de аха 02. 
Asadar, in cazul rotafiei neuniforme, forfele de transport 
torsorul (Rf, MI) in О, notînd 
RI=R 4 Pi, M =M 4H Mi. 


Axa centrală a sistemului de forte avînd torsorul în O (Ri, Mi 


avea ecuațiile 
(Qix— (y — 40, (31.2X 
ДОЛЕВОЕ ЖД, 
1 = ле =, (31.21 
ра! 


unde am însemnat cu /,, (21 valorile scalare ale vectorilor (9,, Ri respectiv 
adică 


(Q,—Mle?, Ri=—Mlo. 
Ecuația (31.20) devine astfel 


oX-- o? y —'o, (31.21) 
unde am însemnat cu /' 


lungimea pendulului simplu sincron al pendulului fizic corespunzător solidului 


considerat, dacă axa de suspensie orizontală a pendulului fizic ar fi аха Ох. 
Din (31.20) rezultă 


Lu Jaz (Q1 99) 

E (31.22 
Ecuațiile (31.21) si (31.22) ne arată că axa centrală se va afla în planul de cotă 

A E. Jazz 

hw 


ca şi în cazul cînd rotația era uniformă, bineînţeles direcția Hindu i dată 
de vectorul (2,-4- (2, 


Га 
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к, 
4 f 
Р In acest caz, axa centrală nu va mai întîlni аха de rotație Oz; pentru 
a-1 preciza poziția, vom mai spune că proiecția ei este 0,0, pe planul care 
trece prin punctul O şi este norma] ре аха 02; punctul O, (fig. 31.5), este 
situat pe axa Ox la distanța /' de O, egală cu lungimea pendulului simplu 
Sincron corespunzător unei axe de suspensie care coincide си аха 02, 
| ră / 
0 m h —» (J 2 
c PY, x — — goe cati 
ә 
f 


Fig. 31.5 Fig. 31:6 


1° Roata descentrată. Vom aplica rezultatele obținute, la rotația unei roți grele în 
jurul unei axe orizontale, fixe, presupunind că roata este descentrată, astfel încît axa de 
rotație nu trece prin centrul C de greutate al roții. Vom raporta solidul (roata) la un triedru 
mobil T solidar legat cu solidul avînd originea O în punctul unde se proiectează centrul de 
greutate C pe axa de rotație (fig. 31.6) avînd axa Ox dirijată după dreapta OC, axa Oz fiind 
însăşi axa de rotație. Conform rezultatelor obținute în paragraful precedent, forțele de transport °з 
pt й pi A co |] 
se reduc la un torsor (R), M) în О, vectorul rezultant (Q, avînd expresia 
po d — — 
R, —Mloi—MIoj, 


7 
iar vectorul moment Mi expresia 


r, 


Mı — (Јо: Јаго) (аго Југо) J 220R, 
= үегѕ Oz, 


mde; 1, Лего Гле, Jen 0, i, j au semnificafii similare celor din paragraful precedent. 
Vom presupune că imobilitatea axei Oz este asigurată prin imobilitatea a două puncte 
de pe еа, О si O’; vom nota 
dist 00'—. 


Vom mai nota cu 0 unghiul pe care-l face axa mobilă Ox cu verticala. 


—// 


Conform principiului lui d'Alembert, sistemul de forțe reprezentat prin torsorul (Ri 
3 ^^ 22 
ML) în O va trebui să fie echilibrat de celelalte forțe care acționează asupra roții, anume 
greutatea G aplicată în centrul de greutate C, precum şi reactiunile R şi R’ ale axei Oz apli- 
cate respectiv în O şi O’. Facem abstracție de forțele exterioare care ne dau cuplul motor al 
roții, precum si de acelea care ne dau cuplul rezistent, presupunînd că aceste două categorii 
de forte se echilibrează între ele. 


Făcînd torsorul în O al tuturor forţelor şi egalindu-l cu zero, vom obține condiţia 
de echilibru 


f£, tG+R+R=0, | (31.23) N 


Jil; OC x G--00, x R'=0 
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Proieetind. aceste ecuaţii vectoriale pe cele trei axe de coordonate vom avea 
MT оС cos 0) 24 Ra 0, Гуго? 4 Io д Ry =0 | 
Mle —G sin 0-- 4-0-0, AT) Л КОЕЛА. } (31.24) 
hat o0, /&%—16 sin 0=0. ) 
Am însemnat, ca de obicei, cu Ry, Ry, Ra, Ry, Ry, Pez 
cele trei axe de coordonate, - 


proiecţiile forțelor R, R’ pe 
Ultima cenație ne dă variația unghiului 0 în raport cu timpul, 
| reaetiuni, Într-adevăr, între 0 şi o este relaţia 


independent de 
0 Фо. 
În modul acesta, ultima ecuaţie scalară devine 


Jzz0-I-1G sin 0=0. (31.25) 
Celelalte cinci ecuații scalare din (31.24) 
în care pot îi ele determinate, căci avînd 


vor determina reactiunile R si R’ în măsura 
«v Re), 


numai cinci ecuații pentru șase necunoscute (Rz, 
sistemul este static nedeterminat. Vom lua 


(31.26) 
satistăcind astfel cea de-a treia ecuație din (31.24); celelalte patru ne vor determina compo- 
nentele reacțiunilor R, R’ pe care le presupunem acum normale axei de rotație Oz, din 
cauza relației (31.26). Condiţia necesară si suficientă pentru ca această determinare să fie 


cu putinţă, este ca / să fie diferit de zero, ceea ce sîntem liberi a alege, întrucît cota A 
poate fi luată arbitrar. 


Vom obţine astfel 


, 1 С 1 з " 2 
| To AR 7 (ТЖ); аа (Jzzo”+ Југо) — М102— С cos 0, 
(ă 


ЕЛҮ : 1 с . x 
Ry — m (Jzz0— Jyo’), рет (Луго — Jazz) +Mlo+G sin Ө. 


| Expresiile lui Rg, Ry le vom pune sub forma 
| îl 
| = pa (yz + Jaz:9? — M ghi cos 0), 
| 
ji 1 A 7 3G А 
і | R= F (Луго —Jazo+ Мел sin 0), 
| 
® | notînd 
| J&z-— [az — MI; 
( 
A Aun ; N р A je: 
| J'z; este momentul centrifugal relativ la originea O^, axele rămînînd paralele cu axele Ox 
d] Cazul Jyz=Jzz=0. În cazul special cînd Oz este o axă principală de inerție pentru 
| unctul О, adică dacă avem 
/ p ; 
j| Jyz— J22—0, 
. i р. A 
е7, а= Ry=0 si й că reacţiunea R’ aplicată in О” este 
ү, ише ecuaţiile) (31,24) ne dau f 2— RUSS росы rana n le eS reacţiunii А 
{7 i nulă, încît roata se sprijină într-un singur punct O ре аха de rotație, Mărimea rec 
РА 
ў 
# | 


Ry — М( соз 04-109), ` Ry- M(g sin 0-10). anm 


| 

| va fi dată de ultimele două ecuații din (31.24) 
| 

| 

| 

р 


Bnstantà de integrare. Valoarea ei se deduce făcînd în (31% 
î Ina valoarea sa maximă отат; deci H) 


k T (31.30) 


iile (31.27) ale mărimilor Ra, Ry devin 
(31.31) 


Expresia lui Ry poate fi pii 


(31.9) 


” е 4 - BJ 
dacă însemnăm cu Jọ mărimea pozitivă Jez MI, adică momentul de inerție față de axa 
paralelă la Oz, trecînd prin centrul de greutate C. E 
Formulele (31.31) şi (31.32) care ne dau componentele reacţiunii A, arată că această 
reacțiune va trebui să fie o forță periodică de timp, deoarece 0 însuși este o funcție perio- 
dică de timp. Expresia ei este dată de 
R3—G? [((ax 4- b)3 —c*2-4- c], (81.89) 
cu notatiile 
| PP RI ual 
{ Jzz Jes 
{| Variația funcției 
| f(x) = (ах-%)%—с?%х%--с% 
| " A 1.7) 
| cînd x variază între —1 si +1, poate fi reprezentată printr-un arc de parabolă qe К fi 
( ADB. Parabola nu taie аха Ох, deoarece f(+) este o mărime pozitivă. Viriul parabo R 
i dat de abscisa x, 
i ab (91.85) 
| A 
j Din formulele (31.34) se deduce 
| 
j ас c, deoarece Jzz> Jy; 
11 de asemenea 
| b> 0, deoarece c>0. 
Într-adevăr, pentru 0—z, teorema energiei ne va da | 
| ©? IG (13:39 
i __ “min T 
C = " 


2 Тв 
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Vom transforma aceste expresii, tinind seama de ultima ecuație din (31.24) care ne dă 


. 1@ 
()— — — sin 0. (31.28) 


Multiplieind cu 0(= 0) de ambele părți si integrind în raport cu timpul, vom obţine 
expresia teoremei energiei Е 


á X 
o? ІС (t 
——— cos 04-C, (31.29) 
unde cu C am însemnat o constantă de integrare. Valoarea ei se deduce făcînd în (31.29) 
pe 0—0 cînd, evident, о va lua valoarea sa maximă az; deci 
б IG 
mar  Ѓл (31.30) 


бее Е 
2 Jzz 


Cu relațiile (31.28) şi (31.29) expresiile (81.27) ale mărimilor Rz, Ry devin 


(ом 
б = =м|(+ i -g cos 0--2Ci |. | 


(31.31) 


J 


-MI 
Ry= Јас И Mg sin Ө. 


Jzz 
Expresia lui Ry poate fi pusă si sub forma 


R, E sin 0, (81.32) 

Jazz 

dacă însemnăm cu Jọ mărimea pozitivă /::— МІ?, adică momentul de inerție față de axa 

paralelă la Oz, trecînd prin centrul de greutate C. 
Formulele (31.31) si (31.32) care ne dau componentele reactiunii R, arată cá această 

reacțiune va trebui să fie o forță periodică de timp, deoarece Ө însuşi este o funcție perio- 


dică de timp. Expresia ei este dată de 


R?=G?[(ax+b)?—c?x?+c?], (31.33) 
cu notatiile 
L2MI 2C 
ТЕШКОМ pi, c9, ^ cos 0. (81.84) 
Jzz 8 Jez 


Variatia functiei 
f(x) = (ax 4- b)?—c?x*-- c? 
--1, poate fi reprezentatá printr-un arc de parabolă (fig. 31.7) 


cînd y variază între —1 şi : А ) ) 
este o mărime pozitivă. Virful parabolei va fi 


ADB. Parabola nu taie axa Ox, deoarece f(x) 
dat de abscisa x, 


cM (31.35) 


Din formulele (31.34) se deduce 


а> с, deoarece Jzz> Jo; 


de asemenea, 
bz 0, deoarece с> 0. 


teorema energiei ne va da 


Omin , IG (13.36) 


min , 


Íntr-adevár, pentru 0=r, 


2 


> față dem 


tă că aesti 
funcţie pat 


qua 


(19) 
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unde am însemnat cu Omin Valoarea minimă 
are loc în momentul cînd centrul de greute m N 
deasupra axei de rotație. Rezultă că авс е 
negativă si că deci punctul А dator it al 
a reacţiunii 


л 


деч unghiulare de rotaţie o, viteză care 

Уу A este Situat pe verticala punctului O, 

STAR E parabolei, datá de expresia (31.35) este 
ne dá valoarea maximă a hii f(x), adică 

> E 

Rm ax G(a-|- D), 


sau încă, tinind seama de valorile 
expresia (31.30) a constantei C, 


n Y n lonas 
‘maz =G| 1 — |, 


5 


с anteíaw 
onstantelor а, p date de (31.34) si (31.36) precum si de 


În ceea ce priveşte valoarea minimă a lui R, ca 
va corespunde punctului B sau punctului D de. pe 
parabolă, după cum expresia (31.35) a abscisei pue 
tului D este mai mică sau mai mare decît — | 

Un calcul numeric simplu efectuat asupra for- 
mulei (31.37) arată că dacă viteza unghiulară de rotaţie 
minimă min este de ajuns de mare, valoarea lui Ria ; 
poate depási de citeva ori greutatea G a rotii. PT 
urmare, reactiunea dinamică provocată de invirtirea 
roții măreşte considerabil solicitarea exercitată asupra Fig. 31.7 
arborelui, dacă roata nu este centrată precis. 


Їп cazul cînd punctul B de pe parabolă corespunde valorii minime, reacţiunea Р în 
timpul unei perioade T de rotire, adică în intervalul de timp necesar pentru ca unghiul de 
rotaţie 0 să varieze cu 27, va trece o dată prin valoarea maximă, reprezentată prin punctul 
A de pe parabolă si o dată prin valoarea minimă, reprezentată prin [punctul В de pe parabolă. 
În cazul cînd punctul D de pe parabolă corespunde valorii minime a lui R, atunci reacţiunea 
R va trece în timpul unei perioade T de rotire o dată prin valoarea maximă și de două ori 
prin valori minime. Prin urmare, într-un caz si în celălalt, reacţiunea R variază si ca direcție 
şi ca mărime, trecînd (ca mărime) prin valori maxime şi minime. Această solicitare periodice 
a reacţiunii R joacă rolul de « forţă perturbatoare periodică față de arborele roții, care 
poate fi socotit elastic. Dacă se întîmplă ca frecvența 7(= 1/7) a rotației să fie foarte apro- 
piată de frecvenţa vibratiei proprii a arborelui, considerat ca o bară elastică, atunci s-ar 
putea ca vibraţiile proprii să intre în rezonanță cu vibraţiile forțate provocate de solicitarea R. 
Viteza unghiulară de rotaţie о corespunzătoare rezonantei este „viteza critică de rotație“. 

Pentru a evita fenomenul rezonanfei, mai ales atunci cînd mărimile M/o? şi Mlo 
nu sînt prea mari, se caută de obicei să se echilibreze roata prin mase adiționale, așa fel ca 
axa de rotație Oz să treacă prin centrul C de greutate. Dacă în (31.28) facem 7—0, vom 
avea о —0, adică с — const, astfel încît din (31.27) obținem R= Mg=const. În acest caz soli- 
citarea axei nu mai prezintă variații, adică este constantă, iar fenomenul de rezonanță nu 
mai poate apărea. 

Dacă însă mărimile Mlw?, Mlo sînt foarte mari (în special М/о?) așa cum se întimplă, 
de exemplu la volantul unei mașini, sau la rotorul unei turbine, atunci procedeul de echi- 
librare a maselor nu mai poate fi aplicat decît pentru echilibrări de раа aproximaţie, арго; 
piind centrul de greutate cît se poate mai mult de axa de rotaţie Oz. Va rămîne totuși © 
distanță între centrul de greutate С si аха Oz de rotație (excentricitate) care oeit ce mică 
ar fi, ar putea duce la fenomene de rezonanță dacă Міо? este foarte mare. În acest caz, 
se caută a se evita viteza sa critică, sau luînd arborele cu dimensiuni destul de mari av ind o 
frecvență proprie foarte înaltă, deci foarte depărtată Gl ness azur ARMES 
vorba de turatii foarte rapide, deci de valori foarte mari pentru 7, cum ar 11 RES ТЕР ОСА 
Laval, se iau, dimpotrivă, osii subțiri si elastice, cu frecvența pgs re em e is 
frecvenţa т, să fie mult mai mare si deci in regim normal, sá GIU REI ле тош atit 
venfa proprie a arborelui. În acest din urmă caz, există cîte o viteză mitic dei 2 a Er 

în timpul cînd viteza de rotaţie c pornind de la valoarea zero, crește ҮШ ERU USA 
£) de regim normal, cît si în timpul cînd viteza de rotaţie w десте ресе ai E sint 
de regim normal О pentru a ajunge la valoarea zero. Aceste moment: рн SECO 
periculoase, deoarece osia fiind elastică, poate face fără pericol citeva vibre i 
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dine mai mare într-un interval scurt de timp, anume numai atît cît îi trebuie sistemului 
pentru a depăși viteza critică, 


2? Axa îmclinală, Мот lua în cercetare acum cazul care se intilneste deseori în practică 
al roții care se rotește în jurul unei axe înclinate pe planul median al roții cu un unghi 
care să difere puțin de un unghi drept. 2 

Vom presupune că roata se poate reduce în calcul la un disc material, plan, circular 
omogen de rază a, de centru О (fig. 31.8), al cărui plan x'Oy' ar face un unghi + 7/2 cu 
axa de rotaţie Oz. Vom lua drept axă Ох” dreapta de cea mai mare pantă a planului dis- 
cului față de planul хОу, normal axei de rotație Oz, axa Oy confundindu-se сп аха Oy’ 


Fig. 31.9 


g 


si vom nota cu о unghiul pe care-l face normala Oz” la planul discului cu axa Oz (fig. 31.8). 
Vom nota apoi cu х, y, 2 соот 


donatele unui punct P al discului față de axele Oxy şi cu 
x’, у", z’, coordonatele aceluiaşi punct față de axele Ox'y'z'. Între coordonatele x, y, 2 de 
o parte, şi x’, y’, z’ de alta, există relaţiile 


x=% cosa, y—y', z—x'sina, 
deci 

Дуг= Xi mys—sin a X mx^y', 
Ја: X mzx-sin о cos a Ў тх”. 


Vom raporta acum punctele discului la un al treilea sistem de axe Cx'^y'' situat în 
planul discului şi avînd originea in centrul de greutate C al discului, 
pectiv la Ох’, Oy’ (fig. 31.9). Vom avea formulele de transformare 
x'—x'-Ficospo, y'=y+isinge 


axele fiind paralele res- 


unde am însemnat cu 7 distanța OC şi cu 


9 unghiul dintre OC si Ox'. Márimile Југ, Jazz Vor 
avea expresiile 


Juz—sin (X mx” y" + МІ sing cos Ф), 


Јас =ѕіп a cos a(Z mx''?-4 MI? cos?o), 


M fiind, ca de obicei, masa rofii; aceasta se vede imediat dacă 


se tine seama de relațiile 
Emx” =0, Emy”=0. 


Am presupus discul omogen, astfel încît momentul centrifugal Emx”y” va fi nul, 
Xmx''y''—0, iar momentul Ymr”? se calculează fără nici о dificultate 


Imr = Ма. 


Cu aceste valori, expresiile de mai înainte ale momentelor centrifugale /yz, Ja; vor deveni 


Југ = МІ sin ф cos ọ sin о, 


h (31.38) 
= 11? 52 ME sin « cos «. 
Јаг=| ME eos? pri ЛЕ 


Oa ici On io i 05 a act III отат а. 
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| Folosind acum expresiile momentelor centrifugale /y2, Jazz vom putea găsi din (31.24) valorile 


| reactiunilor R si R’ care asigură imobilitatea а două puncte de pe axă O si O”, situate la 
L distanța h unul de celălalt, În acest scop, va trebui să facem G—0, în (31,24) Ultima ecuație | 
din (31.24) пе dă 
w=0, 
| astfel încît din (31.24) vom obţine 


(Q,— Міо? 


iar vectorul moment de 


| 
[^ 
T Jez o А Juz у 
К Ф%°, h Ф%›?, 
h y h 
luînd R;—R;—0 ca mai înainte, 
O concluzie calitativă rapidă o putem avea considerînd torsorul forțelor de inerție în O. 
Vectorul rezultant este dat de 
m" Py 9 
M Jyzo*i- 2207]; 
am notat cu i, 7, А versorii axelor de coordonate, xyz. 
În cazul special cînd roata este centrată (/—0), din (31.38) vom avea 


2 


а? 
Југ=0, Ја:= М 1 sin « cos « 


si deci torsorul fortelor centrifugale in O se reduce la un cuplu cáci avem 


к " 1 = 
R- 0, M - Ma? c? sin о cos «j. 


4 


Rezultá cá fortele de inertie ne dau in acest caz special un cuplu dirijat in lungul 
axei Оу, în sens pozitiv. Aceasta înseamnă o tendință de rotație a axei Ох’ către аха Ox, 
adică o tendință de micsorare a unghiului ~; în mod automat, datorită acțiunii forțelor de 
inerție, roata tinde să devină normală la axa de rotație Oz. 


Deplasări. Legături olonome. S-a văzut mai înainte cum se concep, 
în mod concret, legăturile pentru un punct material. Exemplele care s-au 


dat anterior fixează noțiunea de legătură ca o restricție în deplasarea punctelor 
unui sistem. 


рр" 


Vom insista aici asupra noțiunii de deplasare. 

Un punct material A avînd vectorul de poziție 7 față de un sistem 
de axe triortogonale fix Oxyz, dacă este liber de orice restricție în mișcare 
51 dacă facem abstracție de forța care eventual ar acționa asupra lui, este 
susceptibil să ocupe orice poziție A”, apropiată de A, deci avînd vectorul 
de poziție 74-87, notînd cu ò vectorul АА’ (3r=A44'). Însemnînd cu 3x, 
dy, dz, proiecţiile vectorului òr pe axe vom avea 


8r —i8x--j8y-I-k82, 


1, 7, k fiind versorii respectivi ai axelor Ox, Oy, Oz. Vom presupune în 
cele ce urmează, că mărimile 27, 3x, òy, dz pot fi tratate ca nişte mărimi 
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infinitezimale. Este evident că în cazul cînd punctul nu este supus la nici 
о legătură, mărimile х, dy, dz sînt independente între ele; punctul A 
ave în acest caz trei grade de libertate. 

Schimbarea poziţiei punctului din A în A” o vom numi deplasare. 
(Mai corect, ar trebui să spunem deplasare infinilezimald.) Această depla- 
sare fiind reprezentată analitic prin vectorul 44'—3* vom numi adeseori 
şi acest vector д” tot ,deplasare". 

Deplasarea poate fi reală în care caz este unică; са se efectuează în 
timp — în intervalul de timp corespunzător d/, infinitezimal. Deplasarea 
reală o notăm de obicei cu simbolul „d”, astfel încît vom avea deplasarea 
reală dr (==? dx--j ду-ЕЁ dz) a punctului A. 

Deplasarea poate fi însă imaginată şi geometric, în afară de timp. 

În cazul acesta, deplasarea nu ar reprezenta decît o posibilitate de 
mişcare; o astfel de deplasare se numește deplasare virtuală şi se notează 
cu 3r. Aşadar, în deplasarea virtuală a unui punct, timpul nu joacă nici 
un rol, el poate fi privit ca fiind constant. Așadar, pe cînd deplasarea 
reală este unică, cea virtuală poate lua o infinitate de valori. 

"тесіп acum la un sistem (А) de n puncte materiale A;((—1, 2, ..., 0) 
vom spune că sistemul are o deplasare 3ri(i=1, 2, ..., n) atunci cînd fiecare 

punct A; al sistemului are deplasarea ri(i=1, 2,..., n). Deplasarea sis- 


temului poate fi reală sau virtuală, după cum deplasările punctelor A;(i— 
=1, 2,..., n) sînt reale sau virtuale. 


Sá ne ocupăm în special de deplasarea reală dr a punctului A. Această 
deplasare este, cum am spus, unică, în sensul că dacă cunoaștem forța 
şi legătura la care este supus acest punct material, precum şi condițiile 
inițiale ale mișcării lui (poziția inițială şi viteza inițială a punctului), 
vectorul dr este, în fiecare moment, determinat în mod univoc — afară 
de cazuri excepționale, care nu prezintă importanță în mecanică. Dacă 
însă facem abstracție de forța dată și dacă presupunem că punctul nu este 
supus la nici o legătură, atunci el va avea trei grade de libertate, adică 
mărimile dx, dy, dz pot fi luate arbitrar. 

Să presupunem acum că între aceste mărimi ar exista o relație liniară 
de forma 


£dx-I-ndy-l- £dz--« dt=0, (31.39) 


unde Ё, n, C, т sînt funcţii de x, y, 2 şi de timpul /, iar d£ diferenţiala 
timpului. Vom spune în acest caz, că punctul material А este supus la 
legătura (31.39) intelegind prin aceasta că deplasarea reală dr a punctului, 
în intervalul de timp d£, trebuie să satisfacă relația (31.39). Această relație 
restrînge numărul gradelor de libertate ale mișcării, de la tret, la două, 
deoarece dintre cele trei mărimi dx, dy, dz numai două pot fi luate arbitrar, 
în fiecare moment, cea de-a treia rezultînd din relația (31.39) in funcție 
de celelalte și de intervalul de timp dt în care s-ar efectua mişcarea, Expre- 
sia diferențială din stînga relației (31.39) este o „formā Pfaff". 


] 


єз 
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particular cînd această formă multiplicată cu o funcţie de 


ј ` 1 O i 1 1 
8,1 (factorul integrant al formei) devine o diferențială totală exactă 
relaţia (31.39) se po te integra si deci ea se poate pune sub forma жен 


dE У, t =C 


(31.40) 


unde C este constanta de integrare. Legătura (31.39) cheana iu TR 
caz olonomă; se zice ca ca îndeplineşte conditia de olonomie. Ace inta je 
intimplà in particular în cazul cind 5$, 7, Usi Uni dive io atat atti 
ale unei funcții f(x, y, 2, t) în raport cu x, y, 2, І | 
Conditia (81.40) trebuie conceputá pentru o Armis vafonte-3. dot 
stantei C. Această valoare se determină dealtfel prin condiția ca relația 
(31.40) să fie satisfăcută pentru o poziție oarecare din poziţiile reale Ale 
mobilului, de exemplu, pentru poziţia sa inițială, la momentul fp dată 


0» 


de vectorul de poziție 70(Х0, Yo 20), 
flo, Уо» Zo» to) =C. (31.41) 


Trebuie să menționăm cà о relație de forma (31.40) este su sceptibilă 
de o interpretare geometrică; ea poate reprezenta la un anumit moment 7, 
o suprafață pe care trebuie să se afle mobilul în acel moment. Suprafața 
avînd ecuația (31.40) este mobilă şi poate chiar deformabilă eventual; 
însă punctul mobil trebuie să se айе în fiecare moment / pe suprafața care 
are ecuația (31.40) si care este considerată fixă in acel moment. 

Interpretarea geometrică lipseşte în cazul general (31.39). Se poate 
vorbi totuși de suprafețe neolonome cu al căror studiu s-a ocupat G. Vránceanu. 

în cazul cînd forma (31.39) este integrabilă, echivalentă cu o formă 
(31.40), mărimile č, 7, С sînt derivatele parţiale ale funcţiei / în raport 
еп ху 


Qf ә — 9f ОШ 
ox" wy tt s 


== 

Cum grad f reprezintă parametrii directori ai normalei la suprafața 
(31.40) la momentul 7, putem spune, prin analogie, că coeficienții č, т, 
reprezintă parametrii directori ai normalei la suprafața neolonomă (31.39 
în momentul /. 

Deplasarea reală dr (dx, dy, dz) în intervalul de timp dt este supusă 
unei condiții de forma (31.39), ceea ce ne arată cá dr nu se efectueaza 
în genere t0, pe o suprafață S având ecuaţia (31.40). | 

În cazul particular cînd în expresia (31.39) a legăturii 7 este identic 
nul atunci legătura se numește, așa cum 5-4 mai arătat, scleronomá ; torma 
ei olonomă va fi 


у D 
f(x, у, 2=0, Өк 


pag e, М ^ ЕТИН; T оепег ind 
unde variabila / nu mai apare 1n mod explicit. În cazul dere i^ 
nu este identic nul, respectiv cind în (31.42) apare £ în mod explicit, ег 
tura se numește reonomă. 
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Legături bilaterale. Legături unilaterale. După cum am văzut, legătura olonomi şi seler 
S А ИТА { " Fi E ad Blad J 
nomă are o interpretare geometrică imediată şi anume, punctul material este obligat n s 
ție este (31.42). О astfel de legătură se poate realiza în mod 


alla pe suprafaţa 5 а cărei ecua 
ate o căptușeală rigidă S’ foarte apropiată de ea, iar 


concret, presupunind că suprafaţa 5 
| punctul material isi face mișcarea tot timpul între suprafața 
suprafeţe 5 și S” au rolul să împiedice punctul material A de a păr 
(infinitezimal) dintre ele. Cînd punctul A are tendinţa să părăsea 
suprafața S, aceasta se opune printr-o reacțiune potrivită, care va obliga punctul A ай rămînă 
în spaţiul dintre S şi S’. Dacă dimpotrivă, punctul A ar пуса tendința să părăsească spaţiul 
dintre suprafețe, strübütind suprafața S’, aceasta la rîndul ei se va opune printr-o reacțiune 
corespunzătoare ca și suprafața S, pentru a anihila această tendință, 

Legătura realizată astfel este numită bilaterală. 

Am presupus, în mod implicit, că suprafaţa S are două fefe distincte, adică, dacă 
într-un punct ЛГ al ei ducem normala şi ne fixăm sensul pozitiv al normalei printr-un anumit 
versor, si dacá ne deplasăm cu M pe o curbă închisă, urmărind necontenit variaţia verso 
rului, care fixează sensul pozitiv al normalei, prin continuitate, ajungem în М de unde am 

plecat cu un versor care este identic cu cel initial. Vom exclude deci suprafețele pe care se 
poate determina o curbă închisă, M — M, astfel ca versorul considerat să revină în М cu 
sensul schimbat, după un drum închis M- M. După cum se ştie, o astfel de suprafață se 
poate obţine luînd o fîşie dreptunghiulară de hîrtie şi sudîndu-i cele două laturi mici după 
ce vom fi sucit una dintre ele, de un unghi egal cu 180° (suprafaţa lui Moebius). 

Vom spune că legătura este unilaterală atunci cînd una dintre cele două suprafeţe 5 
S’ lipsind, punctul material A poate părăsi suprafața înspre una dintre cele două regiuni 
adiacente ei. Suprafaţa S imparte în general spațiul din vecinătatea ei în două regiuni D, 
şi D,, in care funcţia f(x, y, 2) are semne opuse. Presupunînd că punctul A poate părăsi 
suprafața, trecînd în regiunea D, şi că funcția f(y, 2, z) ia valori negative în această regiune, 
atunci condiția unilaterală corespunzătoare va avea forma analitică 


f(x, y, 2«0. (31.43) 


ate trece punctul este regiunea în care 


S si căptugeala ei 5', Cele două 
isi spaţiul foarte îngust 
і acest spatiu, ntrAbütind 


Și 


Putem presupune totdeauna că regiunea în care po 

fox, y, 2) іа valori negative. Într-adevăr, dacă f(x, y, 2) ar lua în acea regiune valori pozitive, 

- nu avem decât să inlocuim pe f(x, у, 2) prin — f(x, y, 2) ceea ce este permis, deoarece cele 
două ecuaţii f=0 si —f=0 reprezintă aceeași suprafață. Ca exemplu de legătură unilaterală 

am avut pendulul simplu realizat printr-un fir inextensibil şi perfect flexibil. Ínsemnínd 

cu 1 lungimea firului $i presupunind mișcarea în planul vertical хОу, legătura se exprimă 


prin relația 


a2-p y2— 0. (31.44) 


te o adevărată legătură, adică o 
timp cít punctul se aflá pe 


Din cele expuse se vede că legătura unilaterală 
restricţie în posibilitățile de deplasare a punctului, mumai atîta 
suprafața S. Imediat ce punctul a părăsit suprafața, el devine susceptibil de a avea orice 
deplasare, ca un punct liber. Prin urmare, o legătură unilaterală implică pentru punct două 
regimuri de mișcare: unul supus legăturii bilaterale şi altul fără nici o restricție de mișcare. 

Cele două regimuri sînt separate prin punctele de pe traiectorie, în care componenta normală 
a reacţiunii de legătură se anulează. Astfel, de exemplu, în cazul pendulului simplu realizat » 
cu ajutorul unui fir perfect flexibil si inextensibil, punctul material are traiectoria circulará 


avind ecuatia 
(31.43) 


x?-- y? 


in planul vertical xOy pînă în momentul 4, cînd tensiunea firului (componenta normală a 
reacţiunii de legătură) se anulează, avînd tendința să ia valori negative. Pentru = punctul 
va părăsi cercul si se va deplasa ca un punct greu, liber, adică se' va mișca pe o parabolă 


cu axa verticală. 
Traiectoria parabolicá va fi urmată pîn 
în punctul ei de intersecție cu cercul, pentru а re 
Din cauză că legătura unilaterală se reduce astfel la o legătur 
ne vom ocupa în cele ce urmează numai de legăturile bilater 
vom înţelege de obicei „legături bilaterale“. 


erial va ajunge 


ă în momentul cînd punctul mat 
irculará. 


lua apoi această traiectorie c 
ă bilaterală sau dispare 
complet ale, astfel încît priu 
ы , 

„legături“ 


| | Pitta Compat lala cu d Hard i nim dM 
de lepătură (31,59) impuna deplasñrii real C) | | 4 » 
| care хаі\аіасо толи 
| j / 0 () 31,46 
| va îndeplini relaţia d lovitură (81,39) oricare ar HH. 1 TT : А i T, 
| O atare deplasari virtuali dp se va numi „com babi bilă cu Legdtura (41.43 
in trecut deplasarea virtuală — 3r era numită compat bil 
^ (BLBY) numai în са ul cînd ca sutislăcea relaţia (51.460) pentru caz 
| ticular 94—U, 
| ÒX- 1] dy] С Bau 31,47 
Acest tel de a pune chestiunea introducea o contradicție în capitolul d 
ceasta apărea ca o deplasare зпсот 


{аА cind era vorba de deplasarea reală; a 
patibilà cu legătura deoarece ea nu satisface relația (31.47). Cu alte cuvinte 
deplasarea reală dr, care prin d liniţie trebuie să satisfacá т laţia (31,29) 
de legătură, apărea ca fiind incompatibilă cu ea, Prin nota de {їйє (31.46) 
a compatibilităţii deplasarea reală devine compatibilă cu legătura (31.99) 
pentru valoarea di a parametrului д/ 

Se observă că deplasarea virtuală dr (0х, бу, 02) 


cu timpul elementar 3/, aja încît în locul deplasásii àr apare varius vir 
oL. O заи 1 


uald (Sr, 80) avind patru componente, dx, ду, д 

(8r, 80) va Hi compatibilă cu legälura (31.39) dacă mărimile elementare 5 
8y, 92, St satisfac relaţia (31.46), 
Un пош operator A, Deplasarea virluald compatibilă cu legătura. Con 


l 


«а de legătură (31,39) se mai poate pune sub forma 


este asociată acu 


Ex--ny-- (24-70 (31.48 


împărțind toată relația cu di. De cele mai multe ori mărimile £, n, 5 
pot îi privite în practică drept componentele unui vector ж, аза înci 1 
fia (31.48) se va putea serie mai concentrat 

& U-- c0, 31.49 
v viteza punctului. Vom introduce în condiția de com 


unde am notat cu 
т scoasă din (31.48). Vom obține astfel 


patibilitate (31.46) expresia lui 
E (dx — x80) -- »(5y — yàl) |- ©(82 281) —0, (31.50 


sau mai pe scurt 
EAx L2 Ay+ 620, (31.51 
unde am folosit notafia 
Nes taro. 31.52 
RU 


în afară de ceilalți doi, d şi 


Simbolul A reprezintă un nou operator | 
compatibilitate (31.51). 


5 — care a apărut în mod natural în condiţia de 


танаа — Á—MÓÀ ыт, 
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in mod analog, pornind de la forma (31.49) vom avea condifia de 
compatibilitate pusá sub forma 
a Ay —0 (31.53) 
unde 
Мур —r0(— 8r —v8l (31.54) 


/ 


; i ГР " Ed 
este exprimat tot cu ajutorul aceluiași operator A| ò— òl T | 
С 


= 


Mărimea А” reprezintă tot o deplasare virtuală, rezultind din adunarea 
(absolut arbitrară) cu deplasarea vòt. Această deplasare (Ar) este 
lualà compatibilă cu legátura (31.39); în compo- 
alare àx, ду, 82, òt, adică toate elementele 
așa încît o deplasare virtuală Ar 


deplasării д7 
prin definiție deplasarea vir 
zijia ei intră patru elemente sc 
care alcătuiesc variaţia virtuală (òr, 9/), 
compatibilă cu legătura este Jormală din elementele unei variații (8r, 31) com- 
patibile cu legătura. 

În cazul particular cînd legătura (31.39) se reduce la una scleronomá 
(<==0), atunci condiția de compatibilitate (31.43) se va reduce la 


£8x-I-289y --C92— 


identică cu (31.47); adică pentru legătura scleronomá deplasarea compa- 


S tibilă cu legătura se reduce la deplasarea 8r pe suprafața (olonomá sau 
neolonomă) ; deplasarea ду va fi în acest caz compatibilă cu legătura. 


Vom demonstra acum următoarea proprietate care are o deosebită 


importanță în cele ce urmează. 
^ Teorema deplasării virtuale. Deplasarea virtuală Ar compatibilă cu 
' legătura (31.39) este um vector normal pe normala la suprafata (olonomă sau 
neolonomă) corespunzătoare, la momentul considerat t. 
Proprietatea aceasta este conținută în mod implicit în relația (31.53). 
Legături distincte. Am văzut că legăturile distincte între ele la care 


poate fi supusă mişcarea unui punct material nu pot fi decît cel mult două; 


căci dacă ar fi în număr de trei atunci am putea determina valorile mări- 
reduce la o problemă 


| 
| milor dx, dy, dz, aşa cá problema de mecanică s-ar 
| de cinematicá, independentá de problema de mecanicá, deci eventual 

incompatibil cu aceasta. Dacá însă există concordanță între problema 


de cinematică rezolvată numai cu ajutorul legăturilor si problema initialà 
blema suportă şi trei legături dis- 


de mecanică, atunci putem spune că pro 5 
tincte între ele; în acest din urmă caz cel puţin una din cele trei legături 
trebuie să fie o consecință a ecuațiilor de mişcare. 

d Un exemplu simplu va lămuri situația. 

| Să considerăm mișcarea unui punct greu, de mas 

| obligat să rămînă ре cercul vertical avînd ecuaţiile 


à egală cu unitatea, 


5) 


gi 


| x?-- y?—1*, 2=0, (I= const). (81. 


1 Este cazul pendulului matematic. 


е — 


Vom lua axa Ox verticală, dirijată in jos. In coordon olare c 
drice cele două Ie gături ale miscării vor lua torm 
(1) yl, 0, (r—1 vectoai 31.56 
Se stie că problema se reduce la rezolvarea ecuației 
(2) 0--2 sin 0=0 31.57 
notind eu 0 unghiul polar — ceea ce duce la 

; > © 
(3) d0 i5 a cos 0 d/, 31.58 
C fiind o constantă de integrare. Dacă acum am asocia celor două leg: Í 


încă una avînd forma (3) se înțelege că această nouă legătură va fi com- 

patibilă cu mișcarea considerată, aşa încît cele trei legături (1) şi (3) deşi 

distincte intre ele, permit soluționarea problemei. 
Vom numi distincte legăturile care sînt diferite între ele şi care 


Legătura (3) din exemplul dat este un caz de legătură nedistine 


n 

Ууакыйн-Еак&йї=0, (k—1, 2,. 

їі ч 
distincte între ele. Am notat cu 7; (xi, уг, Zi) vectorul de poziție al pun 
tului A;, cu dr, deplasarea sa reală, cu ay; vectori (in sensul conveni 
funcții de X4, Ул, 21, Xa; -> Zn, Ё, CU Gg, M funcții scalare de aceleași а 
mente. Ele se mai pot pune şi sub forma finită 

Уакй-Еа@к%=0, k—1, 2, ..., т (31.60) 

divizindu-le prin dt; am notat cu v; viteza punctului material A; (;=1,2 


Variaţiile 27:(8х;, 3y;, Szi, 91) virtuale, compatibile cu legăturile, vor 
să satisfacă relațiile de condiție 


n 
Sari An (R= 2,...,m). 
E 

Vom presupune că legăturile sînt distincte între ele, adică vom pre- 
supune că din matricea dreptunghiulară 


(ai) C= ылы?! 2,557 m) 


2, 


avînd m linii şi 3n coloane, se poate forma un determinant de ordinul 
m care să nu fie identic nul; matricea are un, delect" nul!. Dintre cele37 


1 Trebuie să menţionăm si cazul (mai rar) cînd vreuna dintre legături nu este decit 


o integrală primă a sistemului. Așadar, legăturile nu pot fi „distincte“ decit dacă este înlă- 
turată $i această posibilitate. 
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mărimi numai 3n—m ( s) pot fi luate în mod arbitrar, celelalte m vor 
rezulta din (31.61) ca funcţii liniare de acestea. Vom spune că sistemul 
(A) de puncte are s(=3n—m) grade de libertate. 

În cazul particular cînd scalarii a; sînt toţi identici nuli, 

aymm0, (kml, 2,..., т) (31.62) 

legăturile sînt scleronome. Dacă însă relațiile (31.62) nu sînt îndeplinite, 
legăturile sînt rconome — analog cu ceea ce am 5 
punct material. 

"ot astfel, pornind de la cazul unui singur punct material, 
(31.55) care poate fi pusă sub o formă întreagă 


tabilit în cazul unui singur 


legătura 


f(x. y» о т 1) =0, (31.63) 


prin integrare, este olonomă, spre deosebire de celelalte care sînt neolonome. 
Observaţie. Dacăo legătură oarecare este exprimată de la її 
întreagă atunci forma (31.59) corespunzătoare se obține, evident, 
pildă, punctul 4 obligat să rămână pe suprafața а cărei ecuație este 
fi, у, 2, 0)=0, 
va fi legat în deplasarea sa reală de relația 
d of d A 
9f axa S ay 3f 424 M quo, (31.64) 
0х 9» 02 ct 


iar variațiile virtuale 8x, 8y, 82, 84 vor trebui sá satisfacá relaţia 


of ș UE 9f « d 
б/у 95 зур 9L az 97 5,0. (31.65 
dx ду dz 9! 


iceput sub formă, 
prin diferențiere. De 


Se înţelege că astfel de legături sint olonome. 
Lărgirea formei legăturilor. Vom păstra forma generală (31.59) 
Уаый-Еа,Ч!=0, k—1,2,...,1h, 


a celor m legături însă vom lărgi clasa funcțiilor agi $i 4k, îngăduind 
ca ele să poată avea ca argumente nu numai variabilele xi, Yi» Zi» = 
==, 9» ооо) Gi gl proiecţiile vitezelor 7; şi chiar ale acceleratiilor r; pe 


axele de coordoanate. Vom nota aceastá lárgire spunind că ак şi ax sint 
funcții de 


Vas seo Yn T1) 5 1 n» f) Lacs ADD UE 


O atare lărgire a clasei (31.59) de legături ne va permite să cupriudem 
în aceeași formă cele mai complicate legături neolonome саге intervin in 
practică. Trebuie să menționăm că pînă acum se tratau legăturile neolo- 
nome avînd forma 

ffr, v, 0=0 


1 Suprafeţele neolonome studiate de Gh. Vrünceanu vor fi inlocuite iu acest caz de 


— 


i 1 1 А ini 1 уге УП ч {лл le 
altele mai complicate, din cauza intervenţiei coeficienţilor diterenţiali 7, r. Este vorba de 
aşa-numitele suprafețe fibrale, 
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pentru cazul neliniar în raport cu v, prin metode greoaie; aducîndu-le la 
forma lărgită toate aceste cazuri se vor trata d T) í uni 1 Да: 
rma larg | rata după o metodă unitară, sim- 
plificatà, cum vom vedea mai departe i 
Se cuvine cu aceasta oi uie să analiză 1 : 
Sn | { ă analizăm mai de aproape conținutul 
fizic al noţiunii de legătură ! | 2 
Mişcarea unui punct material se compune, în ultimă analiză, dintr-o 
succesiune de deplasări infinitezimale dr; pornind de la o poziție inițială 
. . “гм 7 $ ў 
dată, ry, deplasarea dr a punctului va fi dată de relația 


«= д, 


v, fiind viteza sa inițială (cunoscută). Astfel mobilul a ajuns din poziția 7, 
| ду la momentul /--d/. Deplasarea lui ulterioară dr va trebui 


în poziția 7,4 
să satisfacă legătura care va avea, desigur, forma (31.59). Așadar, depla- 


sarea lui veală dr este supusă la obligaţia (81.59), ntt viteza şi nici pozitia; 
ca o consecință a deplasării dr, condiționată de relația 
în mod natural că legătura trebuie să condifioneze 
1 de timp di, aşa cum se exprimă în (31.59), nu 
1 4 cum s-ar cere prin relația de legături 


P. 
——J. 


acestea din urmă apar 
de legătură. Rezultă 
deplasarea dr în intervalu 
viteza sau poziția la momentu 
f (т, v, 1) =0; prin urmare, forma fireascá a 
trebuie să fie (31.59). 

Coordonatele generalizate ale. unut. sistem 


expresiei analitice a unei legături 


de puncte. Cele 3n mărimi 


Xp Yis s 4m (31.66) 
care reprezintá coordonatele carteziene ale tuturor punctelor A; ale ui ui 
sistem (А) i=1, 2, ..., M”, se mai- numesc şi coordonatele carteziene ale 
mului (4) de puncte. De multe ori le vom nota în felul următor | 
А, Xa. X3. 1 Yan» (31.67) | 
sau 
Q1» da» +, dan (31.68) 
- pe \ presupunind in acest din urmá caz corespondenfa 
i | А у 
z; (i= 31.69 
sînt | : Шуко» dai—i—J b (si fi (1802: ЖОК) (31.69) 
între şirul (31.66) şi şirul (31.68). Înlocuirea şirului (31.66) de coor- 
. ae Н = xc Q fară adesea avantaje 
donate carteziene prin şirul (31.67) sau şirul (31.68) oteră adesea av antaj 
în mânuirea rafionamentului: Sub această nouă formă cele 3n coordonate 
„dem carteziene ale sistemului (4;) pot fi privite са 3n coordonate ale unui punct 
in în reprezentativ A al sistemului (А1), într-un spațiu cu Зп dimensiuni, punctul 4 
е010° avînd viteza cu proiecţiile 
Q1» da» +, dan 
şi accelerația cu proiecţiile 
e " m “ 
caz (1, Ja c da 
orb? de 1 
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Sistemul de deplasări reale va avea proiecţiile 


dgis ...› dgan, 


iar sistemul de deplasări virtuale proiecţiile 


01, :.:, ddan: 
Eventualele legături dintre deplasări, în număr de m, vor lua forma 
3л 


у, сы dqi- d ci Ч!=0, (Ё ІО)" (31.70) 
ic 


Сы» Ck Hind funcţii de qj, do, o dam dp Ча o dam Ча) do, dam t iar 
variatiile virtuale compatibile cu legăturile vor trebui să satisfacă relațiile 


Y Ci Nqu—0, (h—1, 2, ..., n), (31.71) 
i=l 


unde operatorul A este dat de (31.52). 

Formulele (31.70) şi (31.71) decurg, bineînțeles, din relațiile (31.59) res- 
pectiv (31.61). 

Mărimile qı, ..., qan Se mai numesc si coordonate carleziene generali- 
zaie. O extindere a acestei noțiuni o vom expune la сар. XXXII $. 1. 

Clasificarea forțelor de legătură. Axioma eliberării pe care am formu- 
lat-o anterior, introduce reactiuni de legáturá menite sá înlocuiască legá- 
turile la care este supus sistemul (4) de puncte materiale. Datoritá acestor 
reactiuni de legáturá, punctele sistemului pot fi tratate ca şi cînd ele ar fi 
libere de orice legáturá, astfel incit introducerea lor în calcule solufioneazá 
dificultatea pe care o intimpinám la punerea în ecuaţie a problemei. Apare 


r 
însă o altă dificultate legată de faptul cá aceste reacfiuni nu ne sînt cunoscute 
la începutul problemei. Dintre cele două forțe, Г; şi R; care apar în ecuația 
de mişcare 

mia ЕЁ; Ri, (31.72) 


numai F;, forța dată, este cunoscută, ре cînd forţei R; reacţiunea de legătură, 
nu i se cunosc decît anumite însuşiri care nu sînt în stare s-o determine com- 
plet de la început. Din aceste motive, în mecanica analitică se elimină 
zeacțiunile de legătură, cu ajutorul unui principiu — principiul lucrului vir- 
tual — pe care-l vom expune mai departe. Pentru a putea accepta acest 
principiu general, este potrivit să cercetăm aspectul experimental sub care 
se prezintă noțiunea de reacțiune de legătură. ie: 
Vom observa că forțele de legătură intilnite în problemele obişnuite 

de mecanică se pot împărți în două categorii: И 

а) forte provenite din obligația unui punct din sistem de a se айа 
pe o anumită suprafaţă sau pe o anumită curbă; le vom numi reacfiuni de 
legáturá de contact; 1 

b) forțe provenite din obligația ca distanța dintre două puncte ale 
sistemului să fie o funcţie dată de timp, în particular o constantă; le vom 
numi reacțiuni de legătură la distanță. 


103 


xX 


m 
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Forfele din categoria a) арат ca reacţiunii ale supraf telor вай ale curbe- 
ре са punctele sint obligate a se mișca, pre supunînd « ă epide aie A 
curbele sint realizate material. De exemplu, punctul material, A je in 
a se mişca pe o stera pe care ne-o irtchipttim realizatá mat eiat "кеб 


asupra sferei о à ите manitestată printr-o apăsare acesteia. îi va corespunde 
din partea sieret, o reai Мите aplicată asupra punctului, egală si de se ns oval 
cu acțiunea exer itatá de punct asupra sferei. Reacţiunea ferei € ti itatá 
asupra punctului material А, este forța de legătură, în c vl ки ека: 


o reacțiune de contact 
în problemele pe care le-am întîlnit pînă acum am presupu 
ral, că reacţiunea A a sferei este dirijată după normala la sfe © 4n 
presupus că mişcarea punctului are loc fără frecare, deoarece « xcistenta й дз 
componente tangenfiale a reacţiunii ar presupune existența unei "теб 
între punctul material A şi suprafața pe care se mișcă acest punct 
cluziile acestea sînt valabile fie că suprafața ar fi fixă, (imobilă sí i 
bilă), fie că ea ar avea o mişcare (cunoscută), fie, în sfîrșit, că еа ar suport 
anumite deformatii (cunoscute) — cum ar fi variaţia razei sfer 1 
special cînd suprafața nu ar fi fixă, vom face toate considerați 
presupunind constant timpul la un moment dat, /, la « 
fenomenul. 
în mecanica analitică se presupune de obicei că reacfiunile de legă 
nu implică nici o frecare între punctul mobil A si suprafața sau c 
care el este obligat a se айа; reacţiunea de legătură va avea deci ct 
normalei la suprafața sau la curba care determină legătura. Vom vedea mai 
departe ce modificări. introduc frecárile. 


Lucrul mecanic virtual al veactiunilor de legătură. Sá reluám cazul p 
punct obligat sá se afle pe o suprafatá datá, S. к 
Vom descompune reacţiunea R a suprafeţei în două componente: una Rp n 


suprafața S în momentul considerat ź şi alta Re situată în planul tangent la 5, 


e E Ду 
Componenta normală Ra poate fi pusă sub forma 
R,—N»v, 


J fiind versorul normalei la suprafaţa S în punctul considerat, iar N o cantitate 


nedefinită, funcţie de 7, DIE et 

Ín ceea ce priveste componenta tangentialá Rs, ea va reprezenta în cazul ur 
scleronome, rezistența pe care suprafața rigidă S o opune mișcării рапс 
frecarea de alunecare provocată de suprafață. De obicei, în Mecanica ana 
că frecarea este inexistentă, aşa că componenta R; este nulă — 
moi deocamdată. Rezultă în acest caz că toată reacţiunea R se reduce la с 
normală. 


ceeace 


R= Ru =. 


om putea deci serie pentru o deplasare 


În virtutea teoremei deplasării virtuale v 
tuală Ar compatibilă cu legătura 


RAr=0, 
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i} mecanic al voacțiunii R corespunzator deplasärii Av esti nul“. Vom spune mai 


pe scurt: ju pul mecanic virtual al veactiunii R este nul, 
SX trecem acun la exemplul a două puncte Ayp 215 

yy, punctele fiind obligate să rămînă 

Lungimea А, Ag este garantată de 


ale sistemului, a căror poziţie 


este determinatà de vectorii de poziţie respectivi Vis 
la o distanţă dată (ca functie de timp) unul de celălalt 
două forte, una Кү aplicată punctului A, si alta R, aplicată punctului 1, ambele avînd 


linia de acțiune slyly şi satistăcind relația 


Ry 4-30 


11 
în virtutea principiului acțiunii si reacţiunii. 
şi R, vor fi deci reacfiunile de 
"T deplasări compatibile cu condiţia geo- 


Aceste două forțe К, legătură corespunzătoare, Dacă 


An, A 


metrică impusă lungimii 


sint. deplasările virtuale ale punctelor Ap 4 
la atunci din condiția 


Di n, l= funcţia dată de /, 
prin diferențiere, vom avea 
(ri — rg (85 — 972) Ш 

к= ы 


Eliminind pe 11 între aceste două relaţii vom obţine 


(31.73) 


(7 —79 (A — Ara) =0, 


folosind notația (31.52). Această relație este echivalentă. cu următoarea 


R Ar HRA 


deoarece reactiunile RQ R, avind acelaşi suport se pot ex rima 
1 3 3 


k fiind o mărime scalară. 
Această relaţie ne arată că lucrul mecanic virtual al veacțiunilov de 1 
orice deplasări compatibile cu legătura impusă punctelor este nul. 
Am făcut împărțirea reactiunilor de legătură în două categorii a) categoria 
nilor de contact; b) categoria reactiunilor la distantá. 
Cele douá exemple pe care le-am dat aici, exemplul punctului A obligat să se miște pe 
o suprafaţă dată si exemplul a două puncte 4, А» obligate să-şi mențină distanța dintre ele 
egală cu o anumită funcție /—/(/) de timpul /, dau 
naştere la reactiuni de legătură apartinind la cate- 
gorii diferite, anume: primul implică react i de 
contact, cel de-al doilea nu; astfel că, potrivit 
convențiilor făcute, va trebui să particularizăm 
oarecum primul exemplu, luînd nulă o eventuală 
frecare, pentru ca lucrul virtual al reacţiunii de 
legătură să fie nul. În cel de-al doilea exemplu 
nu este nevoie să se ia o atare precauție pentru 
ca lucrul virtual al reactiunilor să fie nul. 
Să trecem acum 1а un sistem de puncte oare- 
care (4) compus din n puncte materiale 4;(i—1 
"TED 2, ..., n) şi supus unor legături de felul acelora din 
Fig. 31.10 cele, două exemple de mai înainte. Presupunent 
anume că legăturile constau, pe de o parte, din 
a se afla necontenit pe cîte о suprafață, sau pe cite o 
lor, considerate perechi, de a menține 
у. Diviziud sistemul de puncte 
isa fel ca. fiecare sistem 
putind 


obligaţia unora dintre punctele sistemului de 
curbă dată — categoria a) — pe de alta, din obligatia puncte 
distanfa dintre ele egală cu cîte o funcţie dată de timp — categoria b 
(A) în tot atitea sisteme parțiale (de cîte un punct sau de cîte două), 
implice una dintre cele două legături din exemplele precedente, un puuct 


parțial să 
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{ lua parte la mai multe astfel de sisteme parţiale, vom putea spune că lucrul virtual al reac- 
| tiunilor corespunzătoare este nul pentru fiecare sistem parțial. Rezultă că lucrul virtual 
| al reacțiunilor sistemului într 1) de puncte cate va fi egal cu suma lucrurilor virtuale 

ale tuturor sistemelor partial | fi de asemenea egal cu zero. Vom putea deci scrie 
{ fi 
Yr 0 (81.75 
| c í / 
| 1 
unde cu R; am notat suma tuturor т ictiunilor de legătură care at fi aplicate punctului 11, 
prin divizarea sistemului (4) în sisteme parţiale, iar cu Ar,, o deplasare virtuală (compa 
? tibilà cu legăturile) a sistemului (4) de puncte 
Ca exemplu să considerăm cazul a două puncte materiale A4, Ag legate între ele prin 
| tt-un fir inextensibil 4,5 1, trecînd printr-un inel în 5 (fără frecare) (fig. 31.10) şi obligate să 
alunece fără frecare pe două drepte D, D, concurente în О, Forţele de legătură care lucrează 
asupra punctului li sint: reacţiunea Kyy | dreptei D, și tensiunea Rp a firului. În mod analog, 
vom avea in 1, reacţiunea corespunzătoare Г, Şi tensiunea Ray. Este € ident că reactíunil 
Күү, Rao sînt respectiv perpendiculare pe D, şi D, iar reacțiunile Rigy Ra int egale între ele 
în valoare absolută, au respectiv direcțiile D, şi D, şi sînt dirijate ambele spre e vede 
imediat că pentru o deplasare virtuală ra, ôr, а sistemului de puncte om avea 
| R,,87,—0, R3,8r4—0, R,58r, + 15597, — 0, 
| deci relaţia (31.75) este satisfăcută; am înlocuit operatorul A prin 5 deoarece si mul este 
i scleronom. 
a Un sistem de puncte deosebit de interesant îl formează corpul solid rigid lidul, 


cum îl numim pe scurt. Legăturile solidului se reduc la legăturile la care putem o 


ce-l constituie, în afară bineînțeles, de legăturile dintre puncte care determină ri 
pului. Solidul cu un punct fix, de exemplu, este un sistem de puncte, între care există condi 
nedeformárii, unul dintre puncte avînd o mișcare cunoscută (punctul fix 
fixă este un sistem rigid avînd două puncte fixe. Solidul, care poate aluneca 
lungul unei axe (sau, în general, în lungul unei curbe superpozabile), este 
care are un număr de puncte cu traiectorie dată. Solidul, care poate aluneca Ё 
un plan, este un sistem rigid care are un număr de puncte obligate să se miște 
suprafață dată). Solidul care se rostogolește, fără alunecare, pe un 

un solid care are o rotaţie în jurul unei axe instantanee de pe pl 
fără alunecare, pe un plan este un solid care are o rotație în jurul ur 
junctul de contact. Rostogolirea și pivotarea pe o supraia 
instantanee pe planul tangent in punctul de « 
ă reactiunile legăturilor corespunzátoar 


Solidul cu o ax 


(sau pe o 
propriu-zis, 
care pivoteazá, 
instantanee ce trece prin ү 
se reduc la rostogolirea si pivotarea 
În toate aceste cazuri se poate vedea lesne с 


le аста virtual nul: solidul cu un punct fix, cu o axá fixá, sau solidul care se ro 
au şi piyoteazá din cauză cá deplasarea virtualá a punctului de aplicatie a reactiunii es 
te- solidul care alunecă fără frecare pe un plan sau în lungul unei axe, din cauză cá react 
de de legătură este normală deplasării virtuale. 
vit Se intelege cá in toate cazurile vom presupune cá frecarea este nulá 
ám supunem cá mișcarea de rotatie a solidului cu un punct fix sau cu o axá fixá 
A " А х TA ^. : x 
2lá solidului pe un plan sau pe o suprafață au loc fără frecare; în spec! 11 să consid 
de carea de rostogolire este nulă. Dacă voim totuși::să ţinem seama de frecarea pe 
річ $ntimpina-o solidul in rotatia sa în jurul unei axe, atunci va trebui să introducem cu 
tru frecare ca un cuplu dat, avînd o expresie cunoscută. 
Legăturile menționate, pot fi asimilate toate cu legăturile din categoria a 
are- însă imagina si legături de categoria b) anume, cînd sistemul este alcătuit din do 
=) C, şi Cp, avînd cîte un punct A, respectiv 4, așa fel ca distanţa dintre ele, .!,-l,, за пе o 
itd 25 x А А 34 AED Sar” A м 1 F Бы 
din funcție dată / de timp. Са $1 1n cazul unui sistem compus numat din două puncte A, Ау vom 
А : i AR » й 
pem presupune că relația de condiţie ne conduce la două reacfiuni de legătură în A, Şi 5m 
din As, astfel încît suma lor Rit ha să fie nulă 
део | Prin urmare, vom avea $i aici lucrul virtual nul adică o relaţie (31.74) 
ine 
tán ' ş 
І RAN t Л 0 
ste | 
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pentru orice deplasare virtuală A7,, Ar, compatibilă cu legăturile. Dacă distanţa dată / este 
nulă, atunci punctele Ау, Ag coincid în A, iar solidele pot fi considerate ca articulate în A 
сате caz va trebui să presupunem articulația fără frecare. 
O legătură similară între solidele (C) şi (Co) 
puncte 4,, B, aparţiniud solidului (Cj) 
supuse la condiția ca distanţele 4,45, Ву), să fie respectiv egale cu două funcţii de timp 
date, A, la Se înţelege că și în acest caz vom putea, înlocui legăturile cu două, perechi de 
reacțiuni, R, în Ap Ra în Asi Ri 
reacţiunii, vor îndeplini relaţiile 


o putem obţine dacă vom considera două 
şi alte două puncte Az, P, apartinind solidului (C,) 


n B, Ry în B, care, satisfăcînd principiul acțiunii și 


R Ar 0,7—0, КАУ R^; = 0, 

pentru deplasările virtuale An, Ar,, An, Av, ale punctelor 4,, Aa respectiv, B,, Ba. Dacă, 

în particular, distanţele date lœ ly sînt nule, cele două drepte 4,B, 81 ABa vor coincide tot 

timpul, adică solidele vor fi articulate în lungul lor (articulație fără frecare). > 
Să considerăm cazul a două solide (C,) și (C4) 

ca suprafeţele care le limitează să fie tange 

solide sînt obligate a 


care se ating în punctul comun A, astfel 
nte între ele în acest punct comun. Dacă cele două 
aluneca unul pe celălalt, fără frecare, уот avea în punctul comun A 
două reactiuni de legătură R, şi R, egale şi de sens opus, care vor fi, evident, normale la 
planul tangent comun în punctul de contact A. Să presupunem că în A coincid donă puncte 
materiale А, şi А) şi anume A, apartinind solidului (C,), iar 4, lui (C3). Deplasarea vir- 


tuali Ar, a punctului А, poate fi descompusă într-o deplasare Ду comună punctelor Ау, 4; 


şi una Ar, care înseamnă deplasarea punctului A, faţă de solidul (C3): 

Ar, = Ar4- Ari. 

La fel vom avea 3 
Arp=Ar+ Ars, 

dacă Ara înseamnă deplasarea virtuală a punctului 4», 


față de (С). Cum deplasările Ar, Ar 
contact A vom avea 


iar Лу, deplasarea relativă a acesti 
au loc în planul tangent, comun, în punctul de 


R Ar + Ё,Лу,=0, 


deoarece reactiunile R}, R, sînt normale la acest plan tangent. Prin urmare, vom putea s 


RUNG + Ra Ara (у RA + RA + R4^75—0, 
adică lucrul mecanic virtual al reactiunilor este nul. 


În sfîrşit, cazul a două solide (Cj), (С) tangente între ele, care s-ar rostogoli sau ar 
pivota unul pe celălalt se reduce la cazul articulației lor în lungul unei axe instantanee. 


$ 3. Principiul lucrului mecanic virtual. Multiplieatorii lui Lagrange. 
Din cazurile particulare examinate anterior deducem că dacă un sistem de 
puncte (4), — între care pot intra si solide, — este supus la un numar de 
legături de forma studiată, atunci reacfiunile de legătură К; satisfac relatia 


=A) 


разл i 31.76 
Y R4Nrí—0 (91./€ 
i-1 


pentru orice deplasare virtualá posibilă Ars (compatibilă cu legăturile) a 
sistemului (4). Însă oricare dintre legăturile cunoscute în practică se poate 
reduce Ја o combinaţie de legături dintre cele studiate. — : 

Pe de altă pate, astfel de legături se exprimă prin forma generala 


n 


РЕ ct ‹ 31.77) 
уу ак Ariana dt=0, (k=l, Da la iod 
= 
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sau 

n 

У; ари а в=0, (k=l, 2, ..., nt), (31.78) 

T 
implicind deplasările virtuale Дуу, car satisfac relațiile 

n 

NETT 0, (hk—1, 2, ..., m), (31,79) 


Ter 
cum se poate constata prin calcule simple, în fiecare caz in parte. 

Această constatare ne conduce pe cale inductivá să enunțăm următoarea 
proprietate generală. 

Principiul lucrului mecanic virtual (prima patte). Lucrul mecanic virtual 
al tuturor veacțiunilor de legătură la care este supus un sistem de puncte materiale 
este nul pentru orice deplasare virtuală a sistemului, compatibilă си legăturile, 
dacă legăturile nu comportă Jrecári. 

Ca un corolar, vom deduce condiția necesară și suficientă pe care trebuie 
să o îndeplinească sistemul de vectori, d'Alembert (Ф) pentru a fi în echilibru 
cu legăturile sistemului de puncte. În acest scop, vom porni de Ја relația 


Ф;--Р;=0, (31.80) 


necesară şi suficientă pentru echilibrul cerut, Ri fynd reacţiunea. de 1 
Fie Ar; (i=1, 2, ..., n) o deplasare virtuală compatibilă cu legăturile sis- 
temului (4) de puncte. Multiplicînd scalar relația (31.80) cu Ar; şi sumind 
apoi în raport cu î, de la 1 la n, vom obține 

XO;AT; УР: Лу; =0, 
de unde, tinind seama de (31.76), deducem 


n 
У; 0;^7;—0. (31.81 


i—1 


Relaţia (31.81) apare astfel ca о condiţie necesară a echilibrului 

Vom arăta acum că ea este și suticientă. Pentru aceasta să observ 
că deplasarea virtuală A»; a sistemului trebuie să verifice relația (31.79) 
corespunzătoare legăturilor sistemului, exprimate prin relațiile (31.77) sau 
(31.78). 

Vom întrebuința reprezentarea celor Зи coordonate generalizate ale 
sistemului (4). Deplasarea virtuală a sistemului va fi reprezentată în acest 
caz prin Aq; (i=1, 2, ... 3n), între aceste mărimi existînd relația 


Aceasta înseamnă, că dintre cele 3n mărimi Aq; (= 1, 2, ..., Зн) numai 
3n—m(=s), de pildă Ag, Ad», ..., Aq,, pot fi luate în mod arbitrar, cele- 
lalte m anume Аф», +++; Afan fiind funcţii liniare și omogene de acestea, 


т 
| 
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deduse din (31.82); am presupus că relaţiile (31.82) sînt distincte, ceea ce 
înseamnă că matricea dreptunghiulară ; i 
putem scoat 
nul (defect 
mile Аду» 


(с) este de rang m adică din ea 


n Nan prin funefii liniare, omogene de A, 
încât ea nu va mai confine decît restul de s (= 57 
de altfel, lua valori arbitrare. Rezultă că pentru ca relația astfel modifi- 
cată să fie satisfăcută va trebui ca coeficienţii celor s mărimi Афу, ..., Aq, 
care au mai rămas în (31.81) să fie nuli. 

Obfinem astfel s ecuaţii pentru cele 
Sistemul va fi în general determinat așa 
(4) de puncte este solufionatá, Calea urmată pentru a ajunge la soluție 
este metoda lucrului mecanic virtual numită astfel pentru că punctul cen- 
tral al metodei îl constituie expresia (31.76), a lucrului mecanic virtual al 
reacfiunilor. Ea revine în esenţă la eliminarea а m dintre mărimile Ax, 
Ay; Az; (în număr de Зп) între (31.79) si (31.81). 


Multiplicatorii lui Lagrange 


" Aq, astfel 


т) mărimi, acestea putind, 


$ necunoscute 01(7=1, 2 


Aa AL 


că problema mișcării sistemului 


Eliminarea a m dintre mărimile Axi Ayi, Az între relațiile (31.79) 
şi (31.81) se poate tace mai simetric cu ajutorul multiplicatorilor lui Lagrange. 
Multiplicînd relaţia (31.79) cu Ar, adunind-o apoi cu Ф;Л7; şi ѕшпіпӣ in 
raport cu indicele i obținem 

n X m =, = - 
Y СЭУ кйм |710. (31.83) 
iit К=1 

Această relație trebuie să fie satisfăcută, natural, pentru orice valori 
ale multiplicatorilor Ay. Vom alegem însă in așa fel valorile celor m 
multiplicatori Ар încît parantezele care înmulțesc cele m mărimi Ax, 
Луг, А, care urmează а fi eliminate, să fie nule. Lucrul este posibil 
pentru că determinantul ecuațiilor liniare în A; este, 
uşor, tocmai acel determinant de ordinul m pe care l-am presupus neiden- 
tic nul pentru a putea scoate cele m mărimi Адел» -- Adan din ecuațiile 
(31.82), cu deosebirea doar că liniile sînt transformate în coloane şi vice- 
versa. Așa fiind, în (31.82) nu vor mai figura decît cele s mărimi Ax, Ay, 


Az care pot fi luate arbitrar. Deci pentru ca relaţia (31.82) să fie satisfăcută 
este necesar si suficient să avem 


după cum se constată 


ФУ arari=0, (i 2, 2n. (31.84 
KE 


Relaţiile (3'.78) $i (31.84) alcătuiesc un sistem de 3n+m ecuații dife- 
renfiale scalare entru aflarea celor 3n+m necunoscute scalare care deter- 
mină pe 71 Şi Ax (ї?=1,‚2,...›%; h—1, 2, ..., m). În cazul cînd ni se dâu 
condiţiile inițiale (poziţia şi viteza fiecărui punct al sistemului, la momentul 
inițial) şi dacă funcțiile date Fi Şi ак ак îndeplinesc anumite condiții de 
continuitate, destul de largi pentru problemele obişnuite de mecanică pen- 
tru a putea fi îndeplinite — putem afirma, în virtutea teoremei Cauchy- 
Kovalevskaia cá sistemul de ecuafii astfel obfinut admite un sistem de solu- 
tii şi numai unul singur. Vectorii r; astfel determinaţi reprezintă mişcarea 


e cel puţin un determinant de ordinul m, care să nu fie identic 
nul). În consecinţă, în relaţia (31.81) vom putea înlocui mări- 


ERALTT A 
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| sistemului considerat di 
Меат it ае puncte material y А ‚о | 
(31.83) care poate fi identificati « n Ea deoarece ei satisfac si relaţia | 
à cu (31.80) dacă punem í 
RM, › | 
i ды Марку ) 0 ‹ = 
| : 25 9 (31.85) 
Această valoare pe сате o dăm 1 | 
са satislace re latia Зери Ry esti acceptabilă pentru 
"P С 
| у Ду, =0 
і=1 
| ingura la car | 
singura la care este supus, a priori, siste iuni 
деа ы. А , Sistemul de re: : legătură (Р) 
| Mărimile àx fiind determinate prin ecuaţiile (31 n deea e (Ri). 
аў 91.83) 91 (31.79), expresia 


(81.85) a lui A; este bine determinată 

| ы, дл principiului lucrului mecanic virtual. Am demonstrat că 
relațiile (31.81) constituie condiția necesară și suficientă pe cate tre Бш 
s-o îndeplinească vectorii Ф; considerati ca forțe, pentru a fine în echi- 


) | A Ee a : 

4 | ERA EA (4) de puncte. Tinind seamá de principiul lui 

E | d'Alembert ob;inem următoarea formulare a principiului lucrului virtual. 
Principiu ului mecanic vir {1 { si j 

cipiul lucrului mecanic virtual 1. Condiţia necesară si suficientă ca 


vectorii D; aplicati respectiv punctelor A; să fie în echilibru cu legăturile 
este са lucrul mecanic virtual al tuturor vectorilor Ф, să fie nul, pentru orice 
deplasare virtuală compatibilă cu legăturile a sistemului de puncte, dacă legă- 
turile nu comportă frecare. l 


j ln special pentru cazul echilibrului (accelerația 7,—0), (zm) 
deci Ф; =, vom avea următoarea formă a principiului: 
„Condiţia necesară si suficientă ca forțele Е; aplicate respectiv punctelor 
A, să lase sistemul (A) de puncte în echilibru este ca lucrul mecanic virtual 
al tuturor fortelor F; să fie nul pentru orice deplasare virtuală posibilă (com- 
E cu legăturile) a sistemului de puncte, dacă legăturile mu comportă 
recare. 


Vom înțelege prin condiție de echilibru pentru forțele F; realizarea unei poziții (4), a 


aşa fel încît punctele fiind la momentul /,, în stare « 
ă poziție sub acțiunea forțelor corespunză- 
în tot intervalul de “timp t= [fto T], T fiind un anumit 
forțele își fac echilibru în tot acest interval de timp 
mului (4). Se vede imediat că este necesar și 


le 
le 


sistemului (А) de vectori de poziție rio; 
repaus, în (49) ele să rămînă necontenit în aceast 


toare F; si a legăturilor (31.78), 
moment ulterior lui /j. Vom spune cá 
$i cá (А), este o pozitie de echilibru a siste 
suficient ca relaţiile 


31.86) 


ак=0, (k—1, оту 


chiar 


ipiul 


atá „Principiul deplasărilor vir tuale* sau 
numele de „Prine 


a se mai numeste citeod 
Dintre aceste trei numiri, vom alege 
are cel mai apropriat nofiunii, 


1 Principiul acest 
„Principiul vitezelor virtuale". 
lucrului mecanic virtual“ care ni se p 
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să fie satisfăcute pentru valorile 


rre v4—0, (iml, 2, s. М), (31.88) 


in tot intervalul de timp [fo T), pentru ca forţele 7; să fie în echilibru în acest interval. 
într-adevăr, se vede cá în condițiile (31 86) şi (31.87) valorile (31.88) sînt soluţii ale siste- 
mului de ecuații 


ni 
di = Y. = ; ; 
ny li PL (i1, 2, ...› t), 
=: (31.89 
d^ - 
di 


împreună cu relaţiile de legătură (31.78), în tot intervalul de timp [lp T] şi că dacă valorile 

(31.88) sînt soluţii ale sistemului (31.89) cu (31.78), atunci relaţiile (31 .86), (31.87) sînt satis- 

făcute. În particular, deducem că în cazul echilibrului legăturile trebuie să fie scleronome, 

ў Dacă privim relaţiile (31.86) şi (31.87) са 3n--m ecuații scalare pentru necunoscutele 

í fuil, 2, ..., n) ȘI Ак (k=1, 2, ..., m) şi dacă soluţiile astfel obținute sînt independente 
- de timpul /, ele ne vor rezolva problema echilibrului in sensul fixat. 

in cazul cînd ecuaţiile (31.86) si (31.87) admit mai multe sisteme de soluții, atunci 

există mai multe poziţii de echilibru pentru sistemul (4). Teorema Cauchy-Kovalevskaia ne 

spune totuși că dacă funcţiile Е; si аы îndeplinesc anumite condiţii de continuitate care inter- 


vin în această teoremă si care de altfel sint îndeplinite în problemele obișnuite ale meca- 
micii, atunci soluția (31.88) este unică pentru ecuaţiile (31.89) dacă impunem mărimilor 


ri şi v; condiţia ca ele să nu difere prea mult de valorile (31.88); cu alte cuvinte, în veci- 
nătatea poziţiei (4), această poziţie este singura de echilibru; poziţiile de echilibru sînt izolate, 

Ca aplicaţie, să considerăm poziţiile de echilibru ale unui punct greu, obligat să rămînă 
pe sinusoida din planul vertical хОу avînd ecuația 

y=sin x. 
Luind аха Оу verticală, dirijată în sus, ecuaţiile (31.87) vor avea forma 
—) cos 4=0, —g4-1-—0. 

Prima ecuatie ne dá o infinitate de pozitii de echilibru, care, cum se vede, sînt izolate; cea 
de-a doua ne dă valoarea lui ^. 


Examen critic. Istoric. Principiul lucrului mecanic virtual sub forma (31.81) poate fi 
privit ca o extindere a ecuației lui Newton 


та=Е (31.90) 
! la sistemele de puncte cu legáturi. Faptul apare mai evident, dacá scriem expresia princi- 
| piului sub forma 
n 
У (ља 4 Fi) А0, (31.91) 
| £u 
unde A7, verifică relaţiile 
n 
Y agi Ar; — 0 (BE, 2, ...› т). (31.92) 
i-1 


i si 1 1 1 : ires „hivalentă cu (81.90) 
Pentru cazul unui singur punct material liber, relaţia (31.92) este fireşte, echivalentă cu (31.90). 

Mişcarea sistemului (4) de punete materiale se poate studia, cum am spus, şi cu aju- 
torul ecuaţiei lui Newton, aplicată fiecărui punct în parte 


(31 93) 


ma T4 Ry 


a 


— P „ 
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Dezavantajul acestei metoi tă d rin | lucrului virtual constă în aceea cá în ecuaţia 
lui Newton 1.9 par forte di 1 itură, pe cînd în tía (31.91) fortele de legătură di par. 
Pe d 1А parte, însă cuatia lui vton at intajul față de principiul lucrului 
mecanic virtual, că ca c in cazului cind turile comportá cári, pe cînd ecuația 
31.91) nu se poate oi decit în < 11 ci | | le nu comportă iri. Este drept după 
cum am văzut, că în aplicaţii nu se pune chestiut ft irii decit pentru 1 iturile din cate 
сома а), astfel încît dacă sistemul nu comportă decît legături d [ T | її mai averi 
nevoie de mentionarea restricției cu privite la frecat 
Principiul lucrului mecati irtual | aplicat desi destul de pentru unele 
probleme de statică (problema pirg hiilor) încă de pe timpul lui A ] n epoca modernă 
îl folosesc ub o formă incipientă Leonardo da Vinci, Simon Stevin şi mai al Galil Galil 
Acela însă, cate i-a dat prima formă geiierală а fost Jean. Bernoulli care în scrisoarea adresată 
lui Varignon (26.1.1717) enunţă principiul aproape sub forma lui de astăzi. El se n 
(ea scrisoare (publicată de altfel in fruntea „Mecanicii“ lui Varignom, 1725) de ul 
forței prin proiecția deplasării pe direcţia forţei“ pe care-l numește „energie Tot ulli 
întrebuințează expresia „viteza virtuală“ pentru prima oară, expresie care este idoptatá apoi 
de Lagrange. Principiul lucrului mecanic virtual este aplicat m ji tîrziu de Maupertuis, d'A len 
bert, Euler, pentru a deveni baza „Mecanicii analitice“ a lui Lagrange 
Exemple, Pentru a ilustra metoda principiului Iucrului virtual, vom face citeva 
aplicaţii simple, regăsind rezultate cunoscute 
1°, Punct pe o suprafată. Să presupunem că sistemul (4) se reduce la un singur punct 
material Л de masă m, 7 fiind vectorul sáu de poziţie și F forţa dată care Încrează asupra 
sa. Fie 
v, )=0 )4 
ecuaţia suprafeţei variabile pe care punctul A ă rămîn A t 
forma integrală a legăturii corespunzătoare 
| 9f ‚ д/ df A 
ap dz di—0 5 
Оу 02 Qt 
O deplasarea virtuală Ar, compatibilă cu legăturile, de proiecții Ax, Ay, Az E 
trebui deci să satisfacă relația 
2 af » 
D 1297 ‹ 
дда) ду+-92д:=0. 6 
0% oy oz 
Aplicînd principiul lucrului mecanic virtual obținem 
DAx+ 0 Ay+ D-Az=0, 7 
unde 
Ф ma 
Eliminind mărimile Ax, Ay, Az între ultimele două relații vom avea 
9f 9f . 9f j 
Da: Py: ——-— 0: А 21 OR 
d4 9» 92 
care împreună cu (31.95) sau cu (31.94) constituie un sistem de trei ecuati 
trei necunoscute ale problemei: x, y, 2 
Eliminarea mărimilor Ax, Ay, Az se face, de obicei, scoțind dintr-una 1 la 
valoarea lui Az, de exemplu, și introducind-o in cealaltă relaţie; obținem ast 
ӘЛдх+ ddy 
a-p) Art [0, 992 9, | Ay=0 
l'ai wr TT 
9/19 9//95 
Jinind seama că această condiţie trebuie satisfăcută pentru orice valori ale mări » 


milor Ax, Ay, vom deduce relaţiile de mai înainte (31.98). 
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Jun c : Ху а са? 7 t 
După cum am văzut la cazul general, se poate ajunge la aceste relaţii intrebuintind | 
metoda multiplicatorilor lui Lagrange, сееп ce ne dă în cazul nostru i 


1.5 \/ Sipi ( 
ЕЕЕ 


X fiind astiel ales meit paranteza Ф, J-À 9/ 


să se anuleze 


Atunci relaţia precedentă se reduce la următoarea 


QJ . 0f 
E i 


care, trebuind să fie identic satisfăcută pentru orice 


1 valori ale mărimilor Ax și Ay, conduce 
la sistemul 


Data QJ 0 9f. 


= ‚‚ Dyt 
DEY 4 


0, D+) 9f 0. 


(31.98 
ду EY, 31.98) 


Ultima dintre aceste trei este relația de definiție a lui 7. Putem spune deci că pro- 
blema se reduce la a determina soluția în x, y, 2, Aa acestor din urmă ecuaţii, cu соп- 
ditia (31.95). 


Pentru a ne pune în concordanță cu notaţiile generale (31.59) vom însemna 


grad f= di 


Astfel ecuaţiile precedente iau forma concentratá 


PHa = 


(31.99) 
Suprafata este о sferă. Fie 


ecuaţia sferei de rază variabilă 7 si avînd centrul în punctul mobil de vector de poziție 7, 
(funcție de î). Pe această supra й este obligat să se miște uu punct material A de 
m. Presupunînd că forța propriu-zisă este nulă, ecuația (31.99) va lua forma 


у= Ми +0) 
deoarece grad f va fi egal cu 2(r—ry. Ecuația precedentă se poate scrie sub forma 
р= 0—70 


făcînd schimbarea de variabilă р=7 — 70, ceea се revine la a muta originea 2 
sferei. Se vede că mișcarea punctului faţă de noile axe (mobile) presupune e3 


xelor în centrul 
stenfa unei forte 


| —r, care lucrează asupra punctului; este forţa complementară (de transport) datorită miş- 
cării axelor. Multiplicînd ecuaţia aceasta scalar cu p obținem 


sau, ţinînd seama de ecuația sferei р 


d - зу 
2700) = 


Printr-o multiplicare vectorială cu р obţinem în mod analog 


а EOM — t 
ái (px р) —roX e: 


— 


геси 


viteza punctului material pe sler, In acest ea "mn on 


Dacă punctul material л eati pu d 


‚ (#, 5 )-0 f. (ж, 4 0 


avem problema punctului obligat să rămînă pe o curbă variabilă, eurba avind Р 


Deplasarea virtuală Ағ a punctului л va satisface relaţiile 


pe care le putem pune şi sub forma 
ағ 0, 
unde am notat 


ау = grad fi, 
Principiul lucrului mecanic virtual ne 
Ф.А Ф,4у4 Ф, 0. 
Eliminind pe Ax, Ay, Az între (31.101) si (31.103), obţinem relaţia 


care împreună cu (31.100) reprezintă trei ecuații pentru cele trei necunoscute 
problemei. i 

$i aici se pot întrebuința multiplicatorii lui Lagrange. Inmultind rela 
mespectiv cu 24 si d, adunind apoi cu (31.103) obţinem 


(Фа 12403) 7M — 0. 


asa fel cu parantezele cure înmulțesc pe An 
D 


Dacă determinăm pe 24, da 


atunci relația (31.104) se reduce la 


JU hy 


( 
Фф, РА ) 
[а ул 3 0a 


un 


unitorma 


Петев 
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unde putem presupune deplasarea Ax arbitrară, celelalte două fiind scoase ca expresii liniar 
de Ax din (31.101). Deducem Sie 
„ Oj Of» 
ФА APP DN 
ox “D 


(31.106) 


ü mai putem alătura si relațiile de definiţie a coeficienţilor №, А 


căreia 
. 9/1 DP 
DA) Мм 0, 
у 1 Qy 2 dy 
(31.107 
ОЛ. Òa ! 
Ф M RIA : 0 
02 


cu (31.100), deteriminá cele cinci necunoscute ale pro 


Aceste trei relaţii scalare, împreună 
şi sub forma concentrată 


blemei X, У, 2, Ap № Ele mai pot fi scrise 
Ф Ела Anda 0, 
yesupunind Ау arbitrar 
v coeficienţilor Ау, 4 este 
(31.100) sint distincte, adicá dacá ele reprezint 
(31.105) putem alege două care să ne determine pe 74, ^4 căci 
tii de ordinul al doilea din matricea 
" ољ d 9A 
SAE Lt 
дя» ду 92 
DX ду X 


De altfel, dacă toţi aceşti determinanti de 
adică relaţiile de 


formal din (31.105) 1 


Determinaret totdeauna posibilă dacă cele 


care se deduce 
á efectiv o curbă. 


Observaţie: 
două condiţii de legăt ură 
Într-adevăr, din cele trei relații 
altfel ar însemna că toti determinan 


ontrariu ipotezei. 


sint nuli, ceea ce ar fi c 
a o relaţie funcțională între f, Si fa 


al doilea ar fi nuli, ar exist 
(31.100) n-ar mai reprezenta o curbă. 

Curba este un cerc. în cazul cînd curba ar fi 1ш cerc (mobil, de rază variabilă) el poat 
fi reprezentat prin intersecti ru 7, şi de rază 1, printr-un plan trecînd p i 


a unei sfere de cent 
(r—r=B, (r—r1)«-0, о?=1. 

va fi raza cercului) centrul avînd v 
trecînd prin centrul sferei, orientarea i 
Poziţia 91 mărimea cercului depind 
7 axe, scalari 


intă o sferă de rază Г (care 


Prima ecuație reprez 
torul de poziție vo; a doua reprezintă un plan 
dată de versorul о, adică versorul normalei la plan. 
de 6 parametri independenți între ei, proiecţiile vectorului 7o pe 


două dintre proiecţiile versorului х pe axe. 


Ecuația generală ne va da 


—ma-EF 4-X(r—19 0—0, 


anume: 


e nul, luînd m=lşi făcînd 


dente. Presupunind cá F est 


unde notatiile au înţelesuri evi 
a precedentá devine 


barea de variabilă 7 —/0= 0, ecuați 
ppt 5—70 


| ecuaţiile de condiţie fiind 


cu р si vectorial cu р, ecuaţia ne dă 


1 Multiplicind o succesiv scalar 
d - 1 iară 
dt (e ) = ap C? рлар 2 roe 


i 1 4 .. 
< (px p) м (ох) Бех е, 


| 


GENERALITATE ASUPRA MECANICI ANALITICI 767 

iar prin multiplicare scalară cu o obţinem 

/ № == 
în cazul special x const died o 0 p—0, cum rezultă din v o—0 ultima relație пе dă 
valoarea lui 

^g Vo% 

care se reduce la zero pentru r,—0 adică dacă centrul cercului are o mişcare rectilinie uni 
formă: aceasta înseamnă că reacţiunea Jv de legătură 

= рі 


se reduce la componenta din plan, componenta normală planului fiind nulă dacă planul cer- 


cului ate o orientare fixă şi dacă centrul cercului are o mișcare rectilinie uniformă sau este 


imobil 
39. Două puncte situate la o distanță dată. Vom considera acum cazul a două puncte A4, 


A. de mase 9n, Ma de vectori de poziţie 7j, 7 respectiv, asupra cărora lucrează forțele pro 


priu-zise F}, respectiv F3. Vom presupune că între уу si 7, există relația de legătură 


v 
(r (31.108) 
unde 1 este o funcţie cunoscută de timp. Ea ne dă legătura 
(7—75) (dr, — dr) = И dt 31.109) 
între deplasările reale dr, dr, precum si 
(r, —r (Ari — Ang) =0 31.110 


între deplasările virtuale Ar, Ar, ale punctelor 4,, 4,. Putem scrie relația 
forma 


ауу Art aaa Àr4 —0, 
unde am pus 


а d — (n— 


Principiul lucrului mecanic virtual va avea expresia 


unde 


Aplicînd de-a dreptul metoda multiplicatorilor lui Lagrange, relaţii c (31.111) şi (31.112) 


ne dau 


(D, HAt) Art (Dataa) Ara=0, 


adicá 


9,122, —0, DaHa =. 


Aceste două relații, împreună cu legătura (31.108), constituie 7 ecuații scalare pen 
7 necunoscute ale problemei: ху, Уу, 21, Ys, Уз, Za şi Л, dacă însemnăm cu Yi, vi, 2; 
Ше vectorului ri pe axe (i=1, 2). 

Să presupunem, în special, că forţele propriu-zise Lò, P, siut 


Fm Fs F= mg} Fa» 


Е fiind un vector constant sau chiar o funcție dată de timp g(t), iar Fia 
interioare ce satisfac relația 


Fiy la, 
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Beuaţiile precedente devin 
Wir AQ, 0g) m mg-p-f 


Mala — Ag — 7,) = mag 4-4 
bus | ] | 25 21 
Prin adunare, obținem 


ШТА | Mara == (Bt, ИША, 
51 deci 


, А t 1, 
miri Mpa Ctt’ d, (m, -F- ma) g (t) dl 
J0 Јо 


с şi C’ fiind doi vectori constanti. Relația aceasta ne arată că centrul de ereutate ( 


al siste 
mului are o anumită mişcare de acceleraţie g(/). EI va fi situat necontenit ре 


A : i dreapta 4,41, 
între cele două puncte 4A, si Aa. Distanfele de la C р 


la cele două puncte A;(i—1, 2) vor fi 
mgl ml 
CA, ; CA, - (31.113) 
"у-у, -mtm 


Rezultă că punctul 4, se va găsi necontenit pe sfera de centru C şi de rază myl/(m, 

iar A, pe sfera concentrică de rază 2217/0 +m. Am redus astfel problema la mișcarea unui 
punct 4, pe o sferă dată, cel de-al doilea punct aflindu-se totdeauna la intersecția dreptei 
AC cu sfera concentrică de rază mj//(m; 4- mj). 


Wis) 


Se mai poate demonstra cá punctele rămîn necontenit într-un plan de orientare fixă 
în spaţiu. În acest caz, problema rezolvă în particular mișcarea a două puncte grele între 
care se exercită o forță interioară oarecare. Centrul lor de greutate C va descrie o parabolă 
situată într-un plan vertical și avînd axa verticală. Punctele se vor găsi necontenit într-un 
plan de orientare fixă, mișcarea lor față de C efectuindu-se conform legii ariilor. 

Expresia analitică a forței de legătură. Expresia forței de legătură am gi 


jit-o 


Aşadar, o dată cu aflarea soluţiilor sistemului (31.78) si (31.83) se obțin si valorii 

de legătură Ri. În expresia lor, multiplicatorii lui Lagrange joacă un rol import: 
Am văzut că în cazul mișcării unui punct material obligat a se afla pe o supr 

sau pe o curbă dată, coeficienții vectoriali ay; sînt nişte gradienti care indică direct 

malei. Deci în acele cazuri particulare, multiplicatorii ^к pot fi consideraţi ca fiind în legă 


tură cu valorile absolute ale reactiunilor R}. În special, în cazul punctului pe o curbă avin 
ecuațiile 


ful, y, 2, )=0, fals Уу, 2, 1) =0, 

reacţiunea de legătură 
R=) grad f+ grad fa 

poate fi considerată ca fiind rezultanta a două forte: una dirijată după normala la su 

fı=0 şi alta după normala la suprafața f,—0. Mărimile absolute ale acestor compr 

sint determinate respectiv de valorile multiplicatorilor 2, $i As. 

Urmărind prin analogie această proprietate $i in cazul general, am putea sp! 
am mai menționat, cá api (i—l, 2, ..., n) reprezintá parametrii directori ai unei supr 
neolonome. Forţa de legătură datorită acestei suprafețe are o valoare determinată de coeti- 
cientii Ay, iar forța de legătură care se aplică punctului material A; este rezulta 
forte de legătură provenind din existența a m suprafeţe neolonome în spațiul 3x — dimens 

Vom reveni mai tîrziu asupra acestui fel de a concepe problema. FS : 

4°, Sistem de puncte admițînd translația şi rotatia. Să considerăm un sistem scleronom 
(Arzzr) de n puncte materiale A; (i=1, 2, ..., п) asupra cărora lucrează forțele propr 
zise Fi. Păstrînd notaţiile vom avea 


n = 
Y Q;3ri-0, Ф; "цар Fi Gt 
ї= 1 


pentru toate deplasările virtuale д’; compatibile cu legáturile. 


| 
| 
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| Să presupunem că legăturile permit o deplasare rigidă òr; а sistemului, absolut genc- 

| ralà. În acest caz deplasarea Br; se poate pune sub forma 

| Sr Brat 80% (ri — 9) 

| am însemnat cu 7o vectorul de poziţie al unui punct 1, pe care-l presupunem іл ariabil 
legat cu siste mul în deplasarea sa rigidă şi cu 80 rotația ‹ lementară în jurul unei axe trec ind 


prin 4, 


1 у; 8rg-80X (ri— Fo) 0, 


| unde 8r, şi 50 pot fi presupuşi arbitrari. Pentru a ne folosi de această calitate a lor vom 


desface paranteza de sus şi voim schimba în той convenabil ordinea factorilor în cel de-al 


| doilea termen. Vom obţine astfel 


Relaţia (31.115) ne va da deci 


| n n 


| БУУ 0p;-I-80 3j (ri 7) x 0,—0, (31.116) 
| i= {Z1 
| 

уф; =0, уо, -r9) x 0,—0. (31.117) 
| Observind că cea de-a doua relaţie se poate scrie 
Si < $;—7, z Yj9.- 0 


si ţinind seama de prima, ele se reduc la 


deci 


Yo. 0, Sri xi 0, 


C (0) —0, 


sau, mai concentrat, 


оо 


unde cu ^C; am notat torsorul sistemului (D;). Înlocuind pe Ф; prin valoarea sa —7 F; sau 


—H;+Fi (E mai= impulsul punctului 4;), relaţia (31.117) se poate scrie 


sau încă 


deoarece avem, după cum se ştie, identitatea 


Н) = C (Hy). 


Formulele (31.118) si (31.119) sint susceptibile de interpretări mecanice evidente. 3 
formula (31.118) care ne spune cá torsorul sistemului de vectori Ф; este nul, 
una identică cu formula ре care am obținut-o aplicind teorema torsorului 
vectori în echilibru. Într-adevăr, sistemul (0. este în echilibru cu legăturile, 
fele de legătură, astfel încît, atunci cînd am voi să aplicăm teorema tors 


nu este t 


m ^ ^ dt mer : EIE Е А 

oti : să includem în vectorul Ф; si reacţiunile de legătură R;, pe lîngă forțele Fi, pe cînd în 
Я formula (31.119) reactiunile de legáturá nu figureazá. 
pom Trebuie să menționăm însă că formula (31.118) a fost dedusă numai pentru 
ето particulare (4) care admit o deplasare rigidă arbitrară, pe cînd formula (31.113) este 
торті“ pentru orice forțe în echilibru, 
Se înțelege că observaţia se repercuteazü și asupra formulei (31.119). Într-adevăr, aceasta 
se poate desface în două 

5 A ‚ 

(31.3 ; E : (31.120) 
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попа ca de obicei cu Æ si K impulsul total şi momentul cinetic al 
Relaţiile precedente au forma primelor 


stemului (4) de puncte, 
і ent două teoreme generale de la mișcarea sistemelor: 120: 
rema impulsului și teorema momentelor cinetice; ele însă nu sînt identice cu acestea tocmai 
din cauza forţelor de legătură care trebuie să figureze în teoremele generale și саге dispar 
în (31.190). ai 
5°, Cazul solidului. O aplicaţie imediată a formulelor « 
care, evident, admite o deplasare rigidă arbitrară. Dar în acest caz formulele sînt identice 
cu acelea date anterior, pentru că forțele de legătură sînt în acelaşi timp forțe interioare 
astfel încît ele dispar în operatorul ,torsor". 
Problema solidului poate fi urmărită sub forma ac 
complet liber, ci ar fi supus la unele legături, Relaţia ( 


j putem face la solidul liber, 


vasta chiar în cazul Cînd el n-ar fi 
31.116) rămîne valabilă se înțelege, 
însă nu mai avem dreptul de a privi vectorii drg şi 80 са 


fiind arbitrari, independenţi între ei, 
Dacă de exem Du solidul ar avea un junct fix 
, 7 1 


, putem presupune са acel punct este 
chiar Лү de vector de poziţie >. Deci în (31.116) va trebui să facem 


yy-0,  Bry-0 


ceca ce ne dă 
80Y,7x 0—0, 


lăsînd indicele i la o parte ca nefolositor. 
Cum vectorul 80 poate fi considerat arbitrar, deducem 


Уух ф=0 


sau încă, înlocuind pe Ф prin—mvr--F 


K-YrxF, 
aga cum am văzut la mișcarea solidului cu un punct fix. 


Dacă solidul ar avea o axă fixă, o putem lua drept axă Oz. În cazul acesta, vom 


70=38r0=0, iar 80 va fi un vector dirijat pe axa Oz, adică avînd proiecţiile pe axele 
(0, 0, 30). Relaţia (31.116) devine 


80X(x0y — 95) =0, 


unde am însemnat cu Фу, Фу, Ф», proiectiile vectorului Ф pe axele fixe. Cum 90 este diferit 
de zero, deducem 


X(xDy—jy0b;)—0 sau Kz= Mz, 


insemnind cu JA proiecția sumei УУХ Ере axa Oz şi cu К: proiecția vectorului K pe aceeaşi 
axă. Am regăsit astfel ecuația cunoscută privind mișcarea solidului cu o axă fisă. 
în mod analog, se pot trata oricare alte legături impuse solidului. EIC 
6°. Cazul firului flexibil și inexlensibil. Ne propunem a studia, cu ajutorul principiului 
lucrului mecanic virtual, problema firului perfect flexibil şi inextensibil, pe care am studiat-o 
pentru cazul echilibrului, în statică. < А aie 
Un fir perfect flexibil și inextensibil, de lungime dată / este supus acțiunii unei forţe 
propriu-zise care are valoarea F redusă la unitatea de lungime. Vom presupune că F е 
un cîmp cunoscut, adică este о funcție dată de coordonatele punctului unde se aplică, precum 
gi de timpul 7. Presupunem apoi că firul este suspendat în două puncte fixe А şi Б. 
Așadar, asupra elementului de arc ds din fir, lucrează forța dată Fds. Fie r vectura 
de poziţie al punctului ei de aplicaţie P. Principiul lucrului virtual (caz scleronom) ne Ya < 
Qà3r—0, (31.121) 
(aB) 


unde vectorul lui d'Alembert (p ia forma 


ф=(— рв-|- £)ds, 31.122) 


v 
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p fiind masa specilică (pe unitatea de lungime) a firului, iar a accelerația punctului P; inte- 
grala este o integrală curbilinie extinsă de-a lungul firului, de la A 1а B (la momentul /). 
Am presupus că ds este îndeajuns de mic pentru a ne fi îngăduit să-i atribuim acceleraţia a, 
a punctului P à 

Relaţia de legătură se obține scriind că elementul de arc ds este invariabil pentru orice 
deplasare virtuală a punctelor care-l alcătuiesc, 


5ds—0. 
l'iniud. seama de relaţia 


ds2== (1,7), (31.123) 
deducem 


ds 8 ds=dr 8 di 


sau, cum $45 este nul (firul fiind inextensibil) 
dr = 
ds $dr —0. (31.124) 


Relaţia (31.123) este valabilă pentru toate elemen- 
tele de arc ds de-a lungul firului. Prin urmare, în- 
trebuințind metoda multiplicatorilor lui Lagrange, Fig. 21.11 
vom putea scrie BL 


m ndr 
Qàr-EX4: 8 dr zx 31.125) 


-~ (AB) 


Vom aráta acum cá intre operatorii diferentiali d si 3 aplicati vectorului ; 
relaţia de permutabilitate 
8dr—d àr. 31.126 


într-adevăr, operatorul d aplicat lui y ne dă vectorul dr= РР’ (fig. 31.11) dacă Р” 
punctul vecin lui P pe curba Г care să fie poziția reală a firului la momentul 7. O 
$ aplicat aceluiaşi vector 7 пе dă vectorul 8r— РР, deplasarea virtuală a punctu 
Deplasările virtuale ale tuturor punctelor, P, P’ etc. de pe curba Г vor conduce la 


torilor d; vom avea deci 


P,P,—à(r4-8/). 
Însă punctul P, a fost obtinut prin deplasarea virtualá a punctului P', astfel incit vom avea 
P'P,—B(r--à7). 
Їп modul acesta putem obține vectorul de poziție al punctului Р! pe două căi: una, рог- 
nind din P pe drumul PP,P, ceea ce ne dá pentru acest vector expresia 
r--8r-4- d(r--87), 
х- 


iar cea de-a doua, pornind din Р pe drumul PPP, ceea ce ne dă pentru același vector, e 


presia 
"ак (rd dr). 
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Egalind între ele cele două expresii astfel obținute, care reprezintă acelaşi vector, obținem 
relaţia (31.126) care exprimă proprietatea de permutabilitate a celor doi operatori diferen 
tiali, d si 8. Tinind seama de ea, relația (31.125) se mai poate serie 


Q8r--A.- dà 0. (31,127) 
J (AB) ds 


Să electuiüm o integrare prim părți a termenului al doilea de sub semnul integralei 


Vom scrie 
i di - „Ф N \ ў 3 di 
) d3r —,-9/ 8rd |). , 
) ds ds n (AB) ds 


Observind că 8r se anulează, atit in punctul A, cit și in punctul B și înlocuind apoi în (31.127) 


obținem 
i di 
-df à 8r—0. 
J (AB) ds 


Această relație trebuie să aibă loc oricare at fi valoarea lui àv; deci va trebui să avem 


ls 


Avem de determinat patru necunoscute scalare ca funcţii de s, adică ) precum și cele 


ф a): 0. (31.128) 
€ 


trei proiecţii х, y, ale vectorului » pe axe. 
Ecuatia vectorială (31.128) se poate desface în trei ecuații scalare; a patra va fi evi 
dent relatia (31.123) pe care o putem pune sub forma 


ах\ (dy a ағ}? t 
бүчү eon deeem nw (31.129 
(5 (2) F Fd ; i 


Prin urmare, problema in general este determinatá. 
Ecuatia (31.128) pe care o punem sub forma 


- ar) A 5 E s 
Q-r-d| Z |=0, insemnind —2A- Т, 
ds 
este susceptibilă de o interpretare mecanică importantă. Vectorul lui d'Alembert Ф echili- 


x 07 x dr н 
brează un vector a 7%) care este egal cu creșterea vectorului 1 1 pe intervalul ds, al 
as ds 


= Pdf. ME ы: a к: 
firului. Însă vectorul EE are márimea T si este dirijat pe tangenta la fir. Acest vector va 
E 3 
fi tensiunea firului. Însemnîndu-l cu „7 şi înlocuind pe Ф prin expresia sa (31.122), ecu ţia 
(31.128) poate fi scrisă 


(31.130 


(—pz--F)dsdT-0, Т=: 


Sub aceastá formá ea generalizeazá ecuaţia (9.1) unde am studiat figura de echilibru a firului. 
Ecuatia (31.130) ne dă, mai general, mişcarea firului. ; = 
Proiectiile pe cele trei axe de coordonate ale acestei ecuații vectoriale vor fi 


- 1 lx 


$ ds 


md Ly 


d o ка pa 
sta "tas ds]! 


trei ecuaţii scalare pentru cele patru necunoscute scalare л, У, 2, 
abile independente $ şi /, О a patra ecualie este evident relația | 


Г privite ca funcții de cele 
31.129). 
douá vari 1 


т> 
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$ 4. Teorema energiei. Să reluăm ecuaţia generală 
Q;--R,—0 (i1, 2, ..., t); 


de mișcare a punctului A; aparţinînd sistemului material (4) de n puncte 
şi s-o punem sub forma | 


o. qe 


nm 
f 


ФРУ Arrn =0 ii, 2, ..., n) 
ET | 
tinind seama de expresia reacţiunii Ry de legătură, Tie dr; deplasarea reală 
a punctului A; în intervalul infinitezimal de timp d/. Să multiplicám sca- 
lar relaţia precedentă cu dr; şi să facem suma pentru toţi termenii obţinuţi, 
luînd pe î=—1, 2, ..., n: Vom avea 


n n m 
Y dr; E Y Y Молча; 0. 
LI isi k=l 


Tinind seama de relaţiile de legătură care ne dau 


n 
Y Хой — rty d£, 


i1 

relația precedentă devine | 
n 2 S m 
Y Ф;47; = Y 2 pa dt—0. 
i=l К=1 


înlocuim pe Ф; prin valoarea sa —miti Fi și observăm că avem 


9 


— AY IL ПР 
айу =v dt=d >. 


Relația precedentă devine astfel 


| n ud VES m 
n. 3 Edgy Fidri — x adr dl=—0. 
3 {=1 k—1 
за sau încă os 
dT- XFjdr,- Ўлка, (31.131) 
30) 


unde am însemnat cu T energia cinetică a sistemului (4), 


ui. „a 
3 Bri 
1 = miv? . 
EI 
În cazul legăturilor scleronome (ar=0), această relaţie se reduce la 
n 
7] Ру y la RO 
dT—Y, Fidr. (31.132 
i= 
În partea dreaptă figurează lucrul mecanic elementar al tuturor for- 
telor propriu-zise, corespunzător deplasării ау; a sistemului (4). Avem astfel 
cele teorema energiei: 
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Variația energiei cinetice a unui sistem scleronom este egală cu lucrul 
mecanic corespunzător al fortelor propriu-zise. 

Teorema aceasta diferă de teorema energiei pe care am găsit-o la mis- 
carea sistemelor unde trebuie să figureze în partea dreaptă toate forțele apli- 
cate sistemului, atît cele propriu-zise, cît și cele de legătură. Deducem că 
lucrul mecanic al fortelor de legătură într-un sistem scleronom este mul. Pro- 
prietatea aceasta rezultă de altfel, si din prima parte a principiului lucru- 
lui mecanic virtual 


n d 
y R487,—0, 
{=i 
dat fiindcă în cazul legăturilor scleronome deplasarea reală dr a sistemului (4) 
poate fi considerată și ca deplasare virtuală compatibilă cu legăturile. 
În cazul general al legăturilor reonome trebuie să recurgem la formula 
(31.131) găsită mai sus. Comparind-o cu teorema energiei din mișcarea sis- 


deducem că lucrul mecanic elementar al forțelor de legătură este 


temelor 
n m 
Y Ridr; = — Y Ака 
iz К=1 


5. Principiul celei mai mici constrângeri (Gauss). Formula 


uu 


" — — — 
VOAr;=0, D= mait F: (31.133) 


je 
prin care am exprimat ecuafia generalá a dinamicii, aminteste oarecum 


condițiile de extremum. O interpretare simplă în sensul acesta a fost dată 
de Gauss prin principiul celei mai mici constrângeri. 


r A ә d E ; б 
Fie Г traiectoria unui punct material A de masă 
2). 


(7) т, сате porneşte din poziția Po, cu viteza v, (fig. 31.1 

Г Fier,vectorulde poziţie al punctului Pg. După inter- 
P(7) valul elementar de timp d? mobilul se va găsi în 
punctul P al cărui vector de poziție 7 se va deduce 
printr-o dezvoltare de forma 


7=7+0dt4 adt >, (31.134) 


Po (Fo) 


însemnînd cu a accelerația sa în Po. 

Dacă mobilul nu ar fi fost supus la legături, el 
ar fi ajuns cu aceleaşi condiții inițiale (у, 20) în poziția P'(r^). Vectorul 
de poziţie 7', al punctului P' se va putea obține prin dezvoltarea 


— onm ДЕ КИ, 3 
=r ttdi a 4+ et. 


Fig. 31.12 


conform ecuației 


deoarece derivata a doua a lui in raport cu timpul este, 
lui Newton, egală cu F/m. 


т. 


NU c ——————— € 
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Vectorul PP' măsoară deviația de la mişcarea neconstrinsá, liberă, 
cu alte cuvinte constringerea pe care legăturile o impun punctului material 
considerat. Tinind seama si de masa m a mobilului, vom defini constrîn- 
gerea corespunzătoare a unui sistem (А) de puncte materiale supus unor 
legături, prin mărimea 


Xm(PP")*, (31.136) 


suma tind extinsă la toate punctele sistemului (4). 
Y însă valoarea lui PP” se deduce imediat folosindu-se expresiile (31.134) 
şi (31.135) ale vectorilor de poziţie > si v’ 


| PP'=r'—7= e à Jae. (81.137) 


it Am neglijat in acest calcul termenii conținînd pe d/?, ай, ... în factor, 
Observind cá avem 
м ү = 
mPP'—30dP?, —F—ma, 
ecuația (31.133) dată de principiul lucrului mecanic virtual se poate scrie, 
lăsînd indicii la o parte, 
Yun P P'Ar—0. (31.138) 


Să ne închipuim acum cá punctul de masă m are o deplasare virtuală 


Ar, compatibilă cu legăturile, din poziția sa reală P(Ar= PQ) pînă în Q. 
Constringerea corespunzătoare acestei poziții a sistemului (4) de puncte 


va avea expresia bee 
E Sm(QP')?, 


suma fiind extinsă la toate punctele sistemului (A). 

Ne propunem să arătăm că această constrîngere este mai mare decît 
constrîngerea (31.136) a mișcării reale. Vom observa în acest scop că depla- 
sările virtuale Ar(= PQ) ale sistemului (А) de puncte vor satisface, evident, 
ecuația generală a dinamicii, adică relația (31.138). 

Pe de altă parte, însă, avem 


QP'—QP--PP'——ArPP', 


de unde deducem E s: iol B 
(QP'y— Ar -(PP^?—2ArPP", 


sau inmulfind cu m şi făcînd suma pentru toate punctele sistemului obținem 


yn(QP)*—ym(PP^ з SmAr2—25imPP'Ar. 


Тїпїпа seama de (31.138), relația precedentá se reduce la 4 
ym(QP')*—YXm(PP^*- Xm. 
Însă egalitatea aceasta ne conduce la relaţia E 


ym(PP')? <Ууң(ОР')%®. 
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Semnul = nu convine decît în cazul cînd toate deplasările Ar sint nule 
adică numai dacă toate punctele Q coincid cu punctele P corespunzătoare, 
Excluzind acest caz (care înseamnă cá nu avem nici o deplasare virtuală) 
relația precedentă se poate serie 


Уут(РР")?: Ут(0Р”)?. (31.139) 


Inegalitatea (31.139) are о interpretare mecanică imediată, Într-ade- 
văr, primul membru reprezintă constringerea sistemului în mișcare reală. Cel 
de-al doilea ar reprezenta constrîngerea aceluiaşi sistem în cazul cînd mobilul 
ar fi luat poziţia Q în loc de poziţia P. Inegalitatea (31.139) ne aratá cá 
dintre toate poziţiile compatibile cu legăturile, poziția reală a sistemului ne 
oferă, in orice moment, constringorea minimă. Acesta este principiul celei 
mai mici constringeri al lui Gauss (1828). 

Expresia analiticá a principiului se poate serie imediat dacă finem 
seama de valoarea (31.137) a lui PP'. Anume, mișcarea sistemului este 


determinată de valoarea minimă a expresiei 


xml ij 


Um 


-M 
—а) (31.140) 
sau deci a expresiei 


v ssa eese: | (81.141) 


unde am însemnat, са de obicei, cu Ёл, Fy, Е, proiecţiile forței F pe axele 
(rectangulare) de coordonate şi си x, у, 2 coordonatele punctului considerat. 


Principiul lui Gauss exprimá, asadar, cá dintre toate miscárile posibile, 
miscarea realá este astfel aleasă de sistem, încît ,constringerea" sau deviația 
fată de mişcarea teoretică fără legături, să fie cât se poate mai mică. 

Їп cazul special cînd sistemul de puncte considerat se reduce la un 
singur punct material cu legături scleronome şi cînd lipsesc forțele propriu- 
zise, expresia (31.141) devine 


ma?. 


însemnând cu ds elementul de arc ре traiectorie, vom avea pentru 
viteza v 


D ——— 


у 5 dr: 
RE Суза ле 


Vom observa însă că, în virtutea formulelor lui Frenet, putem scrie 


re ат УС, 
ds ds* ds 


т fiind versorul tangentei, v acela al normalei principale, iar ( curbura 
traiectoriei, datá de relafia 


2 3 dr "s ai) ER (5); 
C = (34) -(&) 1 [2 | 45% 


‚ы 


a 
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C S tal presia accelerației а devine 
a Cs% I-sc 
a2—C?51-L 82, 
Așadar, constringerea m(PP')2=-, ma?dt! va fi minimă o dată cu expre- 
Р < 


С 4-52, 


Însă este nul fiind vorba de о mișcare cu legături scleronome, fără 
forțe propriu-zise. Viteza $ fiind constantă, rezultă că pentru cea mai mică 
constringere, curbura C va fi minimă, adică traiectoria va fi cit mai dreaplă 
(cît mai întinsă). Principiul lui Gauss poate fi numit deci şi „principiul tratec- 
toriei celei mai drepte”. 


Această interpretare a principiului lui Gauss a fost dată de Н. Hertz (1857— 1894). 
Ea poate fi ușor extinsă la un număr oarecare de puncte cu legături scleronome şi fără forțe 
propriu-zise, folosind un spațiu figurativ cu structură euclidiană — ceea ce este cu putință. 


din sistemul (A) de n puncte materiale, vom putea pune 
m лү лт) кү i-i 
dat-27— VhiXt, daia Vii 4Чм=\үт”на, (0—1, 2,..., л). 


Elementul de arc în spaţiul figurativ, considerat euclidian, va fi dat de 


зп п п 


ds?— Y 41. => mids?= di? y mjv;—2Td4. 
BEA) = (ESI 


Am însemnat cu ds; elementul de arc pe traiectoria mobilului 4;, cu v; viteza sa (scalară), 


cu T energia cinetică a sistemului (4). Constrîngerea Уэл;аў va lua expresia 


зп 
у? mag= а= С +s?, 
k=1 
finind seama de relațiile evidente 
dap: «Ыз өр E 
Ik as Kar ds 57 
i Y eI wd, 4241 
L2) ip 2502 К = 
, rem ds = ds ds? 


$i de notația 


Q 
3 
П 
М; 
Li 
VIE 
eR 
la 
ES 
N, 


MECANICA ANALITICA 


unde am însemnat cu C; curbura traiectoriei punctului 44, Ба măsoară oarecum curbura 
tuturor traiectoriilor luate împreună, Din această cauză şi prin analogie cu spațiul tridi- 
mensional, C se numeste curbura traiectoriei i 


qu qx, (h 1, 2, ..., Әл), 


din spaţiul figurativ in 32 dimensiuni, avînd matricea euclidiană 


an 


а V dq. 
kz1 


Pentru legături scleronome între coordonatele q și în absența forțelor propriu-zise 
vom avea 


0, $ = const, 


Deducem că minimul constringerii C?! |. 5? coincide cu minimul curburii C, așadar, traiectoria 
în spatiul figurativ trebuie să fie cît mai dreaptă. 

Principiul traiectoriei celei mai drepte poate fi privit 9i ca o extindere a principiului 
inertiei, ceea ce se regas este, sub forma corespunzátoare si in teoría relativității, 


$ 6. Principiul lucrului virtual în cazul frecării. Та $ 3 am definit 


cele două componente fundamentale ale reacţiunii R și anume componenta 
normală Ra (=N v) si componenta tangențială Rz, servindu-ne de cazul 
unei singure legături olonome de forma o (х,у,2,)=0. Am menționat chiar 


acolo că în cazul scleronom componenta tangenfialá R; va reprezenta rezis- 
tenta pe care suprafața rigidă S, avînd ecuația ф=0, o opune mișcării punc- 
tului mobil, adică frecarea de alunecare provocată de suprafața 5. 

Forma analitică a fortei de frecare. În cazul legăturii scleronome vom 
distinge două categorii de forțe de frecare: 


1°. Frecarea hidrodinamică a cărei natură depinde de viscozitatea unui 
fiuid. Îi vom da forma 


RI, (31.149) 


unde coeficientul de frecare / este о funcție (cunoscută), pozitivă (sau nulă) 
de 2500 
2». Frecarea coulombiană avînd expresia analitică 


R=- fI N=, (31:143) 
|? | 
unde coeficientul de frecare f este o funcție (cunoscută), pozitivă (sau nulă) 
der, v, t. : 
Formele (31.142) si (31.143) ‘generalizează formele simple care inter- 
vin în practică (k=const, f=const). { : . 
Să observăm însă cá forma hidrodinamică nu pretinde vreo metodă 
nouă de lucru, diferită de aceea folosită în Mecanica clasică. In adevăr, 
ecuaţia de mișcare devine în acest caz 


mr—-F-pR, Ё'=Ё—Ё; 


б 2 i Т E urbe ancehire că forta activă 
regăsim astfel ecuația clasică (fără frecare) cu deosebire că forța activ 
este înlocuită printr-o nouă forță activă І" (=Ё— Ко). Din această cauz 
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vom face abstracție in cele ce urmează de frecarea hidrodinamică, luînd 
în cercetare numai cazul frecării coulombiene. 


Dacă legătura ọ (r, 1)=—0 este reonomă, interpretarea geometrică а 


legăturii sclero > ai este c ințä. Ecuafi ) 
eg - 2 $a ` c tace nu mal est cu putință, li uafia ф (r, 1) —0 va putea 
reprezenta atunci o familie de suprafete rigide 5 depinzind de un parametru / 
A RED 3 n fo T. Az ‚ М тін А 
sau chiar o suprafață deformabilá cu timpul. Frecarea produsă de o astfel 
de suprafață încetează de a fi tot așa de clară, cum era în cazul sclero- 
nom. 

Dacă însă ecuaţia e (7, 1)=0 poate fi interpretată ca reprezentînd 
o familie de suprafeţe rigide S, depinzînd de un parametru / — aşa dar, o supra- 
față rigidă S; în mişcare, excluzînd cazul suprafeței deformabile — atunci 
viteza 3 а mobilului se poate descompune în două componente: 

ч 1? 9p, „viteza de alunecare a mobilului pe suprafața 5, — un fel de 

viteză relativă. 

9° o, viteza de transport. 

Se înțelege că în acest caz, în formulele (31.142) şi (31.143), trebuie 
să inlocuim pe v prin v,. 

Ce devine principiul lucrului virtual. Eliminarea reacţiunii R din ecua- 
tia de mișcare (formă d'Alembert) 


Ф A—0, (31.144) 
| nu se mai poate realiza acum cu ajutorul lucrului virtual RA7, deoarece 
P acesta nu mai este nul, ci va trebui să imaginăm un nou vector o în locul 
deplasării Ar, care să îndeplinească rolul lui Ar, adică să satisfacă relația 

Ко=0. (31.145) 
Cu ajutorul factorului vectorial w ecuația (31.144) se va reduce la 


Фо=0. (31.146) 
Dacă eliminarea lui о între (31.146) și (31.145) se realizează simultan cu 
dispariția factorului N, atunci metoda va duce la soluția problemei. Vom 
arăta că aşa se întîmplă, deoarece N apare ca factor allui R în (31.145); 
aga că N dispare, „ab initio" din (31.145); într-adevăr forța de reacție 
R (=, +) se poate pune sub forma 


R-Nsy—f|lN 


cu notația 


de unde scoatem 3% "er 
R=N (vF f7). 


Rezultă că relația de condiție (31.145) se poate pune sub forma 


| 
| 
| 
1 
* 
| 
| 
li 
| 
| 


(у-Е/%)®=0, (31.147) 


-A— 


lásind la o parte factorul N. 
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'ermenii v si т se 


pot exprima în funcție 
vom avea 


de elemente cunoscute: 
y— vers Vp 
si 


г==үсїѕ Vp. 


Ultima formulă trebue explicitată în cazul reonom (pentru cazul 
scleronom avem, evident, v,—0)). Vom recurge la coordonatele curbilinii 
Qv qa pe suprafața rigidă S, aşa încît coordonatele qı, qa determină tot. 
deauna același punct ре S,, oricare ar fi momentul /. Viteza v(—7) а mobi- 
lului va avea expresia 


unde funcția 7 (q,, 9, /) va fi o consecință imediată a condiției ф (у, /)—0. 
Rezultă pentru viteza de alunecare vy, expresia 

с eU 
"an t Ode 


de unde se poate deduce expresia lui т ( 


da 


Т 


—vers v,) în funcție de gi, qs, f. 
În ceea ce priveşte pe v, acesta se va putea exprima cu ajutorul vectorilor 
dr d 


р e situați ambii în planul tangent la Su, făcînd produsul lor vectorial 
91 2 
Vom avea deci 


Eliminarea lui o între (31.146) si (31.147) se va face cu multiplica- 
torul lui Lagrange >, 


Q--XE—0, (31.148) 
cu notația 


›Е/т=Ё. 


Vom obține astfel trei ecuații scalare la care adáugind şi legătura o(r,?) —0 


realizám patru ecuații scalare, pentru tot atitea necunoscute scalare st 
anume: à, х, y, z. Problema este in general determinatà. 


Cazul punctului supus la două legături. Fie 


ex, t) —0, ф» (7, )=0 (31.149) 


cele două legături (olonome) la. care este supus mobilul, e, Фә fiind două 
funcții de у şi de / de clasa C', în raport cu aceste variabile. $ 
Vom presupune că cele două ecuaţii (31.149) reprezintă fiecare СІ 


o suprafață rigidă în mişcare. Rezultă atunci că curba Ce, reprezentată la 


momentul / prin ecuațiile (31.149), rămîne rigidă în mişcarea sa, ceeace 


- 
Ооо 
x 
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înseamnă că familia de curbe C, depinzind de un parametru / reprezintă 
mişcarea unei aceleiaşi curbe rigide în spațiu. 

Reacfiunea A, care lucrează asupra punctului mobil, poate fi privită 
in fiece moment ca Hind rezultanta а două reacfiuni, Ri, R, si anume A, 
corespunzând suprafeţei o,—0 $i A, suprafeței ф=0. Potrivit celor stabilite 
în cazul unei singure legături vom putea scrie 


NN vt), Ra Ny va J27), (31.150) 


T9775 fiind coeficienții de frecare pentru fiecare suprafață în parte, vi, v, 
versorii normalelor respective, N,, N, valorile scalare ale celor două reac- 
{ішлі şi т versorul vitezei de alunecare v, pe curba C+. Soluția problemei 
va fi dată de eliminarea vectorului operațional o între relațiile 


Qo -—0, R,0—0, К,0=0. 
Cu ajutorul multiplicatorilor lui Lagrange vom obține eliminatorul sub forma 


Q- XE, 4 E,—0, (31.151) 
unde am notat m g 
Ei— vif fir, i=l, 2, 


factorii N,, N, fiind inglobafi respectiv in multiplicatorii M, №. 
oi Я \ z a V Tm 

În cazul scleronom Ecc к= ecuația (31.151), căreia îi vom 
ataşa relaţiile (31.149), determină în general necunoscutele problemei: 4 
DG 

m E \ 3 

1n cazul reonom es 540), 1—1, | vom recurge din nou la coordonate 

curbilinii. Fie 
7=7(4, 0 (31.152) 

reprezentarea parametricá a curbei C;, parametrul у fixind poziția mobi- 
lului pe curbă. Vom avea 


Qr 7 

aT 

Se poate gási totdeauna o reprezentare in coordonate curbilinii 
(31.153) 


dno 


r=r(q, qi t) 


a suprafeței 9,—0 (i=1, 2), astfel încât poziţia unui punct oarecare al aces- 

tei suprafeţe să fie determinat de aceleaşi valori ale parametrilor g şi gi 
E ^ 5 Se 

independent de pozifia suprafefei q,—0 în spațiu. Rezultă că pentru o auu- 

2t Z A A РЫ SIP (Е 39 

mită valoare a lui q; relația (31.153) trebue să se reducă la (31.152). 
ixpresia lui v; va fi datá de formula 

dry дг), 


y(— vers E X 
t 07 Odi 


3 
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Această valoare а lui у; va depinde numai de у de-a lungul curbei С, 
deoarece q; va avea în toate punctele curbei o aceeași valoare constantă. 
În ceeace priveşte pe т, acesta va fi dat de 
y 


07 


т=үеї5-1.==( Vets 


în total vom dispune pentru determinarea necunoscutelor g, M, А 
de ecuaţia vectorială (31.151); problema va fi, în general, determinată. - 

Metoda se poate extinde și la cazul general a unui sistem de n puncte 
materiale, supus la 7 legături (/<л) olonome ". 


XXXII. ECUAȚIILE LUI LAGRANGE. STABILITATEA 
ECHILIBRULUI 


A. COORDONATE LAGRANGE GENERALIZATE 


$ 1. Eliminarea legáturilor olonome. Sá considerím din motu cazul 
general al unui sistem (4) de m puncte materiale А; (/—1, 2, ..., n) obligate 
la m legături 


т 
у? & pid i-o dé, (k—1, 2,..., 1n), (32.1) 


1=1 


pentru deplasarea reală dr;. Dacă un număr / din aceste m relații sînt olo- 
nome, adică se pot pune sub forma 


ОООО у= (i ей (32.2) 


notînd cu x; (6=1,2,..., Зп) cele 3n coordonate carteziene generalizate 
ale sistemului (А), atunci putem scoate cele 3n coordonate x; (/—1, 2, ...,3n) 
ale sistemului (4) în funcție de celelalte 3n—l=—h coordonate. 

Mai general, putem exprima toate cele, 3n coordonate Ху, Xs, ---> Yan 
în funcție de Л parametri qj, Qo, > dn astfel încît relațiile (32.2) să ће 
identic satisfăcute. Vom avea deci 


xiii, do» o dm D» (i—1, 2, ..., 3n), (32.3) 
sau З > 
ri—rido eon t), ((i—1,2, зә n), (32.3) 


funcțiile 7, de q şi de € satisfăcînd condițiile de olonomie. Poziţia sistemului 
(A) de puncte va fi deci determinată de Љљ parametri di, d», ...› в Саге pot 
fi priviţi ca fiind coordonatele sistemului (4) într-un sens mai larg. Para- 
metrii фу, d, ---> qn poartă numele de coordonate generalizate sau coordonatele 
Lagrange. 


în Mecanica analitică (Ann. 


1) A se vedea; V. V Alcovici, Frecarea de alunecare 
scient, de Univ, de Iassy, vol. jubiliar 1960). 
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| us sea la et сеоце problema determinării poziţiilor sistemului (4) 

din spaţ uclidian cu trei dimensiuni, la determinarea pozițiilor unui 

singur punct l'igurativ în spaţiul (lumea) coordonatelor q, avînd 4 dimen- 

siuni. Acest spaţiu cu % dimensiuni al coordonatelor у îl vom numi „spațiul 

figurativ” sau „spațiul configurafiilor" sau în sfirsit, „Spațiu Lagrange" 

| Deşi nu se poate acorda nici o existență concretă spațiului figurativ (spațiul 

real nea iud decît З dimensiuni), el are totuşi o mare importanţă în studiul 

mișcării sistemului material (4) tocmai din cauza corespondenţei (32.3) 

= dintre orice poziţie admisibilà a sistemului (A) si o anumită poziţie а 
Y punctului (9) din spaţiul figurativ. i 

. . Succesiunea de valori luate de parametrii у în decursul timpului, de 

pildă, în intervalul de timp i= [tp 4], (02/0) ne dau mişcarea punctului 

figurativ (q) pe traiectoria” sa în spațiul configurafiilor, reprezentată prin 

ecuațiile 


I 


qq), (Rez hy (32.4) 


unde q,(/) sint / funcţii de /. Ecuațiile (32.4) reprezintă, aşadar, parame- 
tric, această traiectorie, fixînd în fiecare moment /, poziția punctului figu- 
rativ (q) pe curbă. Cum unei poziții a punctului figurativ îi corespunde o 
anumită poziţie a sistemului (А) de puncte materiale în E,, rezultă cá mis- 
carea sistemului (4) este reprezentată prin mișcarea punctului (7) în spa- 
tiul figurativ, în sensul că dacă se cunoaşte mişcarea punctului (4) în spa- 
tiul figurativ, se cunoaște si mișcarea sistemului (4) de puncte materiale, 
în E31). 

Deplasărilor reale dr, ale sistemului (4) le va corespunde o depl: 
„reală? dg, a punctului (4) în spaţiul figurativ, pe traiectoria de ec 
(32.4). Vom avea deci 


d Ir E gdt ы 


Mărimile dq, (k—1, 2, ..., 1) sînt parametrii directori ai „tangentei” la tra- 
iectoria punctului figurativ. între deplasarea reală dr; (i=1, 2 ,...,n) а 
sistemului (4) şi deplasarea reală dq, (k—1, 2, ..., А) a punctului figurativ 
(g) există relațiile 


E 5 
P д” 97 D 29 5 
Fu — di 110 Vn ссср} 32.5 
Удаа a 
obținute din (32.3). Aceste relaţii se pot pune sub forma 
DAE ni 
CONSUE an Cd i=1, 2, n (32.6) 
и а EY За ӨН? ( 5 20 ) v 


71 fiind viteza punctului material A; (/—1, 2, ..., n). 

Vom spune, prin analogie, cá márimile d (k= 1, 2, ss 
componentele vitezei punctului figurativ pe traiectoria sa, 
(g) ale spaţiului figurativ. 


h) reprezintă 
după „axele 


1) Am notat си E, spaţiul e 
? presupunem cá se petrece efectiv mișcarea, 


uclidiam cu trei dimensiuni, adică spațiul fizic iu care 
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Deplasarea reală dr; a sistemului (4) dată de (32.5) îndeplineşte în mod 
automat condiţiile legăturilor olonome (32.2). Dacă însă deplasarea dr, 
este obligată să mai satisfacă si alte relaţii (32.2) în număr de / (—3n—H), 
atunci acele relaţii de legătură de forma (32.1) se vor putea exprima, dato- 
rită egalităţilor (32.5) prin m—/ (=) relaţii de forma 

h 

У см9 0, (pl, 2, ..., h (=m, (32.7) 
unde сы, cy sînt funcții scalare de qi, gos .- dn; d; q şi de t. 
iul mişcării sistemului (4) de puncte 


în modul acesta am redus studi 
materiale, supuse legăturilor (32.1) în Еу, la studiul mișcării punctului (0) 


supus legăturilor (32.7) în spaţiul figurativ cu / dimensiuni. 

Să presupunem că variația virtuală (374, 8/) (/—1, 2, ..., n) din spa- 
fiul E, corespunde, in spafiul figurativ, unei variafii virtuale (òq, 37) a 
punctului (9). 

Potrivit relaţiilor (32.3') vom putea scrie 


Îi a т 
ан pa d E 
=A Tr 24, 3! òt, (i5, 2a n) 


sînt arbitrar luate. Deplasarea 37; va fi 


unde mărimile 3g, (k—1, ..., h) 
Pentru 5t=—dt relația precedentă 


evident compatibilă cu legăturile (32.2). 
devine ză Р 


Cu ajutorul acestei relații vom deduce ca mai înainte, expresia deplasării 


s 3 315 dri (s x 074 29 Q 
A= ri — Stri = > 27: (M, -45-Y, 25 дд. (32.8) 
Aceastá formulá va trebui aplicatá in cazul cînd în afară de cele 7 legături 
olonome (32.2), sistemul (А) mai este supus si la alte m—l (z^) legáturi 
de forma (32.7), atunci mărimile Ag, (k=l, 2, ...,5) nu mai sint inde- 
pendente intre ele, ci sint supuse relatiilor 
b 
УсыАж=0, [#=1,‚2, o h'(=m—})] (32.9) 
ic 
deduse din (32.7). ` 
Expresia energiei cineti 
materiale А; (1=1, 2,..., n) 


ce. Energia cinetică” a sistemului (4) de puncte 


p 29 
p -1y mv, (32.10) 


notat cu Е energia cinetică, nu 


D n 
unde riscul unor 


1 În capitolele care preced mecanicii analitice am по E е 
pentru a evita unele confuzii de notație. In mecanica analitică, 
vom nota consecvent energia cinetică cu T. 


cu T, a 
astfel de confuzii este utenuut, 


a 


{ ECUATHLE LUI LAGRANGE, STABILITATEA Е JLU 
c. o зли AREA ] AT CHILIBRULUI 35 
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| т; fiind masa, v; viteza punctului A, poate fi exprimată în funcție de j 
şi (k—1, 2, ..., Л) dacă înlocuim în (32.10) coordonatele carteziene Mr. 
coordonatele generalizate q,, potrivit relaţiilor (32.3) si vitezele 9; prin 
expresiile din (32.6). Vom obține astfel pentru T o funcție - Я a 


| ЕТ (a, dp (3d di du dp. д (32.11) 
s sai Hb 9 î cig ТР. ă і 

de дк, qx $i tA =1, 2, as h). In special, T va apărea ca un polinom de 

gradul II în Q4, do «5 Qm» deoarece v; este o funcție liniară de aceste argu- 


mente. 
T 4 А, vL Eq r 5. 7. А s * v D 
| În cazul special cînd legátur ile (32.11) sînt scleronome, adicá expresiile 
din dreapta relaţiilor (32.3) nu depind explicit de timpul 7, 


дн _ = 32.1: 
m ES (=: (32.12) 


atunci, după cum se vede din (32.6), vitezele v; vor fi funcții liniare si 
omogene de qıs d», -::» du. Rezultă în acest caz pentru T o funcție omogenă 
de gradul II, adică o formă pătratică de 91, qas ..., n: 


Й 
T= M gud у= (32.13) 
BE 
unde gi; (i, j—1, 2, ..., №) sint (5 —1)/2 funcţii numai de 01, 42, ..., h- 

5 2. Ecuațiile lui Lagrange. Ne propunem acum a elimina coordo- 
natele carteziene x;, Yi, Zi Şi derivatele lor, din ecuația principiului lucrului 
mecanic virtual 

neg E 
Y 9,^7,—0, (82.14) 


і=1 


exprimînd totul în funcție de cele / coordonate generalizate g, şi de deri- 
vatele lorq, q,(k—1, 2, ...‚ №). Vom înlocui în acest scop deplasarea 
virtuală Ау; a sistemului (А) de puncte materiale prin expresia (32.8). Vom 
obține astfel 


n h > 
д 


У У Org A=, 


і=1 &=1 


sau încă, finind seama de valoarea —mmiai4-F; a vectorului lui d'Alembert 


P; si schimbind semnele 


DEM RES n h Oz; 
ori T3 ri 29 = 
miai Aq, — Y, Y Fi = Aq,—0. (32.15) 
2 p à д4ь Са == 9% 
Această relație poate căpăta o formă mai simplă dacă exprimăm ener- 
0) gia cinetică T în funcție de coordonatele generalizate. Să considerăm energia 
cinetică у 
1 LU $ 
T=> hmv 
pu * isi 
30f 


50 — Mecanica teoretică 
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a sistemului (4) de puncte materiale, unde v; înseamnă viteza punctului 
material A; de masă mmy. 


Pentru a introduce în (32.15) expresia energiei cinetice T ca funcţie 


de q, q $i t, vom proceda în felul următor. Observăm că avem 


: dr, die d, а (òr, 02152; 77 n), 
= == IU 1437 | 
t wi a taa — (L2, 9. 


Pe de altă parte, considerind în (32.6) pe vi, ca o funcție de q, q şi 
і avem A 


d до, 
L5 eI, 
9d 9а 


astfel încît relația precedentă devine 


- n d (s i) Sd d, 
(ries лар nb dt |. 

dlk д4; 9f, 
Ultimul termen se mai po 


ate modifica finind seama de identitatea 
evidentá s 


af 9r DE Dg de «pae. 
ata, = оъ E dAn Int d 


ә (95: 0. X д, 
a s @Т 7 an Ih 9) д 
Rezultá 


sau incá 


Folosind această formulă, relaţia (32.15) ne dă 
аА om Ја = (32.16) 


S p i (32.17) 
= Ро о" 92.241 
Qr EF dap! ( ) 


unde am pus 


Derivatele parțiale эТ|ддк, ƏT dqr trebuie luate în înţelesul că T este pras 
ca o funcție de gr $i dy (acestea fiind considerate ca variabile indepenc ente). 


a 


[ 

| ^ 

| ЕС! КТШ E LUIT AGRANGE. STABILIT ATEA ECHILIBRULUI 787 
i 5 1 А iim d A € 


e ____ Жа 0 


Problema se reduce deci р 1 

xe MAS а a determina par Hi i i 

| funcții de timp, astfel încît relația (32 16) E fic gin n ааа 

| ма оч ES Y? d OZ. l Sé › 'alabila oricare ar ] 

deplasările virtuale Ag, care satisfac relaţiile de legătură (32.2) Pod 
h 


Se Ag 2-0, [j—1, 2, .., M | 
PR U Jm em Dy (32.18) 


| 


| 


Metoda multiplicatorilor lui Lagrange ne conduce la еси ia 
5% h lv 
Y АШЫ {01 81 
: - -0,&— Ас. qc | 
| PIE (3) d CĂ p Pa 0, (32.19) 


care se descompune în % ecuaţii scalare 


Е OLE оу ИМЕ G0 
(2) yoa 2А Ср (k=l, ROA h). (32.20) 


Avem astfel, pentru necunoscutele q, (k=1, 2, ..., h) si № (j=1, 2, ..., h), 
în număr de h+4', tot atîtea ecuații, anume ecuațiile (32.20) si ecuațiile 
| (82.7), care pot fi puse si sub forma 


h 
Y cud, t 0x0 (й=1 PA a Р 
&—1 


Ecuația (32.20) poate fi apropiată de ecuația (31.83), pe care o putem scrie 
mai Fir Akap, ((—1, 2, ..., n). 


Am putea spune că expresia din stînga relaţiei (32.20) tine locul mári- 


mii ma în coordonate generalizate (pentru punctul figurativ), că Ок repre- 
zintă componentele forței date care acționează asupra punctului figurativ, 
în aceleaşi coordonate şi că Х\;сль reprezintă componentele reacţiunii de 
legătură, provenite din legăturile (32.7). Această apropiere între parametrii 
mișcării sistemului (A) de puncte materiale şi parametrii mișcării punc- 
tului figurativ își va găsi o justificare mai bună folosind tehnica tensorilor. 

Caz particular important. Ecuațiile lui Lagrange. Dacă toate cele m 


T. conditii de legáturá sint olonome, atunci / va fi egal cu m, iar coordonatele 
> generalizate q1, q», -> ds (s=3n—m) vor fi independente între ele. Deducem 
va fi satisfăcută numai dacă toate parantezele din (32.16) 


că ecuația (32.16) 


sînt nule 
GL (KP бт оу. (= EID (32.21) 
dh (dgr) 998 
: Relaţiile precedente constituie s ecuații pentru necunoscutele gı, ga: 
ele de ecuațiile lui Lagrange. 


gs ale sistemului. Ele poartă num 


Observaţie. Calculul lui Qr 
Totuşi, observaţia care urmează, ușurează 


nu prezintă nici o dificultate. 
adesea aflarea expresiei lui @у. 


788 MECANICA ANALITICA 


Din felul cum am scos ecuaţiile lui Lagrange se vede cá Qj a rezultat 
din expresia lucrului mecanic virtual XFjAvi. Într-adevăr, avem 


n 8 
SL= Y, FAri= У, i90, - (32.22) 
11 LI 
Aşadar, fixindu-ne atenţia asupra unui anumit k — de exemplu 


k=] — si dînd lui q; o variaţie 8g, în тр се dt precum şi toate cele- 
lalte coordonate generalizate qy(k—2, 3, ..., 5), se mențin constante, vom 
obține lucrul mecanic virtual òL Q,8g, care împărțit prin 3g, ne va da 
tocmai valoarea lui Qi. 


Cazul, forțelor conservative. Dacă există o funcție 


U (X3, Ур Ay оош т 0): 


de variabilele indicate, astfel incit sá putem serie 


atunci din (32.17) vom avea 


Q,—yV,US (32.24) 


\а 9 
0f, 


Cum U (x... Zn; Й poate fi considerată ca o funcție de qi, 92,:--› ds, Vom 
avea 


уа) (32.25) 
= м Mer 


Vom numi funcția: U funcție de forle pentru sistemul (F;). Introducind pe 
U, ecuaţiile lui Lagrange (32.21) devin 


а, ELS 2:901. = гоа ср (32.26) 
dt Lolk Alk- Ök 


Vom nota 
P=IT+U. 


Observînd că U nu depinde de дь, putem scrie ecuaţiile (32.26) sub forma 


LLO, 


d 0.0 20 97 
р=1, 2,...,5). 32.27) 
| dlk ( s) 


d£ 


946 


Funcţia £ care joacă un rol important în mecanica analitică se numeşte 
funcția lmi Lagrange sau potențial cinetic. | 
Dacă funcția U nu depinde explicit de timpul /, sistemul де forțe 
se numeşte conserva tiv, iar U potențial corespunzător. În cazul mai general 
când 4 apare explicit in U, vom spune cá forţele Fi alcătuiesc un sistem 
cuasi-conserealie, U fiind їп acest caz cuasi-potențialul corespunzător. 
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Xe ld UD : 
` - ză 
| eie lui Lagrange în cazul scleronom. Am văzut (cap. 31) cá în 
cazu cînd cele m legături olonome sînt scleronome, energia cinetică T este 
| o formă pătratică de Q1, do, u Qs 
1 8 5 
r= x Y Eatin (Fick), (32.28) 
4 KEAS] 
gix fiind funcţii numai de gi, 9, «e gs. De aici rezultă 
y | С 
( vs" p». по Oc 
TUE S P (32.29) 
| Г QU k i-1 
| deci 
8 5 
а (QT ыл ЖДУ, 20 * 
al 2 = Ў udi Y бик. (32.30) 
dar] 1 ic 


însă Lig este funcție de timp numai prin intermediul coordonatelor 
generalizate qy ..., qs, deci vom avea 


s 
^ 


DIEN Eik 
dy dj UE 
: x 043 gi 
astfel încît relația precedentă devine 

5 


s 5 
d (dT 8 Zik б.т 
(5 \= » Ludi У X S 143. 
i-1j-1 1] 


а; даь iz А 


(32.31) 


Schimbînd în suma dublă din dreapta indicii 7, у între ei, vom obține 


evident, o expresie echivalentă; aceasta este 
5 
j=1 


Aşadar, relația (32.31) se poate pune sub forma 


А did, 


i 


f 3 s s s 
MM d а (dT 7 qn дак Agie) > g 
5) LR а (97 y єй Y Y (068-908) add. 
2 . ША agr. E 2 (4 j=1 c0 cdi 
3 Pe de altá parte, avem 


Q9 99} 


ы 4 | 
A în cazul scleronom, pentru ecuația lui Lagrange (32.21), rezultă 
Leni EE | % í [ў®=®. (k=l, 2 $), (32.52 
^ 
| 


expresia 


A. 
unde am notat cu Ad 
è 


043 


i 1 (dem dee дви) 
| k 2 Qu OR] 
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numită simbolul lui,Christoffel de speja I. Vom suprima în (32.32) semnele X 


sub forma mai simplă 


aşa cum se face, de obicei, în calculul tensorial, scriind relația (32.32) 


сай)" " lid- 0s, (feel, 2, :..,5) (82.33) 


şi convenind a înțelege printr-un termen oarecare al ei, suma termenilor 
similari cu privire la indicele care intervine de două ori în acel termen. 
Un atare indice se numește indice de sumare. Această convenţie este de 
mare folos, mai ales cînd nu există nici o îndoială în privința valorilor pe 
care trebuie să le ia indicele de sumare (1, 2, ..., s în cazul nostru). 


Considerind relaţiile (32.33) ca pe niște ecuaţii liniare în număr de s, 


pentru mărimile 4,(/j—1, 2, ..., s) ele pot fi -rezolvate în raport cu aceste 
mărimi dacă determinantul ||g;; || este diferit de zero — ceea ce vom prest- 
pune a fi adevărat. 


Vom însemna cu ру determinantul minor corespunzător ter 


o. in determinantul |e;| divizat prin valoarea 
sii - 15,171 

(ga se mai numește şi „ 
evident 


© 


menului 

g a determinantului |2, 

minorul normat” al elementului gj. Vom avea 
Stj—85ji 

si potrivit proprietátilor cunoscute din algebra determinanfilor, 

1 pentru t=}, 

O pentru т^} 


dacă în stînga relației se face suma relativ la indicele № 
înainte se serie prescurtat 


546810 


„ Relaţia de mai 
o O! 1 
81811: 
Numărul 5! este cunoscut sub numele de simbolul lui Kronecker 
Multiplicînd cu gin ecuația (32.33) vom obţine 
ME T I Mis 
86194-8), |00810 в, (11, 2, -.., 5) 


k 


sau încă 


jt UL Hào. (АТОО s); (52.337) 

unde am făcut notafiile 
zo poa PE f 7 (32.34) 

ДИА 1 
gi ут 
£ixQx— Qi: (82.35) 


i i ü ? ATE Pent-o 
în toate aceste formule, trebuie aplicată convenția pe care am făcut-c 
asupra sumării, 


> 


P 


ECI \ 
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[orna a 


do fi Y b. 
Ik m f йк м 
ar Vk \ л ШШ rd (k=l, zm) (32.36) | 
admite un siste X- ii si ai i I ‹ ў | 
& ap: istem de soluții şi numai unul în qe, dy (k—1, 2, ..., s) ca tun {11 
de i impu t, într-un anumit interval t= [4, la] aşa fel, ca aceste funcții să se 
| Sn pentru i zl (momentul inițial cuprins în interval), respectiv la mări- 
mile date qù, д (h—1, 2, ..., s) dacá cerinţele teoremei Саш hy-Kovalevskaia 


sînt îndeplinite. 


Cazul echilibrului, În cazul special 


0р=0, (%=1,2,...‚5), (32.37) 
dacă mărimile Qj (^ !, 2,..., s) se anulează pentru t= to, 
Qu(t) 0, (k=l, 2,..., 5), (32.38) 
| atunci sistemul (32.36) admite numai soluţia 
(32.39) 


ак) — qf 


Sistemul considerat (4) de puncte materiale este 


eoremei Cauchy Kovalevskaia. 
boziția de echilibru. Ea este deter- 


în virtutea t 
deci imobilizat în poziţia dată de (32.39), care se numește 7 
minată în mod univoc. 4 
Dacă sistemul (F;) de forțe care 
funcția de forță corespunzătoare 
00 


dlk 


i acţionează asupra sistemului (4) de puncte este un 
sistem conservativ, fiind U, atunci avem 


Ок= 


Relaţiile (32.38) care devin 


ne arată că în cazul dat de (32.39) funcția U trece printr-un „extremum“. 


t 

| Potenţialul. generalizat. Mişcarea electronului într-un cîmp electromag- 

V netic. Ecuațiile (32.27) ale lui Lagrange au fost stabilite în ipoteza că 

| - forțele F; sint definite prin relațiile (32.22) cu ajutorul funcţiei U depinzind 
E numai de variabilele x 
i X, Yis s» 2m t. 


Se înţelege că dacă forțele F sînt exprimate prin funcții depinzînd 

explicit de vitezele punctelor materiale care alcătuiesc sistemul (A), atunci 

xprimate prin relații de forma (82.22) cu ajutorul unei 

dmite că funcţia U depinde explicit si de Ф 
i dacă definim functi 


ele nu mai pot fi e 


atari funcții U. Dacă însă am а 1 
a L tot prin relația 


A А | 
) | în afară de qy (k— 1, 9, 5$) 91 6$ 
| (32.27), atunci vom avea 
35) amA 9:24 от) ага зо). 80. 
^ 32-7 50 aes Qdk Ili 94к $ 


——————————— —— 
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eR tn тее LR — IQ ia 
Prin urmare, ecuațiile lui Lagrange ne dau 
(өтү T QU  d[QU 
al j УШ a il j E (Ё =1, 2, ‘s S). 
АС O'k | Qi — digg, 
Pentru ca aceste ecuaţii să ne dea mișcarea sistemului de puncte (А) c 
pentru ca ele să fie identice cu (32.21) este suficient să admitem rel 
U ари 
Q, =l p (A1, 2, cs), 
4 07к а-у 
CK fk =» 


Funcția U avînd această proprietate se numește potentialul generalizat. 


Un exemplu de acest fel ni-l oferă mișcarea electronului. Dacă însemnăm си е 
electronului, cu E şi H vectorii potential electric, respectiv magnetic, forța va avea fo 
З = 0p 

Е=еЕ——Нх v. 
C 
Aceasta este expresia forței Lorentz. În electricitate, vectorii E şi H se e 


ajutorul unui potential scalar o si a unui potential vectorial A, în felul urm: 


ES 


6p H —rot A. 


Rezultă pentru forța Lorentz forma 


F= — e grad o = 94 = (rot 4)x v, 


> 
DU 
care poate fi dedusá din potentialul generalizat 
EE 
U= ер Ао. 
[20] z 0 
Într-adevăr, presupunînd că пе aflăm în spațiul cartezian cu trei dimensiuni, de соог- 
donate x, y, z, vom forma expresia componentei Fy 
mi d (QU поо е ад „de e (40) 
а; дж DEJ c dt О 2070 E 
саге пе dă 
F dp e д4 е[. [04у 942) -(894c 04: 
z=—e —— ———-— y 2 , 
or c Qté c Qx 9» dz Qx 
dacá tinem seama de relatia 
I sa 
{ dAz Ar д4» ya 942 3 dAz - 
| ава о Зд» ду ^^ д. 


Ecuațiile lui Lagrange se scriu imediat. În teoria electronului avindu-se in vedere viteza sa, 


se ţine seama și de variația masei m, încît energia cinetică Т va avea forma pe care i-o dà 
teoria relativităţii 


my fiind masa în repaus, Funcția lui Lagrange corespunzătoare va avea deci forma 


TT Pat d 
то) ч ; 4". 


Dts 
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$ 3. Teorema energiei în cazul legăturilor seleronome si al fortelor || 


conservative. Dacă legăturile sint scleronome si forţele conservative (U nu 
depinde explicit de /), teorema energiei se poate deduce din (32.26) în felul 
următor. Multiplieind ecuaţia (32.26) cu qj vom obţine 


d рәтү. әт, QU, | 
я ; 9 | 
di FA 1k A gd Ik, (8—1, 2, ..., 5), 
sau | 
d [9T ; | yog mes Voy. ШИЕ 
q ҮЙ 7 Т k 9 ‹ ac 
= di k— 35-4 97 dh LE OVI Cp s 39,4 
di (S БИЛ dd, КЁ Сй" ( dct а (32.40) 
Fücind suma pentru k=1, 2, ..., s se observă că T fiind o funcție 


omogenă de gradul al II-lea în qi, qs, ..., qa vom avea 


$ 


УУ ш q,—2: Ў 
k т 1978 


în virtutea teoremei lui Euler asupra funcțiilor omogene, așa că suma aplicată 
relației (32.40) ne dă 


AT 9T s Өт 90; 
ОБ уу Се ОЕ ANM (T (32.41 
= - Tk k k- 32.41) 
di Xy У YA У 04, 
Pentru a ajunge la teorema energiei пе vom folosi de relaţiile evidente 
dT QT 5 9T 5 QU, dU 
у 92 0,4 in LiT 
PD d O a 
astfel încît relația precedentă devine 
Ge GNU (32.42) f 
dria à 
sau 
T-U=h, (32.43) 
n 


al teoremei generale corespunzătoare, pe care am găsit-o la dinamica siste- 
‚ melor. Într-adevăr, acolo trebuie luate în considerație și forțele de legătură, 
pe cînd în formula precedentă, forțele de legătură dispar. 

Însemnînd cum am mai făcut 


tji, 
funcția V poate fi privită са energie potențială a sistemului pentru forțele i 
conservative Г;, iar teorema ia forma i 
T+V=h. (32.44) . 


Este evident că forma (32.44) a teoremei energiei este o consecință 
imediată a ecuaţiei (31.132). Calculul pe care l-am făcut aici are mai mult 
sensul unei verificări a ecuațiilor lui Lagrange. 
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$ 4, Teorema Lagrange-Diriehlet!, Poziţia de echilibru a unui sistem 
(4) scleronom, de n puncte materiale А; (7=1, 2, ..., n) asupra căruia lucrează 
niște torţe derivind dintr-o funcție de forță U se află, cum am văzut, anulînd 
derivatele de ordinul întîi ale funcţiei U în raport cu coordonatele q ale 
lui Lagrange 

QU 

NE ONE (lies). (32.45) 
Aceasta înseamnă că poziţia de echilibru a sistemului este un ,extremum" 
pentru funcția U. Vom spune că poziția de echilibru a sistemului de puncte 
considerat este stabilă, dacă plasînd punctele sistemului în poziții îndeajuns 
de apropiate si dindu-le viteze inițiale îndeajuns de mici, orice punct al 
sistemului descrie cite o traiectorie în vecinătatea poziţiei respective de 
echilibru, cu viteze care nu depășesc o anumită limită. 

Teorema Lagrange-Dirichlet arată că poziția corespunzătoare unui 
maximum al funcției U este о poziție de echilibru stabil. Un caz particular 
al acestei teoreme l-am indicat anterior. 

Definiția precisă a echilibrului stabil va rezulta o dată cu demonstrarea 
teoremei. 

Vom considera spaţiul figurativ (4) de s dimensiuni în care poziția 
unui punct reprezentativ P de coordonate q,(k=1, 2, ..., s) corespunde unei 
poziții a sistemului de puncte materiale de care ne ocupăm. Fie P, punctul > 
din spaţiul (q) in care U ia valoarea maximă, adică în care energia poten- 
tialáà V (=—U) are valoarea minimă. Vom putea lua această valoare egală 
cu zero, potrivind convenabil constanta aditivă, care intră în expresia lui 
V. Valorile coordonatelor qy (k—1, 2, ..., s) în punctul P, pot fi considerate 
egale cu zero; cáci dacá ele n-ar fi nule, putem lua alte variabile фк 
(EINE 5) ш locul variabilelor д, , care să difere de acestea prin valorile 
ре care le iau în Pi. i 

Vom putea deci presupune că în toate punctele unui interval îndeajuns 
de mic în jurul lui P}, deci și în vecinătatea acestui punct, 

| Iy Ser, £j 0, (k—1, 25 5 s) (32.46) 


funcția V ia numai valori pozitive; excludem, bineînțeles, punctul P, unde I 
se anulează. 


Vom putea deci pune funcţia V de ga, ·-., gs sub forma E 
V—Yai; +7", 
bj 


în vecinătatea originei О, suma Y, din dreapta fiind o formă pătratică, 


ij TIAM. > M Ur 
pozitiv . definită în vecinătatea lui О, cu coeficienți constanți, iar Vo 
funcție de qı, ..., qs aşa fel ca 


lim Г —0 pentru 7, j=l, 2, S: 


1 Teorema a fost enunțată de Lagrange. Demonstrația riguroas 
mai tîrziu de P, D irichlet,. 


x i-a fost dată să 
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Se stie cà cu ajutorul unei substituţii liniare, putem aduce forma pátra- 
| ticà din dreapta, la forma 02-1 * "08; deci V se poate scrie 


= (qi 9) (1-9), 


unde х este o funcţie de qi, ..., Qa care se anulează în O. 
"Teorema Lagrange-Dirichlet se poate enunfa în felul 
м A... v (jt , 4 7 
următor: Fiind dale două numere pozitive arbitrare, є 51 e', se pol determina 
v numerele pozitive n Și ть în aga fel încît, dacă la momentul 1=1, compo- 
| nentele vitezei v! şi coordonatele qj corespunzătoare îndeplinesc condițiile 


0 Т mu ^ "RAY j t © 
19 |<1',|% |<%, 1, 9: 17 72587 
atunci în orice moment dintr-un anumit interval de timp (o, 4j) oricît 
de mare ar fi (ti >to), avem 


lu|<e, [al< №, 151, СЛ» 


Pentru a o determina, vom considera în spațiul (g) suprafața S deter- 
minată de ecuaţia 


(1) feq, c—real, pozitiv. 


Vom numi interioare, respectiv exterioare punctele spațiului (q) după cum 
coordonatele corespunzătoare satisfac pe prima sau pe cea de a doua dintre 


inegalitátile T 
ЛФ) = е. 


Vom lua ре р îndeajuns de mic pentru са V să rămînă pozitiv în toate 
punctele interioare |q;|xCo, precum si pe suprafața S, ceea ce va fi tot- 
deauna posibil din cauza continuității lui V şi a minimului sáu strict (—0) 
in O si vom mai presupune cá P, este un punct interior. 

Fie h limita interioară a valorilor pe care le ia V pe S. Cum punctele 
suprafeței S alcătuiesc o mulțime închisă, există cel puțin un punct pe S 
în care V va lua valoarea /. Deci h nu va putea fi nul, ci vom avea / >0. 
însemnând cu а modulul lui «, vom presupune 


15 


ceea се se obține luînd ре р îndeajuns de mic. Vom mai presupune relațiile 


Ta 


(2) ns e, йһ<є'?(1—а), i=l, Qi IS 


satisfăcute; tot astfel, luînd pe p îndeajuns de mic, vom fixa valoarea lui A 


egală cu cel mai mic dintre numerele 


mie 


п 01820) 


| În ecuaţia energiei 
1 qvem Тоо 
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unde am notat cu dos Și V, valorile pe care le iau energia cinetică, 7, 
respectiv energia potenţială, V, în рола inițială P, (t=lo) a sistemului, 
vom face 


2 
adică 
5 
Y 02] 0) (1-1 „№ 
map, finca) 
1= 
unde am pus «Q—2o(7"). Prima neegalitate va fi satisfácutá luind f 


| 00 [а | 2 , (M= Xm), 


iar cea de a doua luînd 


MEME T. кта 

m a se 2s(1+a) 

unde am notat cu |u? |mas, | 4? |maz valorile maxime ale márimilor vi 
respectiv |q!|(i=1, 2, ..., s). În acest caz ecuaţia energiei ne va da 


Th, 
de unde deducem 


Tah V<h, 


deoarece mărimile T şi V sînt ambele pozitive. În adevăr, T este o mărime 
esențială pozitivă; pe de altă parte, şi V este pozitiv pentru valorile lui / 
vecine de /,, căci punctul P, este un punct interior, iar punctul curent P 
al „traiectoriei” în spațiul (g) n-ar putea fi exterior decât dacă ,traiectoria" 
ar tăia suprafața S într-un punct oarecare P', unde ar trebui deci să 
V(P')zh, ceea ce ar contrazice relația T--V «h scoasă din ecuația energ 
rezultă că „traiectoria” nu iese din interiorul lui 5, aşa cá V rămîne necon- 
tenit pozitiv. 

Avem, așadar 
(3) T<h, V<h 


Prima inegalitate 


2 


Emo? <2h, 
ne conduce la relația 


care devine 
| (4 |vel<e, 


dacă finem seama de prima relaţie din (2). A doua inegalitate din (3), V —^ 
| ne va da 


| ДФ) n. 


de unde 


M —— 
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9 h 


sau încă, finind seama de cea de а doua relație (2 
| quie 

'l'eorema este demonstrată. 

$ 5. Miei oseilatii. Ne propunem acum să studiem mişcarea sistemului 
scleronom considerat în paragraful precedent, în jurul poziției de echilibru 
stabil, cu ajutorul ecuaţiilor lui Lagrange. Acest studiu poate fi privit ca o 
completare a teoremei Lagrange-Dirichlet. | 

. Nom presupune, cum am făcut în paragraful precedent, că poziția de | 

echilibru este dată de valorile q,—0 (k—1, 2, ..., s) ale coordonatelor gene- | 
ralizate, şi că energia potențială V are valoarea minimă egală cu zero în 
acea poziţie. 

Am însemnat cu P, poziția corespunzătoare a punctului figurativ în 
spațiul lui Lagrange. 


ї=1 
o formă pătratică de g,(k=l, 2, ..., S) coeficienţii gij ai acestei forme fiind 
funcții de q1, 9, ..., qs. Vom presupune că ei admit o dezvoltare după pu- 
{ете întregi ale coordonatelor q începînd cu puterea zero, încît vom putea 
scrie în primă aproximație 


Т pagine (în jl, 2. ero) 


unde aj(—aj) sint constante. Evident, cá forma pátraticá este pozitiv 
definită deoarece Т este o mărime pozitivă. 


TA : ; TE 
În mod analog, t£inind seama de proprietatea derivatelor 2 (721,2, ...,5) 
j 


de a fi nule in P, vom putea scrie in primá aproximafie 
О = 210;39193› (i, fil 2, соор 5), 


unde 5;;(— 6,1) sint constante. Forma pátraticá V este de asemenea po 
definită în vecinătatea punctului P, deoarece V trebuie să fie pozi 
această vecinătate, adică pentru valori îndeajuns de mici ale coordonatelor g. 
Cum ambele forme pătratice T şi V sînt pozitiv definite, se ştie că 

putem găsi o substituție liniară 
Qqi— 20505, (2, = 1, DN s), (32.49) 


rin variabilele Q, transtormă formele T şi V 


сор 


care, înlocuind variabilele q p 
în cîte o sumă de pătrate 


ae 202 L— SXSDYE 
2V— Ушу; , 2Т=У%®*@°, | 
: З ^ 
an tyi her мы у m lE ES 
constantele o0, oj?, fiind pozitive. Se stie de asemenea cà putem lua coe 
ficienţii оу sau oj egali cu unitatea. Vom presupune 


oj=l, (ў=1, 2... 3) 
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A A 
incit vom avea 


әт * ^) 
2T—Y, Qj. 
SV 
Mărimile Q; (7==1, 2, ..., s) astfel determinate se numesc coordonale mormale 
sau coordonate principale. 
Heuajiile lui Lagrange exprimate în noile coordonate vor lua forma 


à i : 

(0-0) Q0 (7=1, 2,...,5). 
Deducem 

ЕЦ . кра ‹ ç 
Q;=a; cos (ol pp); (J=1, 2, ...,5), 

a; Şi фу fiind constante de integrare (2; 0). Aşadar, miscarea ín vecinátat 
punctului P, este alcătuită din s oscilații armonice pentru coordonatele 
principale Q;, de amplitudine а, (j=1, 2, ..., s). Vom avea deci pentru coor- 
donatele generalizate qi oscilații de forma 


ea 


u=% 0, (0—1, 2, КО) 
1— 


în virtutea relaţiilor (32.49). 
Mișcarea are caracterul de stabilitate adică, pentru valori inițiale 
îndeajuns de mici ale coordonatelor q; şi ale derivatelor lor qi 


\й|<, RR, @=1‚2,...,5), 


h şi k fiind mărimi pozitive îndeajuns de mici, vom avea valori inițial 
9, 0% ale coordonatelor principale şi ale derivatelor lor îndeajuns de 

în valoare absolută, astfel încât constantele pozitive a; vor rezulta îndeajuns 

de mici pentru ca Q; să rămînă mici în valoare absolută. Vom putea trage 

concluzia că traiectoria, în spațiul (q) va rămîne în interiorul unei suprafețe 


închise S avînd ecuația 


J= 
c fiind o constantă pozitivă oricît de mică, 
Această concluzie lámureste în oarec 
Lagrange-Dirichlet. 


are măsură conținutul teoremei 


Mici oscilaţii cu un singur grad, de libertate (s—1). În cazul unui singur grad de liber- 


tate vom avea 


32.50) 


oT=aqp,  2V-—a«q, ( 
q fiind parametrul care determină poziția sistemului, а şi a' două constante pozitive. Еспайа 
de mișcare va fi 


q-- 024-0 IN (32.51) 

1 1=%, au 

cu soluţia generală 7 р 
а= А сов (01-6), д= 04 sin (оѓ Ф), (52:94 


1 
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у 
| unde A înseamnă amplitudinea (> 0), iar ф dif AA 
С ) í ), iat q diferența de fază, Aceste două constante di “mă 
| vor fi determinate din condiţiile iniţiale 4 ые онны 


| q= fp q**09 pentru [0 
51 anunie 


XM Mişcarea reprezintă o oscilație armonică de pulsație 0, care nu depinde de con- 
азе inițiale. i; 
Eliminind timpul / intre relafiile (32.52) care m 1 | 
| 


dau pe q şi pe q obţinem | 
| 

ТА i do 

А2 А2 


sa 


Dacă reprezentăm grafic relaţia aceasta în planul (9, 4), 
adică în planul fazelor cum se numeşte în fizicá, vom 
avea o familie de elipse (fig. 32.1) concentrice, de semi- 
axe A şi OA, deducindu-se din una singură prin dila- 
tarea centrală de modul 4. Punctul figurativ în acest 
plan descrie elipsa respectivă în sensul negativ (rotația Fig. 2241 
axei q cütre axa q din primul cadran). Ip cd: 


Am presupus, pentru a găsi expresiile (32.50) ale 
energiei cinetice şi energiei potenţiale că derivata a doua a potenţialului în raport cu q este 


diferită de zero. Dacă această derivată este nulă, atunci va trebui să luăm 


2y-a'q' (п> 2). 


Cum însă poziţia dată de q—0 trebuie să fie o poziție de minimum pentru V, rezultá cá я 
trebuie să fie un număr par p=2P, p=întreg> 1 iar a'> 0. Ecuația (32.51) poate fi înlo- 


cuită în acest caz prin ecuaţia energiei 
a 
2 


putînd fi determinată prin condițiile inițiale. Deducem 


b а ә 
А == те 9р, 
Ve |: pi 


abila gru poate depági in valoare absolutá mări 


2 Qo ec 
@+=5- 4 2' 


constanta din dreapta b(> 0) 


q- 


mea pozi- 


Din această formulă se vede cá vati 
1 


2p 
tivă s (=) 


П 


(4 
=a SIL a- (2) >0, 


Cd 
date de valorile extreme ale lui g. 


e între pozițiile 


astfel încît sistemul va avea о oscilație între po: „date de" : dx 1 
)) Poziţia de echilibru q—0 este stabilă. însă micile oscilaţii în jurul ei nu vor fi date ce 
o oscilație armonică a lui q, cum era în cazul р=1. 
sa | Mișcarea уа ауса perioada 


ai Sa 


Us 
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r К за > r 
- Mici osci uii cu două grade de libertale. Cazul special 5з 2 este deosebit de impo 
tant, pentru că el intervine deseori în practică, Vom пуса iu neest саз 
9 И ‹ ей " — ^u r H 
2T = а94-200 datei = 001, | 
fe iu M MEE ico] (82,68) 
2 a'03--2b'0.0a 61] E vii $01 | 
Presupunem b'=0, Această ipoteză nu restringe, în realitate, депе! ilitaten cazului 
Într-adevăr, avem dreptul să presupunem a^ +0, căci dacă a’ at f1 nul, forma 
2V —qy2b'q,-|- 603) 
nu ar шаі îi pozitiv definită. Prin urmare, făcînd substitutia » 
jT 30F i 
= 7 Яа Tad» 
a 


forma 2V privită ca funcție de noile variabile q( şi q nu va confine t rmenul qig. 
Ecuațiile lui Lagrange corespunzătoare vor lua deci forma 
aq, 4- 0q34- aq, —0, bg cda 3-6 da 0. (32.54) 
Potrivit teoriei dezvoltate anterior vom trece la coordonatele principale Q,, Qa cu ajutorul 
substitutiei 
g=% +B — d—YQid 202, (32.55) 
a, B, y, 8 fiind patru constante reale pe care vom căuta să le determinăm, aga fel ca funi 
tiile 2T si 2V să se reducă la expresiile simplificate din dreapta relațiilor (32.53). 
Identificind coeficienţii in (32.53), obţinem ecuaţiile următoare pentru determinarea 


mărimilor о, B, y, $ 
а«З--2Ьхү-Есү%=1, а8--2088+с8*= 1, (32.5 4 


aaB+b (x3--By) +сүё=0, a'aQ -4-c^v3—0, 


dacă presupunem b'—0. Din ultima ecuaţie scoatem 


1 
=ar 
şi deci 
oBy8— — (28)? (32.57) 
Din cea de-a treia ecuație (32.56) scoatem 
a'c—ac' LES 
«8+Вү=—ь;; ap. (32.58 
Relatiile (32.56) si (32.57) ne arată cá mărimile «ð si By sint soluţiile ecuaţiei de gradul 
al doilea in x К > 
ZA (a/c—ac')25 —a'b=0 
c*| —| —(a'c—ac')-z —a'b —9. 
aß aß 
Vom avea aşadar enen e 
од a'c— ac' 3 ү (a'c—ac') + 4a'b*c* (32.59) 
= aj D "EE 
ey 2bc 


Cum constantele a^, c' sint ambele pozitive, deoarece V este o funcţie pozitiv ï definită 
de 4,, 92, rezultă cá mărimea: (а'с—ас')%--4а'Ь%с' de sub radical este pozitivă, astfel încit 
rădăcinile (32,59) sînt reale, 

Din formulele (32.59) scoatem < 


39.60 
vh SA, (32.60) 


> 
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| unde am pus 
h | | ; 
1 а'с—ас' V (a'c— ac’)? -- 4a'b2c? 
А, ( T s (32.61) 
Numerele À, si Ag sint, deci, reale; ele sint, de altfel, soluţiile ecuaţiei de gradul II, în Ё 
bo'R2— (ac' — a'c)k —a'b-—0 (32.62 
şi anume vom avea s 
hu <0, ь>0 (32.63) 


v i i 3n i i no 1 S ү ' 
înlocuind în prima relație din (32.56) pe ү prin valoarea sa ku din (32.60) obținem 


Y 2 | 
O” . ас 
chi--2bh,-Fa (32.64) 


Numitorul expresiei din dreapta este o mărime pozitivă deoarece 27` este o funcție 

. . x: pj 
pozitiv definită de gy, da. Rezultă că о scos din (22.64) este un număr real. 
in mod similar, cea de-a doua relație din (52.56) ne va da 


(32.65) 


+ 2bko +a 


aşa ineit B este real. Odată ce mărimile о, B sînt cunoscute, vom putea deduce coeficienții 
y, 9 cu ajutorul relatiilor (82.60); vom obtine astfel două numere reale pentru y $i 8. 
Pulsatiile o, şi o se deduc prin substitufia (82.55) in (32.53). Vom avea astfel 


саа’ : с'а’ 
= иа : КН . : (32.66) 
ск 2bh+a ckł4-2bk, +a 


2 
u= b 
că formele T şi V sînt pozitive, rezultă 


Cum funcţiile din dreapta sînt pozitive, pentru 
ale 01, Оз vor avea valorile 


că pulsatiile оу $i оз sînt reale. Coordonatele princip 
Qua, cos (оф) (i=1, 2) 

tiale. Avem dreptul de a considera 

fiind amplitudinile iar c; pulsat le 


tinind seama de relațiile (32.66) şi 


ai, Ф: fiind patru constante depinzînd de condiţiile ini 
toate mărimile a, şi o; (i=1, 2) mai mari ca zero, 4; 
oscilaţiilor principale Qi. Caleulind diferenţa 02 — 08 $i 


(32.62), obţinem 3] 
D АР СА 4 
[(ac^—a'c)3--4a'b?c^] _ (32.67) 


2 2 
oj— 05 OcA P Я 


u P produsul numitorilor din formulele (32.66). Se vede din această 
este acelaşi cu semnul lui P, şi deoarece Р>0 pulsatia ©, 
ai mare decît pulsafia оз, а celeilalte oscilaţii principale Оз 
da sînt combinații liniare ale acestor oscilații principale, 


eci ele vor lua forma 


unde am însemnat c 
relație că semnul lui oj— 63 
a oscilatiei principale Q}, este m 

Coordonatele generalizate 01, 
una mai lentă, alta mai rapidă, di 


а,=«ау cos (wt +91) аз cos (өф) |] (82.68) 
qa =Y% COS (otto) + даз cos loatt 9o). \ 


e (32.64) si (32.65), sint pozitive; 


merele о si B, date de relatiil 
32.63), vom avea 


Putem presupune că nu < P 
si 8, conform relaţiilor (32.60) si ( 


în ceea ce priveşte numerele ү 
ү<0, 8> 0. 


Astfel solufiile (32.68) se pot scrie 
= X соз оі COS (034-6), | (32.69) 


stă { 4 
4cit qa= — № COS wl- pa COS (gt Ф), \ 
ca timpurilor şi notind cu e diferența de fază care rezultă pentru 


schimbind convenabil origin 


i ă ru cons > pozitive. 
a doua oscilație principală; A, patru constante pt 


am notat си py Ha ^p 


— Q— 
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Bă ax ы 
didi. Să presupunem că cele două pulsații Oj € diferă foarte putin între ele | 
0170, O=- [7] 
ln acest caz, coordonata qı din (32.69) va lua forma 
d Us FU cos (6/--9)] cos wt- p sin ot sin (el 9). 
Dacă © езїе foarte mie, vom putea considera pe cos (e/--o) 91 sin (elo) drept constante 
într-un interval de timp cate să nu fi prea lung, astfel încît 4, apare ca o pulsație de 
frecvență egală cu w gi dc amplitudine egală cu 
Artus ------- V AT ul 22404 cos (eto). > 
lixpresia aceasta пе arată că unplitudinea este 
lent variabilă, oscilind periodic între valorile 
Iul Г s |а| и L extreme М-р, |А, шщ |. 
Ap 4 iie m Acesta este fenomenul bătăilor Diagrama 
. ~ corespunzătoare a unor oscilaţii de felul acesta 
se poate vedea în fig, 32,2 
Condiția existenţei bătăilor o vom scoate 
] " ў f j 
Ou) din expresia (32.67) a diferenței 02 — o, ре 
care о vom presupune foarte mică în raport cu 
Fig. 32.2 2. (A se vedea sí Cap. XX, $ 16.) 
Sisteme de solide cu legături olono- 
me. Să considerăm mai întîi un singur 
solid supus la legături olonome. Vom căuta să exprimăm aceste legături 
prin funcții cunoscute între cele 6 coordonate generalizate Со аба 
independente între ele, care corespund celor 6 grade de libertate ale solidului 
liber. Dacă, de exemplu, un anumit punct A, al solidului este obligat să > 
0 5 


alunece (fără frecare) pe o suprafață dată, punctul acela va avea numai 
două grade de libertate. Așadar, între qı, ..., q, va exista o relație olonomá 
de legătură. Dacă însă A, ar fi obligat să se afle pe o curbă dată (fixă 
sau mobilă) atunci ar rezulta pentru 01, ..., 9;, două relaţii de legătură. 

Numărul gradelor de libertate se restrînge si mai mult dacă unui 
punct A, al solidului îi stabilim o anumită mișcare dată; atunci, între d, 
Qs, ..., qg VOT exista trei relații, care rezultă din mișcarea dată a lui As; 
in special, dacă A, este obligat să fie fix, vom avea trei legături olonome 
Кае ду, 75, s do- 

Un caz deosebit de important este acela al solidului obligat să se 
sprijine tot timpul pe un plan (fix sau mobil), avînd o mișcare dată în 
mai mult de trei puncte necoliniare. Firește că în acest caz, poziția punctelor 
de sprijin pe plan determină poziția întregului solid, încît problema mişcării 
solidului se reduce la mișcarea sistemului de puncte din plan, care îi servesc 
de sprijin. Aceste puncte formează un sistem nedeformabil, mobil în plan; 
putem spune că avem de studiat mişcarea unui solid plan. Asttel, mişcarea 
unui cilindru circular drept, obligat a avea secțiunea sa dreaptă într-un 
plan dat, se reduce la mişcarea secțiunii drepte în acel plan, adică secțiunea 
dreaptă este tratată ca un solid. Se înțelege că un atare solid are trei grade 
de libertate, încît vom spune, in genere, cá un solid plan are tret grade de 
libertate, ceea ce se vede si altfel, referindu-ne la mișcarea unui punct A 
al solidului plan (două grade de libertate) si la rotafia solidului in jurul 
punctului Ay (al treilea grad de libertate). 


a 4 
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Să trecem ас а cazul < ă si i і і 
Е S us n icum să Tue ааа sau mai multe solide, mișcarea lor | 
nd supusă la anumite legături olonome, De exemp ă solide sînt ll 
ОК КОКЕ Ор Ч j е, ] exemplu, două solide sînt | 
{ ate un punct comun Ag. Atunci cele 12 grade de libertate vor fi | 
legate prin trei condiții olonome, ceea ce se vede imediat, dacă ne închi- | 
puim unul dintre solide complet liber, iar al doilea avînd un punct A | 
cu o mişcare dată. ; | 
> | 
Analog, se pot analiza toate cazurile de solide cu legături, În cele | 
ce urmează vom da cîteva exemple pentru а 
pune în evidență, pe cazuri particulare, această 

analiză. 


ly 


| 1°. Să considerăm cazul unei bare materiale rigide, recti- 
linii, AB, care se mișcă în planul хОу, fără frecare, asupra 
| sa exercitindu-se o atracție proporțională cu masa și cu 
| distanţa din partea axei Ox (fig. 32.3). Pie C centrul de gre- 
utate al barei si Ё, v| coordonatele acestui punct. Bara va 
avea trei grade de libertate si cele trei coordonate genera- 
| lizate pot fi £,7 şi unghiul 0 pe care-l face bara cu аха Oy. s p — — — — —— 
| Expresia energiei cinetice T in functie de aceste coordonate Ü 

se poate scrie lesne aplicind teorema lui Koening: energia Fig. 323 

cinetică a barei este egală cu energia cinetică a centrului 4 | 
de greutate în care s-ar concentra toată masa, la care se 

adaugă energia cinetică a barei în mișcarea ei față de centrul de greutate 


_ (үзүгү, 1 762 
без (Ee) у ЛЧ» 


unde am notat cu m masa barei și cu / momentul ei de inerție față de C. 
Pentru a putea scrie ecuațiile lui Lagrange, va trebui să determinăm pe 01, 


cu ajutorul expresiei lucrului mecanic virtual 
8L — 49 E+ 02810530. 


Această expresie se poate calcula în modul următor: vom raporta punctele barei AB 
la centrul C de greutate ca origine, însemnând cu > abscisa unui punct oarecare Р al barei ] 


i ă i i i itive, cele- 
i anume vom presupune cà unctele P situate pe porțiunea CB au abscise pozitive, e 
i Б z E y coordonatele punctului P fatá de axele 


Q» Qs 


: lalte, abscise negative. Vom însemna apoi cu x, atele j 
J? Oxy. Un element dr al barei AB va fi atras de Ox cu o forță avînd expresia 
à | — hu dry, 
| м ГИК * 
e | unde р. este masa specifică liniară a barei, iar & o constantà pozitivá. i 
Д | Această forță admite о funcţie de forţă, —Au d, care ne dá functia totalá U pentru 
| i 2 
Т | bara întreagă e A ; 
11 =— = | y? д», | 
e ^ac ; АЕ дч T ы 
Е { integrala fiind extinsă de-a lungul barei AB. Avem însă y=m+r sin 0 astfel încît U devine 
n, 
е2 U= — f +r sin 0)?u. dr. 1 
un 
intá i, cá mărimea / dr este nulă, deoarece r este 
е2 | Observăm că {ү dr reprezintă masa m a barei, că = rime fw este 
ayem apoi 


de | socotit de la centrul de greutate al barei; 


fu? drz J. | Us 


wu 
© 
е 
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М 
m 
AJ 1 ] f 
Rezultă pentru U valoarea 
{ = (m?*-- J sin? 0) 
0 ' 
De се 
( l l 
) ) ) 1 i ) : ) 
О, - 0, Qa : тт) Qs б +] sin 0 cos 0) 
( 07 ( 
Cu aceste formule, ecuaţiile lui Lagrange se pot scrie imediat 
A 0, 7 kn, 0 % sin 0 cos 0 
? = »-— 
N J Interpretarea acestor ecuații nu prezintă nici o difi y 
cultate dacă punem: 20=0 
о; Centrul de greutate descrie о sinusoidă de-a lungul 
axei Ox, proiecția sa, pe această axă deplasindu-se uniform, 
т a iar bara oscilează în jurul poziţiei Ox, avînd, în cazul osci 
җа бз. PS laţiilor mici, frecvența pe care o are şi os ilatia proiecției 
ÎN 177 S lui C pe axa Oy 
ВВЕ 8 2^. Pendulul dublu. De bara rectilinie grea OA (fig. 
T ET / 32.4) suspendată in O este articulată în punctul A” bara 


—— rectilinie 


a A'B, aga fel ca barele să se poată mișca (fără 
Fio. 394 frecare) în planul vertical xOy. 

gr Problema schematizeazá cazul pendulului dublu alcătuit 
din două solide (C,), (Ca) (fig. 32.4), primul mobil în jurul 
axei orizontale fixe trecînd prin О, normal la planul хОу, al doilea (С,) mobil în jurul 
axei treciud prin A’ paralel cu prima £ şi invariabil legată cu solidul (Су), presupunind 
că centrele lor de greutate C,, C, se află într-un plan normal la axe. 


Se vede imediat că sistemul are două grade de libertate, iar coordonatele generalizate 
pot îi 0, si 0,, unghiurile pe care le fac barele cu verticala. Vom presupune că axa Ox are > 
direcția verticalei cu sensul pozitiv în jos. 
Vom începe prin a calcula energia cinetică T a sistemului. 
Fie C, centrul de greutate al barei OA si С, acela al barei 4'В, masele barelor fiind 
respectiv m, Şi my. Energia cinetică Т a sistemului se compune din energia cinetică Т, а 
barei ОА, la care se adaugă energia cinetică T, a barei A'B 


Ins 


avem 


unde am însemnat cu /, momentul de inerție al barei OA față de О. Pentru a afla pe T, 
vom aplica teorema lui Roenig 


z Dios us 1 xs 
Ty— 5 (63-98) +5 J202» 
=> 
insemnind cu J, momentul de inerție al barei А”В față de C, si cu x,, y, coordonatele 
punctului C,. Avem 
a cos 0-7, cos 05, —a sin 0,+ le sin 6, 

punind 

a—0O4A^*, ъ= АС. 
Deducem : v 

A3-- y8 — 3024-7203 --2a1,0, 05 cos (0,— 0,). 
Înlocuind cu această expresie valoarea lui Ту, obținem pentru Т 
1 d 1 m. ER 
7 2. [1 maa?) 01 4- (act mala) 03-Еа1,0,0у cos (03 — 0,). > 
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expresiile mărimilor 0), si 0, vom 


obsetva ci 
ore care se reduc la greutățile 


forțele propriu-zise lucrînd 
celor două bare — admit o funcție de 


nel, соз 0), + mye(a cos 0, 4-44 cos 0,). 


se pot scrie imediat 


l, cos (0,— 0,) 0, — mah sin (0,— 0,) 08 (m, 1 --mga) g sin 0,, 
la соз (05— 0,) 0, 4- maah sin (0,— 0,) 03 — — mhg sin 0s. 


le acestea au fost integrate de Bradistilov, 


ii ale pendulului dublu. Poziţia de echilibru 0,—0, 0,—0 înseamnă un 
pentru energia potenţială 1 U. Rezultă, potrivit teoremei lui Dirichlet, cá 
0 ne d$ o poziţie de echilibru stabil. 


oscilații i jurul poziţiei de echilibru se vor obține potrivit teoremei pe care 
zvoltat-o, prin reducerea funcțiilor 7 si V la niște forme cuadratice, luînd din dez- 
voltarea lor după puterile lui 0 


p бл, 0, 0, primii termeni, 
Aceasta revine, de altfel, la a înlocui în ecuaţiile precedente ale lui Lagrange, funcțiile 
de Ө. Ө, 


s. Ө,, 0, prin serii de puteri, oprind dezvoltarea la termenii de gradul I. Astfel obti- 
em sistemul de două ecuaţii liniare, omogene, de ordinul II în 0,, 0, 


[=] 


10, B6,4+C00,=—0, BÖ + DO, -- E0,—0; (32.70) 


A = та? B—mjal, | C—(m,ly--msa)g, | 


(32.71) 


Vom putea aplica acestor ecuații diferențiale, rezultatele obținute, pentru coordonatele 

ate 91 Şi ga. În consecinţă, vom putea spune că unghiurile 0,, 0, se pot ех 
şi omogen în raport cu coordonatele principale Qi, e, care, la rindul lor, re 
ii oscilații armonice, una mai lentă de frecvență o, şi alta mai rapidă de frec 
(о. <о,) date de ecuaţiile (32.69) 


prima 


Got 


0,=A cos о-у cos (wt Ho), 
Oa =a cos 3/-- us cos (074-9), 


constantele pozitive 94, As, ш, us deducindu-se lesne din calcul. 
În cazul special, cînd о; este puțin diferit de c», 


Q,—0, Q$—0-LFe, EKU 


vom obţine fenomenul bdidilor pe care l-am studiat anterior. 


Un alt fenomen care se poate studia pe formulele găsite, şi care prezintă o mare impor- 
tanti în cazul clopotului este fenomenul determinat de 0,= 0,. Relaţia aceasta în cazul clopo- 
tuiui ar exclude orice ciocnire între clopot şi limba sa, astfel încît clopotul nu ar mai suna. 
Asa s-a întîmplat cu clopotul catedralei din Colonia, care instalat fiind, nu dădea піс 
un sunet la început, din cauză că limba si clopotul aveau necontenit același unghi de deviatie 
faţă de verticală. Condiţia pentru са această împrejurare să aibă loc se deduce din ecuațiile 
(32.70) în care vom face 0,—0,. Vom obține astfel 


(4--B)0,--C0,—0, | (B4-D)8,-- E0,—0, 
ceea ce ne conduce sau la 0,—0, 0,—0 solutie care trebuie exclusă, sau la relația 
|4+В clo. (82.72) 
| B+D E| 


Dacă în (32.72) introducem expresiile constantelor 4, B, C, D si E din (a:a) US S 
condiţia pe care trebuie s-o îndeplinească constantele pendulului dublu pentru a avea = 
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ә ы 
до IN y TE] reg. › / | 
^ Е Бс. о bară materială vectilinie, mobilă într-un plan vertical, în jurul punctului O 
(fig. 32.5). Pe această bară alunecă fără frecare, un punct material P. Să se găsească 
mișcarea sistemului. 
Este evident că sistemul are două grade de libertate, Cele două coordonate genera- 
lizate pot fi: unghiul 0 pe care-l face bara cu verticala punctului О şi distanța ОР ре care 
o îusemnăm cu rz, Energia cinetică T a sistemului se compune din energia cinetică à 0° 
а barei, J fiind momentul ei de inerție față de О, și din 
0 energia cinetică a punctului P, adică 
m * : 
(r?--7?02). RA 
Vom avea aşadar 
ЛЕУ: : 
T 02-- — (r2--20?). 
24 | 2 (72-+7202) 
Forţele care lucrează asupra sistemului — greutatea 
mg a punctului P si greutatea Mg a barei OA, aplicată 
în centrul de greutate C, m fiind masa punctului P iar M 
E masa barei OA — admit o funcție de forță 
Fig. 325 PREE eur 
U —mg у cos 0-- Mg] cos 0, 
l fiind distanța OC. 
Cu aceste două expresii, ecuațiile lui Lagrange se scriu imediat 
E 
d р E : 
dé (mr) 0] = — (mr4- MI) gsin 0, mr—mr0?—mg cos 0. 
49. Vom relua exemplul de mai înainte cu deosebire cá vom presupune cá punctul P 
are o mişcare cunoscută pe bara OA, adică у este o funcţie cunoscută de timpul /. Atunci 
sistemul nu mai are decît un singur grad de libertate corespunzător parametrului 9. 
Utilizînd expresiile lui T si U din exemplul precedent, ecuaţia lui Lagrange se scrie 
d 26 | i 27 
ar UU tme )0]= — (mr 4--M Dg sin 0. (32.73 
€. STABILITATEA MISCÁRII 
6. Stabilitatea dupá Leapunov. Am studiat problema stabilității ^ 


echilibrului la $ 4 cu ajutorul teoremei Lagrange-Dirichlet şi ulterior am 
determinat la $ 5 mişcarea sistemului în vecinătatea poziţiei de echilibru 
stabil. În lucrarea clasică a matematicianului rus A. M. Leapunov (Har- 
kov, 1892) a fost pusă pentru prima dată problema generală a stabilității 
mişcării unui sistem, deschizînd astfel căi noi de cercetare care au condus 
la rezultante importante, atît din punct de vedere teoretic, cit şi din punct 
de vedere practic, al verificării lor în tehnică. În cele ce urmează vom 
arăta pe scurt modul în care se pune problema stabilității mişcării dînd 
si unele axemple tehnice în scopul de a ilustra rezultatele obţinute. i 
Vom considera un sistem (A) de puncte materiale supus la un număr de 
legături olonome și neolonome. Folosind coordonatele generalizate Lagrange 


D ——CEE 
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vom putea spune că mişcarea sistemului va fi determinată de s coordonate 


| 
| 
| 


ds între care există legăturile neolonome 
Ууснӣ--с11=0; }=1,..., 1, (82.74) 
ls, 
în număr de /(—s). Soluția în acest caz va fi dată de ecuaţiile (32.20) 
/ 
а[әтү 91 aro i 
ass 55971 Qi- ei 1, ..., h(=s—b), (32.75) 


păstrînd notafiile anterioare; sînt, după cum se stie, / ecuaţii diferențiale 

; " ^ ч 4 LA / дер 
de ordinul al doilea în q. Le putem transforma uşor într-un sistem de 2 h 
ecuaţii diferențiale de ordinul întîi; nu avem de cît să introducem o varia- 
bilă nouă pi(=q:), deci qi=þı 91 ecuațiile (32.75) vor deveni 2% ecuații 
diferențiale de ordinul I în p si g considerate ca funcții de /. Та acestea 
atasind si ecuațiile (32.74) puse sub forma 


з 
Усни 4+0=0, (32.76) 


vom obține un sistem de 24+} ecuaţii pentru tot atîtea necunoscute, р, 7 
(i21, 2, ..., №; Ј=1, 2, ..., ) aşa încît putem presupune cá la anumite | 
condiții iniţiale va corespunde un sistem unic de soluții în / pentru cele 
2],--] necunoscute, în virtutea teoremei Cauchy-Kowaleskaia. | 
Stabilitatea se studiază în funcțiune de unele ,perturbafii" ale miş- 
cárii, care constau, fie din mici variaţii ale condițiilor inițiale, fie din 
astfel de variații aplicate variabilelor q;, pi în decursul timpului. 
Mișcarea supusă unor astfel de perturbații poartă numele de mișcare 
perturbată. Fie 
SES are ep и (32.77) 
ai У) он 
sistemul de 925. ecuaţii liniare de ordinul întîi la care s-au redus ecuațiile 
de mișcare ale unui sistem mecanic depinzînd de s coordonate generalizate, 
supus fiind la / legături neolonome; fie y;(/) —fi(), (/—1, ..., n) sistemul 
unic determinat de soluții. : 
Vom spune cá miscarea reprezentatá prin aceste solutii este stabilă 
dacă pentru orice є(:>0) se poate determina un (220) asa fel ca mișcările 
perturbate satisfácind conditia 


у) (о) <n, 11, t (32.78) 
la momentul inițial tg, să îndeplinească și condiția 
lIy«)—f <, i=l, 2M (32.79) 
pentru orice /-—f,. 
Fácind substitufia 
xi=yi— filt), 1=1, ... ^, (32.80) | ) 


sistemul (32.77) devine 


. 20 $ 
4 — X (f, Kis rn) Xn), 1=1, «f (82.5 1) 
j ile rezultînd din (32.78). а 
unde soluţiile x4(/) vor reprezenta chiar perturbațiile re zultind din (32.7 ч 
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De multe ori vom simplifica scrierea suprimind indicii 91 scriind, în 
locul relaţiei (32.81), relaţia 


da; Р 
di МАД)» 


Vom începe prin a considera sistemul de ecuații de ordinul întîi 


di; » ( 
ái eX, sss Xn), $1, 5, 9, n>=28 (32.82) 


ca fiind sistemul care determină mișcarea, unde funcțiile X; nu depind 
explicit de timpul /. Vom numi scleronom sistemul de ecuaţii (32.82) și 
reonom sistemul (32.81) prin analogie cu numirile date legăturilor (cap. 31,82). 

$ 7. Sisteme seleronome. Teoremele Leapunov de stabilitate*, Cerce- 
türile privind stabilitatea unui sistem de puncte materiale se bazează în 
esență pe două teoreme enunțate și demonstrate de Leapunov. 

Teorema I Leapunov. Dacă există o functie V(x) de semn determinat 

ку АЙ. с. . . . Р 2 
astfel încît = să fie о funcție sau identic nulă, sau de semn opus semnului 
lui V, atunci mişcarea neperturbată (soluţia banală X4—0) este stabilă. 


Vom începe prin a da cîteva definiții în scopul de a preciza înțelesul 
cuvintelor folosite. 

Definiția 1. O їапсўе V(x,, ..., Хп) este de semn definit (pozitiv defi- 
mită sau negativ definită), dacă, pentru xi|<h (mărimea pozitivă h fiind 
destul de mică), ia valori de un singur semn— pozitiv, respectiv negativ 
— anulîndu-se numai pentru x,— —x5—0. 

Definiția 2. Funcţia V(x,, ..., x») va fi de semn constant dacă se mai 
anulează şi în alte puncte afară de хү=`=®һ=0 păstrând acelaşi semn. 

Definitia 3. Dacă funcția V ти este nici de semn definit şi тісі de semn 
constant ea se numeşte de semn variabil. 

Exemple. Pentru n=4 funcțiile 


9 9 


? E [ESO It 
“= pad р рай, Vai Data 2wa х3 4 
sînt pozitiv definite pentru orice A pozitiv. Funcţia 


DUO NOE 2 
V xi t xa t x3 —*3— Xa 


este pozitiv definitá pentru h îndeajuns de mic. Funcția 


2,42 
м x2, 


care se anulează pentru x,—x,—0 şi Xg—arbitrar, x,—arbitrar, este de semn 
constant. În fine, funcțiile 


О ттш 9 
V=x; V=xi F42 — %3 


sînt de semn variabil. 


Y [ Te п уст хости движения, 
1A se vedea de exemplu I. T, Малкип, Теория устоичивости двшке 


Москва, 1952. 
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uu "LENA 


Vom da teoremei I Leapunov o inte 


| rpretare geometrică în cazul par- 


ticular n=2, reducînd spaţiul întreg 
{ 2, Sp: ntreg la pl 22" Mur 4 f ^ 
ecuaţia V(x,, Xa) =C (= const.) inconjc ră aas d. ph. poe 
ţia Xi, Xy)— - Uu) Joara originea axelor de coordc as efe 
se string în origine cînd C tinde la zero. Dacă între const И ШОЛ 
Е ер RE 3 sehr 4 ` К Z EUER f Stan Lele 
există relaţia ( Ca, curba V=C, se află toată în interiorul curbei C 
O curbă oarecare integrală a problemei care ar porni dintr-un punct 21 
| curbei C, nu poate merge spre exterior, căci atunci V ar trebui n EL : 
i 5 "ASCÓ, 


1 ȘI Ca 


eca ce ar fi în contradicţie cu i DP ub ^E А : 
ceea ce al în contradicție cu ipoteza ЕЁ 0. Aşadar, curba integrală con- 


siderată nu poate ieşi din interiorul curbei C,, adică mișcarea este stabilă, 
O demonstraţie analitică riguroasă se poate vedea în opera lui Malkin 
citată anterior. 
Teorema II Leapunov. Dacă există o funcție V(x) de semn determinat 
QVIS c. : T: 
așa fel ca a; să fie de asemenea de semn determinat, opus lui V, atunci miş- 
carea este asimptotic stabilă. 


Vom spune că mișcarea este asimptotic stabilă dacă soluțiile x;(/), 


i=l, ..., n, ale sistemului corespunzător (32.82) au proprietatea 
lim x;(/) —0, И (32.83) 
t->% 


Demonstrația acestei teoreme se bazează pe observația că dacă V este 
o funcție, de exemplu, pozitivă, ea va fi monoton descrescătoare şi deci 
va avea o limită a(>0) pentru t=. Se vede imediat că « nu poate fi >0, 
aşa încît rezultă relația (32.83)!. 

Aplicații. 1°. Teorema Lagrange-Dirichlet asupra stabilității echi- 
librului. Ne vom mărgini în acest exemplu la un sistem conservativ olonom 
şi scleronom, cu s grade de libertate, coordonatele generalizate fiind д, ..., gs- 


Vom reprezenta prin U(g,, ..., 4) funcția de forță corespunzătoare și 


vom presupune că această funcţie ia o valoare maximă pentru q,— :—4;,—0. 

1 Folosind constanta aditivá care se poate adăuga totdeauna funcției de forță U, 

i: vom putea presupune cá valoarea maximă considerată a lui U este egală 
tuh 


cu zero. Atunci funcția U va fi negativă definită in vecinătatea punctului 
q,—-::—4,—0. Mişcarea sistemului va fi dată de ecuaţiile canonice 


2 a ; HOS. E 
= Ss (ls ово 5 (32.84) 

ү qi opi Рі 9a ,( › 5 Sc (22.6 

Em H fiind funcfia lui Hamilton, 

^ T ERES 29 Q5 
ў Н(4, p)=T— U, (92.09 
sistemul fiind scleronom, iar f; componentele impulsului. Cum functia zy 

este pozitiv definită, anulîndu-se numai în poziția q,— :—4,—0 și cum 
definită de relația (32.85) este 


n A . MN S : 
í nu poate fi negativ rezultă că funcția H е1: : 
ea însăși pozitiv definită. Pe de altă parte, teorema energiei ne dà 


Н —const, 


А А ^ д? МЕНЕЕ С 
1 А se vedea А. Halanay, Introducere în teoria calitativă a ecuațiilor difere 


tiale, București, Editura Tehnicá, 1956, p. 140. 
afs j 
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deci = este o funcție identic nulă. Așadar se poate aplica teorema Lea- 
punov, funcția II jucînd rolul funcției V. Rezultă că mișcarea neperturbată 
este stabilă. Însă mișcarea neperturbată este dată de 
= =@,=0. 
Dacă în această poziţie luăm vitezele nule, vom avea echilibru pentru sis- 
temul considerat. Am demonstrat astfel teorema Lagrange-Dirichlet care spune 
că maximul lui U corespunde unei poziții stabile de echilibru 
9. Stabilitatea unui obuz în volajie. Vom presupune, aja сит face 
A. N. Krilov 1), că mișcarea obuzului este razantă si că centrul de greu- 
tate О are o mişcare rectilinie, uniformă. În cazul acesta mișcarea obuzului 
în jurul centrului de greutate va reproduce cazul Lagrange-Poisson 
(cap. XXVIII, $ 6), rezistența aerului №, сате este presupusă constantă 
şi avînd punctul de aplicație pe axa de simetrie a obuzului, va juca rolul 
greutății. Pentru a ne apropia de notația lui A. N. Krilov, vom introduce 
noi variabile în studiul mișcării (fig. 32.6). 
Vom nota ca de obicei, си x, y, 2 axele solidar legate cu obuzul, 
trie. Vom mai introduce încă un triedru T (EO, уу, 2) 
definit în felul următor: 
axa Ozzz0z, аха Ох, nor- 
mala pe Oz situată în pla- 
nul fix x'Oz', iar Oy, nor- 
malá la planul 07, aşa fel 
ca triedrul Оху să fie 
drept. Vom nota cu « un- 
ghiul format de axa 02' си 
axa Ox,, cu B unghiul for- 
mat de аха Oz(z0z) cu 
proiectia Oe a axei Oz pe 
planulz'x'. Sensul de másu- 
rare este indicat pe figurá. 
Triedrul Т, (0217121) 
se obţine prin rotația tri- 
edrului fix T’ (zOx'y'z) in 
jurul axei Оу’, în sens po- 
zitiv, de unghiul «; axele 
z' şi x' se vor confunda 
Fig. 32.6 astfel cu axele Ox, si —0e 
respectiv. Rotind acum tri- 
edrul astfel obţinut în jurul lui Ox, de unghiul B în sens negativ (adică de 
Ја Oc la Oy), axa Oe va coincide cu axa Oz,(==02) iar аха Oy’ cu Оул. 
Am ajuns astfel în poziția triedrului 7'(Ox'y'z'). 
Așadar, viteza unghiulară œ’ a triedrului T, față de triedrul fix 
T'(EOx'y'z') va avea expresia 


Oz fiind axa de sime 


© —j'a—ip, 


1 Собрание трудов, T. 4, CCCP 1087. 


k 
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LA X d) Т) Ж CURAE E ii AMET x da 4 ps PR ‚ pi UE , ; 
notând cu t, у, k' versorii axelor triedrului fix T" si cu f, fi ku, aceia ai 
axelor triedrului 7}. Insă de pe figură se vede că 

EZ) 1] . 
7 = сов В--/, sin p, 
deci 
П 7 aer гт . 
w = — 16-7 cos B+ hd sin p. 
Prin urmare, proiecţiile |, о,, о, ale vectorului о’ pe axele tric- 


drului 7, vor avea valorile | 
| 


y — —— "—m" 


o|——Q, op=acosf, озо sin f. (32.86) 


Momentul cinetic K al solidului față de centrul său de greutate O 
se va raporta la rotația о’ la care trebuie adăugată rotația proprie ф din 
lungul axei 02,(=02). Proiecţiile sale pe axele triedrului 7, vor avea 
expresiile 
Ку=—/х$, K,—]za«cosQ, K=J zz(a sin В-Ф), (32.87) | 
folosind notafiile obișnuite pentru momentele principale de inerție. 
Vom considera, cum ат mai menționat, rezistența aerului № aplicată 
în punctul C de pe Oz, (distanța OC—/) şi avînd direcția axei Ox’ apro- 
ximativ, 


R—-—Ri (К= |К |), 
aşa că momentul ei M față de О va avea expresia 
Ju —IRE xi. 


Dar pe figură se citește că proiecţiile versorului 7' pe axele triedrului 7, 
sînt respectiv 


sin о, sin Q cos «, —cos 8 sin о, (32.88) ` 
| adică 2 53 | 
| i'—i, sin «+f, cos a sin $—/ cos D cos о. (32.89) 
| Prin urmare, momentul M va avea proiecţiile 
MIR sin B cos «, Jil —1К sin о, M=0, (32.90) | 
pe axele triedrului Tj. În consecință, ecuația de mişcare a solidului, rapor- 
tată la triedrul mobil Ту, va Н 
Set x K =, 
sau, proiectată pe axele triedrului T}, 3 


e -Fo?K3—o3K,— Mi, 


SEC Ку оК Л, 


d ua em Qe — - 


Aa Eo Racos Ms: ; 
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Ultima relație, prin integrare, devine 
& sin f--p—7-—const. 
Este evident cá n reprezintă proiecția vitezei unghiulare a solidului pe 
аха Oz (==02,). Celelalte două ne vor da 


J ax | Jost? sin B cos p J zana cos р IR cosa sin B; 
f (32.91) 


Jeza cos B—2 Јело sin B+] 2 2n8— —R sin a. 


e 


Aceste două ecuaţii diferențiale de ordinul al doilea pentru necunos- 
cutele х si B pot fi considerate ca alcătuind un sistem de patru ecuații 
de ordinul întîi. Ele admit soluția particulară 


a=4=ß=ß=0, (32.92) 


care reprezintă mişcarea elicoidalá а obuzului de-a lungul axei proprii, 
mişcarea neperturbatá. Celelalte soluții ale ecuațiilor (32.91) vor fi considerate 
ca perturbații ale acesteia. 

Cazul Lagrange-Poisson cu care am asimilat problema, admite, după 
cum se stie (сар. 28, $ 6), două integrale prime şi anume: integrala energiei 
si integrala momentului față де аха Ox' (paralelă cu forța R care joacă 


rolul greutăţii din cazul Lagrange-Poisson). 
Integrala energiei se va obține scriind că suma energiei cinetice cu 
energia potențială este constantă. Insă expresia energiei cinetice va fi f 


3 (Jax24-] «a 2-- 7 2 20/2) , 


sau, introducind valorile (32.86) ale componentelor unghiului de rotație ө’, 
la care va trebui să adăugăm rotația o în jurul axei Oz, 


2-J ss sin B4-9)?. 


Energia potentialá a fortei constante R(—-—Ri' va avea expresia 
Rx, 
insemnind cu х5 abscisa punctului C față de triedrul Т’, adică xc— ` 


= l соз « cos В. Vom mai observa că termenul 


1-7 zz (x sin (= Ја) 


2 


este constant. Așadar integrala energiei va avea forma 


Е, (ох, «, B, 8) aa (B2-I-«? cos? g)-- LR cos a соѕ В=сопѕё. (32 
Cea de а doua integrală primă, integrala momentului, se poate serie 


Kg = const, 


\ 


3) 


rie 


e 


Ea devine 


ținînd seama de (32.88) sau cu (32.87), 


(x, «, B, В) = /хх(—[ sin о-о cos « sin B cos B) — JL, n cos « cos B | 
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Fola, о, B, BI, sin g- cos « sin 8— К, ‹ ( | 


В —const | 
(32.94) | 
Funcţiile ЕЁ, si F, fiind constante, vom avea | 


а, 0 dF, 


-E |), 
d/ 4 mE 

Dacă am putea arăta cá una din ele (F; sau /%) ar fi cu semn definit 
atunci aceasta ar putea juca rolul funcției V din teorema I а lui Leapunov 
aşa că am putea conchide cá mișcarea neperturbatá (32.92) este stabilă. În 
scopul de a ne ușura sarcina cercetării vom simplifica forma funcțiilor Г, 
şi F, dezvoltindu-le în serie după puterile variabilelor a şi б ale tuturor mări- 
milor si neglijind puterea a treia. 

Pentru o mică perturbatie «, х, B, B cele două integrale vor avea forma 


FE J ra (82—а2) — 18088-8) const, | 


F =J ze(—pa+ aß) + 3J en(a?) —const, | 


dacă se neglijează, cum am menţionat, puterea a treia a celor patru per- 
turbatii; am înglobat în constantele din dreapta mărimile IR $i — /7;2, ceea 
ce nu modifică problema stabilită. Să încercăm а lua drept funcție V 
combinația 


(32.95) 


V=F +F, (32.96) ] 


A fiind o constantă reală. Este evident cá această funcție, reprezentind o 
: У Ио ; : uar. - 
integralá primá a problemei, va avea de asemenea derivata nulá (30). Vom 


căuta să determinăm constanta A astfel încît funcția У(«, a, В, B) să fie de 
semn definit. Tiniínd seama de relațiile (32.95), funcțiunea V definită de 
(32.96) se poate serie sub forma 


= 2 T |дар 5129110 4 3 f 39 97 i 

Ve La oo nmyge--26 + 11а (CnX—1R)a*—2A4»a8| (32.94) 
Am înlocuit pe /;4 prin A şi pe J zz prin C pentru ușurința scrisului. E 
Cele două paranteze de mai înainte au forme similare, 
A (x 3:3)? — y*(AX— Cn +R), (82.98) d 


; у EA CA { X wl aw ciun DM 
căci, într-adevăr, dacă inlocuim în (32.98), pe x prin a şi ре у рїш g obf 
semnului -- din prima parau- 


nem prima parantezá din (32.97), corespunzind : 3 
: ^ Fi ; A А s 55 zA е ua 9 
teză, iar dacă înlocuim ре x prin B $1 pe y prin « obținem cea de a « 2 
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paranteză corespunzind semnului — din prima paranteză, Însă forma (32.98) 
este pozitiv definită dacă este îndeplinită condiţia 


3 —Cnx-- R0, (32.99) 
deoarece expresia 4(x--Ay) nu poate fi negativă Din (32.99) rezultă con- 
ditia ca rădăcinile trinomului din stînga să fie reale si distincte între ele, adică 

C?n?—4ALR >0, (32.100) 


iar ^ să fie o constantă cuprinsă între cele două rădăcini 7, Şi Ag (47A) 
AMSAS Ag 
Aşadar, pentru ca mişcarea neperturbată (32.92) a obuzului să fi 
stabilă este suficient ca inegalitatea (32.100) să aibă loc, ceea ce Înseamnă 
mai cu seamă o condiție pentru mărimea 7 (proiecția rotației pe axa pro- 
prie Oz a obuzului). 


$ S. Teoremele Leapunov de nestabilitate. 


Teorema I. Dacă există o funcție V(x,, ..., Xn) astfel ca derivata 
; 1 n) 7 


тпл sve CE. : E E T OE А 
să fie de semn definit, tar funcția V însăși să nu fie de semn constant şi 


dt 
vor дү, E У i E 
opus semnului lui S atunci mişcarea neperturbată va fi nestabilă. 
F ; 


Demonstrația acestei teoreme se bazează pe faptul că pentru condiții 
inițiale x(i=1, ..., n) la momentul tg, satisfăcînd relația 
|t] o, 32.101 


oricât de mică ar fi mărimea pozitivă 7, soluția x(t) va ieşi într-un anu 


` < ` 3 c .. аў 
moment din domeniul de existență al funcției == (pe care s-o presuţ 


de exemplu definită) 
|x| «^, (h 9). (32.1 


într-adevăr, funcția V neputind îi constant negativá se pot à 
mărimile x? așa fel încît să avem 
V4, ..., 20) 20. (32.103) 


Soluția x(t) va părăsi, cert, la un momen /( 4) dat domeniul (32. 102). Сас 
altfel fiind pozitiv, V va creşte şi vom avea 

Vili, o xn()]2 VG -o xD). (32.104 
însă V este o funcţie continuă anulindu-se pentru 3,—'"— i 


vom avea 
max[ |x (t) ...› 1xa(2) 112% (420), 


NY, : ER be 
jar ET este un număr pozitiv (31). Aşadar putem serie 


(ie аце. ҮН 
ndt T v? 
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adică 
| Va Uair X nlt) e AA N ăi x») - L(t by) 


de unde putem trage concluzia că V creşte depăşind orice mărime 
y г | тй 


Геотета II. Dacă există funchia V astfel încil să aibă loc relatia 


di 
| | 20 E 
di jl | | EST +) Xn); (32.105) 
fiind о conslanlă pozilivă, W o funcpe identic nulă sau cu semn constant, 


şi dacă V nu este de semn conslant, contrar semnului Іші W, atunci mişcarea 
neperturbatd va fi nestabilá. 


Să presupunem că funcția W este pozitivă, adică 


av 
А (32.106 
di j 32.1 JO) 


şi că am ales condițiile inițiale x(i=1, ..., n) astfel încît condițiile 


les, Vg, ..., 20) 0 


D 


să fie îndeplinite, m fiind un număr pozitiv oricît de mic. O astfel de 
soluție va ieşi din domeniul (32.102) la un anumit moment /(—/ 
Într-adevăr, dacă n-ar fi aşa atunci relația (32.106) va fi veșnic satisfăr 
si deci funcția V pornind de la o valoare pozitivă ar creşte luînd 3 


7 


ST стат 5 5 A Dian c SLA s 
pozitive, aşa că аг ar fi veşnic pozitivă în virtutea relației (32.106), anume, 


aşa fel ca să avem 


dV 


dV AV), «s tn] (А0, 20). 


de unde ar rezulta 
VSV (28, ..., 0) (1—20), 
adică V ar crește d pásiud orice limită. 


Concluzie: V va ieşi din domeniul (32.102), deci mișcarea neperturbată 
va fi nestabilă. 


$ 9. Sisteme reonome. Vom da în cele ce urmează metoda de cercetare 
a stabilității după Leapunov, în cazul sistemelor reonome, adică in с: 
cînd timpul t apare în mod explicit în ecuaţiile diferențiale ale mişcării aş 
cum se prezintă în ecuaţiile (32.77). 

Definiţie. Vom spune, în cazul reonom, că funcția V(£, x) este 
pozitiv definild, dacă în domeniul 


пер Xp 
i 


aven 
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W(x) fiind o funcție pozitiv definiti di ^ ‚ X» in domeniul xj 

l'uncția | (4, x) va fi negativ definilă dacă în acel domeniu (32,107) ' em 
V (1 IV (+ (32.110 
V(ls, « 0 32.11] 

leorema I Leapi lie 
da 

XT Xall, X) | ) 32.112 

un sestem diferential ri asa fi 1 ) € X; sd indeblineascd cond 
X (4, 0 0 pentru /24, (32.113 
recum ŞI coni le de existență și de wunicilale ale soluției relativ la condilii le 


х) din domeniul 
y (00) 2л. 32 | 
i 


Dacă există o funcţie V(t, x) de semn definit (pozitiv sau negativ) asa 


dV oV ENS: 3 
TESI дл Хі 


să nu aibă semnul lui V în domeniul (32.112), atunci solutia neperturt 
este stabilă. 

Sistemul (32.112) admite soluția x;(/-—0 în domeniul (32.107 
cauza proprietății (32.113) a funcțiunilor X;. Această soluție este 
neperturbată a sistemului (32.112) numită uneori și soluția banală. 

Vom demonstra că soluția banală este stabilă. 

Într-adevăr, V fiind o funcție pozitiv definită ea va îndeplini cond 
32.108). Fie / limita inferioară în domeniul 


e >0) 32.115 
a funcției W care figurează în relația (32.108). 
Pentru /2/, rezultă 
5 A 20 116 
J (t, x) E (22.11 
| Însă în virtutea continuității se poate determina o mărime astfel inci 
să avem 
Р E 39 117 
V (tox?) <L, pentru | xj | —7, (32.1 
datorită relației (32.109). Să presupunem că funcțiile 
xı=F;(t, 20) (32.115 
reprezintă soluția corespunzătoare condițiilor inițiale 
(32.119 


х1) =, | |<. 
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| Vom aráta că soluția l'i indeplineste condiția 

| Уе (82, 120) 
| 1 


si deci că soluţia banală cate stabilă 


| Pentru aceasta vom observa că dacă presupunem că relaţia (32,120) nu 
ar fi adevărată atunci soluția Lp ar trebui să satisfacă, pentru 474 


‚ О 
relaţie de formă К 
УГЕ". (32.121) 
í 
Vom nota eu (214) momentul pentru care în relația (32.121) semnul 
este valabil Că un atare moment / există, nu rămîne îndoială deoarece 
soluția J; poate fi oricît de apropiată de soluția banală care pretinde 
y 120. а 
[ 
Asa dar, pentru /—/', vom putea scrie 
Yit, (32.122) 
i 


€ 


Atunci, in virtutea relafiei (32.116), am avea 
Ve, Fit), ..., Fo!) ]24 (32.123) 


ceea ce ar fi în contrazicere cu (32.117), deoarece V nu poate să fi crescut 
în intervalul de timp /—/', avînd derivata negativă sau nulă — în nici un 
caz pozitivă. Asa dar, stabilitatea soluţiei banale este demonstrată. 
Teorema II Leapunov. Reluînd sistemul reonom (32.112) vom 
arăta că dacă există o funcție V(t, x) pozitiv definită, cu limita superioară 


nee . b A av e , Orar, $ a e 
infinil mică, derivata Г fiind negativ definită, atunci soluția banală este 


asimplolic stabilă. 
Definiţie. Vom spune că V(/, x) are limita superioară infinit 
mică, dacă V(/, x) are derivatele parţiale de ordinul întîi continue în dome- 


niul (32.107), dacă V(t, 0)==0 şi dacă pentru orice A(>0) se poate deter- 

mina un р(2-0) astfel încît să avem 
{ V(t, x) |<, (32.124 
! în domeniul e 
D, sw. (32.125 

1 

Să presupunem acum cá pentru sistemul reonom (32.112) se poate gási 
o funcție V(t, x) pozitiv definită, cu limita superioară intinit mică şi cu 


are 


derivata = negativ definită; atunci soluţia banală este stabilă. Prin urmare 
с 


1-4 
QM 
е5 

танара фр — 


47) există un număr 3(>0) astfel încît soluţiile corespunzind condițiilor inițiale 
% во 108 
| |x? <ò, (82.126) 
3 
118) să rămînă în domeniul de existență al sistemului, 
ао 197) 
[ye Xen. (82.127 
119) 52 — Mecunicu teoretică 


рр 
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Ele vor fi deci mărginite. Pe de altă parte, funcția V(/, x) este descrescă 
toare când / creşte, derivata sa fiind negativă; rezultă deci că există 
număr A(0) astfel încît să avem 

lim V(t, x)-23, | V(t, x) >м 32.128 

Lo 
A Vom arăta cá A nu poate fi —0. Intr-adevár să presupunem ре A>U 
însă V avînd limita superioară mică, se poate determina un u(>0) așa fel 
ca relația (32.124) să aibă loc pentru domeniul (32.125). Cum | 

~ 


ar rezulta că pentru >, să putem scrie 


: dV ge Ў m^ | i 
Derivata Т. fiind negativ definită, se poate găsi un * 0) ast 
Li 
în domeniul 
ш“ E <h? 32 
- i 
sá avem 
а 
а? ! 


prin urmare se poate scrie relația 


Ui 
V(t, x) V (to, FÈ Z tV (lo 29) (0—4): 


o 


De aici ar rezulta că pentru / îndeajuns de mare, fun 
negativă, ceea ce nu este posibil, deoarece V este pozi 
demonstrat astfel cá ? trebuie să fie nul. 

Tot printr-o reducere la absurd se poate arăta acum că 

lim х:() =0, 32.131 


[EX 


| deoarece în caz contrar ar exista un є(;>0) şi un şir nemărginit /; aşa fel ca 
| să avem 


(xit) Ze 32.152 


şi deci 
>l 32.15 


Vit, xlt) 


1] fiind marginea inferioară a funcției W în domeniul 


Pe de altă parte, din (32.128) avem 


lim V(t, х) =А=0 


>= 


| 
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| astfel că pentru un / îndeajuns de mare (>T) să avem 

| 

| УП, (0) АМ (32.134) 

| Contradicţia dintre (32.134) si (32.133) demonstrează relatia (32.181). Asadar | 
| soluția banală este asimptotic stabilă i | 


| $10. Exemple?, 1°, Sistemul 


da 
d 


ду sin 4— x? sin? / 


dy 


Ix sin 1—7 cos? 1 
dt 


reprezentind o mişcare perturbată admite soluția banală x—y—0, În acest 
caz funcția V poate avea forma 


V= 2224-92, 


derivata în raport cu / fiind 


AV Pip Ir « А Ed 
* —4x (—2y sin £— 3? sin? /)-2y(4 sin /— y? cos?t) = 
di e 5 3 d 
= —451 sin? /—2 y8 cos? t. 
A e "€ Je де уау, А бр, 
Se vede că funcția V este pozitiv definită iar ar negativ definită pentri 
Z : F 


orice valori ale variabilelor x, y, t. În virtutea teoremei I, rezultă că sol 
banală este stabilă. 


2°. Sistemul 


TU 


dt (x—8?y) (1—ax?— by?), 


І cu 0<а<, 0<<, admite soluția banală х=у=0 care este asimptotic 
ca | stabilă. Într-adevăr luînd 

| V —a2x2-L-2y?, 
2) > -vom avea 

Y z 2 12) 1-28? ha? —ax*—by*)1— 

| SI да?х[—(х Bè) (1—ax*— by?) ]--2В®%[— (у-+Е«?х)(1—ах T 
33) | = —9(a2%24-82y2) (1—ax?— by’). 

i А 

| 3 Жат aaa dmeniul 

i Se vede că funcția : este negativ definită in domeniu 

t dt 

ЖИА. 

i x ya. 

t 

А 1 H. М, Бабаков, Теория колебании, Москва, 1058 M 
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Prin urmare, în acest domeniu vom avea 


di 


astfel încît soluţia banală л 


N 


y=0 va fi asimptotic stabilă în acest domeniu. 


$ 11. Aplicație., Cazul coordonatelor ciclice. Teorema lui Routh. În 


cap. 34, § 4 am introdus coordonatele ciclice ca fiind acele coordonate gene- 


ralizate Q4, ds, 


tiei lui Lagrange [L(q, 9, = T--U 


., А), «const. 


‚ qn din cele s(>/) care nu apar explicit în expresia func- 


. Am dedus astfel din ecaatiile canonici 


(32.135) 


În acest caz particular Routh se foloseşte de o teoremă a energiei 
pentru a cerceta stabilitatea miscárii!, iată cum. Se introduce funcția 


h 
R—L—Y; 9; 


j=1 


cu ajutorul căreia ecuațiile lui Lagrange devin 


d 3s] 
d (3 


restul de / ecuații Lagrange reducîndu-se la (32.135). 


OR 


04 


0) (Reza SA), 


pentru anumite valori ale constantelor «; sistemul, (32.137) admite 


particulară 


Фф 95-00, 


căreia îi va corespunde mișcarea neperturbată а sistemului com 
—]1, 2, ..., s). Soluţia particulară (32.138) a sistemului (32.137 


după sine 


$—4,— 740,40. 


(32.137 


Vom presupune c 


Să considerăm acum anumite perturbatii initiale ale sistemului (32.137 


fără a schimba constantele «j. Dacă se poate găsi o funcție V cu se 


definit, de coordonatele qı, ..., qs-n avînd derivata = 
diferit de semnul lui V sau identic nulă, atunci soluția 
bilă. În cazul special cînd R nu depinde explicit de 


(32.137), prin multiplicare cu gy şi sumare, ne va da 


ye tea 
de 


үл dak 046 


adică 


1 p. J. Routh. On stability of a given State ot Motion, London, 1877 


cu semn CO 


(32.138) va t 


timpul 


2.137 


sistem 
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c fiind o constantă (a energiei) cu valoarea 


ARA с0(520) corespunzătoare s iei 
(32.188). Să considerăm funcția oluției 


| “~ ч D fe 
Y К<, (32.140) 
1 „Ж 
Dacă с, este o valoare extremă (minimă sau maximă) a constantei c, atunci 
funcția V va fi de semn definit (pozitiv, respectiv negativ definită), Pe d 
м 0c H ^ / / : ae 
altă parte, din (82.140), prin derivare în raport cu timpul / si în virtutea 
relației (324139), se obţine 
dV 
0. 
dt 


Asa dar, V poate fi considerată drept funcția Ieapunov din teorema I 
$ 9, încît putem enunfa 


, 


Teorema lui Routh. Mișcarea stalionará (neperturbatd) rela- 
liv la coordonatele neciclice va fi stabilă dacă energia sistemului după exclu- 
derea vitezelor ciclice este ит extremum (minimum sau maximum) relativ la 
perturbațiile constantelor definite prin relațiile (32.135). 
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puncte materiale A; (i=1, 2,..., n) de mase m;, poziția fiecărui punct A; 
fiind determinată prin vectorul de poziție respectiv 7;. Vom pres 


că mișcarea sistemului (А) este stînjenită de un număr de legături pe care 
le vom exprima prin forma analitică 


$ 1. Generalităţi. Să reluăm cazul general al unui sistem (4) de 7 
1 1 


"n 
У) aridri+ardt=0, (il a my; 33.1 
137) i 
emm dr; reprezentînd deplasarea reală a sistemului şi «gi, «y funcții de 77 
ant, Si 1 Forma aceasta în care coeficienții «gi au un caracter vectorial, iar 
sta- > ay sînt scalari reprezentînd m legături, distincte, adică m conditiis tru 
emul vectorii d7;, rápeste sistemului m grade de libertate, astfel încît sistemul 
E ) va avea 3n—m=s grade de libertate. Deplasările virtuale Ar; compa- 
tibile cu legăturile, vor fi supuse condițiilor 
n 
» кА 4—90, (k=l, 2...) (33.2) 
iZi 
› 139) pentru a satisface legăturile. 
? <m) din cele m legături sint olonome, 


- Presupunem cá un număr / (< 


în sensul pe care l-am stabilit (cap. XXXII $ 1), restul de A'(—» DRM Р 
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neolonome, In acest caz, cele 7 legături olonome ne vor da prin 


1 +4 
integrare 
| relații de forma 

Pt, Xe, ‚хан, 1)=0, (2:1, 2, „Йй, (33.3 
unde am însemnat сї у, Xp, “an, cele Зи coordonate carteziene 
ralizate ale sistemului. Relaţiile (33.3) ne dau posibilitatea de a exp 
coordonatele carteziene generalizate (ж, Xa, ‚ Zan) în funcţie de Л (—3% 
coordonate generalizate у, ‚ 0%, 

у= KG de Оер AZ 2% , 9n), 33.4 
ceea ce se mai poat Scri 

PP ee dq» t =, 2 п), 33.5 
aşa cum am arătat la cap. 32 $ 1. Înlocuind în (33.1) mărimile dz; pr 
expresiile lor pe care le deducem din (33.5), prin diferențiere уоп 


h 


У сийи+ск01—0, (ЕЕ тд ЛД], 


unde mărimile cz; şi се se deduc printr-un calcul simplu. Coordonatel 
Qv -~ Qa nu sînt independente între ele ci sînt legate prin relațiile (33.6 


Acestea însă nu sînt integrabile. Într-adevăr, să presupunem că 
relațiile (33.6) ar conduce, prin integrare, la o relație întreag 


Ф(д\› 9 ---: dn 0) =0. 33.7 


Atunci, din A relații (33.4), scofind valorile coordonatelor 41, 
tincte, în funcție de un număr / de variabile x,, ..., Хзп $i introd 
in (33.7), se obfine o relatie intreagá de forma 


Olki Xos e. Xan 1) 0 


diferită de relațiile (33.3). Ar urma deci că numărul legăturilor 
din grupa (33.1) este /--1 ceea ce este contrar ipotezei noastre. 


Observație. Trebuie să menționăm totuși că numărul 7 al legăt 
poate fi mărit în unele cazuri făcînd combinaţii potrivite între legăturile neolc 
Dacă rezultatul acestor combinaţii este o expresie tot de forma (33.6) însă integrabi 
ea poate fi înlocuită printr-o expresie (33.7) reprezentînd astfel o legătură olono 

Vom avea prilejul să întîlnim mai departe astfel de exemple. Se vede deci 
birea dintre legăturile olonome și cele neolonome nu este esențială. 


$ 2. Legături neolonome. Vom numi relațiile (33.6) dintre deplasării 


dq, (1=1, 2, ..., №), legături meolonome între coordonatele Qi, da, 
Lor le vor corespunde relațiile 


h 


Yi criAqi=0 (k=l, P CRT h^) 
i=l 


între deplasările virtuale Aq (i=1, 2, ..., h) ale sistemului (А), compatibile 


cu legăturile, 


} 


atc Cui А гі 
1 1 1 
131 ] 
4 1 1 Ti 
t | i 

I 1 ^ 

1 П 

1‹ \ 
‹ n 1 

а dx te 0 

dac mám cu dz, « E S p а 
dep punctului 4 (x ré === ~ ; 
te A { lementu fel e ai lau 
теа а dO a element Же ГА ES <a , 
tiei d üturá (33.8). Vom tá legă- > s^ 


tură este neolonomá Intt 
pune contrariul,ea ат fi echiv: 
treagă“ de forma 


mită valoare 0, pentru 0, ceea ce nu es 
şi urmind două curbe diferite, Г, si Г; 
unghiul 0;(= 0,), aceste două unghiuri 
nu poate exista o relaţie de forma (33.9). 

Acest fapt mai poate fi pus 
provenită din integrarea relației (33.8 


evi 


= | d0—0 
дғ ду - 99 
obținută din (33.9) prin diferențiere, 33.8), poate îi pusă 
sub forma 
3f AM \ 3f 
9o) 0а 9/ а6—0, 
ox oy 99 
unde ах şi 40 sînt arbitrare. Deducem 
3f 3 a 
dfo, 97. 9f tg 0-0. 
90 д» Y 
| Prima relație ne arată cá f nu depinde de 0, iar cea de-a dona, în care B trebuie 
ome considerat arbitrar, ne dă 
3.6). t 9f 9 9f o 
Ex. > Ox P ӘЎЕСЕ: 
t 


deci exprimă că f nu depinde nici de x si nici de y. Prin urmare, cum 
mna dintre mărimile х, y, 0, relaţia (33.9) nu poate însemna o legáturá 
că relaţia (33.9) nu poate reprezenta o legătură olonomă, deci reprezi 


iile nomă 


rectangular хОу de axe din plan, 

secția Mí dintre planul discului 

E cu versorul я al normalei la planul discului si, în fine, de 9, 
faţă de o rază a sa. 


unghiul de rot 
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In special vom lua versorul » al normalei discului astfel dirijat. încît toate 
pe care le-ar putea lua discul să fie determinate prin valorile lui 
(0, 7]. 

Vom considera acești parametri o, Ù 
(fig. 33.2). i 

Me p ' 1 E 1 " А 

Yu P (А, um 01, Ou. Фу) și Р, (X, Va 0,, (a Ya) două puncte din pațiul figurati 
(q) corespunzător, avînd cinci dimensiuni, Putem face ca discul să treacă din poziția car 


poziţiile 
y cuprinse în intervalul 


0 drept coordonatele generalizate ale di cului 


Ф corespunde punctului I4, în poziţia care core punde 
punctului Pj. În adevăr, pentru coordonatele ғ, y, 0) 
şi ф faptul este evident, S-ar putea însă să ajungem 
în P, prin rostogolirea discului, cu un o diferit 


de pp. În acest caz, impunem discului o rostogolire 
pe o curbă închisă, trecînd prin punctul (x 
de pe planul II, așa fel încît reîntors în (x 
discul să prezinte tocmai unghiul ф 
este totdeauna posibil, 

Așadar, între coordonatele punctelor I8 P. 


> 


з ceea ce, є ident 


nu există nici o relație de condiție, încît cele cinci 
coordonate generalizate ale solidului sînt indepen 
dente între ele, adică sistemul are cinci grade d 


libertate. 


Această afirmaţie, care este adevărată 
\х! coordonatele întregi, încetează de a mai fi adev 
Fig. 33.9 Ў, pentru deplasarea infinitezimală dx, dy, dð, do, d 
g. 29.2 i 


Căci dacă am presupune că P, este un punct foa 
apropiat de P,, care s-ar obține din P, numai prin 
rotaţie foarte mică do a discului, atunci am avea între deplasările dx, dy, do următo 


rele relații evidente: 


E 


dx—rdgo cos 0, dy—rdg sin 0. 


Pentru a putea scrie aceste relații fără ambiguitate, am presupus că rotația do 
cului se face în sens pozitiv (surub drept) față. de versorul normalei la planul d 
versor care face unghiul V cu normala Oz la planul П. 

Așadar, deplasarea dgy(k=1, 2,..., s) a discului nu este arbitrară în spațiul fig 
deoarece cele 5 mărimi dq; sînt legate între ele prin relaţiile (33.10). 


Este adevărat cá nu există nici o legătură sub forma întreagă între coordonatele x 
Ө, o, Ф, de vreme ce putem trece de la un grup de valori luate arbitrar, fır y, Ө 
Фу, la un altul tot arbitrar 42, Yə 0,, a, d,. Însă pentru variații infinit mici ale 
coordonate, avem relaţiile (33.10) de legătură. Ele nu pot fi înlocuite prin relații sub f 
întreagă. Într-adevăr, dacă ele s-ar putea înlocui prin două relaţii sub formă finită 
ar rezulta din integrarea sistemului (33.10), aceasta ar însemna că există relații finite într 
cele cinci coordonate generalizate, ceea ce am văzut că nu este exact. 

Sistemul considerat nu are cinci grade de libertate, ci numai trei. 


r 


Soluția cazului general (olonom, neolonom). Să revenim la sist 
(A) de n puncte materiale 4;(7—1, 2, ..., n) supus la m (<3n) legă 
de forma 


mul 


n 
È aridr+ardt=0, ja а (33.11 
[1 


dintre care numai h’ sint neolonome, celelalte »4—A'(—1) fiind olonome. 
Am văzut la începutul paragrafului cá în cazul acesta putem face abstracție 
de legăturile olonome, prin introducerea a A(—A'--3n—m) coordonate 
generalizate gr(k=1, 2, ..., h), în funcţie de care se pot exprima vectorii 
de poziție 7,(/—1, 2, ..., n). Se poate spune deci că poziţia sistemului (4) A 
este determinată de valorile coordonatelor generalizate qi, Qa Qa, între 


i 
^5 
f 


O'' proiecția sa pe planul II 
Oxyz, vom putea citi pe figură următoarele relaţii 
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care mai există cele A' legături neolonome; acestea din urmă se pot pune 
după cum am văzut sub forma 

h 

> 00194 Я; 0, (k i42; ғ) h^) (33 12) 


{=i 
În Cap. XXXII am arătat că în cazul acesta mişcarea sistemului 


este dată de ecuaţiile (32.20), 


h 
d т. oT 4 M 

| SOH bn kz1,2, ... , h). (33.13 
à as, dlk Qr » j Cik ( ) а 


Aceasta este soluţia cazului general (olonom, neolonom). 
1°, Să reluăm cazul rostogolirii discului, Notind cu O^ centrul discului (fig, 33.2) cu 
(хОу), cu E, m, С coordonatele centrului O^ față d 


£—xv—rcos ф sin 0, n=y+r соз (у cos 0, C—r sin (у, 


Derivind în raport cu timpul /, vom obține 

Ё=х--әф sin ф sin 0—76 cos ф cos 0, 
1—J —ri sin ф cos 0—70 cos ф sin 0, 
C = rj cos 0. 


Ridicind la pătrat și adunînd, obținem expresia pătratului vitezei V a centrului 0“ 


y= 
—2ryV sin ф cos 0—2rx 0 cos 0 —27у0 cos Y sin 8. 


2 y3-- 7202 4-720? cos? 0--2rx 0 sin ф sin Ө— 


Potrivit teoremei lui Koenig, energia cineticá T a discului este egalá cu en 
a centrului О” în care ar fi concentrată toată masa m a discului adunată cu ene 
a discului în mișcarea sa față de punctul O’ considerat fix. Această din urn I 
T' ne este datá de formula 


SARI E а Р 
T =з Urtz +. Jyyey t 2,02); 


dacă insemnám cu /zz, Jyy, Jzz momentele principale de inerție în О”, ale discr 
Oz, Oy', Oz, proiecţiile vitezei unghiulare o a discului pe axele principale de inerti 
fie Oy, Oy, şi Oz. Vom lua drept axă Oz, însuși versorul n al normalei la planul « 
iar drept axe O7. , Oy, , douá diametre rectangulare oarecare ale discului. 


Márimile Jrz, Jyy, Jzz trebuie presupuse cunoscute. Vom avea evident 


iar în cazul cînd discul este îndeajuns de subțire vom putea pune /:== /уу= 


a găsi valorile proiectiilor oz, оу, oz, ale vectorului о pe axele principale de 


fixa axele principale de inerție în felul următor (fig. 33.3). Vom lua drept 
la punctul de contact M, drept axă O'y' paralela la tangenta Mt in M la disc 


coincizînd cu versorul n, aga fel ca sistemul de axe să fie drept. Viteza un 


tanee « va fi compusă dintr-o rotaţie o de viteză unghiulară egală cu 


din alta Ó de viteză unghiulară egală cu 0 în jurul axei O'z (verticala lui € 
Proiecţia vectorului о pe o axă oar 


viteză unghiulară egală cu d în lungul axei O'y’. 


se va obține făcînd suma proiecţiilor vectorilor 9, ф, 0 (fig, 33.3) pe acea axă Astíel vom 
obţine 


uz Ô sin V, Q'- y, оф cos ) 
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Rezultă pentru 7” expresia 


| , r 
1 9 [Jza(02 sin? фф) = (р--0 cos 4)? 


iat pentru T expresia 


Г КЕКЕК vada ©, 4 
- y3.] 32... 72 EE oe T IE ADR CUL. i 
7 07994-20? cos? (4- 2рл sin y sin 0 27у sin ф cos 0 


2r х0 cos ф cos 0— 27у 0 cos y sin 0)- 
> | a | [ az (0? sin? p-p?) / (Ф 0 cos )?] 
Introducind mnotatiile 
“=l y7 d, P=], = l=, 
x vom cădea în cazul (33.12) pentru 4—5, 5'/—2 si cu 
f COS (5, C=], c 0 


14 


£31 770, C= l, 0547 —r sin Jgs 02,70, 0,450. 


Formulele (33.13) ne vor da 


d =) оТ 0,4 
ЕЕ Д A 

а ЫП О Б 

1 qoa 

del oes ери 

dz Quad rcm 

d E 97 ЕУ E : 

ае в— 77 COS dg „7 Sin qg 33.14 

TS E 43— ^ b ^2 15 
048) Oda 

d I: m SE 

= I —=0 

di 9 44 044 din 

d [97 oT 

ЕЕЕ 

44090; 045 


Expresia energiei cinetice T са funcție de 01,..., dg, g1- ds va fi 


m 


T= 2 142442 + 7222 + yi cos? q,4-2r sin q4 CA sin dodi COS q;) q4—2r COS qa CA cos qs + 


21 


CEU : 1 A 2 ETE 
+4 sin 95)45)4- 2 [/хх (92 sin? 44-9) +J zz (931-95 COS 44)*1- 


Introducínd această expresie a energiei cinetice în ecuațiile (33.14) vom avea 5 ecuaţii 
la care vom adăuga încă două, acelea din (33.10), deci în total 7, adică atîtea ecuații cite 
necunoscute are problema. 

2°, Carul cu două roți. Presupunem carul alcătuit dintr-un solid S (fig. 33.4) sprijinit 
pe un plan orizontal хОу (fig. 33. 4) prin intermediul a două roți egale, de rază +, cu cen- 
trele în A, 91 Az; roţile nu alunecă pe plan. 

În mișcarea carului pe planul хОу, vom face abstracţie de 
roților. Să notăm cu C mijlocul axei comune 4}, Ag а roţilor, cu x, 
punct, cu 6 unghiul pe care-l face аха longitudinală a carului cu аха Ox, cu Фі ung 
rile de rotafie respective ale celor două roți, presupun înd rotatiile celor douà roţi, inde- 
pendente între ele și avînd sensul pozitiv în jurul axei Aad Avem astfel cinci parametri 


rotirea sa în jurul axei 
y coordonatele acestui 
şi q4 unghiu- 
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№. EN ———————— MA AA— de АА НАЕ us om 0n 0 S nm lS 0o 
| 
| x, у, Ө, o, 9, definind poziţia (deci misedrea) саа ен e А 
: à : Ў ў : 1 are sînt independenți între ei 
ceea ce se constată geometric, tot asa cum am făcut în cazul discului y 3 
Considerindu i sub forma diferențială cei cinci parametri nu mai 
între ei, Intr idevür, să luăm variațiile аб do, КЕТЕ зга on cai în cazi did 
punctul C este imobil, două relații, deoarece c Жее. Mee ză ig 4 сае 
cu do, şi pa cu do, isa fel ca sá avem 1 се 
add "dp, - dog. 
Pe de altă parte carul neputind aluneca la 
teral va trebui ca deplasarea ах, dy, a pune 
tului C să aibă loc pe direcția axei longitu y 
а dinale adică 
dy 
2 А 
dy tg 0. 


Distanța CA, =а 


Rezultă că mărimile d0, dp, dọ» dx, dy, Distanţa CC “б 


sînt supuse următoarelor trei condiţii (primele 
două obtinindu-se prin calculul vitezelor punc 
telor de contact) 


sin 0dx--cos 0 dy—0. (33.17) 


Prin scădere primele două ne dau 


o relație integrabilă, 


la $ 1. 


care reprezintă o legătură olonomă. Este cazul menționat în observarea de 
Carul cu două roti are două grade de libertate. 
Mai rămîne să scriem expresia energiei cinetice T a carului. Vom nota cu 
gia cinetică a roții din 4}, cu T, aceea a roții din А, şi cu T’ energia cinetică a 
(S) care se sprijină pe roti, astfel încît vom putea scrie 


Бан тр 


Energia cinetică T' a solidului (S) se determiná cu ajutorul 
Dacă notăm cu С” centrul de greutate al solidului si cu 7 distanța de la 
al axei 4,4, 


I=dist C'C, 


atunci pentru coordonatele £, 1 din planul xOy, ale punctului C^ vom avea 


£— x--I cos 0, =у+ 33.21 
Vom deduce pentru expresia pătratului vitezei vc, a punctului C' 
= x2 y+ P62—216( sin 0—y cos 0). (33.29) 
Mişcarea solidului (5) faţă de triedrul C'xyz' (avînd originea in C’ si axele paralele 
îi la Oxyz) constă dintr-o rotaţie de viteză unghiulară 6, în jurul axei C's’. I 1 
ite că C'z' este o axă principală de inerție а solidului, pentru punctul C', atunci p 
cinetică T4 a solidului, in mişcarea sa faţă de C'xyz' obţinem 
i 1 a AT 
zi Ti=a Je” d, (33.23 
a unde Jo” este momentul de inerție al solidului (S) față de C'z'. De altfel, conform teore- 
2 2 mei lui Steiner avem А т 
307 Jo Jo' tM”, (33.2 
de- 
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unde M’ este masa solidului, iar Jo este momentul de inerție al solidului (S), faţă d 
axa paralelă la C'z', axă care trece prin C, Vom putea deci scrie 


TS : 
Го al Je м 0. (33.25) 
Însă după teorema lui Koenig avem 
OM", 33.06 
I 5° 00" Tg. zer 


înlocuind aici pe T, si pe vc' prin valorile găsite, obținem 


e" GUT . |. . 1 Aa a 
г ма [13-- y? — 210(x sin 0— y cos 0)] +5 /с0?. e 


0 


Pentru a găsi expresia energiei cinetice T, a roții din A, vom aplica din nou teorema 
lui Koenig, unde m este masa roții, iar 7; energia sa cinetică în mişcarea faţă de centrul A, 
al roții. Mişcarea roții față de triedrul 4,xyz (avînd originea în A, şi axele parale 
la Oxyz) constă dintr-o rotaţie de viteză unghiulară p, în jurul axei A.C (fig. 33.6) şi dintr-o 
altă rotație, de viteză unghiulară 0 în jurul axei A,z. Aceste rotații compuse vect 
dau viteza unghiulară & а roții avînd proiecţiile оз’, оу’, oz: pe cele trei a 
de inerție ale roții, pentru punctul 4,. Axele principale de inerție in A sint: 
diametre oarecare ale roții. Drept axă Ax’ vom lua diametrul paralel la planul +0 Vom 
avea deci 


€ 


05,—0, y'=, 07,79 33.2 
astfel încît expresia lui Т; ne este dată de 
T: 1 2 2 2 aa 99 
ї= 5 (Jezoz tout 22027), 33.29 
unde Jzz, Јуу, Jzz sînt momentele principale de inerție (în cazul nostru /zz;— јуу) Şi vom 
putea scrie 


Ty—3 U zz0°+J z293): 


Pe de altă parte, viteza v ‚| se poate determina cu ajutorul relației: v 4 


ne dă: : 
VA- (5-а 0 cos 0)?-I- (y+a 0 sin 0)?. 33.51 
Deducem 


n-7 (х + аб cos 0)2+(y-+a Ô sin 934-72 TES es p. 
În mod analog, vom deduce pentru T, expresia 


T,—7 [(X — аб cos 0)2+ (y—a б sin 0)2]+ Jes 024- 


astfel expresia energiei cinetice T va fi 


M -> . Doc Ў ПЕ) PEE EE xA 
Т=-у (422-2) — М^10(х sin 0—y cos 0)-- 5 /0* a” (ei (83.34 
unde am notat cu M masa totală a carului 
M-—M'-rF2nm, (33.35) 
iar cu J momentul de inerție al întregului car (inclusiv roțile) față de axa C A 


Ј= Jo 2] sat та". e 
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Avînd acum expresia energiei cinetice, vom putea scrie ecuaţiile de mișcare ale lui 
Lagrange, după modelul aplicaţiei 1°. ; х 

Observaţie, În expresia energiei cinetice T’ apare termenul ж sin 0— у cos 0 
care, potrivit condiţiei (33.17), at trebui să fie nul, Ar fi însă o greșeală să-l айй їп 
expresia lui T^, înainte de a introduce expresia lui 7" în ecuațiile iti ТАЕНЕ Mai sene- 
ral, ar fi o greşeală să eliminăm, cu ajutorul relațiilor neolonome, o parte ШЕ aa 
nentele vitezei, талаба in ecuațiile lui Lagrange numai cu restul de componente d E 


Fig. 33.5 Fig. 33.6 


trebuie să existe în momentul cînd se iau derivatele lui Т în raport cu q. Asupra acestui 
pericol au atras atenția între alţii: Ceaplighin, Korteweg, Appell etc. De solutionarea 
cazurilor neolonome s-au mai ocupat Maggi, Voronet, Volterra, G. Hamel, P. Appell etc. 

3°. Carul cu patru voti. Notind cu x, y coordonatele punctului C” (mijlocul axei din 
fati), cu ọ¿(i=1, 2, 3, 4) unghiul de rotație al fiecărei roți (sens pozitiv de rotație ca în 
exemplul precedent), cu 0 si y unghiurile marcate pe fig. 33.6, vom stabili relațiile (neolo- 
nome) între cele opt deplasări elementare dz, dy, dð, dX, do;. Vom scrie (ca si in exemplul 
precedent) cá deplasarea lateralá a roţilor 3 si 4 este nulă, 


—sin(0-1-y)dx4- cos(0 4- y) dy —0. (33.37) 
De asemenea, perechea rofilor 1, 2 ne va da 

—sin 0 dx/--cos Ө dy'—0, (33.38 

unde cu x’ şi у’ am însemnat coordonatele punctului C'. însă coordonatele x' si y' se pot 

exprima în funcţie de х şi y. 
x'—x—l cos 0, (33 39 
` 29.097 
2) y'—y-lsin 0, ^ 

unde 7 reprezintă lungimea C'C''. Deducem 

| sin0 dx+cos 0 dy—/1d0—0. 33.40 


| Alte două relaţii le vom obține prin calculul vitezelor punctelor de contact ale roților 
1 şi 2, analoge relaţiilor (33.15) şi (33.16) din exemplul 2°, 


33) 
cos 0 dx+sin 0 dy-rad0-4-7dg, —0, (83.41) 


за 40) 
33.42 


cos 0 dx-+sin 0 dy—ad0— rdg, —0. (33. 
Rofile 3 şi 4 ne vor da la fel 
0, (33.43) 


34) 
соѕ(0-- х) 4-5іп (0--3)dy 4-c(d0 -1- 5) +? афз= 

соз (05-х) sin(0--3)dy — c(d0-- dy) -7'do,7 6, (33.44) 

semidistanta dintre aceste roți. 


iar cu « i 
educe la doi. 


egale inrte ele) 3 si 4, | 
"t 1 gradelor de libertate se г 


l 25) unde cu y’ am notat raza roţilor 
пе așa că număru 


Ф - A 
Avem astfel şase relații neolonot 
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Mai rămîne să scriem expresia energiei cinetice 7 
ecuaţiile lui Lagrange (33.13) corespunzătoare mişcării carului (Ок —0). 
Pástrind notatiile din cazul carului cu două roți, vom putea scri 


e ALE Pl MAE ТЕТ, ЕТИ. 


Coordonatele Ё, yj ale centrului de greutate С vor avea expresiile 


y —l cos 0, n-—y-isin 0, / dist C 


aşa încât viteza ve a punctului C va fi dată de 


vC x*-- y?-- 102++-210(x sin 0—y cos 0) 
Procedind ca în exemplul 2°, vom avea 
M’ 3 


9 


1 і 
tis [c0?, (M'= masa olidului 


Pentru roata 7 vom obţine 


у ү, Ж 1 : 4 
T1—-5 "A, 5 (Jazz? - z291)» 


Jaz: Jvyl=Jxa), Jzz fiind momentele principale de inerție; v4, este dat de 


vA, = 224-9? 4-2c(0-4-X) [x cos (0--X) -.y sin(0+7)]. 
in mod analog vom calcula pe, Ту. Pentru calculul lui Ту vom avea 
vå t ya 2c(6-+7) 17 cos (0+) 4-y sin (0+%)] 
şi deci 


m’ i Au e MT 
Тз= vh Hg U za (04-0 *-F J225]. 


Lă 1 ^ А + : : lI 
unde JZz, Jyy (= Јал), Jzz sint momentele principale de inerție ale roții 


calcula pe Тү, 


с 90 057 1 ai i sia 
T4— g "Act g Usa (8-9? Jail: 


Folosind aceste expresii formula (33.45) devine 


Mie Ж ду. Мач dc : : zii p - Р 
тау) +020010 (х sin 0—y cos 0)] + m [(73-- a2) 02-- 270(x sin 90— y cos Ө 


Ice gi 
+ж'с%(0+х)*+ 3- 2 


Am notat cu m masa roții 7(—2), cu m’ masa roții 3(=4), cu M’ masa solidului 


roţi) şi cu M masa întregului car (cu cele 4 roţi). 


о. 


Expresia lui Т пе va da ecuaţiile lui Lagrange, adică ecuaţiile de mișcare 


cu patru roţi (opt ecuaţii scalare) la care se mai adaugă cele şase ecuaţii de 1 
în total 14 ecuaţii pentru determinarea celor opt parametri de poziţie precur 


şase multiplicatori A corespunzători celor şase legături. 


Ecuațiile lui Appell. Ecuațiile de mişcare ale unui sistem neolc 


a carului pentru a pulea stabili 


0 у 
(99.10) 


Та fel 


TEN 1 г Y 1 м : 
ot lata + Је) + giosta 


nom 


au fost puse sub o formá mai simplá de cátre P. Appell, înlocuind funcția 


T din rolul ei de „funcție centrală” prin funcția 


п 
UN a 
= У itj, 
“= 
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mi, аң Hind. masa, respectiv acceleraţia punctului 4; (/—1, 2 
sistem (4) de n puncte materiale 


› п) à unti 
A 
Huncţia S se mai numește $1 energia accelerajiilor. Vom presupune 
că eventualele legături olonome ale sistemului sc suprimă întrebuintând 
coordonatele generalizate 01, ..., qn Şi că legăturile neolonome sînt date 


de relaţiile 


h 
Yi 6-0, (sn pps (33.46) 
! т 
în număr de л’, coeficienții c fiind funcții namai de gy, 2, .... dn si de /. 


Vectorii de poziţie ri(i=1, 2, ..., ә) ai sistemului (4) se exprimă prin 

relaţiile 
29 FI 
Pra da d 0 (33.47) 


de unde, pentru vitezele v;, vom obține 


0и: dn 
п= Yar 
941, 0 
Observăm însă că din relaţiile (33.19) — presupuse distincte între 
ele — putem scoate Л” dintre cele h mărimi qı, ..., qu, În funcție de celelalte 
h—h'. Pe acestea din urmă le vom însemna CU Фу, Og, ..., Oh-h astfel 
încît relațiile (33.48) vor deveni 


aE 2, 70981) (33.48) 


h—h* 
v— YAuye;H1-4u (i1, 2, ..., ж), (33.49) 
/=1 
deci 
h—h' A 
; (33.50) 


dr,— У Audo;4-Addt, (0—1, 2, ..., n). 
je4 


Am însemnat cu Ay (i=1, 2, ..., n; J=0, 1 2, ..., h—h') nişte funcţii vec- 
2 ha 


toriale de фі, 9, -. dn Şi t. Deplasarea virtuală Aq; (k—1, 2, --., 
sistemului (А) trebuie să satisfacă relaţiile 


h 
Y; 0u59;—0, (i—1, 2, ..., A^), 
j24 


de unde vom putea scoate À' dintre mărimile Аф; (j=1, 2, -> h) funcții 
liniare şi omogene de celelalte h—h'. Pe acestea din urmă le putem nota 
cu Ac, Ао», ..» Aop.n; potrivit notației de mai înainte, încît putem 
spune că mărimile Aq; (j—1,2, ...› h) sînt funcţii liniare, omogene de mări- 
mile Ac, Ao», ... AO n-h. 3.92 virtuală 


m Potrivit relaţiilor (33.22), deplasarea 
3 37, (i=1, 2, ..., n) a sistemului va avea expresia 


S y е ду, 
"= У SAI: 
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]nlocuind aici pe Aq; 15 А, 6*3 h) prin valorile acestora în 


functie de 
Аел, .., AOn-a vom obține pentru 3r; o relaţie 


liniară şi omogenă în 
Лоу, ..., Sona, care potrivit relaţiilor (33.50) vor avea forma 
h-—h 
Ан= У Av, (33.51) 
j | 
Să luăm acum ecuaţia generală 
X(—1a--PF)AÀr1—0, (33.52) 
Ar; (î=1, 2, .., n) fiind orice deplasare virtuală (compatibilă cu 
legăturile) şi să observăm că avem 
" h—h' n 1 
: ч д»; 
таан Y, Yuma Ао). 
=! j=1 1=1 0% 
Însă din (33.24) obţinem 
0”; A 
3, 77 A4 
99; 


iar din (33.22) 
h—h' 


а=} Auept, (== EE 
J= 


unde termenii indicati prin puncte sînt independenți de о; 


Deducem 
dai E 
ср 141»— 
z EI. do; : до; 
astfel încît 
n h—h' n k ut jy 
== wd J 
m4a43r4— mia = —— Ao 
> ("107 i У уз ПЕ Р ER = 
i= j=1 i—1 LU 


Cu acestea si tinind seama de р. relația (33.52) devine 


h—h' д5 
У (- uy Fi sao, 


JA до) ici 
Putem presupune deplasarea Ao;(j—l, 2, ..., h—A') arbitrară şi atunci 
p» = У Е; А ] Li ao Za 
o5; = {А ij (7= > 2, e) h—h ). (99.99 
gy, 


În aceste h—h’ ecuaţii, S este о funcție de Яд» o т Q1, Oz o Ohh > 
şi £. Necunoscutele 01, ..., Ih Q1, ...› Oh- » in vn de 2h—h' vor fi deter- 
minate de ecuațiile (33. 53) în număr de h—h' la care vom mai adăuga inc ă 
alte h ecuaţii care leagă mărimile dp m dn de mărimile «1, . ‚ Ohh 


Ecuațiile (33.53) poartă numele de ecuațiile lui Appell. Ele se “prezintă 
aparent simplu. 


Trebuie totuşi menționat faptul cá de cele mai multe ori stabilirea 
expresiilor cere calcule laborioase. 
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XXXIV. ECUATIILE CANONICE. TRANSFORMAREA 
LUI HAMILTON 


g$ 1. Coordonate canonice, Să revenim la ecuaţiile 


3 
+ d 0-20 (01, 2 | 
ДЕ? д” pe], 2; 4,18), (34.1) 
) valabile în cazul cînd toate legăturile ar fi olonome, deci cînd coordonatele 
è qx (^ Tuo Si^ independente între ele și cînd forțele propriu-zise 
à F, (i1, 2, ..., n) care lucrează asupra sistemului (А) de puncte materiale 


A, s-ar putea pune sub forma 
N EN $ Т \ 1, д -} j.9. - | 9 
Pec у40, ЫШ; 7 ИЧ =; 


U fiind o funcție de xi Yi, 21 (i—1, 2, ..., п) $i de /. Reamintim cá am 
notat cu „2 potențialul cinetic al mișcării (funcția lui Lagrange) 
L= T+ U, 

T fiind energia cinetică a sistemului (4) de puncte materiale. Potențialul 
cinetic 2 trebuie privit ca o funcție de ga, q2; -- ds» Qv do --» qst- 

Ecuațiile (34.1), formează, după cum am văzut, un sistem de s ecuații 
diferențiale de ordinul al doilea, pentru mărimile qz(kł=1, 2, ..., s) privite 
ca funcții de timpul /. Se ştie cá un atare sistem poate fi înlocuit printr-un 
altul de 2s ecuaţii diferențiale de ordinul Т, pentru un număr dubla de 
necunoscute. Ne propunem să aplicăm ecuaţiilor (34.1) proprietatea men- 
ționată. În acest scop le vom supune la următoarea transformare 


2 
ed (= 198298 0S) (34.2) 
dar > ч 
pentru a introduce variabilele py(k=1, 2, ..., s) pe lîngă variabilele gr(k= 


—], 2, ..., s). Din relaţiile (34.2) putem scoate derivatele qx (k—1, 2, -.., 5) 


în funcţie de qr qs, 5 95 P» Po =: ps şi t. În modul acesta potențialul 
7 (ol Pi cocă s), după înlocuirea 


cinetic 2 care este o funcție de фк, qx şi t 
mărimilor д (k—1, 2, ..., $) prin valorile lor scoase din (34.2), va deveni 
o funcție de фк, Pr» ҚЕ=1, 2, ..., 5). Ecuațiile (34.1) vor deveni astfel 


аре d£ = 24 8) 
EDITT (k—1, 2, БОЛОР (34.3 
din cauza relaţiilor (34.2). În partea dreaptă, inlocuim pe gx(5— 1. 2, xS) 

E 9 a 

' prin valorile lor scoase din (34.2), după ce am efectuat derivatele S 

h d . м м . D ex 

otes- | La aceste ecuaţii mai adăugăm şi relaţiile 
încă | А > / d 
ră ае da Qo Dv еә Ps t), (k=1, 2, s S); (34.4) 
122 is . O `i 
zint^ | scoase din (34.2). Relaţiile (34.2) şi (34.4) formează un sistem de 2s ecuații 
b pentru cele 2s necunoscute: qr Ча» «o ds: P» Pas ee Pss 
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Rămine să dovedim că este posibil să scoatem valorile (34.4) pentru | 
mărimile gp(h=1, 2, ..., s) din relaţiile (34.2). 
© аен Р M L 
Observăm mai întîi că expresiile € (A 
OVI 
ialul cinetic este o funcție de gradul al doilea 


ИЛЛЕ УЗ) sint liniare ta 
raport си фу, deoarece poten 
Мб (pl, 2,-...,45), cass 


şi energia cinetică T, prin intermediul căreia 
intervin aceste mărimi în L. Vom pune 


уе 


атн 

A "Р ] Д " ] Я AES г 2 
notind eu 7;(/7—0, 1, 2, ...) expresia omogenă de gradul 7 care intră în T. 

iste evident, cá determinantul mărimilor gr(h=1, 2, ..., s) în ecuaţiile 

(34.2) este identic cu determinantul formei cuadratice 7,. Va trebui deci 

să arătăm că acest determinant este diferit de zero, cu alte cuvinte, că egali- 

táfile 


Daia E) re pes T Ж S) 


A (34.5) 
privite ca ecuaţii in qy (k—1, 2, ...,s) nu pot fi satisfăcute simultan decât 
luînd. g,—0,— ^40. 


Vom observa mai întîi cá cele 3n coordonate carteziene X,, Xz, ..., an 
ale sistemului (А) se pot exprima în funcție de coordonatele qg(k=1, 2, ..., s), 
independente între ele, deoarece sistemul (А) de n puncte materiale А; (i= 


=], 2,..., 5) supus la m legături olonome, are s (=3n—m) grade de liber- 
tate. Vom avea, aşadar 


X59 (019—-:.08; (0, 2, e SA). (34.6) 


O deplasare virtuală Ах(?=1, 2, ..., n) a sistemului (А) compatibilă 
cu legăturile se va exprima prin 


bx — Agg 1,009 e (84.7) 
C k 


in care mărimile Agy(k=1, 2, 


., S) sînt independente între ele. Rezultă 
că. din matricea dreptunghiulară 


QA; 
Q^; 


(22), ЕЕ ЧО) (34.8) 
04% 


cu 3n linii şi cu s coloane, se poate scoate cel puţin un determinant de 2 
ordinul s care sá nu fie identic nul, adicá rangul matricii este egal cu s. i 
(Se zice in acest caz că matricea are defectul egal cu zero.) 

Într-adevăr, să presupunem că rangul matricii (34.8) ar fi egal cu s—1 
şi că determinantul matricii diferit de zero ar fi determinantul A al primelor 
5—1 linii şi al primelor s— 1 coloane. Atunci determinantul A, alcătuit 
din A completat cu ultima coloană si cu linia de ordinul s-+-r, fiind unul 


dintre numerele 0, 1, 2, ..., 3n—s, ar fi nul şi deci între formele liniare 
corespunzătoare determinantului A,, adică între formele 


C Axq— Ў; ANGES (i—1, 2, ... s—1, s- Er) > 


O е 6ъ=я== e 
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ar exista o relaţie liniară si omogenă de forma 


o AX, ara Aa + "or, App, АХ „,==0, 


| 1 
rr 


oricare ar fi valoarea lui 7 dintre numerele 0, 1, 2, ...., 3n—s. Prin urmare, 


am avea în total 3n —s-|-1 (=m4-1) relaţii între mărimile Ax; (/— 1, 2, ...,3n). 
Aceste 204-1 relații ar fi toate distincte între ele, deoarece două oarecare 
ar diferi între ele în orice caz prin ultimul termeu. Ar rezulta deci m+ 1 


relaţii distincte între Axi(i — T, 9 ..,9n) si nu m cum am presupus la 
inceput. 

Asadar, matricea (34.8) este de rangul s. Aceasta înseamnă cá putem 
determina din (34.7) valorile mărimilor Aq (k— 1, 2, ..., 5) ca funcţii liniare 
şi omogene de Ax;(i—1, 2, ..., 3n) şi deci că dacă avem Ax,—0 atunci 


avem $i Афўк=0 (k=l, Dias), 

Să revenim acum la relațiile (34.5) despre care vrem să demonstrăm 
că nu pot fi satisfăcute, cum am menţionat, decît pentru valorile фү=@» 
——qQ—0. Vom presupune deocamdată contrariul, adică relaţiile (34.5) 
nu toate nule. 


pot îi satisfăcute pentru un sistem de valori qx (k=1, 2, ..., S), 
Acest sistem de valori va anula şi pe T, deoarece avem 


1 97 
IL MS 
а ) д К 
^ k=1 %0; 


T, fiind о formă pătratică de q1, Q»,---. ds: Să considerăm atunci deplasarea 
2 5 1» T2 s I 
virtualá 

Адр=9кди, (1, 2, 5), (34.9) 
unde фк (k—1, 2, s) sînt tocmai soluţiile sistemului (34.5) nu toate 
nule, iar Su o mărime infinitezimală. Deplasării virtuale òg; (k=1, 25 
din spaţiul figurativ îi va corespunde. in-spafiul real o deplasare virtuală 
8r; ((i—1, 2, ..., т) а sistemului (4) de puncte considerat. Sá exprimăm 
cu ajutorul relațiilor (34.7) şi (84.9) mărimea 


n 


1 -a 
z Y mări, 


i=1 


în funcție de mărimile 46 (k=1, 2, ..., s). Vom-avea 


; D m(d7:) = Гъби? (34.10 


obținută printr-un calcul simplu. Am văzut însă că T se anulează pentru 
sistemul de valori qx (Ё=1, 9, ..., S) care satisfac relaţiile (34.5). Rezul 


din (34.10) că х 
371=0, (i=l, О) 


și deci 
€ a 

8g,—0, (k=l, 2 «5 5), 

^ ; , cs e E NUN s CM 

în virtutea rafionamentului făcut, adică o contrazicere a relaţiilor (34.9). 
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În concluzie, discriminantul formei 7, este diferit de zero, iar ecuaţiile 
(34.2) liniare în ge (h=1, 2, ..., s) sînt soluţionabile în raport cu aceste 
mărimi. Aşadar, sistemul de ecuații (34.2) 51 (34.3) 


dL ) 
S0 { 0. t 
pp a) EE 3000576); (34.11) 
A k 
day; 07, 
formează, prin eliminarea mărimilor д, (= 1, 2, ..., s), un sistem de 2s 


ecuaţii diferențiale de primul ordin pentru cele 2s necunoscute 0, d», ..., qs, 
Dv Pas ss Ps. Transformarea (34.2) care ne-a condus la ele este cunoscută 
sub numele de transformarea lui Hamilton (1805—1865). 

Ecuațiile (34.11) au o formă conjugată evidentă în ceea ce priveşte 
variabilele p si g, funcţia centrală fiind „2. Acest caracter conjugat al 
ecuaţiilor se pune în evidență, mai bine, trecînd de la funcția £ la funcția H 
— funcția lui Hamilton, — definită prin relația 


з 
H= ЭЛ М, (34.12) 


H fiind considerată ca funcție de фу, ..., Ps, Qi; -- ds Şi t Îi vom calcula 


derivatele parțiale EEUU (h, k—1, 2, ..., s) presupunind cá am înlocuit 
h k 


Qo d» eo do Po Pe 5 Ps, Ё. Vom avea astfel 


Hoy, S M ys 9g, 
cesi = Е b 
94; = k 9d; dau — 424 да 94; 


'Tinind seama de relațiile (34.2) vom avea 


DH _ 9 үс s 
9d on (ue 9 SE 
sau, cu (34.3), 
ET Е сы), (34.13) 
La fel se vor calcula și derivatele parţiale i (1=1, 2, ..., s). Vom avea 
02; 
ао да s DL 90; ] 
оде cud Mess 845 ҮС) 
95, CEP 9f, A 9d, др, ( s) 
sau, cu (34.2), 
oH d ; 
SAC d (19015) (34.14) 
Așadar, relaţiile (34.13) sau (34.14) ne dau sistemul 
„OH ОНЕР, х 34.15 
уа Pr=— 946 (k—1, 2, сы 5) (34 15) 
de 2s ecuaţii diferențiale cu 2s necunoscute pr, x (k=1, 2, ..., 5) funcții 


de timpul /. 


Do M 4 OU 
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( f а EMMERL. ERUNT 
е Variabilele фк, qx (k=1, 2, ..., s) se numesc coordonate canonice, iat 
șirul (34.15) se numește forma canonică a ecuațiilor lui. Hamilton, El se 
serie imediat dacă se cunoaşte forma funcției M de p, q, !. Parametrii 
1) рк dk, (k—1, 2, ..., s) sint considerați citeodatá drept coordonatele unui 
punct într-un spaţiu cu 2s dimensiuni, pe care Gibbs l-a numit spațiul fazelor. 

р; În acest spaţiu, coordonatele g se zic conjugale cu coordonatele p. | 


Vom avea 


dH «x (az дн, | „au 


d ai dE Jx 35, 7^ д! 


dH дн 
di у 


De aici deducem că dacă funcția H nu depinde explicit de timpul 7, 


atunci ea rămîne constantă. 
Această proprietate are loc, de exemplu, cînd legăturile sînt sclero- 


nome, forțele fiind conservative. 
Cazul legăturilor scleronome Și al forțelor conservative ne conduce 


la o formă particulară a funcției H $i anume 
H-—T-—U. 


Într-adevăr, energia cinetică, considerată са funcție de qi, ---> da» devine 
o formă pătratică, încît în virtutea teoremei lui Euler, asupra funcțiilor 


omogene, vom avea 


5 ^ 
Y n3 —2T. 
E—1 04, 
Deducem din (34.12) pentru Н, expresia 
Hoe Sn Ur 
Cum însă —U este energia potențială a sistemului pentru forțele conservative 
date, putem spune că relația H—const, pe care am gásit-o, este expresia 


teoremei energiei 
T—U —const 


in care forfele de legáturá au dispárut. 


19. Trecind de la coordonatele carteziene la co 
rial А vom avea formulele 


ordonatele sferice, ale unui punct mate- 


хіп 0cosg, y>rsin sing, z=” cos 0, 


are îl face proiecția razei OA 


unde ani însemnat cu 7 raza vectoare OA, cu e unghiul pe с 
axa Oz. Formulele precedente 


pe planul хОу cu аха х şi cu 0 unghiul dintre raza OA şi 
ne dau pentru viteza v a mobilului 


02124-72022? sin?0, 


adică energia cinetică T a mobilului de masă m va avea expresia 


те (2-02 -}- „Зр? sin?0). 


| Vom presupune că v, 0 si ф sînt coordonatele generalizate qy, da; 9з ale punctului con- 
siderat. Pentru a introduce variabilele р observăm că în formulele de transformare (34.2) 
funcția de forță U dispare, încît ele devin 


în cazul special considerat vom avea deci 


М од 9. о 
рут», ра = 20, фт? b sin?0, 


de unde scoatem imediat pe r, 0 si ọ în funcţie de фу, Pa, Pa si de v, 0, Ф. Înlocuind în 
expresia energiei cinetice vom obţine 


y? = 


на pita s |9. 


şi deci 


y? y?sin? 0 


Ecuatiile canonice (34.15) se scriu sub forma 


pepe be шс fy = 

Um 9 oma P mrt sin? 0 
; [а № | „dU -Ti pacos0 QU 100 
Pio 53 y sin? 0). д? Ра "72 sin? б 90 ' Рз= de 


adică şase ecuaţii diferenţiale de ordinul intii pentru cele șase necunoscute у, 0, o, Ру, 22 Р 


Observaţie. Mărimea f,(—m») are dimensiunea unui impuls. În general, pu 
spune că фу, definit prin relaţia 


dT 


i m 
д4 
are dimensiunea unui impuls, dacă q; are dimensiunea unei viteze. În exemplul luat 


Pa Şi Рз au dimensiunea unui impuls multiplicat cu o lungime, din cauză că 0 si ọ nu 
dimensiunea unei viteze, ci a unei viteze unghiulare. 


Cum însă de la început am asimilat coordonatele generalizate q; cu coordonatele car- 
teziene şi derivatele lor în raport cu timpul, cu componentele vitezei în spaţiul fig 
se obișnuiește, cu această justificare, să se privească toate coordonatele p; ca fiind 
nentele impulsului în spaţiul configuratiilor. În spaţiul fazelor, mărimile р; vor fi coordo 
bineînțeles. 


сот 


Problema celor două corpuri. Dacă sistemul (A) este alcătuit din două puncte mater 
Ау, А» de mase m, Ma respectiv, care se atrag după legea gravitaţiei universale, vom 
însemnînd cu 7, 7a vectorii de poziţie corespunzători 


mit mara — 0, 

adică, centrul lui de greutate C are o mişcare rectilinie, uniformă. Luind acest punct drept 
origine vom avea Mara Ma 2=0, ceea ce se mai poate scrie 7 = 757% dat fiind că centrul 
de greutate se află pe dreapta АА între cele două puncte. Am notat cu 7, 7a distanțele 
centrului de greutate C, la cele două puncte Aj, Aa respectiv. Vom exprima acum ene 
cinetică a sistemului folosind coordonatele sferice din aplicaţia 1° (precedentă). Dacă n, ‹ 
sînt coordonatele sferice ale punctului 4, atunci a, THP m— 0 vor fi acelea ale punctului + 
încît vom avea 


m, E er Гү Y T RU 
+ (Vi 4-402 4-7? sin? 0) к-г 


а 4 


T- 


02-4 ох sin? 0). 


| 
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Punind 


mMm 
y= Fro m 12 
Mi F Hm, 
vom putea serie 
na nii 
hn Ya І 
m, -- n, m " 
1 
sau 
m т 
) -4 D [ mr 119% 
2 2) nm 
nh 11 22 


si deci 


— (r?-| „202 | y*o?sin?0), 


e libertate (ca şi cînd s-ar reduce la un si 


adică sistemul are numai trei grade d 
fixat centrul de greutate al celor dou 


liber), ceea ce corespunde faptului că am 
anulind astfel trei grade de libertate. 
Funcţia de forţă а gravitației este 


„Mm mm 
Um n 22 18 
ті" y 


f fiind constanta gravitaţiei universale. 


Aşadar, funcţia hamiltoniană Н se va obţine ir 
bilele фу, Pa» Ёз; Vom presupune, se înţelege, că variabilele q,, ds, Яз sînt respectiv 7 


Vom avea, ca în exem lul precedent. 


itroducind în funcția L(=T+U) varia 
» Ё 
/, V, Ф. 


pı=mr, f,—m?0, Фу= mr?o sin? 0, 


scotind pe r, 0, ф în funcţie de ру, P» Po, şi de v, 0, Ф, vom avea pentru Г exp 


7 1 pă pă 
T= pira 5 , 
2m [а y2 ' у? sin? z 


1 р? 2 mnis 
24 Pa 3 1723 
[+ ая 3j 3r = 


de unde, 


aşa încît Н devine 


2m y? т? sin 
Ecuațiile canonice vor luă forma 
7 = Pi Ф Ps 
› >? ГЕНГ: » 
m my? mr? sin? Ө 


1 $àicos 0 


5—0 
3 Ps=U- 
m r?sim Ө 


2 1 Z p re = d, 


ЕЕ а Е 
mA* Y? sin? Ө у 


d 


e 


Am introdus anterior noțiunea de 


Cazul potențialului generalizat. 
astfel incit componentele 02 


potențial generalizat U, depinzând de q si q, 
ale forței să se poată pune sub forma 


ЗШ d:[ AU 7 O OE 
Qr 91; x (5 ( і ч ; ) 


Ecuațiile lui Lagrange rămîn neschimbate 


a (3L) 32.09, L=T+U (К 
dt ( 20 94i A 
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Se poate vedea lesne că în acest caz funcţia H a lui Hamilton își păstrează 
definiția obișnuită 


H= У фкй—.2, 


к= 1 


unde înlocuim variabilele фу (= 1, 2, ..., s) în funcţie de q şi p cu ajutorul 
relat iilor 
J-L 
О ~ 
Pe, (6221,2, ir 3): 
04; 


În special, pentru mișcarea electronului în cîmpul electromagnetic de poten- 
fial scalar o si de potenţial vectorial A, vom lua pentru 2 funcția găsită 
acolo 


= тос [= | TE : | —eg-- = Av, 


с 
deducind astfel expresia funcției H a lui Hamilton. 
Proiecţiile impulsului ро, фу, z pe trei axe rectangulare Oxyz vor 
îi deci 
0-2. dL. 0-2 
Фар) Py Ра ег. 


unde am însemnat cu Yg, Vy, v, proiecţiile vitezei v pe axe. Așadar, vom 
avea 


e = moUy e E 
=== ta Azi Фа = SF 43 > 2,— 
p | D | 


Ах, Ay, Az fiind proiecţiile pe axe ale vectorului A. Se vede de aici cá 


je == 


+ T . . . MU - : 
impulsul p este dat de impulsul cinetic — s" - la care se adaugă im- 


| 
pulsul potenţial - A. 


Introducind valorile impulsului in expresia funcției Н obținem 


e 
Н=—тос?+-с | me? +E pr 4r) teg. 
Cu aceasta, ecuațiile canonice ale lui Hamilton se vor scrie 


par c оН 
х Эр” Pa S 


$ 2. Paranteza lui Lagrange. Teorema lui Lagrange. Fie 
q=qlt, а, b), pi=pilt, a, b), (—1, 2, 3) (34.16) 


integralele sistemului canonic 


+ aa n Dad v 
deer ыен, (i1, Quir (84.17) 
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depinzînd de două constante de integrare, a, b. Să considerăm expresia 


8 j 
la, 5] {ou db du 97 
/ (Zu да дЬ Qb dal’ | 
| 


pe care о vom numi paranteza lui Lagrange. Vom demonstra proprietatea, | 
următoare: Paranteza lui Lagrange [а, b] este o constantă independentă de timp. 


Vom calcula în acest scop derivata parantezei în raport cu timpul / 


8 . . . . 
! d ra și da 914 00 di д д7? 14 Of 
| a,b] = 9m 9з 4.94 04 __ Ou 0м _ Oft { 2 
dt 12,0] | da ðb | да b dp да d да)’ eri 
| folosindu-ne de relaţiile (34.17). Vom avea 
| з pc x 
n dq — çp RH 00, A _ OH Шш 
| да Kaa OP AI, da E 02,02, да’ 
ну Ән ов у UH da 
д5 к=1 09:99: Ob RZA Dupre Ab 4 | 
дй wv SH дф y UH de 
95 ch oso Ab ic dde 95^ 
әй _ _ дн дф y Н de. 
да К д9 906 да ie 2902г да 


înlocuind aceste două expresii în (34.18) se vede că obținem 
d 
ur 1 b]=0, 


adică 
[а, b]=const. (34.19) 


$ 3. Paranteza lui Poisson. Fie f (91, do; -- @в› Pu, = Ps t) o funcție de 
parametrii indicaţi, aparținînd clasei C’ si avînd proprietatea de a se reduce 
identic la o constantă, dacă în locul variabilelor q şi p se introduc soluțiile 
sistemului (34.15). Se zice cá f=C este o integrală a sistemului (34.15), 6 
fiind o constantá. 

Se poate formula imediat con 
f sá fie o integralá a sistemului (34.15 
cu timpul / trebuie să fie nulă 


y, 3.4, 4- Y Abt -0, 


difia necesară şi suficientă ca o funcție 
) scriindu-se că derivata ei in raport 


| Ke 9% к= 9%ь 

) | sau, înlocuind pe фк, Pr prin valorile lor din (84.15) şi grupiud termenii 
| în alt mod 
і 90, 9f, OP 94, 9, à NCC 


k=l 
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Vom intrebuinfa in genere notatia 


$ 


op AU дф od " 
(о, 4) y» ОАА AL (34.21) 
09, д1 dp, 97, 
i—1 t t l4 { 
9 şi y fiind funcții de parametrii gi, ps, Ё(@==1, 2, ..., s). Vom numi expresia 


(o, Y) paranteza lui Poisson relativă la funcțiile Ф $i v. 
Cu această notație, relația (34.20) devine 


I )f 44 9 
(f, H)4 2 0 (34.22) : 
care apare astfel ca o condiţie necesară și suficientă pentru са f să fie o 
integrală a sistemului (34.15). 

Paranteza lui Poisson satisface unele identități remarcabile, fapt care 
ii dă o mare suplefe în calcule. Vom începe prin a menționa următoar | 
identități evidente 

р, 020, p —-(, 9. (Ce 0——( ). (823) 


C fiind o constantá oarecare. Apoi identitatea 


дФ 
dt 


Dacă o este funcție de p; q,(—1, 2, ..., 5) prin intermediul unor funcții 


РФ, qj. (FI, 27), 


vom avea 


ceea ce se verificá imediat. 
În sfîrşit, dacă luăm o9—5,, ф=Н avem 


09H 
(Ф M=- 
De asemenea vom avea 
ән 
Н 46 
(а Н) = pa 
Deducem că ecuaţiile canonice ale lui Hamilton se mai pot pune $1 


sub forma 
xm (Pi Н), dm (9 Н), 
care este utilizată їп «Mecanica cuantică». 


anti 


Identitatea Poisson- Jacobi. Ne propunem acum а demonstra ident 


(U, Ф), YE Ф), PEU /), е) =0, (34.25) 


cunoscută sub numele de identitatea Poisson- Jacobi. 
Observăm de la început că orice termen al expresie 


i din primul membru 


32 


cuprinde o derivată de ordinul al doilea. Însă termenii conținînd pe 


94, 99 
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se anulează. Într-adevăr rovine у Вг ; T 
| Жу? provine din ((/, 9), 4) şi din (th, f), q). Coefi- 
| cientul său din prima paranteză este 

dp OU , дф OU 


| Ò, Pe ӘР, др," 


iar din а doua paranteză, acelaşi cu semnul schimbat. Rezultă că termenul 
\2 
care confine ре ———, са factor, este nul. Cazul 7=Ё nu prezintă пісі o 
У 94,90, 
dificultate. 
La fel vom putea demonstra că termenii conținînd ca factor respectiv pe 
MI M Е 
TSEN dispar. 


Cum poziția lui f în (34.25) nu diferă de pozițiile funcțiilor Ф şi v, 
deducem că, termenii conținînd derivata a doua a funcțiilor ф şi ф se anu- 
lează. Identitatea lui Poisson este demonstrată. 

Teorema lui Poisson. Dacă ф = const și ф = const sint 
două integrale ale sistemului (34.15), atunci şi (e,-y) = const, este de asemenea 
o integrală a sistemului. 

într-adevăr, o = const şi b = const fiind integrale pentru (34.15) 
vom avea 


(o, H)4-52—0, (b, H) 4-39 —0. (34.26) 
Ne propunem a calcula expresia ((Ф0), Н) folosindu-ne de identitatea lui 
Poisson 

(to, 9), H)-E(t9, Н), 9)--(H, Ф), ф)=0. 
Dacă ţinem seama de ecuaţiile (34.26) relația precedentă devine 
дф de 
| [nt {б = 
(e. 9. - (S) y)=0, 

ceea ce, potrivit identităţii (34.24), se poate serie 


(to, 9), H)--3&:9—0, 


adică (o, Фф) îndeplineşte condiția (34.22) pentru a îi o integrală a sistemului 
(34.15). 


Exemple. 1°. Reluind problema celor două corpuri pe care am considerat-o în $ 1 
putem scrie imediat două integrale. Una este integrala energiei, H=const (dat fiind că sis- 
temul este seleronom, conservativ) şi alta este teorema ariilor în planul хОу, care in cazul 
nostru ia forma pg=const. 

Paranteza lui Poisson (H, рз) este nulă, deci ea nu ne dá nici o nouă intero 

С 


Observaţie, Dacă H nu conține timpul £ in mod explicit vom avea > =0, încît 
hr 


derivind relaţia (34.22) parțial în raport cu t avem, potrivit formulei (34.24) 


(51. ies 0. (34.27) 
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E aceastá relație ne spune că dacă f—const este o integrală a sistemului canonic 

"Wee oH 

elei SI monat ns ` А " 1 i 2 е © 

atunci și RT const este de asemenea o integrală a sistemului, presupunînd că avem 0, 
д; 

М і 14 ^ TWYT 5 - ‚ 

Cum ultima condiţie este îndeplinită în cazul legăturilor scleronome, vom putea enunfa utmă- 

toarea proprietate: dacă f=const este o integrală a sistemului canonic gi dacă legáturile sint 

scleronome, atunci 0 flăt= const este de asemenea о inte gralá a sistemului canonic. 


2°, Vom aplica metoda parantezei lui Poisson în cazul unui punct material de 


masă m 
atras de origine cu o forță elastică. Însemnînd cu ў, da, 03 coordonatele carteziene ale punctu 
lui, vom avea 

evo E RES k ; 9 а 
Td tnt, V= (2-9-9), — G— TL 2, 9). 
2 › 
Componentele impulsului se obţin imediat 
ў x: ] ai Pi Ц D D 
pı == =mq;li=1, 2,3), de unde q;— Pi ((21, 2; 3), 
dai Z 
încît funcția lui Hamilton va avea forma 
1 2 2 k 2 р 
=; m РРР) y (0+0 +48) 
Să scriem ecuaţiile canonice 
s fi = _Pa . > _ Рз (44 9 
522 Тау a E (34.28) 
m m m 
hi В, fy—-—hdo Ps — 8 (34-29) 


Simple combinaţii ne dau următoarele trei integrale: 


d3b3—dsba= Ci; 4р. з= Ca рар, С Co „Са=сопѕё, care sint teorer 
ariilor față de planele de coordonate. O paranteză Poisson între două dintre ele ne d 
a treia. 


Prima din șirul (34.28) si cu prima din șirul (34.29) dau integrala 


T£ Е 
mdi 4, Р Са C,—const. 34.30) 


Paranteza Poisson (C,, C4) ne dá integrala 


1 an 
= Р.РәА-т02= С,  Cs- const. (34.31) 
că 


Oricare dintre parantezele (Сұ, C;) i, j—1 2, 3, 4, 5 este o integralá a ect atiilor 
canonice, insá nici una dintre ele nu poate fi diferitá de cele 5 deja găsite. Într-adevăr, dacă 
am avea 6 integrale, toate independente de timp si independente intre ele, am putea де 
mina valorile variabilelor фу, f», Ёз, d» do» d« în funcție de constantele Cu(i=1, 2, ..., с) dec 
fi(i—1, 2, ..., 6) ar avea niste valori constante, ceea ce nu se poate. 

O integralá cuprinzind explicit timpul este 


i 34.32 
m«oqs cos 01 — Рз sin wt= Cs, ST. 
Ё 
w2=—,  Cg-const, 
m 


după cum se poate verifica direct cu ecuaţiile (34.28) şi (34.29). Observăm însă că aa vest 
obtine o integralá derivind expresia din stînga relației (34.32) in raport cu 4. Avem аз{ е1: 


тоду sin otpao cos ot= Су, C, = const. 


Aceasta nu poate fi o integralá distinctá de celelalte 6. într-adevăr, făcînd suma 


z CA? з A 
C$4 dăm peste integrala Ca. 


о 
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De altfel nici nu 8-а! fi putut să avem 7 integrale distincte, deoarece într-un asemenea 
caz cei 7 parametri ai problemei p; qi (—1, 2, 3) şi 2 ar fi avut valori constante 
g ` ^ nte ellen ACA с atc 1 р : 4 
$ 4. Coordonate ciclice. Dacă coordonata q, nu intervine, atunci în HM, 
p este о constantă, căci avem 
| dp II 
| hi ( () 
| di 041 : 
o atare coordonată se numeşte ciclică. Numele acesta іа fost dat de Helm- 
holtz, în legătură cu însuşirea ei de a corespunde adesea unei rotații 
“4 Р [а > > 40110 < 4 1 Li / 4 s. 
Fie pido o 9А coordonatele ciclice (cs) ale sistemului. Ecuațiile 
] canonice vor avea integralele 5,—0;, рәс, ..., Pn=cn, Ci(i—1, 2, ..., h) 
fiind constante de integrare. Inlocuind pe py (k—1, 2, ..., А) în funcția H 
a lui Hamilton respectiv prin су, această funcție va depinde numai de argu- 
mentele pi, qi, Ё, Ck (i—h--1, h+2, s; k=1, 2, ..., А). 
AH ү _дН 
99,  ^* д2, 
un sistem de 2s—2h ecuaţii pentru 2s—2/, necunoscute f,, q,. Astfel am 
redus problema integrárii sistemului canonic cu 2s necunoscute la integrarea 
unui sistem cu 259% necunoscute, căci coordonatele q, (k—1, 2, ... № 
3H 
96, 


Deci ecuaţiile canonice рі= — (i=h+1, ...,s) vor constitui 


se vor deduce din ecuaţiile g, =S prin simple cuadraturi, dupá ce vom fi 


înlocuit in Н pe pi, qi (?=1, 2, ..., S, Л) prin solutiile gásite. 
Dacă în special toate coordonatele q (h=s) sînt ciclice atunci evident că 
toți parametrii p vor fi constanfi. Ecuațiile care ne dau pe q 
ән 
Sy. (E гу Se 
vor avea în membrul al doilea nişte funcţii cunoscute de timpul /. 
Rezultă că фк se deduce printr-o cuadratură 


9H 
= | lI d : 
dy [55,3 --const 


Aşadar, în acest caz ecuaţiile canonice se pot integra complet pentru a ne 
da mișcarea sistemului (A) în mod explicit. Pentru cazul particular al legă- 


Ir 


: H а 3 AA 
turilor scleronome 9H va fi o constantă ок, încât q р Va avea forma 


92, 
qy—o xt px, (pp 5), 
Ве fiind nişte constante. r 
Se poate spune deci că problema integrării sistemului canonic al lui 
Hamilton revine la a găsi o transformare de coordonate, astfel că toate 
coordonatele q, să fie înlocuite prin coordonate ciclice. 
$ 5. Teorema Hamilton-Jacobi. Să considerăm următoarea ecuație cu 


; : н А р Р 
derivate parţiale pentru V, considerată са funcție de qı» a» ---› ds. ! 


y LAN Б” EAR = 34:83) 
utem. X pel 2 la FTA qo Q2) o @з› t|=0, (34.33) 
m à ^ . os ` 
T unde HE , „87 о ооо CE U reprezintă rezultatul înlocuirii lui fa» 
Ji в 


QV dV ӨР înexpresia lui H(Py D» do 0 


г Pa, ..., fs respectiv prin Ол? n’ dh 
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ie V. (Qs, (os sms qp be Gu а, 


..,4,) integrala completă conținînd 
constantele arbitrare a, a, 


б tre .., 44 (am lăsat la o parte o constantă aditivă 
cu care s-ar împlini numărul s+1 al constantelor cerut de integrala completă). 


Vom demonstra următoarea teoremă cunoscută sub numele de teorema 
Hamilton-Jacobi: 


Valorile variabilelor qi, Ф, . 


a Qo Pv fa so Pa» SCOase din rela[tile 
ol QV QV 

b S бф =b, 24.34 
да, 1› da, 25 ЖҮЗ 28) (84.3 ) 
д? QV DL 


Pss (34.35) 


sint soluțiile sistemului canonic, bi, ba, ..., b, fiind constante arbitrare. 

Constantele a; se numesc conjugatele constantelor b; şi reciproc. 

Vom presupune că parametrii а; (/—1, 2, . 
esențial de constante, adică determinantul 

| am | 

| © 

| да{д4к | 

este diferit de zero. Această condiție este necesară pentru ca sistemul de 
ecuaţii (34.34) să fie determinat în raport cu variabilele g;. 

Teorema Hamilton-Jacobi se demonstrează imediat dacă se observă 
că, de pildă, relația de ordinul ? din (34.35) (i fiind unul dintre numerele 
1, 2, 3, ..., s) derivată total în raport cu timpul 7, ne dă 

д? 


‚.‚ S) alcătuiesc un sistem 


any e oiv E QW Ӯ 2 (34.36) 
jo adn Îi uoa P^ dan Î ir 
Pe de altă parte însă, V fiind o soluţie a ecuafiei (34.33) inlocuirea 


ei în această ecuație trebuie să ne dea in partea stîngă dispariția tuturor 
parametrilor, în particular a lui ai, i fiind unul dintre numerele 1, 2, 548 
astfel încât derivind ecuația (34.33), după această înlocuire, trebuie să obținem 
o expresie identic nulă 


QUY ОЛЕ SV Q2,9H СИЎ — 


Ada Topa dada! DPs dada – 
Prin scădere, relațiile (34.36) şi (34.37) ne dau 


AV (e oH QN ЙЕ SHY, L'9V (i - io ws 
=з е cu Fog oa ӘР ( 


Am obținut astfel s relaţii liniare şi omogene pentru variabilele 02—55, 


(оуу (34.37) 


(k—1, 2, ..., 5). Cum determinantul acestor forme liniare, 


9 | --G, kml, 2, eee ©) 
Qaida A Р 
feri X că “abile O II os) sint 
este diferit de zero, rezultă că cele 5 variabile qk—35. (k=1, 2, ...,5 


toate nule, am 
9E. (pl, 2, ...,5) 
dk pu! ( 


сееа ce constituie primul grup din ecuaţiile canonice. 


% 
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Pentru a deduce cel de-al doilea grup de ecuaţii canonice vom deriva 


total relaţia 


în raport cu timpul /. Obţinem astfel relația 


981 БЫ б д? ` ? ў 
ар dispui, 2 Г 

Qu, 0 0490 li 91, 0d, (а= рі, | s As sry S). 
însă funcția V verifică ecuația (34.33) astfel încît dacă înlocuim în primul 
membru al acestei ecuații pe V prin soluția completă obținem o expresie 
identic nulă; prin urmare, derivata ei în raport cu d; va fi de asemenea 
identic nulă 

DH ОН QV O ORA 9H 


-0. 


Nu 9 9n Odi Dsl Odi 


Scăzând aceste două relații una din alta, cum am făcut mai înainte, 
şi bazindu-ne pe primul grup de ecuafii canonice, vom obfine 


adică cel de-al doilea grup de ecuaţii canonice. 


Observaţii istorice. Hamiltona stabilit ecuaţiile canonice în anul 1834. În 
parte, însă, rezultatele erau cunoscute mai dinainte de alți matematicieni, în special de Pois- 
son (1809) şi de Lagrange (1810). 

Cît priveşte teorema Hamilton-Jacobi, aceasta se poate obține imediat din teoria cunos- 
cută a ecuaţiilor diferenţiale cu derivate parţiale, de ordinul 7, datorită în cea mai mare 
parte lui Pfaff (1814) si lui Cauchy (1815). În general, dacă 


oV 5 24 48 
Í (bi Pa -- Рт Ф dec 12) —0, hys (i1, 2, ..., п), (34.38) 
t 


inseamná o ecuatie diferentialá in V, privind pe V ca o funcţie de qy, 4» ++ 
ecuatiile curbelor caracteristice corespunzátoare vor fi 


ООЛ МӨ? ола = о я) (34.39) 


дт OP Әт дй 


derivate ordinare, pentru mări 
asta din urmă fiind o variabilă 
bele caracteristice. Dacă 


adică un sistem de 2n ecuaţii diferenţiale, de ordinul 7, cu 
mile 41, d», .. dn; Pv P» e Pn privite ca functii de 7, ace 
independentá caré ne va da pozifia punctului curent pe cur 
$. 0 

V=V (qp do de 4r to eo as) (34.40 


у E. NO v: 
аһ fiind constante arbitrare (; =l, 2..-.5) S 


este o soluţie a ecuaţiei (34.38), a, а„,..., 
dacă determinantul 


j=1, 2 n), 


"n beu) ; 


zero, atunci se demonstrează că îutăşurătoarea unei f 
de asemenea o soluţie a ecuației ( S 0 : c 
"ш (34,40) fiind date de ecuaţiile diferențiale (34. 


amilii de soluţii depinzind 
34.38), curbele de contact 
39) 


este diferit de 
de 1—1 constante arbitrare este 
cu înfășurătoarea, ale suprafeţelor de ec 
ele sînt deci curbele caracteristice, 


A S ЕТТгтгүен a 
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Fücind în (34.38) 


1 , ; А Р ОУ 
nes--l, деј ЛР о Рт d» Qn): Н(ру, Pa ss Ра Фо do +, de 1) 4 
; Qr. 
obţinem ecuaţia Hamilton Jacobi cu teorema respectiv і 
iplicație în mecanica ondulatorii Vcuatia Hamilton-Jacobi a găsit o largă iplicatie în 


„Mecanica ondulatorie“, Functia V(g, t, а) « 


galată cu zero poate fi interpr. tată în spațiul lui 
Lagrange ca reprezentind o suprafață imobilă, suprafala de undă. 


1n cazul special al sistemelor scletonome, funcția H a lui Hamilton nu depinde în mod 
explicit de timpul 7, după cum se stie, şi deci în ecuaţia diferențială (34.33) nu mai apare 
decit ca parametru de derivate a funcţiei necunoscute, Atunci se poate pune 
V ht4-W, h-constanta arbitrară, 
unde W nu mai depinde de /. Iicuaţia suprate telor de unde devine astfel 


W ht=0. 


La un moment dat i= tj 0 suprafață de undă va avea ecuația W = const, 


n 
Din relațiile (34.35) deducem: AW 2NZTTS 
#&=1 


Pe de altă parte, în cazul sistemului scleronom avem 


oT Od. eer ear retro enr 
2T =>, = 1.7 у= IP le 
94, 041, 
Comparind această relaţie cu precedenta deducem dW=2Tdf, adică 
P 
W= ( 2T dt, 
Jp, 
P, fiind un punct fix (ales arbitrar), iar P un punct mobil în spațiul lui I 
W poartă numele de „acțiune“. Prin această substituție ecuația (34.33) dev 
5 — 
= UST [ине or ca E 0, 
941 945 
cu soluția completă 
W -—W (qi «de» Au +. @в—1› h), 
astfel încît şirurile (34.34), (34.35) vor lua forma 
oW A ой oW 
—=b оао) | ——i-—bg;— a Ptr (i=1, 
Ty. DA crinis а 
{ Cazul unei coordonate ciclice. Dacă vreuna dintre variabilele gi. @» 


de pildă qı, nu intervine in Н iu mod explicit, adică q, este о соога 
ciclică, atunci din ecuaţiile canonice scoatem cum am văzut 


d AS 
A0 adică  ^,—const. 
€ 
Relația precedentă înseamnă о integrală a sistemului canonic. Coordo- 
nata q, va apărea in V in mod foarte simplu. într-adevăr, dacă sistemu 


este scleronom și dacă q, este o coordonată ciclică, vom putea lua 


V= —hb-t aq Và (а d 82 ss 98-0 h) 
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| iar V}, funcţie numai de ds; c Qs. Và satislace ecuația diferențială На 


milton-Jacobi 


lui \ 
lod adică o ecuaţie depinzind numai de + itiabilele gy 7 
Are 5 t ТОРУР i 
$ 6. Proprietăţile integralelor sistemului canonice, Si reluăm sistemul 
de © uații (34 34) 51 (34.35) 
\ 
M | 
bi / 1,2 (34.41 
Qd oge 
V (Qå, A fiind soluţia completă a ecuației ае ntiale de ordinul I 
numit-o ecuaţia Hamilton-Ja obi, Fie d4, % 


derivate parțiale pe care am 


două dintre constantele a; luati la întîmplare e propunem 


expresia 


i=] 
pe care am numit-o paranteza lui Lagrange. Dacă presupunem in (34.41) pi 
5.34 înlocuiţi prin expresiile lor în funcţie de aq, 5, Şi dacă derivám în 
raport cu 4, obținem 
Y QV 3d ӨР =, y o дд , д? bi 14.43 
[] › ө ү] 
С 04909: Q3 дада, T 0:946 da 0491944 3а 
Cu ajutorul 


Derivind apoi în raport cu a, obținem alte două relații analoge. Cu а] 


Y Эн Of 3 3 Я ЖГ 
expresiilor 1ui9?* 9Pi | astfel obţinute, vom forma uşor paranteza lut І, 


Qd; ' да; 
grange (34.42) 


[аа (2990 фи da 
ЕР 04:94 дау д4да,да,/” 


sau, finind seama de prima relaţie din (34.43) avem [a,, а; ]=0; se 


că la fel vom demonstra identitatea generalà 


(at, axy]—0, (i, k A OAOE 4.4 
Dacă în loc să fi derivat relaţiile (34.41) în raport cu а, le-am 
în raport cu 5,, am fi obfinut 
DV de] DV Qe, ӘР 
у дауддкд ^ у NARA Ah’ 
I căci V nu depinde de 0}, decît prin intermediul lui фа 
3007 Vom deduce astfel [b 0]=0, adică în general 
34.44) 


ise 
| НА [bu by] 0, (i, К | 2, “з $) 
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lu stirşit vom calcula în mod similar paranteza [ai by) si vom găsi | 
| i T A | | pentru j 
04, од or, di (34 15) 
| 0 pentru bx 
Relaţiile (34.497), (34.44) si (34.45) se pot scri 
LU ак | [bi l 0, [bi Gy бү, (34 16) 


Şi sint în concordanță cu teorema lui Lagrange: ele precizează valoarea 
constantei din partea dreaptă a relaţiei (34.19) în cazul cînd integralele 
ecuațiilor canonice sint date de ecuația Hamilton-Jacobi, 

Vom vedea mai tîrziu ce semnificaţie structurală au relațiile (34.46) 
în legătură cu transformările canonice, 

$ 7. Multiplieatorul lui Jacobi. Delinitie. Ecuațiile canonice ale lui 
Hamilton se pot serie sub forma 


dg Aga dgs dfi dps dt 
eH oH Н AH ðH 1 (34.47 
Qi 9% Ês Q4 04 
Sîntem astfel conduşi să considerăm sistemul de ecuaţii 
da dx, au ах (34.48 
A3 AS "Sox ssp, 
unde X, (i—1, 2, ..., n) sint funcții derivabile de variabilele 21, x,, ..., x; 


Dacă funcția 0(x,, х, ..., Xn), derivabilă în raport cu variabilele indicat 
se reduce la o constantă în virtutea ecuațiilor (34.48), ea va fi o i; 
a acestui sistem. Rezultă că diferenţiala 40 va fi nulă pentru orice s 
ecuațiilor (34.48) 


dé da H RA dx4—0. 34.49 
Tinind seama de (34.48), relația (34.49) se va putea scrie 
a з.е 80 dX, ap =0. (84.50 
da дх» дхп 
Vom nota în cele ce urmează 
АЕ? s Mss Т x. › 


A fiind un operator diferențial. Cu această notație relația (34.50) se 
poate scrie e. 
A (0) —0. (34.91 


1 


Să presupunem cá 0,, Oa, ..., 0,., sint n—1 integrale distincte intre ele ale 
sirului (34.48), adică astfel încît rangul matricii 


ot 


i| O 


| 
{| , ә ^ Es 0 n 
| е, 11,2, 5, —1; Rl, 2, .... н), 
Q*x | 
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sa пе egal cu ? |. Atunci, orice integrală 0 a sirului (34 13) va fi o funeti 
de 0,, Ө Ө | recipro ri inctie de 0,, 0 РЕР o inte 
a \ 48 Rezu | )bianul 
\ 1 
i 
trebuie să Пе egal cu zero 51 т іргос, dacă functia 0 uittleazá let 
ninant atunci 0 va fi o integrală а şirului (34.48) Însă ttal 
7 
P 1 Yni 0 
) Yi Ya 
în 0, este o ecuaţie diferențială liniară, omogenă de 1 | tati 44,50 
Rezultă că există o funcţie M de ху, Ху, isa fel încît 
\ D (0, 0 hr s 
M A(0) i ' 4.5 
"Г \ 
1 3 
Funcţia M se numeşte multiplicator. 
Fie A; minorul corespunzător elementului în iacob 
derat, adică 
) ) 
D Xi 
Înlocuind în (34.52) vom scoate 
МХ; А, (i—1, 2, ..., п). 34.3; 
Identitatea lui Jacobi. Ne propunem acum а demonstra u 
identitate 
n A 
Y yeu cm 34.54 
1 oti 
i=l 
numită identitatea lui Jacobi. Vom porni în acest scop de la det 
M и» lin 
36 36... 90 
І ху лға Qin Ж 
D YEN 
)) 5° 9%» 1 Әба-1 Ün-. 
E \ * A 
51) DE Oz Ozn 
4 
:1, 2 oa n) sint constante, Vom avea 


je ale presupunind cá ust 


n 
D= Y Ац, 
1 
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de unde scoatem 
А90 ug... | 


Vom nota 
QU, 


| ) 9 ; x 

T а (k=l, dum 1; 7881, 2, ,,,, 7) (34, 
EN v Li b 

Cu această notație determinantul D se poate scrie stib forma 


UET Wa o H | 
Gu 14 e (t4, | 


DEn, "iran lh 


n-i Cn-3,2: 054,5 | 


a 
Variabila x; nu intră în A; decât prin intermediul mărimilor акт, indicele 
luînd toate valorile 1, 2, о n afară de valoarea j—7, iar indicele k luînd 
toate valorile 1, 2, ..., n— 1 fără excepție. Rezultă deci că vom putea scri 
9A, дА, да, QA, 9*0, 


Qu; PS дару QA; т lo] дару дж дл; 


DERE 
Deducem 


ш АУ n 9A, 930, ^p 
Nh даа, 655 


{=1 9% {Шү 6) дау 0202; 


Punînd această relație sub forma 


A Ауу / D2 
AES | дА, | 2) 020), M (7-1), 


= S EE ^ ^ 
O^; ij Ху  0api/ 044047 


/ 


se vede că identitatea (34.54) a lui Jacobi este demonstrată dacă avem 


Însă expresia din stînga relaţiei (34.59) se mai poate scrie sub forma 
9*D Фр 
сч Л) 
Qu; дау 0—04; 


(84.60 


dacá tinem seama de (34.56). Din dezvoltarea determinantului D sub forma 
(34.58), după minorii de ordinul al doilea, se vede că termenii conținînd pe 
"1, аку Simultan si pe иу, аы simultan sînt confinufi în produsul dintre 
minorul de ordinul II 

u i kj — ja ki 


; N ANNE he "rile 
şi minorul corespunzător К de ordinul n—2, astfel încît vom putea serie 


Det t ey Eat (34.61) 


B. N ee o ce CO II RR TI IRA RI II 
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| 


unde K nu mai confine nici unul din termenii zs, ts, айк, ар lar K^ nu-i 
poate contine decît liniar. t 


Relația (34.61) ne dá prin derivare 


K - r K 
de unde se deduce imediat că expresia (34.60) este nulă 


Identitatea lui Jacobi este demonstrată. 


Ecuația multiplicatorului. Înlocuind în identitatea lui Jacobi (34.54 
pe A; prin expresia sa din (34.53), obținem 


Y ies), (34.62) 


sau incà 


adică ecuația diferențială pe care trebuie s-o satisfacă multiplicatorul M 
şirului (34.48). Din forma acestei ecuații vom deduce o proprietate її 


tantă a multiplicatorului. Să presupunem cá M şi M' sint doi multipli tori 
ai sirului (34.48), adică amíndoi satisfac cîte o ecuație de forma (34.63). 


Vom deduce astfel 


de unde 


Comparînd relația (34:63') cu relația (34.48) care ne spune că este 


А RM ; we M 2 NL us da 
integrală a sirului (34.48), deducem că In 77; este o integrală a sirului (34.48). 


Cum însă orice funcție de o integrală 0 este la rîndul ei o integrală, гел 
м м —Ó— а рва й 
că raportul M este o integ a sirului (34:48). Așadar, rapor 


smitiplicatori-adicd-u două soluții oarecare ate ecuației (34.63) este о 
a șirului (34.48). 
În cazul particular cînd avem 


1—0, (34.64) 


ecuația (34.63) va fi satisfăcută de soluția M=1. Rezultă că în acest caz 
particular, orice soluţie a ecuaţiei (34.63) afară de M = const este o inte- 
2 sc { grală a șirului (34.48). чӣ 
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y КУУТ Күр, E v v Й CI О 

Proprictáfi de imvarianld. Sá facem o schimbare de variabile trecînd | 
de la variabilele хуу Xy, es # la variabilele уу, ys; +, Yn legate de pri- | 
mele prin funcţii derivabile 


xix yp yp «o yn» (1,2, aun), (34.65) 


respectiv 
yam yip Xo, so Xn) (01, Zen). (34.66) 


Vom serie deocamdatá sirul (84.48) sub forma 
(21, 2, 058); (34.67) 
folosind variabila auxiliară /. Vom avea 


dy, «4 9», dX n 
iy d (í—1, 2, ..., v) 


dt i 1 92; di ? 


sau încă, ținînd seama de (34.67), 


у X; 99 A(yj) (71,2 n) (34.68 
di ў 1 д^, 200 dat ЧА У (94.00) 
Punind 
А(у)= Үг, (Оу 90), (34.69) 
sistemul (34.68) devine g 
( у ау ~ 
Demy. (34.70 


În şirul (34.70), analog șirului (34.48), variabila auxiliară ѓа dispărut; 
vom considera că mărimile Y,(i—1, 2, ..., n) sint funcții de yi, ys, ---› Уп 
prin intermediul relafiilor (34.65). 

Ne propunem să vedem се devine A(0) cu această transformare. Vom 


avea 


A(9—Y x39 -y x, 3 ёк у, ү, (34.71) 


O^, ij : 02; д 7 И 02; : 


adică A(0) se obține în cazul variabilelor y prin procedeul pe care l-am 
folosit pentru a-l deduce în cazul variabilelor x. În sensul acesta, expresia 
І А(9) este un „invariant” al grupului de transformări (34.65), (34.66). 
| Fie M, un multiplicator al şirului (34.48). El va satisface deci relatia 
i (34.52) în care înlocuim pe M prin Mo 
D (6, 0, abr o0 d (34.72) 
D (Xis X35.» Xn) 


M,A(8)— 


Însă prin schimbarea de variabile xy vom avea 


D(0,0,...0,.) D00, 0 у) DO 


D (#у, Mgr» ni Ah D (yy Jg · Yy) D (Xy, ass 


l ONU ANSPORMAREA LUI HAMILTON 
stfel incit relația (34.72 | m 
N А 
ае 1 u au \ 
7 1 1 | 
Ma (0 
\ 
deoarece avem, după cum se știi 
p? "n | 
D "n x Y) ) 
Însă relaţia (34,73) ne spune і expresia 
Me= M, 
1 
este un multiplicator pentru şirul (34.70) în variabilele j 1 
rămîne constructiv invariant după cum am arătat. »à 
că orice multiplicator M al şirului (34.48) s obţine din mult 
multiplicîndu-l cu o inte eralà à a șirului (34.48 
М=М х 
б к " D (хү,...› X, A 
Înmulțind această relație cu 5 - obținem 
U^ ; 4: 
D (5; 559 2.) D (ау, - URS.) 
М —————-—M "AM 
] - Ms, -A—MQ. 
D (yp + Jp) D (yg; Ye ( 


Însă cum My este un multiplicator al şirului (34.70) care va admite, e 
integrala À, rezultă cá Mq va fi un multiplicator al sirului (34 70 


Dacá M este un multiplicator pentru variabilele x, atunci expresia 


va fi un multiplicator pentru variabilele y — pentru şirul (34.70 


Cu ajutorul acestor proprietăți se obțin uneori simplificări 


ale operaţiei de integrare a şirului (34.48). 


1°, Să presupunem că şirul (34.48) are următoarele А integrale distinc 
unde k este un întreg mai mic decit n. Să facem schimbarea de variabilă 


yi xi pentru (i21, 2, .. 


Yn—k+i = 0; pentru (: 
Cu această schimbare şirul (34.48) se transformă în 
dy, Фуз dva x 


Yi Ya үд к 


SX 


wnde ү; 
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in care am înlocuit pe Ау, Na. 


este funcția 


еа ‚ Xn-j respectiy 


prin M, Jono Va—x ŞI pe sali> n—A) prin valorile scoase din (34.75)0; fiind constante. Dacă 
cunoaştem un multiplicator M pentru şirul (34.48) atunci M’ definit de relația 
D (4, Y 4) M 
MS MTS S y | 
(^ Yn Vis Yn) AA ЧА | 
- : à (34.77) 
D( JT ‚ 4n) 
va fi un multiplicator al variabilelor y. Prin urmare vom avea 
QUY, 
N d ) 0 (34.78) 
і у Í 
{е1 
însă determinatorul din dreapta relației (34,77) este dat de 
| 0 
150.070 90, QUA 
Üx, QA, 
30 ot 
SR зб e pt CL 
Oxa (02, 
о оО ооо Оон MEA ОЧОК р(0;, ..., 0g) 
АНЫ ИС D(Xn ka “n 
0 
оо оед со Б DOr 
QXn—k Олл 
азаа А уе O 
QXn—Xk-i QXn—k-F1 
90 
00:0 осоЕ осины DTE 
Q*n Qn 
Rezultá cá expresia 
M 
M’ = 
5 D(0,,..., Өк) 34.7 
D(Xn—xk-p =o Yn) 
este un multiplicator al şirului (34.76). însă acest din urmă şir este identic cu şirul 
dx, dx, алп. : 34.90 
(X ) (X >) (Хп—к) 


unde am însemnat cu (X;) funcţia X;(i—1, 2, „.„n—k) în care am înlocuit variabilele 
„..› Xp, în funcţie de ду, ..., Xn—k Si de Yn—k--p. 5 Уп scoase din (34.75), înlocuind 
„Yn prin constante. In concluzie, șirul (34.80) astfel alcătuit cu ajutor! 
., Өк admite multiplicatorul M’ dat de (34.79). 

ă 0, a sirului (34.48) atunci cu ajutorul ei, 
astfel încît şirul (34.48) de n rapoarte se 
în virtutea proprietății demon 
atunci 


Xn—kdr 
ulterior pe Jya— ktv: 
celor k integrale, 0,, 0, .. 

Cazul k=1. Dacă se cunoaşte o integral 
putem elimina una dintre variabile x, spre pildă ха, 
reduce la un șir (34.80) de »—1 rapoarte. În acelaşi stimp, 
strate putem spune că dacă M este un multiplicator, pentru şirul (34.48) 


M 
t pee 
DO 


Qn 


va fi un multiplicator pentru şirul (34,80), 


саи 
integrala sistemului (34 F 
К presupunem că si cun 
mai айа о integt | 0 
fi cunoscută; căci din ec 
0, 4 
putem coate n=] dintre tiabilel 1 
cel 1 constante cul 1, 2 | 
Dacă şirul (34.48) are int: lel 0,, 6 
vatiabilà (34.65), (34.66), sirul (34 anc 
1 
i 
-4 
Seriindu-l sub forma 
Ү,1у, – Y,d 0 
avem о ecuaţie diferențială cu derivate ordinare, pusă sub fort 
Fie pun factor integrant al acestei forme, adică aga fel încît forr 


să fie c 


În cazul cînd р. este cunoscut, funcția ọ = 


după c 


astfel i 


trebuie s-o satisfacă factorul integrant р. se obţine din. (34.73) 


sau 


‚ду 
Uu Y1dy2—0, 


» diferentialá totalá exactá, de exemplu do(y, 72). 
determi: 


um se stie, iar integrala generală a ecuației (34.81) 


© 


9 = const, 


пс cu această nouă integrală șirul (34.48) este complet ir 
L 


ФУ) _ 9( — uY) 
QJ» O 


D 


9 (uY3) , 9(uY3 
CTI LT — =0, 
92: i 97» 


Cum această ecuaţie în y este identică cu ecuația (34.78) іп M’, т 


prin relaţia (34.79) adică prin relația 


în ca 


un factor integrant pentru ecuaţia (34.72). 


re vom înlocui variabilele + prin variabilele y potrivit relaţiilor 


Multiplicatorul М“ care joacă rolul factorului integrant al 


numele de ultim multiplicator. 


Exemplul lui Jacobi, Să considerăm ecuația difere 


dy 


dat fa э), 


ecuat 


4.83 
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unde f este o funcţie continuă, derivabilă de x, y. Vom pune această ecuaţie sub forma 


dx dy dy'. 
Р (34.84) 


£ ^ na ate - E D 1 1 mi A + 
Avem astfel un sir de forma (34,48) pentru n=3, variabilele 4, X5, X4 fiind înlocuite prin 


Я РРА ТУЗЕ x x P M T ar 14x 
X, y, Y respectiv, Sá presupunem cá se cunoaște o integrală a acestui șir, adică avem 
ф(х, у, у)=с, (= const), (34.85) 


9 fiind o funcţie (continuă, derivabilă) de variabilele indicate. Cădem astfel peste cazul studiat 
anterior (=n — 2). Schimbarea de variabile (34.65), (34.66) devine 


=r, P=} УФ y, У), (34.86) 


iar şirul (34.67) 
dy, dy, o: 
Y y 34.87) 
unde am pus 
Y,-l, Ya у, 0), 


ф(х, y, с) fiind expresia lui y'(—25) scoasă din (34.85) sau din ultima relație, (34.86) în саге 
am înlocuit pe yg prin constanta c 


у'= ф(х, y, 0). 


Sistemul (34.87) devine astfel ecuația diferențială 


dx d 
da qas 34.88) 
1 ф(х, у, 0) 
Am văzut că se poate lua drept factor integrant al acestei ecuații, cîtul dintre un multipli- 
cator M al șirului si determinantul functional 
D(o) de dich M 
=, adică =-_— 
D(x) 9» "9e 


dy! 


Observăm însă că şirul (34.84) se bucură de proprietatea (34.64) 


3X, 9X, 2% 0 


9^, д» 9% 
adică şirul (34.84) admite multiplicatorul М1. Rezultă că factorul integrant al ecuației 
(34.88) va fi 


um. 

de 

97' 

astfel încât ecnatia (34.88) este rezolvată şi deci si ecuaţia (34.83) este de asemenea rezolvată. 
Exemplul acesta a fost dat de Jacobi. 


$ 8. Cazul eeuatiilor eanoniec. Să aplicăm acum aceste proprietăți la 
cazul ecuaţiilor canonice (34.47) pe care le vom pune sub torma 


ары dt (34.89) 


9H EH SS. Noa i 
РУД дРг On Qs 


are 
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Avem astfel un șir (34.89). cu 2s--1 variabile 91, ..., ds, Dp o fo! H 
Hind considerat ca o funcție de aceste variabile. Să observăm că sirul (34.47) 
îndeplineşte condiţia (34.64) deoarece avem i i 


5 f Y AH f 1 
| 0\94 021109 ©? 
i=l isi 

à M=1 este un multiplicator pentru şirul (34.47). Prin urmare 


Rezultă c 
dacă se cunosc 2s—1 integrale ale şirului (34.47), atunci sistemul este com- 


plet integrat în virtutea celor stabilite. 
în cazul sistemelor scleronome, putem neglija variabila /, astfel încît 
şirul (34.89) va avea n—=?2s variabile. Dacă deci îi cunoaştem 2s—2 integrale, 
atunci sistemul poate fi privit ca fiind complet integrat prin cuadraturile 
care ne dau ultima integrală cu ajutorul factorului integrant. De exemplu, 
în cazul problemei celor două corpuri (n=12) ajung 10 integrale pentru 
integrarea sistemului. Cum aceste 10 integrale sînt cunoscute (6 date de 
teorema impulsului, 3 date de teoema momentului cinetic $1 una dată 
de teorema energiei), rezultă că integrarea sistemului (34.89) în cazul problemei 
celor două corpuri se poate reduce la cuadraturi. 
Să considerăm cazul scleronom foarte important, anume cazul cînd 
una dintre variabilele q este ciclică. Fie qs acea variabilă. Vom avea deci 


Ән Jom dd 
am —0 şi deci 


dps__ om 
== : (34.90) 


adică 
(34.91) 


(34.89) se poate 


$,—6,  (c—const). 


înlocuind atunci în Н pe ps prin constanta c, șirul 
pune sub forma 


[UE Er CURT (34.92) 
9E 9H 9H 9H 
9f: 9?sa 9n 04-1 
si 
Ade 1 das (34.93) 
3H ән: 
dps Oi 


Pentru integrarea completă a şirului (34.92) de 2—2 variabile avem 
nevoie de 2s—4 integrale care ne vor da expresiile variabilelor la Qs» @з-ї› 
фу, Pa fia їп funcție de qı. Printr-o cuadratură vom obține apo! pe ds 
din (34.93), iar pe p il avem din (34.91), „astfel încît şirul (34.89) este 
complet integrat prin cunoașterea a 9s—4 integrale diferite de integrala 


(34.91). 
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XXXV. PRINCIPII ANALITICE VARTATIONALE 


$ 1, Prineipiul general variational. Ecuația 


n 
Y, (mat Fi) А70, (35.1) 


і=1 


dedusă din principiul lucrului mecanic virtual, cu ajutorul principiului 
lui d'Alembert, poate fi privită ca ecuația fundamentală а dinamicii sis- 
temelor cu legături. Ea este, se înțelege, mai generală decît ecuațiile lui 
Lagrange întrucît acestea se referă la legături olonome, pe cînd ecuația 
(35.1) nu face nici o discriminare. | 
Din formula (85.1) a ecuaţiilor dinamicii se pot deduce alte forme 
care reduc problema mișcării la o problemă de calculul variațiilor, adică 
la aflarea valorilor făcînd staționară o anumită integrală. Aceste forme 
constituie principiile variaționale izoperimetrice de сате ne vom ocupa acum. 
Să considerăm un interval finit de timp [to bi], Һ:>% în care mobilul 
real As, unul dintre punctele alcătuind sistemul material (4), descrie curba 
Dy(— PPP). 
Vom asocia fiecárui punct P al acestei 
curbe, de vector de poziție y, un vector infinite- Pip 
zimal 574, funcţie arbitrară de 7: şi deci de /, 0 
continuă şi derivabilă. Notind cu Q cea- 2 
laltă extremitate a vectorului 37; (= PO), 10- 
cul punctelor Q va îi o curbă avînd tangentă 
unică în fiece punct. Vom presupune că àv 
se anulează la capetele Р, $i Pi astfel încît 


curba „punctelor Q va trece prin aceste P (to) 
extremități. 
Notînd cu 7; vectorul de poziție al punc- Fig. 35.1 
tului Q, vom avea 
Ея. (35.2 
Presupunem că pe curba l'((—P,QP, vecină cu P,PP,) se mişcă 
4 ia Q 


mobilul fictiv Af identic cu A, aga fel încît el se va găsi în poziția 


în momentul /' 
t'—14-9t, 


continuă, derivabilă in raport 


31 fiind de asemenea o funcție (infinitezimală) 
4]; vom presupune că ordi- 


cu 7, deci în raport cu ż, în tot intervalul [to 


Ул» ap E @ quid MS 
nul de mărime al funcțiilor 871, BE 874, 3t este acelaşi. 


Vom mai presupune cá ð$ se anulează la capetele Po, P4. 

Vom spune cá din poziția P a mobilului real 4; la momentul t, 
se trece la poziția Q a mobilului fictiv Ат cu ajutorul operatorului infinite- 
zimal 8. Cât priveşte timpul, acesta se obfine cu ajutorul aceluiași operator 


— 


| 
| PRINCIPII ANALITICE VARIATIONALE 861 


aplicat timpului /, ast fel încât momentul corespunzător poziţiei Q a mobi- 
| Jones EAS aT ) a 
| lului fictiv este /-|-97. 
Obfinem în modul aci ta o „variație (87,, 50) a poziţiei reale а punctului 
1; de pe traiectoria sa ! 0 Cazul parti ular corespunzător funcției 8120 
este acela al unei „variații sincrone”, pe cînd cazul genc ral 2/==0 ne va 
da „variaţii nesincrone". 
fie Р’ poziţia punctului material А; pe traiectoria sa la momentul 
4-41 şi fie 7:44 dr, vectorul său de poziție. Aşadar vom presupune că 
lui 4; pe traiectoria sa P PP, este determinată de opera- 


deplasarea punctu 
Presupunem că d/ este creşterea reală a timpului, 


torul infinitezimal d. 
deci arbitrară, iar dr; variaţia corespunzi 
—wdt (v; este viteza mobilului real 4; pe 
vom mai presupune cá $i deplasarea pun 
PQQP,—I, se face cu viteza, vi 


toare a vectorului 7;, adică dr; = 
traiectoria sa). Pe de altă parte, 
ctului fictiv А; pe traiectoria sa 


URNA dr, 
Uer dt’ 


unde am notat cu /'(—/--9/), timpul propriu al mobilului fictiv 4; pe tra- 
iectoria sa. Tinind seama de (85.2) si suprimind indicii obținem 


dr "obi 

=) et) СБ” dH 4 
d( 4-81) AL 
14g 9 


v : dac md ^ URL Cer Pu А 
Am presupus că derivatele =; ©» кү ҘЕ sînt mărimi infinitezimale de 


acelaşi ordin de mărime cu 8r şi 84. Vom avea deci 


Sa varia 
v-—$taY-aa 5 


оаа АРАН ож E 
sau, înlocuind pe =; prin 2, 


spissa GU н д 
v'=v+ z; 8r—V 3 9L, 
adicá 
= dici a. 
v= епа apă» 
sau încă 
(35.3) 


50=4 (87—780) 481 а ду+аді. 


În cazul particular 8/==0 mişcarea mobilului fictiv este sincronă cu 
cea a mobilului real. însemnînd cu v variaţia vitezei v în acest caz par- 
ticular formula precedentă devine 


= d 
897 = g; 9r. 
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Dect pentru cazul nesincron (81250) vom avea 
д0 T) UREU e òt (35 4 
0 di . (99.4 ) 


Dacă T înseamnă energia cinetică a sistemului (4), 


n 


Е К 2 
1 =5 Y Miti, 


і=1 
atunci lăsînd indicii 7 la о parte, vom avea 
стаи 
3 4 WU 
T--81 =; ml |-87)?, 
de unde 


s = С EIN d A - = 1 
N » CEN — с 5 b 9 үре T ә be 
8T —Yynv ð= уто 9r—Yymv* 4, t= mv u —21 ET 9L, 


sau notind 


- 8,T—Yjmv8 qo, (35.5) 
obtinem 
P ОК O (35.6) 


Ne propunem a exprima relația (35.1) cu ajutorul cantităților 87 şi 87 
în cazul unor variaţii (3v, òt) arbitrare. 
Observăm că avem 
Ny = d c NY на ^y 
YmaAr—4 уто 7— Уто ap A 
şi deci cu (35.3) şi cu (33.5) se obține 
ZA; у КОРУ 
=={= 1 АУ — pu 
ŞSimaAr= = Y, mur d; 9t. 


Cu ajutorul acestei formule vom calcula integrala din (35.1). Vom avea 


Пот — (T -XFo)8tdt—0 : (35.7) 
| am finut seamá aici de relația (35.6) precum si de proprietatea mărimilor 
37 de a se anula la capetele intervalului. 

Vom numi această relaţie „Principiul integral general”. 
Relația (35.7) este, evident, echivalentă cu ecuația generală (35.1) 
căci refácind calculul în sens invers vom ajunge de la (35.7) 1а formula 


(35.8) 


te Y (—mqai4- FQ) it—0. 


Due 
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Dacă deplasările virtuale Az; sint supuse condițiilor 


n 


уубун), (h=l, 2 J aa 
2 t , TEXTIL (35.9) 


asa cum am văzut mai înainte ауе fiind funcţii de 7, 7, 7 91 f, atunci 
procedeul multiplicatorilor lui Lagrange conduce la ecuaţiile 


m 


mii i Y, Andin=0, (esp 2, n, ft), (35.10) 


k=4 


care sînt tocmai ecuațiile de mișcare ale sistemului. 
Cazul forțelor cuasi-conservative. Dacă forţele P, admit o funcție de 


forță U (n, on» 1), adică dacă forțele formează un sistem cuasi conservativ, 
atunci vom avea 


n 7 a 
«UPC S А О ^T [ JU 
ү Fior, уру ЕГУ мЎ Fv a ^ 
KZ 0! d — Qf 


EN if E tM RM" ; 
asa incit forma (35.7) a principiului integral general va deveni 
t ap зе 
M (8.0— = 81) d£—0, (35.11) 
o а; 


unde am notat, ca de obicei 


pue. 


$ 2. Principii variationale. Forma generalizată!. Formulele (35.8) si 
(35.11) ale principiului integral contin ca funcţii arbitrare de timp atit 
pe 271, cit şi pe òt. Sirul de funcții Ауу, care este supus condițiilor (35.9), 
ne conduce, prin arbitrariul de care dispune, la cele n ecuații de mișcare 
(35.10); însă dispunînd de variaţia (3r; òt) în mod convenabil, am putea 
obține și alte proprietăţi ale mișcării sistemului considerat. 

Să determinăm, spre exemplu, condiția pe care trebuie să o îndepli- 
neascá 8/ pentru ca integrala 


s E. - UT 
IN fru fai Vis +++, Uns t)dt, (35.12) 


sau mai pe scurt 


luată de-a lungul traiectoriilor reale Гр, să ia o valoare staționară față 
de valorile pe care le-ar avea dacă am înlocui mișcarea reală a punctului 
A, cu o ,variafie" oarecare a miscárii reale, É fiind o funcție continua, 
derivabilă în raport cu argumentele indicate. În acest scop, va trebui, 


1 y, Válcovici, Rev. Math. pures et appliqués, t III, 1958, 191—206 
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potrivit regulilor din Calculul variaţiilori, să anulăm prima variație 8/ 
a integralei I, 4 


unde 

cu notația 
1": р foir votin | 1-5 à di (35.13 

însă Б. : Un di xh 


/(7-Е87, v-- 3v, 14-81) fr, v, 1) - 9f. 


Introducind această expresie în (35.13), făcînd multiplicarea indicată şi ne- 
glijind mărimile de ordinul al doilea, vom avea 


М hs ау ar 
БП = UA a d/—0, (35.14) 
lo 
Aşadar, condiția căutată este dată de (35.14); cu alte cuvinte, dacă alegem 
funcția 84 de / aşa fel ca ea să satisfacă relația (35.14), atunci integrala / 
va fi staționară față de mi;cările variate, care corespund funcției 8/, 
soluție a ecuației (35.14). 

$ 3. Principiul lui Hamilton-Ostrogradski. În cazul particular cînd 
forțele F; formează un sistem cuasi-conservativ cu funcția de forță U, luînd 
funcțiunea f din expresia integralei I egală cu £ 


f=£L(=T+U]), 


vom avea pentru ecuația corespunzătoare (35.14) pe care trebuie 


să o 
verifice 34 
\ „(2 +2 127)41=0. (35.15) 
to 
Făcînd o integrare parțială a ultimului termen din integrant obținem 
| (22—28) 2-0, (35.16) 
Rezultă cá integrala 
I-[ ^ pat, (85.17) 
lo 


corespunzătoare mișcării reale a sistemului de puncte, are o valoare sta- 
fionará față de toate mișcările variate sincrone. 
Această importantă proprietate a ecuaţiior de mișcare se numește 
„Principiul Hamilton-Ostrogradski” . ; ; l 
Deci vom putea obține ecuațiile de mişcare ale sistemului considerat 
de puncte punînd condiții de a fi staționară integralei. 


I = V "edt, 


Pa 


1 A se vedea de exemplu M. A. Lavrentiev şi L. A. Liusternik, Curs de 
Calcul variafional (traducere din 1. rusă), Editura Tehnică, Bucureşti, 1955. 


PRINCIPII ANALITICE VARIA IONALE 805 
I — 3 —— — ——— 
după regulile calculului variajional. De altfel, verificarea prin calcul a acestei 
proprietăți se poate face lesne. In adevăr, trecînd Ја variabilele lui Lagrange 
^ | дз» «++ qa Supuse la legăturile (în general neolonome) 
k | n 
| Усак 09: ск 10, k=l, 2, ..., №, (35.19) 


i-1 
са la cap. XXXIII, vom avea de rezolvat problema variafionalá următoare: 
să se determine funcţiile q;(/), /—1, 2, ..., h aşa fel ca integrala 


=, 4, dă 
LT 


m 


să fie un extremum, în condiţiile (35.17), adică față de variațiile Ag; carac- 


terizate prin 
h 


Y cirAqı=0, k=l; 2 Здаў h. 
=! 
Regulile calculului variațional ne conduc la ecuaţiile 


а dq, Meno t=], 2, 0990) h, 


Ло р зоор А Апа multiplicatorii lui Lagrange. Am ajuns astfel la ecua- 
tile de mişcare (32.19) în care va trebui doar să înlocuim pe 0; prin 
350—1, 2, ..., №) pentru a obține perfectă identitate. 

Este demn de observat faptul cá pentru a obține ecuaţiile de mișcare 
a sistemului, din expresia principiului Hamiltonian, nu am făcut nici o 
restricție în privinţa generalitáfii coeficienţilor cps şi ск; în special, aceştia 
pot fi funcții nu numai de q, dar gi de q, 9, t, pentru a reprezenta even- 
tual prin (35.19), legături neolonome de. tipul cel mai general. 45 

Altă formă a principiului Hamilton-Ostrogradski. Am dedus principiul 
Hamilton-Ostrogradski din formula (35.15). O altă formă a acestui principiu 
se poate obţine din formula (35.7) pe care o vom pune sub forma 


| [5r xri5—2 Tot ]ai—-0 


folosind teorema energiei = У; ш. Dacă impunem variaţiei (871, 81) condiția 


{т 8/d/—0, 
vom obține principiul sub forma 
f(sr--x: Fir) 4=0, (35.20) 


, NM M x 
care în literatură se limitează la variații sincrone (3:=0). ln realitate el 
este valabil nu numai pentru mişcările variate sincrone, ci şi pentru toate 
mișcările variate mesimcrone сате satisfac relația mult mai generală 


$T3/d/=0, menţionată mai înainte: 
Сш? 
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866 
la generalizarea acestui principiu a contribuit esenfial savantul rus 
M. V. Ostrogradski. 


Cu ajutorul formulei (35.13) 


$ 4. Prineipiul celei mai miei acţiuni. 
5r,, Št) pentru ca integrala 


care ne dă condiția suficientă pentru variația ( 


ly 
т= | fe, v, да 


bține oricite principii variafionale de 


ind si condifia (35.7), bine 


să devină un extremum, putem o 
impuni 


felul principiului Hamilton-Ostogradski 
inteles. 

Un caz d 
Principiul corespunzátor va fi 


(85.12) /=27Т. 


eosebit de important îl vom obfine luind in 


t 
'oTdt-extremum. 
lo 


Principiul celei mai mici actiuni” 
expresia 

pap 
A=| 2ràt. 

ls 
ă fie valabil, va fi suficient ca 8? să fie o soluție 
în speță, a ecuației 


El poartă numele de ,, , deoarece se obig- 
nuieste a se numi ,actiune" 
(35.21) 


Pentrü ca acest principiu s 
a ecuaţiei (35.14), adică, 


fora a0, 
f, t 
sau a ecuației 
f(ar-T М) 4-0, (35.22) 


care se obține din precedenta printr-o integrare parțială a ultimului termen. 
înlocuind în (35.7) ре Ті prin 3T, ceea ce este permis în virtutea 
formulei (35.22), precum şi pe Fv; prin T (in virtutea teoremei energiei), 
adică pe F; т čt prin 3T, se obține 


= f Т Y Fiðr)di=0. (35.23) 
p 


Observăm că este suficient a avea 

T=% F,r (35.23^) 
ntru ca relația de condiție (35.23) să fie înde- 
de obicei în tratate 


care se găseşte tratate 
fiuni. Este evident insá cà 


in tot intervalul [fo, 4] pe 
plinită. Condiţia (35.23) 
ca fiind legată de princip 
forma (85.23) este mult mai largă. 


este relația 
iul celei mai mici ac 
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Prin urmare principiul celei mai mici achum care se mai numeşte 
şi Principiul lui Maupertms poate fi enunțat în felul următor 


ситса. de-a lungul traiecloriilor are o valoare staționară (extremum) 
comparată find cu acțiunile pe alle curbe apropiate ре care s-ar efectua 
miscarea cu viteze vecine си cele reale, astfel 4ncil relația (85.23) sd fie 
îndeplinită, sau mai scurt, traiectorie sînt exlremalele  funchiei fun- 
damentale 2T. 


Expresia (35.23) a acţiunii ot se poate pune sub o formá sugestivá 
dacá se observá cá avem 


n 
i. У; miv dsi, 
(21 


unde v, este valoarea scalară а vitezei фу, iar ds; este elementul de arc 
descris de mobilul real А; în spațiul real tridimensional, 


în intervalul de 
timp dt. 


Deci acțiunea „elementară” 2Td/ este lucrul mecanic al impulsurilor siste- 
mulwi (A) de puncte. Acţiunea c£ ne apare, așadar, ca un lucru mecanic 
al impulsului pe intervalul (40, 4] de timp deoarece în cazul special al 
unui singur punct material de masă m, de viteză v şi de vector de po- 
ziție 7, acțiunea c£ ia forma 


cl =f mu dr =f mv ds, 
(Р.Р!) (РР) 


ds fiind elementul de атс pe traiectorie. 


Dacă asupra punctului nu lucrează nici o forță propriu-zisă, viteza 
mobilului va fi constantă, încât acțiunea сё devine 


ей=то | ds. 


(Р.Р) 


Valoarea minimă a acțiunii c£ va corespunde atunci unui minimum pentru 
fds, adică traiectoria este o „geodezică” în condițiile de legătură impu 
mișcării. Dacă aceste condiții lipsesc, geodezica va fi, evident, o linie dreapt 
Principiul dat de relația (35.22) a fost enunțat pentru prima oară, 
cum s-a mai spus (într-o formă neclară şi neriguroasă) de către Maupertuis 
în „Memoires de 1 Académie de Paris” (1740). Euler l-a demonstrat pentru 
forțele centrale (1744). însă acela care l-a stabilit în toată generalitatea 
a fost Lagrange (1760). Jacobi a dat (1847) o nouă formă acestui principiu, 
astfel încât s-ar putea spune cá а creat un nou principiu. Pentru legătura 
importantă pe care această nouă formă o are cu teoriile moderne ale Fi- 
zicii matematice, o vom expune mai jos sub numele de principiul lui Jacobi. 
Problema a fost reluată mai tîrziu si de /wkovsht. 


е 


а. 


& 5. Principiul lui Jacobi. Să considerăm cazul particular cînd legă- 
turile sistemului (А) sînt scleronome, iar forțele F; sînt conservative, 
айтпа funcția de forță U astfel încât să nu depindă explicit de timpul £. 
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NUS 
în cazul acesta relaţia de condiţie (35.23) pe care trebuie s-o îndeplinească | 
SHH AM NN NT R 3 
variația (ё, Öl) se poate pune sub forma | 
| 
S(T—U)-0, | 
de unde timpul, / nefiind prezent în mod explicit, deducem | 
[ —U-rh, (35.24) 
h fünd o constantă. Exprimind energia cinetică T cu ajutorul coordonatelor 
generalizate Qi, q% ...› ds (s fiind numărul gradelor de libertate) vom avea | 


2T= Ўаң quj. (071 Е СУР (35.25) 
unde a;; siut funcții de qa, do o ds satisfácind relația 4ji=4ij. 
Deducem 
2T 412= Xa; 49:40). (35.26) 
Să ne inchipuim, cum am mai făcut, cá mișcarea sistemului este reprezen- 
tată de mişcarea punctului de coordonate qi în spațiul lui Lagrange cu s 
dimensiuni, alcátuit din multiplicitatea de valori pe care le iau coordona- 
tele qi. Vom fisa „metrica” spațiului prin relația 


ds2— Eai; dq; dg; —2T ай. (35.27) 


în modul acesta, am particularizat spațiul lui Lagrange, dindu-i structura j 
unui spațiu riemannian. 
Tinînd seama de (35.26), ecuația de condiție (35.24) devine 
ds ES. 
ap ZU ah: (35.28) 
În spaţiul lui Lagrange punctul q se află la momentul /, în poziția @° de 
coordonate qk, iar la momentul 4 în poziţia q' de coordonate gi (k—1 ,2, ...,5]- 
i| Traiectoria va fi dată de ecuațiile 
| 9к=95(), (k—1, 2, sariti lo 
| unde à este un parametru variabil în intervalul [Ag, "eb valorile extreme 
| ale intervalului corespunzind punctelor q? şi qi. > 
| Acţiunea сё dată de formula (35.21) va lua forma 
ds 
“= | d: s, 
|| (qq? 
1 dacă finem seama de (35.27). Aceastá relație devine cu (35.28) 
A =f" V2U +2} ds, (35.29) 
Qo 
spaţiul lui Lagrange. Cum y 
tînd | 


d luată de-a lungul traiectoriei in. га: 
presia lui o£ a dispărut timpul, integrala curbilinie pu 


integrala fiin 
^ 
vedem, in ех 
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fi calculată cu ajutorul oricărui alt parametru >. Principiul celei mai 

mici acţiuni aplicat asupra expresiei (35.29) a acțiunii este forma pe care 
a dat-o Jacobi acestui principiu. 

l'raieclorii geodezice. În cazul cînd nu avem nici о forță (U const), 


expresia (35.29) a acțiunii œ devine 


LETTO h 
f | W —y2t Еп) ds, 


lei mai mici acțiuni coincide cu proprietatea 
adică ,geodezica" spațiului lui Lagrange. 


* iar principiul се traiectoriei 
de a fi „drumul cel mai scurt”, 


Dacă introducem expresia ai 9193 dt a lui ds, unde pentru prescurtare 


am suprimat semnul У}, infelegind să facem suma pentru indicii care apar 
de două ori, problema revine la a găsi condiţia de extremum. 

Repetind calculul pe care lam mai fácut, pentru liniile geodezice 
în spațiul cu metrica ds”=)aij 49: dg;—2T di, vom obține ecuațiile 


aig + Ё gj |=, 


7 4} [дан дае оь 
i | 210% "ag Mu) 


adică simbolul lui Christoffel de prima spetá. 
Pentru cazul cînd funcția U nu este o constantă, 
condiția de extremum pentru expresia 


unde am însemnat 


va trebui să cău 


Însă această problemă o putem reduce la precedenta, luînd o nouă metrică 


pentru spațiul variabilelor 9 
ds'=3/ 2U +2h ds. 


Atunci expresia (35.30) a acțiunii сё va deveni 


W= | ds’, 
(1°) 
astfel încît principiul celei mai mici acțiuni ne arată că traiectoria punc- 
tului q este „geodezica” noului spațiu al lui Lagrange cu metrica ds’. 
ationale. Luind in integrala 7 


$ 6. Alte prineipii vari (85.12) diverse 
forme pentru ftr, v, 1) vom putea obfine si alte principii variationale!. 


d. а. Wissenschaften, Leipzig 1958. 
5, 1960, 249.262. 

Acad, R.P.R., Bucarest, 1955, 
R.P.R, Bucureşti, 1988, nr. 4. 


1 A se vedea V. Vâleovic i. Ber. d. Süch. A 
vol. 102, p. 1—38; Archive for. Rat. Mech. and Analysis 

De asemenea Revue de Mathématiques pures et appliquées, 
T, 3, precum 5i Studii şi Cercetări de Mecanică Aplicată, Acad 
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Vom menționa numai două cazuri care pot sta alături de principiile clasice 
(Hamilton și Maupertuis) са formă sugestivă 

a) fb, v, 1) =, 

b) fir, v, )&E(- T—U), 


si-conservativ cu funcția de forță 


-— - 


presupunind că sistemul de forje este cua: 
U(r, 1). 


Cazul a) ne conduce la principiul vatiafional 


t ' 
( "U di=staţionar. 
yd, 

Condiţia (35.14) pentru funcţia òt va deveni în acest caz 


js | UL 0% |аг—=0. 


Cazul Ъ) ne conduce la principiul variational 


f'E di=staționar. 


t, 


Condiţia corespunzătoare pentru 8? va fi 


- t 
| 3E+ E rai o- 
2 di 
in lucrarea publicatá in ,Archive" si citatá anterior, V. Válcovici 
a stabilit si o altá formá a relatiei (35.14) care poate fi intrebuinfatá cu 
folos in unele principii variafionale noi; această formá este 


зт= x ovn di—0, (35.31) 


unde am însemnat cu 0; cunoscutul operator diferențial eulerian 


Q- 6 9 


9,—-——— ti 
i dt д 
derivatele parțiale fiind niște gradienfi (Vr, WS 
Asadar funcfionala A 


I—(^f dt 

і 

va fi staționară dacă trecerea de la Гр 1а Ге se va face cu òt verificînd 
condiția (35.31). 

Problema corespunzătoare de calcul funcțional (care trebuie să coin- 
cidă cu problema mișcării sistemului considerat) ne va conduce la ecuaţiile 
de mişcare. 

În cazul legăturilor 


Yieaudr i 9010, (j21,2, ..., m), (35.32) Y 
i 


2l 


: 


TRANSFORMĂRI CANONICI 


ecuaţiile corespunzátoatre mis Arii se vor obţine prin € liminarea factorului 


Ar; între (35 3l) si 
vauM(0, (j=1, 2, m), (35.33) 
văzut, din (35.32). Cu ajutorul 


din urmă relații rezultind, cum am 
aceste ecuații sub forma 


aceastà 
icatorului lui Lagrange vom putea crie 


i multipl 
ү 0,/-- Y) 350420, ({=1,2,..., и 


9f d Of | € pi 
a Yu 0, (1 i5 z , 4) 
hn i 


^y; dt 
oi 9 
57. Consideraţii istorice. Cele două principii variaționale cunoscute Hamilton şi Mau 
cate le-am mai numit si „principiile variaţionale clasice“ 151 au originea in unele 
Leibnitz. Mai tirziu (1740 Iawberluis a încercat 


фетиш, ре 
speculaţii de natură 
să-i dea principiului ce 
de a-l elibera de o nuan 
O astfel de eliberare a fost atinsă € 
au îndreptat cele două principii către 
aspectul lor prezent, în 


filozofică datorite lui 
lei mai mici acţiuni o formá mai m 
tá rationalistá și mistică de interpretare a 
je L. Euler (1753) şi de J L. Lagr 
forma lor actuală. Însă aceia care 
prima jumătate a secolului al 


iatematicá, fára a izbuti totuşi 
fenomenelor natur ile. 


(1787); acestia 


forma, dindu-le 
W. R. Hamilton, К. С. Jacobi şi M. V Ostrogradshi. 
În timpul nostru s-au adus completări si importante generalizări іп domet 
G. Hamel, S. A Ceaplighn si altii 


de către E. ] Routh, О. Hólder, A Voss, 


XXXVI. TRANSFORMÁRI CANONICE 


Am vázut 


amilton- 


p=T+U principiul Hamilton 


ton-Ostrogradski sub formă canonică. 


ş 1. Principiul Hamil 
otenfial cinetic 


că în cazul cînd există un p 


Ostrogradski ia forma 
t ; | 

( 2 dt=staţionar, (36.1 

to 

adică devine о problemă de calculul variațiilor. Extremalele vor fi date 


de ecuaţiile lui Lagrange 


у 


a| az) 99 


> 


obicei, cu qx (k—1, DI ap) coordonatele 
11 numărul gradelor de libertate. Potential 
(k—1, 2, ..., S) adică de 2s--1 variabile, 


Am însemnat, ca de 
ale sistemului, s fiir 


J este o funcție de qr, dk 51? 
„2=.2(дк, di, = (9 d» = 


ntotdeauna de douá ori de 


o Qo Ф» de c» d» t) 
O vom presupune 1 rivabilá in raport eu fiecare 
dintre aceste variabile. 


Începem prin a face 


Qara (^ 


schimbarea de variabilă 
) ` 36.3) 
ПЖ ЖУ 79 ois (36.3 


‚ A: 


872 MECANICA ANALITICA 


încît problema (36.1) va lua forma 


Sn 


| sd Ооо ey far 0) staționar, (36.4) 
m ly 


cu relațiile de condiție (36.3). Avem deci o problemă cu 2s necunoscute 
Чу, Ф Poe Ps între care există relațiile (36.3). Întrebuințind ca de 
obicei, metoda multiplicatorilor lui Lagrange, relațiile (26.3) şi (30,4) ne 
vor da 


Г 8 * 
ү E Fio ? y) |dl=— staționar. (36.5) 
Factorii A; pot fi determinaţi din ecuaţiile rezultante 
J-L аль * " 
de Ф 0, Mm s 3) 
dl 
= —Ак= ==] 2, S 
m О (Е 2,05), 
A 
adică AR înlocuind în (36.5), avem 
E (apr) |äi=staționar, (36.6) 
problemă care trebuie să fie identică cu aceea de la care am pornit, « ce 
se verifică imediat scriind ecuaţiile corespunzătoare ei 
dL a ЧЕ = 
д9, dt \ dgy d 
s 2 
EOL | y (4, py) 5 3E 0, ([—1, 254; s). (36.7) 
0”, Ory К=1 pO”; 


Ultimul rînd, care se reduce la 


У 500—700, (=1, sss) 


LARA 


nu poate fi satisfácut decit pentru (nr dacă determinantul 


+0, cum trebuie să fie în general 1. Deci înlocuind în primul rînd din 
(36.7) pe v, prin qy avem tocmai problema inițială (36.1) respectiv (90.4). 
Să introducem acum componentele фк ale impulsului, date de relațiile 


ds „Dea т, 2 
„=> OUR 


ap 


ou 
де» Or, 


1 Am arătat în сар, 34, § 1 cá avem + 0 in cazul спа U este independent de 4t 


| 
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eliminind coordonatele Pi Condiția (36.6) di in 
б, 
І Реде Н(рь, 9 d tat , (36.8) 
36.4 
unde am însemnat 
' ] i / 
Н MA / у, (38 
б J 


adică funcţia lui Hamilton (34.12). Forma (36.8) este forma can 
lui Hamilton-Ostropradski. Ea cuprinde 2s funcții necunoscute « 
anume Pk ŞI fks însă numai derivatele apar : ub integrală si 


К 
canonică a lui Hamilton 

JH 3. 
Gk 


1 А 
4 


bk 


Dacă finem seama de ecuaţiile canonice ale lui Hamilton, atunci din (36.9 
deducem 


on 


0-2 
H-——.44 Yn 36.10 
kk 
şi dacă ţinem seama de condiţiile canonice gj ———-, rezultă 
oH 
D= — H+ c (36 
L 1 pi д? 36.11 


Relaţiile (36.10) şi (36.11) ne arată că putem trece de la 
-£(r, q, t) exact în același fel cum putem trece de la 2(r, 9, €), 
Trecerea aceasta de la variabilele 7, q la variabilele $, q şi vicev 
numeşte transformarea lui Legendre. Ka se intilneste în special la co 
pondenfa dintre potențialele termodinamice. 


$ 2. Transtormări canonice. Definiţie. Să considerăm o t 


de forma 
ак=фк(Ок, Pr), bx—bk(Qs, Pr), 


unde funcțiile q si p de variabile ds, Q si P, sint de două ori dei 
in raport cu aceste variabile, intr-un anumit domeniu din spațiul 
(Q, P) cu 2s dimensiuni. Dacá avem identitatea 


5 s 
È Рьдь= Ў) Py dQ;4-d4, 36.13 
k=t k—4 
$ fiind o funcție derivabilă de №, q şi t respectiv de P, Q şi t, atunci 


transformarea (36.12) se zice canonică. 

Cu ajutorul unei astfel de transformări, principiul lui Hamil 
poate exprima în funcție de variabilele noi, însă tot sub tormă canon 
Într-adevăr, dacă finem seama de (36.12) şi (36.13), problema variafionalá 
(36.5) devine 


rs А j 
| | Y РК (Pr, Ок, n] di-y —Vo>staţionar 
t, | к=! 1 
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unde K este transformata funcției lui Hamilton, H, prin (36.12), iar Wa, d 
sînt valorile funcției y la capetele intervalului [zp 4]. Însă (i. ф на 
constantă care nu atinge calitatea de a fi staționară a relaţiei, încât putem 
spune că problema (36.8) s-a transformat în problema analogă 


ur e Р 
\ р> PyQy—K (Py, Qu, à Jatstationar. 
Jt Liz | 


Rezultă că ecuaţiile canonice, care rezolvă această problemă vor fi 


Рұ= — Ls Oi р (5515 725777758]; 


dOx ' 9P;' 


adică ele își vor păstra forma cînd vom schimba variabilele p şi q în P şi Q 
printr-o transformare canonică. 
Exemple de transformări canonice. 1°. Să luăm 


Tips) ә — dos 84 cca 9) 
XP;dQ,—-— ZXqydpy-—-—d(Xqxpx)-- Zpx к. 
Condiţia (36.13) este îndeplinită dacă luăm 
ф= Хрьдк. 
2°. Presupunind s—1, vom lua 

$— 2e cos o, q— 29g sin o, 
noile variabile fiind p, o. Avem 

p dq—26 cos?o de--de cos о sin o, 


Deducem 


adicá 
e . T e + 
p 17— р du=p соз 20 йо-- =: sin 2w=d Е sin 20) ; 


Condiţia (36.13) este îndeplinită pentru = sin 20). 


3°. Să luăm х 
Py-—cpy—2bqx, (36.14) 
Ок=с'@к, (k=l, ОВ 580g s), (36.15) 
unde am pts = мей 
b—Xbpxqx, C= Уф, cz XO. (36.16 

Din relaţiile (36.16) deducem cc'—1 și deci 
c dc' --c'dé—0. (36.17) 


Á Á i i ă finem ses le identitatea 
Dacă formăm acum expresia XP,dQ, şi dacă finem seama се к tas 
(36.17), atunci din formulele de transformare (36.14), (36.15) si (86.16) obţinem 
XPy,dQi- pr dgk, 


adică relația (36.13) este îndeplinită luînd ф=0, 
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Notă. Exemplele 1? si 2? se găsesc i ) 
„No ( nt i ( isesc în JI, Poincar Leçons de Mécanique céleste 
t. I, iar 3? а fost dat de Levi-Civita pentru a uniformiza singularităţile în cazul ci irit, i 
( а clc : 
probleme de Mecanică cerească : : duisi, ux 
Deosebirea dintre trans] 
T | cosebirea dintre transjormarcea canonicd și transformarea de contact, 
Transformarea canonică este denumită citeodatá transformare de contact 


Această denumire este puţin potrivită, deoarece sferele acestor două noțiuni 

(transformarea canonică și transformarea de contact) nu sînt identice, "Trans 

formarea de contact între variabilele corespunzătoare Хр, xg, Py, р 
qom s), Z, 2 este definită de relaţiile "dido 


Z: Z(2, Xx, bx), X1 X x2, Xx, Рк), P, Prlz, Vr, pi), 
astfel încît să aibă loc identitatea 


dZ УР, dXx-—o(z, x, р) (da—Yipu dxa), ol, x, р) 0 
c k 
Se vede din această definiție că poate fi stabilită o legătură între o transformare 
canonică şi una de contact. Mai precis, se demonstrează că cea mai generală 
transformare de contact a spațiului си s+-1 dimensiuni este identică cu cea mai 
generală. transformare canonică în care am luat Y=const 1. 

Pentru a evita o confuzie, nu vom întrebuința numele de „transformare 
de contact”, ci ne vom folosi de numirea mai proprie de „transformare cano- 
nică”, pentru a desemna transformarea (36.12), (36.13). 

Functia generatoare. Funcţia ф care apare în (36.13) depinde de variabi- 
lele Рк, Ок, deci de variabilele фк, фк. Vom presupune că din (36.12) putem 
scoate pe P; în funcţie de q, Q. 


Vom avea așadar 
V(Pr, Q3) -V(q, Q9); (36.18) 


însemnînd cu V ceea ce devine Q prin această inlocuire. Deducem 


V oV : 
а= x37 dget Egg, Or (36.19) 


încît relația (36.13) devine 


de unde scoatem 
= 


Ps (36.20 


qr în funcție de Pr, Oz; 


Relaţiile acestea ne dau putinţa să scoatem ре фк, Qr. : Pr, 
x este evident canonică pentru că ea satis'ace 


transformarea astfel determinat e ре Кс чакы 
condiția (36.19). Conchidem aşadar, că am putea porni de la o газене aris 
trară V(gy, Ок) pentru a obfine, prin mijlocirea relaţiilor (36.20) „0 trans- 
formare canonică a variabilelor 5, q in variabilele Р, Q, noua funcție a 
lui Hamilton fiind transformata K а lui H prin (36.20). 


935, p. 108. 


Varationsrechnung, 1 


2:0; Caratheodory, 
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T 
Ecuațiile canonice ale mişcării vor fi deci 
Ч ER : of | 
P, 93 =) Qi : ; (k |, E 75): 
909; 9 P, 
Functia V se numește funcție generatoare. Ea fiind arbitrará se vede cá 
transformarea canonică este complet independentă de natura problemei. ! 
Generalizare. jn loc са V să fie o funcție numai de Qg $i de qy am 
putea-o lua funcție de s variabile Xx (R1, 2, ..., 5) oarecare dintre pi, qull 
—], 2, ..., 5), precum şi de s variabile Xy (k—1, 2, ...,s) dintre Ру, Qi (I— E 
des): f 
Relațiile 
QV 7 DLA ‹ aa c 
yr-—t Р Y p=- e=; R= Z, 174735) (36.21) 
м д^ ox К 
determină o transformare canonică xy fiind conjugată си ук 51 Xy cu Yy; 
є înseamnă 4-1 în cazul cînd derivata'se іа în raport си 4 sau Q şi —1 în 
cazul cînd derivata se ia în raport cu p sau P. Pentru a demonstra această 
proprietate a funcţiei V, vom forma expresia 
E А V QV 0 | әр с 
Xyydxy— ХҮ а=) (5 day Eo dX, (36.22) 
: k Ор 
însă condiția (36.13) se poate pune sub forma 
= Xpydqx—H(Px, dk; )) di— XPidQi—K (Px, Ок, t) d/+ dy, (36.23 
dacă insemnám cu К (Pp, Ок, t), ceea ce devine Н(фк, qx, t) prin transfor- 
marea (36.21) de mai înainte. Comparind (36.22) cu (36.23) deducem cá 
dacă luăm 
{ ф=єЎ, K=H, 
condiţia (36.13) este îndeplinită, deci transformarea (36.21) este canonică. 
Transformarea punctuală. О transformare numai a coordonatelor lui 
Lagrange qk 
„= . M [э] 94) 
| qx—qx(Qj). | (k—1, DE EE I ч) (86.24 
se numește punctuală. O atare transformare este evident canonică. Într-adevăr, : 
| luînd în (86.21) Y 
об 93 
| V(Q.5)—— 00)», (36.25) 
с oV 
vom putea .serie transformarea (36.24) sub forma. de ~ 
ОРЫ 
Deci, dacă ținem seama de (36.25), atunci prin această transtormare 
vom obține 
m (36.25') 
4к=@к(О). 
(36.25) ь 


În cazul special cînd V are forma V — — XQxpx, transtormarea 


devine transformarea identicá к=к. 


i bătaia RA Bila 
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y —— —Ó— 


Tvansformárile canonice si parantezele lmi Lagrange. Sá punem relația 
(36.13) sub forma 


oQ П 
У р (уг 3 36.26 
ЕРЕДИ У) (36.26) | 
| AQ, Wb | 
s 4 | UY 0 | 9 ord (36.27 
p Pro a o U T (36.27) 


Din aceste relaţii putem elimina pe { prin derivári, Dacă, de exemplu, 
derivăm relaţia (36.26) corespunzătoare lui /, în raport cu gy şi apoi relația 
(36.26) corespunzătoare lui 7, în raport cu 0, ф se elimină prin scădere. 
Procedind la fel cu relația (36.27) și apoi cu combinaţiile (36.26) şi (36.27) 
derivind în raport cu q si cu р, obținem prin scădere 


| (9), @]=0, (Pj, 1]=0, [43 fi] 51 


-y 


(36.28) 


unde am făcut notafiile 


Re e), 
ї› 1 73 00; 94; 94; дау] 


К 


(2 ӘР, 20; APAN 


00,9Р. 90р DPEN . [1 pentru у=/, A 
Pi м (и X S a Я m i f ; (36.29) 
e д 9?) Фуд) 024 0 pentru jÆ. 


7/90, 9Р, 90р. 9P, 
а, Pr) X ( 206028 E E), 
k | 904; ОРІ 9f 94) 


Mărimile (36.29) au fost numite parantezele lui. Lagrange. 

Relaţiile (36.28) înseamnă o nouă formă a condiției (36.13) adică a d 
condiţiilor ca transformarea (36.12) să fie canonică. i 

Într-adevăr, dacă relațiile (36.28) au loc, transformarea $,g P, Q este 
canonică. Căci făcînd drumul invers, ajungem la (36.12), (36.13) prin inte- 
grare, ceea ce ne mai dá cîte o constantă с, cj in partea dreaptă, adicá se 
mai adaugă lui y o funcţie cigit 6j Ру: Rezultá cá transformarea este cano- 
nică avînd funcția $-J-ciqid-6i Py- 

Jacobianul transformării. Prin calcule care nu prezintă nici o dificultate 
se poate arăta că determinantul funcțional al transformării canonice consi- 


Р» 9; т, : : 
derate, adicá с, ridicat la pătrat, este egal си determinantul 
к du ` 


de ordinul 2s 
| [pu 9] Е 2. s), 
14, 47] [2 qi 
Р Dat ‚уо (QR OR 1 
format cu parantezele lui Lagrange. 'Pinînd seama de relațiile (36.28) deducem 
D?—1, adică D=+1. Aşadar, putem enunfa următoarea proprietate: deter- 
minantul funcțional al unei transformări canonice este, în valoare absolută, 
egal cu unitatea, 


Ee o e RE 
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Legătura cu pavaniez i Poisson. C j 
74 paranteza lui Poisson. Caracterul grupal al transformárilor canonice. Fie 


5 


(рр, qi) o funcţie arbitrară, derivabilă, de cele 2s variabile P, q. Vom forma parantezele lui 


Poisson 
(Pi = У ОР; XF òP дЕ | 
у 006 Ори дрк z | | 


—— oC 


On т-у, (90: 2E эф 2E), 
k (Alk Ope дрк JIk 


considerind pe P, si 0; ca funcții de p si q. 


Să calculăm expresia © 
| 
о= У (Pi, F) aQ-Y, (Qe F)àP;. (36.30) 
i i 
Dezvoltind parantezele lui Poisson, obfinem 
F QE 105 ДЕ 
о=У (4, Ру] (E dg y-- 9), 419 адь [br Ру) 9 арк [ap bel 9 dprl . (26.21 
, e , к 143, Pr (29,01) 
| 093 97; 94; 902; J 
in cazul cînd transformarea Р, Q-»p, q este canonică, relaţiile (36.28) sint îndeplinite asa 
încît (36.31) se reduce la 
F УЕ 
o=) DF а; apar. (86.32) 
j 043 dpi 
Așadar, айса transformarea Р, Q->p, д este canonică, expresia w este egală си dF, F fiind o 
funcție arbitrară, derivabilă de Dy, qx. j 
Proprietatea reciprocă, adică: dacă w se reduce la dF transformarea Р, Q—, q este r 
canonicd, se deduce imediat, dat fiind cá F este o functie arbitrará. 
Într-adevăr, pentru a arăta că relația (36.32) este suficientă, dacă ea este îndeplinită 
pentru orice funcţie F, pentru ca transformarea р, @-> Р, Q să fie canonică, vom folosi expresia 
(36.31) a lui o şi vom face F—2, Pa, ..., Ps, dq. ds. Vom obține asttel toate relaţiile 
(36.28) care sînt suficiente pentru ca transformarea să fie canonică. 
Putem deci enunta următoarea proprietate: Condiţia necesară și suficientă ca transfor 
marea P, Q—p, q să Jie canonică este ca expresia бу să se reducă la AF pentru orice F derivabil. 1 
Bazîndu-ne pe această proprietate, ne propunem a stabili o formulă care să dea transfor- 
marea parantezei lui Poisson (С, F) cînd înlocuim variabilele р, q prin Р, Q; F si G fiind 
două funcții date de p, q (continue si derivabile). Să notăm cu F(P, Q), G(P, Q) ceea ce 
devin funcţiile F(p, q) si G(p, q) respectiv cînd inlocuim variabilele p, q prin P, Q după 
formulele transformării canonice, р, а> Р, О. 
Să scriem deocamdată relația (36.32) sub forma 
дЕ ОЕ . 
Ў; (Po F) 4Qi-Y, (Qu, ар: Y, 7 40-3, ару, + 
7 1 700: TOP; 
finind seama de (36.30). Deducem d 
DF дЕ (36.33) 


(P, F)— (Qu F)-35. 


29; 


Însă am văzut că, dacă privim funcţia С са depinzind de р şi q prin i 
P şi О de р, q, atunci paranteza lui Poisson se bucură de proprietate 
astfel încît vom putea scrie 


intermediul funcțiilor 
a funcțiilor compuse 


M a 36 A 
| (G, m-J (Po F) 55006 Р) у, 


| 
| 
! 
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| sau, {їпїпа seama de (36.33), 
~| ÒG o£ G д1 
(G, Е) = | (О, F) 
"40002; APARI 2 dall 
ultima paranteză a lui Poisson fiind luată în raport cu variabilele P, Q 
| | În special vom avea 
{ 
| (P, Р)=(Р{, Р)=0, (Qu Р„)=(О0{, Ру)у=б„, | (Qo Qr)= (Qi, 0x) —0, 


deci: o transformare canonică Р, Q-»p, q ne dă relațiile 
(Pi P) = (Qu, Qx) 0, (Qu, Py)z914 (36.34) 
si: condiția necesară și suficientă ca о transformare P, Q-»p, q să fie canonică este 
(Е, G)- (F, С), 36,35) 


peniru orice funcții F, С de p, q derivabile. 

Din cele ce preced deducem că o transformare canonică posedă totdeauna o trat sfor 
mare inversă, care este canonică deoarece relația (36,35) este simetrică față de cele două 
categorii de variabile, 

Două asemenea transformări consecutive conduc la o transformare canonic ă, după cum 
se constată lesne. Rezultă cá transformárile canonice de 2s variabile alcătuiesc ип grup 

Familii de transformări canonice. În mecanică avem interes să considerăm tr insfor 
în care să apară timpul # în mod explicit 


Р;=Р;(р, 9, t), Qi-Qi(b, 4, 0), @=1,‚ 2,...,5). 36.36) 


Vom începe prin a demonstra următoarea proprietate: 
Dacă funcțiile P, Q, Y, dep, q, t (de două ovi derivabile) satisfac relația 


s 
Y P4 dQ«- Yi 44:4 аф 36.37 
i 


ї=1 


în care vom presupune că diferentialele dQ; si аф au forma 


90+ 9Q« 00: 
10,2 V адь аре dt 
ai Ys dx Yo» P ar | 
ў E (36.38 
дф дф Av 
а= 5 dqr +Y der 4 
p Mon a Yap, Zonen 
atunci funcţiile P, Q, ф sînt independente de t. 
într-adevăr, să aláturám transformării (36.36) schimbarea 
Po=bo Qo=do=t: (36.39) 


Astfel vom putea pune relația (36.37) sub forma 


s ЕЈ 
У PidQi— Угат. 
10 i=0 


este canonică in 2s--2 variabile ^; gi(i=0, 


Rezultă că transformarea (36.36) + (36.39) 
ИИО, ...‚, 5). Avem însă STER 
3 _9xi у 9 
Po == (a1, De S) 
(Qu PA= = 


mică, deci О este independent de î. La tel 
decit în 


însă (Q, Po) este nul căci transformarea este canc 4 dent de 
se demonstrează că ГР{(ў=1, 2, e; 8) este independent де /, Cum dt nu apare in (36.37) 


29 ai rezultá dY o, adică şi este independent de 
9t 9t 


1. Proprietatea este demonstrată. 


саа. И 
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Se înţelege că această proprietate este adevărată numai în ipoteza că relația (3 
este satisfăcută, considerind pe P, О, V ca funcţii de /. Dacă 
metru, care nu intervine în diferentialele 40, d 
metrul ? si totuşi să satisfacă relatia (36.37 


€ 


ТА 


insă este tratat ca 


un para 
atunci funcțiile P, О, W pot contine para 
dică să constituie o He de transformări 


canonice; in acest din urmă caz diferentialele d 


;, dÙ nu vor mai avea forma (30.34 căci 
va fi considerat constant, deci d/=0, 

Să reluăm acum familia de transformări canonice (36.36) (cu determinantul functio 
nal 0) şi să privim pe f, q constante, iar pe / ca un param sru vatiabil; atunci, derivind 
în raport cu ? şi exprimind apoi pe în functie de P, О, t prin intermediul relattilo 
(36.36) vom obţine un sistem d ecuatii diferentiale de forma 

p P, ( О; (Р, О, 1) | j 6.4 7 
unde am pus 
ОР О; 
(DP; Чуй) P; О, t) 
ot 
s . А OP p 1 j › 
Să calculăm acum paranteza lui Poisson 3 wiabilele fiind Р, Q bineint Inlocuind 
4 
( 
AP: . 
pe — prin ji (P, Q, 1), obţinem 
el 
УР; / 
M М › dh › ка LA, Li $ 
(52м) (o Рре е. 
© д0) 


Та mod analog se calculează expresiile 


AP: i [9Qi ОФ: 
э? о) = ‚ (57, 1 TS 
Qt / ot 9 9j 


Pe de altá parte, avem = 
(Pu Р)=0, (Qi 00=0, (Pr. 00—5u- 


Derivind relațiile (36.43) în raport cu f, si tinind seama de relatiile precede 


dfi ^x dj; (у cei e Cei Жуз eei n д ESNE 
; JO ОО ШЕ ӘР 9B | Q; ФР! 
Aceste relații pot fi identic satisfăcute luînd 
ЛОН oH 
з= сүрү УЗ ЖБИ 
unde Н (P, Q, t)esteo funcție derivabilă de P,Q, t; cu ajutorul acestor substitutii, e tiile 
| (36.40) devin 
| - эн . oH 26 44 
| Pi= — 2, Qi- i 
| 9Q: 9 PI 
Aşadar, pornind. de la o familie de transformări canonice (36.36) cu un para À 
functiile P,Q det alcătuiesc integrala generală a unut sistem de ecuaţii са? H 
luăm variabilele p, q drept constantele de integrare ale sistemului. 
Pe de altă parte, am demonstrat că dacă funcţiile de timpul / 
Py= Pulp, дь, t) Q= QiPr qe 0, (i, в=1, 2, u 9. Sae 
ic (8 s au fiind considerate са miste 
i reprezintă integrala generală a sistemului canonic (36.44), Рк Şi qk fiind c idera 


constante de integrare, conjugate între ele, atunci expresiile 


(go dx), (bo Рк, Ue PR] 


1 
1 А і i respe > valorile initiale aie va 
sînt independente de f. Presupunind că qi Și px sînt respectiv valorile 
lelor Q,, Py, vom avea la momentul initial 


(qo 91] [Pi Р] s0, [qo РЛ u: 


| 
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adică, transformarea Р, О-»р, д dată de (36.45) este canonică. Aşada 


(36.45) a sistemului canonic (36.44) p, q fiind constantele de 
dau o transformare canonică P, Q—p, q, timpul fiind cons 

Aceste două proprietăţi, una reciprocă celeilalte, 
paranteza lui Lagrange în structura integralei gene rale a 


remei lui Lagrange putem vedea cá legătura dintre va 


grare a, b este in fond o transformare canonică, Dacă, 1nai 


ale coordonatelor p, q, integrala generală a ecuațiilor ca 


reprezintă o familie de transformări canonice în care / trebuie privit 


În concluzie, se poate spune cá integrala generală a an 
si transformările canonice ale sistemului, de alta, alcátuiesc doud probleme 
din punctul de vedere al conținutului. 

Pácind o paralelă între parantezele lui Lagrange și ace > 
următoarele: paranteza lui Poisson este în stare a ne da eventual o nouă inte 
canonice, dacă se cunose două dintre ele, pe cînd paranteza lui Lagrange 
nimic în această privință. Paranteza lui Lagrange însă domină structural 
coordonatele p, 7 ale sistemului și constantele a, b de integrare, pe cînd pars 
rămâne oarecum în afară de această corespondenţă. 

Transformári canonice infinitezimale. Pentru a ne da mai bi 
dezvoltă îu timp o integrală a sistemului canonic de ecuaţii pornind c 
initiale ale coordonatelor p, q ne vom folosi de o transformare infinit 
coordonate 


a ale lui Pois 


sean 


Qu—qk- Ade,  Pr=bretAbh (k=1, 2.55) (36.46) 


unde am însemnat cu Agr, App nişte mici variații ale coordonatelor gr, Ёғ 
intervalul de timp A? 


Aqr=fr (4, PAL, Арь=ек(@› Р) AG 


At fiind o mărime infinit mică, fp $i Фк funcţii de două ori derivabile. 
Formulele (36.46) ne dau o transformare a coordonatelor (Р, 4>P, 
punem condiția ca această transformare să fie canonică, adică expresia У (Р; 
să Не o diferenţială totală, exactă, neglijind mărimile de ordin super 
cá expresia At У (ox dqx-Px аў), trebuie să fie o diferențială totală exactă. Cum At 
k 


factor constant, rezultă cá Yigg адк ТРЕ dfg, si deci У (оь dgy—fzr dpr), trebuie să 
rentialá totală exactă 


Y (ex das fe dp) — —8F: (36.48) 
k 


am însemnat cu К o funcţie de f, 4 de donă ori derivabilă. Relația precedentă se 


în următoarele 


E 9K QE k=1,2 (36.49) 
ФЕ: EL к YE 205005) К-ы 


Putem spune deci cá Wansformarea canonică înfimitezimală cea mai generală 


AK AK E E 
Ap Pe pe 1, 2, -- s)» 36.50) 
Оов са Окур ОЛА c 


й (de două ori derivabilă) de p, q, îar At un parametru infi 


k fiind o funcție arbitrar q At un parant 1. 
f шд nepie determinantă a transformării canonice infinitezimale considerate. 


Funcția K o vom numi fu 
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Variația pe care o încearcă o funcție F(p, q) prin o atare transformare infinitezimală 
se poate pune, evident, sub forma 


5 F OK F OK 
AF -F OF ( ш QA Q AL, 
T\ e Ofk Pk dlk 
adică 
АЕ= (Е, K) At. (36.51) 
Prin această proprietate a ei, paranteza lui Poisson capătă o nouă semnificație: ea este simbolu! 
celei mai generale transformări canonice infinitezimale apartinind grupului infinit de transfor- 
mări ale celor 2s variabile p, у. 

Miscarea incipientă a unui sistem. Dacă în formulele (36.46) de transformare infinitezi- 
mală, presupunem cá Aż este chiar intervalul de timp infinitezimal dż, atunci putem identifica 
pe K cu funcția H a lui Hamilton, deoarece relațiile (36.49) devin astfel ecuaţiile canonice 

dgy он dpr dH 
а; dtr di dar! 


iar transformarea infinitezimalá (36.46) ne dă valoarea coordonatelor p, q la momentul 
t--dt dacă le cunoaștem valoarea la momentul 7. 


Cu alte cuvinte, pentru a trece de la coordonatele р, q corespunzătoare momentului £, 
la coordonatele р-р, q--dq corespunzătoare momentului £--d/, nu avem decît să efectuám 
o transformare canonică infinitezimală asupra coordonatelor p, q de parametru d/ si de 
funcție determinantă H(p, q). În special, pornind de la valorile initiale ale coordonatelor, 
ajungem la valorile lor în momentul infinit vecin, adică avem astfel mișcarea incipientă 
cu ajutorul unei transformări canonice infinitezimale. Cum toată mișcarea sistemului poate 
fi urmărită din aproape în aproape, pe calea aceasta, putem spune că mișcarea unui sistem 
dinamic poate fi reprezentată prin desfășurarea infinitezimald a unei transformări canonice, functia — 
determinantă fiind chiar functia lui Hamilton. 

Acest fel de a concepe mișcarea sistemului ne dă o explicaţie satisfăcătoare a proprie- 
tăţii, că integrala generală a sistemului canonic este o transformare canonică între 
variabilele p, q de o parte, și constantele de integrare a, b de alta; căci, într-adevăr, mişcarea 
incipientă este determinată de o transformare canonică infinitezimalá şi apoi, fiecare pas 
infinitezimal al mișcării la fel. 


09 


++ 


8 3. Invariantii integrali. Studiul integralei generale a ecuațiilor canonice ale lui 
Hamilton duce în mod natural la anumite expresii avînd un caracter de invarianță, pe care 
Poincaré le-a numit „invarianți integrali“. Pentru a introduce noţiunea generală de invariant 
integral, vom porni de la un sistem de ecuaţii diferențiale de forma 


Ap Xp жо, ss Xn, t) (UL, 2, =., n), (36.52) 


unde X; sînt n funcţii derivabile de x,, 2, ..., Хп, Ё într-un anumit domeniu al spațiului cu 
n+l dimensiuni. Vom spune că relaţiile (36.52) reprezintă ecuațiile de mișcare ale unui 
punct +; în spaţiul Sn cu n dimensiuni, £ fiind timpul. Să presupunem că în spațiul Sn cu я 
dimensiuni ne fixăm un domeniu Р, la momentul initial /; si că toate punctele acestui 
domeniu se mișcă după ecuaţiile (36.52). Punctele care se aflau în domeniul D, la momentul їз Y 
vor forma domeniul D la momentul ż(> tọ). 

Vom presupune cá prin fiecare punct х; al domeniului D, trece o curbă integrală 


a 5% 
| Xi = ilio Жоо, + по, É) (36.55 
| 


|! X З ^ У 
| și că determinantul funcțional corespunzător, 20, este diferit de zero pentru tot inter- 
Xo 


valul [/5, 4]. Atunci vom putea afirma că domeniul D are tot n dimensiuni ca $i Do: 
Fie V, o varietate cu (<n) dimensiuni în Dj gi fie V varietatea corespunzătoare e! 


| în D. Diu cauză că o (7) este =Æ0 în intervalul [/9, /,) varietatea V va avea tot / dimen- 


д (xo) 


siuni. 
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I f Y fi (2, ат, (k=1, 2, su N; N Сл), (36.54) 
y 


sc 1 П a 
unde am însemnat cu dtp un element integral de forma 
dq dx 5 d vi, 


à, dy, 699 fiind dintre numerele 1, 2, ..., n într-o ordine oarecare, iar /x(+, t) o funcţie 
oarecare de 4; si de Ё aga fel ca I sá aibă un sens cînd inlocuim pe + prin valorile sale (36.53). 
Dacă integrala din (36.54) are o valoare independentă de 7, Z este un invariant integral de 
ordinul l al sistemului (36.52). 

Această definiție а invariantului integral ne conduce la următoarea proprietate evi- 


dentă: dacă transformarea (36.53) între variabilele ж şi Xo (t fiind ип parametru) ти schimbă 


valoavea lui I, atunci I este un invariant al sistemului (36.52). 
Din cauza acestei proprietăţi, Г se mai spune că este un invariant integral al trans- 


formării (36.53). 
Invarianții integrali ai sistemului canonic. Dacă sistemul (36.52) este chiar sistemul 


canonic al lui Hamilton 
H : H 
9 1 Б (k—1, 2, ..., s), (36.55) 


ariantul integral se poate defini cu ajutorul integralei generale a acestui sistem 
de ecuaţii. Am văzut însă cá integrala generală a sistemului (36.55) poate fi privită ca o 
transformare canonică între variabilele p, q de o parte, si constantele de integrare a, b (care 
pot fi chiar valorile -inițiale Po, 90 ale variabilelor) de alta. Aşadar, dacă I este un inva- 
riant față de transformările canonice el va fi un invariant integral al sistemului (36.55). 


Un astfel de invariant integral este expresia 


=], Уа, (—L2,954N; N-CL 143), 
Val k 


atunci inv 


unde am însemnat cu dz} un element integral de forma 


> ddip dbi, Pir -o dpa (5 Za ..- 
.., S într-o ordine oarecare, iar cu Va o varietate 


EIU INO, eS s), 


dq, ddi» ~ 


ij, fiind 1 dintre numerele 1, 2, . 


D 1s, „кө 
ţiul fazelor (Р, q). 


oarecare cu 2/ dimensiuni in spa 
Cazul 1=1. Vom avea 


n-f, аа (ф=1,®% 9. 
V, k 


(36.57) 


Fie Py, Ок noi variabile canonice și fie Н (P, Q, t) funcția lui Hamilton corespun- 


zătoare. Așadar, vom putea scrie 
DR Р òH (36.58) 


@©=блр оо 


integralele generale ale sistemului (36.58) vor ii date de 


Pe de altá parte, 
01=01:0, a, t), Pe Pb, 4, 1), 
unde ps, q1 sint constantele de integrare și anume valorile iniţiale ale variabilelor Pe Qi 


respectiv, 


с 
© 


Lss 


APR pe m 
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Am văz să dacă privi Р ` (36,5 і 

1 văzut că dacă privim formulele (36.59) ca ре nişte formule de transformare între 
гр 

(b, q)-* (P, Q), ele ne dau o transformate canonică. 

E lu spațiul fazelor (р, q) cu 2s dimensiuni considerăm o varietate cu două dimensiuni 

V, pe сате coordonatele pi, q; vor putea fi exprimate cu ajutorul a doi parametri иу, и, 


bibi, wy), digul ug). (36.60) 


Prin transformarea (36.59) spaţiul fazelor (p, д) se transformă in spațiul fazelor (Р, 0) tot 
cu 2s dimensiuni iar varietatea bidimensională V, în varietatea bidimensională V;. Intro 
dueind în (36.59) valorile (36.60) ale coordonatelor (pi, gi) vom obţine ecuațiile parametrice 
ale varietütii V, exprimate cu aceiași parametri uj, Us 

Ne propunem acum a demonstra identitatea 


je Y арк dqy-— ipe » df; dO k. (35.61) 


d К=1 


În acest scop vom exprima integralele în funcție de parametrii “y, из. Va trebui să 
înlocuim elementul dgy арк prin 


(ar Рк) 


S du, du, 
A (u, м») 


astfel încît vom avea 


ў; 


insemnind си О domeniul de integrat corespunzător, în planul variabilelor иу, м». În mod 
analog vom avea 


d т 
y dqx арк= | (s Abia e 008 а du, du, = ACT и,] dw; йи, 


Va, QU, QU. д AM 


SD 
jo: » аОк аРк= ү XI n 2 du, йн. 
> k 


unde vom considera pe Ор, Pp funcţii de u, и, prin intermediul relaţiilor (36.59) şi (36.60) 
Însă din teoria determinantilor se stie cá 


9 (Qr, Pr) Dlr Pr) .0(9 9) | Dlr, Рк) 0(0 22, DE 0(0 д(4 Pil . 
Q (14, 42) E ij Ollis 47 — Ou ua) | ij Albi 21) 00, и) ij Ol Pi) Allt a 


Fácind suma în raport cu indicele & și păstrînd pe i, j constante pentru sumă, si apoi făcînd 
suma pentru t, j, vom putea scrie 


ЕС 00090,9) (и, м») О(г, 2) (Qu ta) 


Y e обе Dn) [x д(0 Pr) 004) y Y DOr Рк) (Obs 21) 
, 2) ij 


b) 


200» Pr) эф ?) 0094, 47). 00.22 мрт Ahi 22]. 
|| + у, 029 аа) = [не ТА ж) HPI ш u) 


însă în virtutea relațiilor (36,28) avem 


(qo d] pu p]=0 l Р) 90, 
десі 
у; д(0ь, Рю) 


s [t6, му], 
T ou ГА) үз 


-pm 
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Rezultă identitatea (36.61) Aşadar, integrala 


] ( У dar dp ' dO j 

A TE AUC Y, 40:4, 
Va 

(36.58) adică. al trans- 


un invariant al ecuaţiilor canonice 
1 ecuatiilor (26.58) 


este independentă de timp. Ea este 
1 este inváriantul integral de ordinul I 


tormürilor canonice (36 59). Acesti 
sau al transformărilor canonice (36.59). 


Invariant integrali dc ordin superior. În mod analog se demonstrează că integrala 
N 
T v al І | 
é y fæ dry = ls drh dg Agia «dd ари ариу, 
M JE 
timpul 


(unde Vg, înseamnă o varietate cu 21 dimensiuni în spațiul fazelor) nu varia 
Ea este deci un invariant integral de ordinul / în spațiul fazelor, atît pentru i 

(36.52) cit şi pentru transformările canonice (36.53). Demon stratia se face bazîndu-ne pe 
prietatea determinantilor de a satisface relația 

Xn) О Жа). Su 


ROTE у? QUA, Xs, ce Xn) Uni, Wa). 


temul canonic 


Dro 


x, fiind funcții de t, ses и prin intermediul funcţiilor 21, ..., 45, 51 Pe legăturile ici 
Нн oH 
Qi=qi+ x d Pi—pi— < dt, 
d н 3 
Pi 04i 


itre valorile coordonatelor qi, pi la momentul £—0 si la momentul 


În consecință, expresiile Ij date de (36.56) sînt invarian[i integrali 
(36.55) sau (ceea ce este tot una) ai grupului transformări lov canonice. 

Extensiunea în Jază. Teorema lu i Liouville. Cazul special 
sebit de important in mecanica statistică cuantică. El dá invariantul integ 


e S vss dq, дд»... dgs арар ... dPs= D dz, 


a exprimind volumul márginit de varietatea V2s din 
tă cá determinantul funcțional de ordinul 2s 


9001, -- 0 Pr s Ра) 
9041, -o Js Pp» ns Ps) 


în concordanță cu proprietatea Jacobianului transformă 
care se confundă cu volumul unei porțiuni din spațiul fazel 
tensiunea în fază. Invarianfa sa în timp ne dă deci 
să, care este cunoscutá sub numele de teorema lui 
ntrodusă în Mecanica cereasc 


me 


care se consideră de obicei c 
lor. Invarianţa lui I, ne ara 


este egal cu unitatea, 
Invariantul Is, 
moment, se numeşte ex 
vare a exlensiunii în fa 
Tucheiere. Teoria invarianfilor integrali i 
él а obținut o importanţă deosebită prin introducerea acestora în 
ă se ia transformarea canonică sub forma 


Poincar 
De obicei în Fizic 
DVlar, Pr. 


ie 9@к 

DK (qre Pr: t) 
Qen S, 
: Q Py 


1 22/94, Paris, 1899. 


) pes méthodes nouvelles de la Mécanique céleste, Т. Т, сар 
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cu ajutorul unei funcţii generatoare V (фу, Py, /) aga eum am arătat la р, 803, În acest. caz | 
relaţiile între Tacobieni, vor lua aspectul 


v d(Pr 90) v ^E (Р; y) 
4) 


f ou, 0) f кд Qu v) 
Astfel se ajunge imediat la caracterul invariant al integralelor studiati [scar і 
temului transformă necontenit domeniul (p, g) în altul de același olum potrivit / nel 


lui Liouville. 

Pentru integrarea completă a 
blemei sub una dintre formele variationale, în special, sub aceea dată la р. 891 u ide se рил 
în valoare caracterul grupal (p. 896 al transformării! d 


sistemului canonic joacă un rol însemnat punerea pro 


` ` b. der Physik, 
1 Pentru amănunte a se vedea L. Nordheim şi E. Fues m Hdb. de 


Geiger şi Scheel, vol, V, 1927, pp. 109 $i următoarele, 


PARTEA A ŞASEA 


NOŢIUNI DE DINAMICA MAȘINILOR 
ȘI EXPERIENȚE MECANICE 


XXXVI NOŢIUNI DE DINAMICA MASINILOR 


А, FORȚELE CARE ACTIONEAZÁ ÎN MASINI 
(CINETOSTATICA) 


$ |. Genoralităţi, Se numește magmă un complex de mecanisme, care execută migcări 
determinate în scopul realizării unni lucru mecanic util sau al transformării unei energii me 


canice. 

Orice maşină sau agregat de mașini se compune principial din trei părți ese ntíale 
nismul motor (motorul), mecanismul de transmisie gi mecanismul de execuție (magina de 
lucru); mecanismul de transmisie are rolul de a transmite mişcarea de la motor la magir 
lucrativà. In timpul funcţionării unei mașini, asupra elementelor ei acționează diferite 
care în Cinetostatica mecanismelor se clasifică astfel: 

1) forje date sau forte cunoscute, care sint forte exterioare imaginii; forțele motoar 
tele de rezistenţă tehnologică, forțele de greutate, forțele de inerție, forțele elastici 
rilor, rezistența mediului etc. În particular, forțele motoare depind de procesele care au loc 
în motor, iar cele rezistente de procesul tehnologic al maşinilor de lucru. 

9) forie necunoscute, cum sînt reacțiunile din cuplele cinematice, forf 
forțele de echilibrare. 

Forţele care acționează în mașini pot să fie: 

a) constante: greutatea elementelor, rezistența utilă a majorității mașinilor de lucru ete 

b) dependente de poziţia elementului asupra căruia acționează: presiunea asupra p 
tonului, rezistența întîmpinată de poansonul unei piese la găurire etc.; 

c) dependente de viteza elementului: momentul electromotoarelor, forțele de frecare etc 

d) dependente de timp; 

е) dependente simultan de mai mulți dintre factorii menționați. 

În maşinile mici şi cu viteză redusă, forţele de inerție sînt neînsemnate 
lalte forte exterioare, astfel încît, în majoritatea cazurilor pot fi neglijate; in азе 
facem un studiu static al maşinii. 4 

La mașinile mari și la cele rapide, forțele de inerție nu mai pot îi în 
deoarece au valori de același ordin cu forțele exterioare, iar uneori pot fi de s 
de mii de ori mai mari decit greutatea proprie a elementului. 

Astfel, în cazul unui motor de avion cu turafia п=3 000 rot/min, care are i but 
nului de manivelă r—8 cm, lungimea bielei 1—28 cm si greutatea pistonului G 
leraíia maximă a pistonului, conform celor arătate la cap. XV, $ 6, este 


3,14x 3 000)? T A ep 
атах =уф°(1--))=0,08 E =) ( 1+ B~ 10 035 m/s?, 


ше‹ 


ele de rec 


30 


: 
2 
iar forţa de inerție a pistonului atinge valoarea maximă 


Fţ= тата: = g] 10 035 —2 060 kgf, 


adică este de circa 1 030 de ori mai mare decit greutatea pistonului. 

Cunoscînd forțele care acționează în mașini, se poate face caleulul de re 
elementelor acestora, se poate determina puterea mașinii, uzura suprafețelor cur 
matice, tipurile de lagăre (de alunecare sau de rostogolire, cu rulmenţi), energia necesară 
funcţionării mașinii, adică se poate face calculul dinamic al maşinilor, care reprezintă una 
din etapele principale în proiectarea acestora! 


5 A „NOȚIUNI DE DINAMICA MASINILOR SI EXPERIENȚE MECANI 
8 2. Tors 
$ 2, 'Torsorul fortelor de inertie, Da | Q M) este t 1 fort 
si т) (Qu Mù este torsorul fortelor de inert і 
д г d ert і ) 
respectiv vectorul rezultant si momentul r tant al 
atunci în baza principiului lui d'Alembert | 
7 j ) 
sau 
D D; 0 ) )f 
Din teoremele generale ale dinamicii 
aH i 
ar E i ) 
si din relaţiile (37.2) rezultă 
d! 17 
Ri 4 lll; T. 


in cazul general, dacă torsorul forțelor de іпет{ 
de greutate si se fine seama că 


Н=Мр=Мо,, K Tzrozi t Jy t габ 


unde M este masa totală, p 2, este vitezi 
momentele de inerție centrale, din (37.4) şi (37.5) se deduce 


Ke — 
(Qi— Mae, = — — —o K. 
с) + 


Ecuațiile vectoriale (37.6) proiectate pe cele trei axe ne dau 


427 - а? 
Z(——M a» 


Y;=—M —, 
а da? 


Miz= — UJ zzz U z:— J vy OyO z 
Miy=— [yy y U zz—J 20:092], 
М;:= — [/::®+-+(/уу— /хх)®хФ®у 


Ecuațiile vectoriale (37.6) sau cele șase scalare (37.7) rezolvă probk 
telor de inerție în cazul cel mai general de mişcare al unui corp r 


§ 3. Determinarea forțelor de inerție în cazurile particulare de mişcare 
al maşinii. a) Mişcarea de translație. În cazul unui element care are о mus 


50, ecuaţiile (37.6) devin 


(Qi Мас Лц=0. 


adică sistemul forțelor de inerție ale elementului în tra [ie se reduc o 
unicd aplicată în centrul de greutate, egală cu produsul dintre masa elementul: 


centrului de greutate, avînd aceeași direcție si sens contrar си dc. 
La pornire, cînd corpul are o mișcare accelerată, forța de inerție este 


tentă, iar la încetinirea mișcării, ea este o forţă motoare. Dacă ас= 0, elementui 


1 


a unui element 


cere de translație rectilinie uniformă si nu este solicitat de nici o forţă de inerție. 


b) Rotafta în jurul unei axe centrale.Vom presupune că axa de rotație 
este axa lui centrală Ca. Rezultă imediat 


з= 00у 0, 0,70, K = Jai, 


a element 
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iar formulele (37.6) devin 
К=0 lll, Т,» € Г, ©) 
adică sist vjel iner} |; cazul 1 imu 4 
sale central se la un cuplu a П “ 
avind sensul hus accelerahei unghiulare è a 
La porni 1 ări { | 
pornirea mișcării de rotație toți, rotoa 


Ae) t T 
ete.) cuplul forțelor de inerție, este un cuj lu rez 1 
tent, opanindu-se mișcării, iat la fritiarea i 
nirca mişcării, cl este un cuplu motot 

Datorită acestui cuplu motor 


direct proj 
nal cu momentul de inerție J 


al rotorului, roto 


mari şi grei (Jes mare) se mai rotesc încă mult timp / ^ 
după ce încetează să mai acționeze asupra lor cuplul | 
care le-a produs mişcarea | 
Dacă rotorul are o mişcare de rotație i < 
(w=const, === 0), el nu este solicitat de nici-o forța 
de inerție. 
c) Rotalia în jurul unei axe princif ıle, paralelă 
cu o axă cestrală. Vom considera (îig.37.1) axa de rotație A € 
cu axa centrală a lui Cz si situată la distanța 7 de aceasta In st 
9,—0,-—0, Wz=0, IS e FRO 
iar torsorul forțelor de inerție în raport cu centrul de gr f 
7 T Т, 
{= — Ма, M =] 
Dat fiind că vectorii a. şi = sint perpendiculari, ге cá $ torii (Kss 
expresiile (37.10) sint perpendiculari, (R; fiind într-un plan norm Cz, iar - 


tia lui Cz. Sistemul R; din C si v va fi echivalent cu o forță : 


cu Ra, aplicată într-un punct О, la distanța СО =й de centrul de 


Pentru a determina poziţia forței unice (©; din О, гар‹ 
axe triortogonale Cxyz, axa Cy considerind-o dupá directia OC. 
Considerám componentele intrinseci ale acceleratiei intr 
şi a-=re şi, proiectînd ecuaţiile vectoriale (37.10) pe axele triedr 


X(-MIs, Үц= МІ0?, 24=0 


SN iz=0, Miy=0, SN ia №, = T 


Ecuatia axei centrale, pe care actioneazá forja unicá (£i este 
№ „УХ хҮ=0. 
Ea intilneste аха Оу într-un punct О, de ordonată 


ac Mis, Гав = - 


Dacă se face înlocuirea J za M, unde i, este raza de inerție 
raport cu axa Cz, rezultă 


Dee 
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Formula (37.11) пе arată că punctul О, este сешм d айе al elementului 

derat ca pendul fizic de suspensie în О, iar distanţa OO, = 1, 
li | pile a | 
l 

reprezintă lungimea pendulului simplu sincron 

Rezultă deci cá, în cazu? rotalici unui èl nt үн Un 4 р? / 
cu o axă centrală, fortele lui de inertie se veduc la o forță de іпере unica еда Pme 
înmulțită cu accelerația centrului de greulale, de sens contrar cu а, $$ avind ра lui 


dusă brin centrul de oscilație al elementului, considerat ca pen і 
Poziţia centrului de oscilație О, se poate determina în mod 


і plu px "a 
cu ajutorul formulei (37.11), raza de inerție tg consíderindu-se drept înălțin © a 
triunghi dreptunghic ОЛО,, avînd ipotenuza OO, si în care OC —1 sí OO,—h 

d) Mişcarea. plană într-un plan central. Dacă con iderám că axele centi ( 
se găsesc în planul mobil, rezultă ws=0y=0, wz=w 5i formulele (37. in 

R, Ма Mi Tiré 7 

Vectorul à, este în planul vyCy, deci perpendicular pe accelerația 7 
si vectorii ©; 51. lli sînt ortogonali, deci sistemul de forte de inerție al ele atu 
si în acest caz la o forță unică de inerție, echipolentá cu 2, diu C, situată în 
deplasată față de centrul de greutate. 


Suportul acestei forțe este аха centrală а sistemului avind еси 


УХ xY1—0, 


in care 
Miz:=—]zz6, Xi 3 Мас  Yi= —Macy. 


În aplicaţiile practice, în majoritatea cazurilor, nu se cunosc acşi =, d 
cu usurintá acceleratiile a douá puncte ale elementului. In acest caz se po 


comod, pe cale grafico-analitică forța unică (R; în modul următor: presupur 


acceleraţiile ад si ap ale punctelor А și B ale elementului (fig. 37.2, a). I 


butie а accelerafiilor punctelor sale este dată de poligonul accelerafiilor (fig. 37 


3) 


Acceleraţia centrului de greutate este dată, la scara considerată pentru 


vectorul тае. În poligonul acceleraţiilor, vectorul ab reprezintă accelerația 
iui Jn rotația lui faţă de 4, acceleraţie dată de ecuația vectorială 


ap= 4 Ata lA). 


Descompunem ре aj5(A) in componentele ei intriusect 


v у А 
ард) Ana) TIBA) 
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| Deoarece 


| | ү BCA) | FADE 
se determină imediat 
PE 
2244) 
1B 
ensul accelerației unghiulare fiind acel il accelerației tat пае 4 
ү HCA) 
al euplului forțelor de inerție este de sens contrar а eleratiei unghiulare g 


r'orsorul (2, Mi) al forțelor de inerție poate fi înlocuit printr-o singur 


(Ri la distanţa d de centrul de greutate € dată de expresia 


ili 


Pentru aceasta, din poligonul accelerafiillor avem 
ag7a44 acla). 


fort 
rte 


Vom putea deci scrie forța de inerție R; ca rezultanta a două fo 
(Qi— —Ma4-—Mac(4). 


in care: 


contrar acesteia: 

E x 

(Q1— —Mac(A) reprezintă forţa de inerție în mişcarea relativă de rota 
de greutate C în jurul punctului A, avînd direcția A” a accelerației acla) si 


torul expresiei (37.12) 


2 


Toy dc 
DL I AG 


în care i, este raza de inerție a corpului față de o axă ce trece prin C. 


Rezultă deci că forța de inerție unică (О; este dată de relaţia 
Ri=Ri+ Ri 


ar Ri în 0,. Forța (Qi va avea direcția А а 
nctul D situat la intersecția direc 
e determine forțele (Qj şi 


forța Ri fiind aplicată în C, i 
sensul contrar lui ac $i va trece prin pu 
Deorece forța (Q4 — Mac, nu este necesar să s 


poziția punctului D; aceasta rezultă în mod simplu, du 


iar prin O, direcţia A" paralelă cu ас(л) din poli 
poate fi aplicată în orice punet al corpului situat pe 

Construind centrul accelerafiilor | 
punctul O', centrul veal de oscilație al elementului considerat. 


direcția A. 


Să determinăm punctul О, în care este aplicată această forță de inerție 


(Qi— —Maa reprezintă forța de imevție în mișcarea de translație de trans 
tului cosiderat, avînd accelerația a4, aplicată in C, direcţia A' a accelerației 


acesteia. Această forţă de inerție (Qi şi cuplul forțelor de inerție dau o forță de in 


@%ң=— Мас(л) aplicată în centrul de oscilație O, al corpului considerat ca 
cu axa de suspensie în A și avînd suportul A”. Poziţia puncului О, se dete 


„cînd prin C direcția A" paralelă cu 24 


gonul accelerațiilor. În general, forța (©; 


unică Ri 


numai 


І, raza instantanee П C intersectează direcția A în 
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cărui manivelă OA se roteşte cu viteza unghiulară c constantă (fig. 37.3, а) 
elementelor motorului si momentelor lor de inerție Centrele de greutate ale elementelor 


Exemplu. Să se determine forţele de inerție ak elementelor unui motor cu piston, a 


је eunosc masele 


sint notate cu C cu indicele respectiv 


Scriind relaţia 


UR 1 n A) 


se construieşte la o anumită scară poligonul vitezelor (fig. 37.3, b) şi se determină vitezel 
punctelor B şi Ca. 
Scriind relația 


= — A T 
ав=а A--GB(A) T ав(д) » 


se construieste poligonul acceleratiilor (fig. 37.3, c) si se determiná acceleratiile punct 


Pentru a obţine forțele de inerție ale elementelor motorului, inmulfim valori 


leratiilor diferitelor puncte cu masele respective considerate în aceste puncte și av 


Е; =maa Е; = moac Fip =m ac,- 
P 1 [^D А Д C, ig 3 Cs 


Forţa de inerție Fi a manivelei ОА are sensul opus accelerației ac, forța de 


a bielei AB are sensul opus accelerației ac, iar forţa de inerție Fi, a pistonului 3 are sen- 
sul opus accelerației ав. Să determinăm punctele de aplicație ale acestor forte de 
Deoarece o —const, forţa de inerție Fu este aplicată în centrul de oscilație K al 
velei OA si poate fi aplicată în A sau C,. Forţa de inerție Fi, а pistonului este a 
în C,, care coincide cu B. Biela AB avînd o mișcare plană se determină mai în 
centrului de oscilație O}, considerind butonul manivelei A drept centru de sus 


Ja 


т» AC; ' 


A0, = ACa+ 
în care Jẹ este momentul de inerție al bielei AB faţă de axa care trece prin centri 


greutate C. Punctul de aplicaţie D al forţei de inerție Fi a bielei AB se va găsi la 
paralelă 


secția unei drepte A, dusă prin С, paralelă cu ад, cu o dreaptă A, dusă prin O, si 
cu accelerația relativă ac (A) а lui C, față de A. 

5 4. Metoda concentrării maselor. Determinarea forţelor de inerție reprezintă o pro 
blemă dificilă în cazul elementelor de formă complicată şi cu mişcare complexă. 

Problema se simplifică prin înlocuirea masei m a elementului considerat printr-un 
sistem de mase MA, MB, "№, ,'., concentrate în mai multe puncte 4. B, D, ..., азе: 
încît acțiunea acestui sistem de mase asupra celorlalte elemente ale mașinii să tie echiva- 
lentă cu acțiunea masei elementului considerat, 


ue 
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f 
1 | el pri f istem de mase concentrate echiva 
i ] na j 
! e nun {уак Prin 
i il de itat entu inlocuiest« 
| 
MW ( jecami« 
1 1 T 
? \ I 1 а 531 11 ( 
\ 4 en àt 1 f 11 ' 7 [i 
4 1 at temuin 1 [i 
T ( iccelera 1 
1 Li , j | 1 1 1 1 "T / 
, un adica та nentel 1 , j 11е fată d tru / П 
la ebu | fie egală cu m tul d ıl ntulu id d tri / “а! 
Primele două condiţii ne dau 1 1 eta п та t 1 dau 
»arhha dinam ' 1 ma 4 
Considerind un corp Q cu mișcare plană, de masă m, cu centru 1 tate i 
momentul de inerție Jc faţă de o axă care trece prin € fig, 37.4 inlocui 
tr-un sistem de mase 9, concentrate în punctele A p later t 
zele prin vectorii de poziție f, fe + z. fată de С, astfel încît să fi í ‹ 
à." n 7.17 
= 
п | D» m,xi-—0 
ы 3 [21 = 
3» miri 0 sau = 
(c | 
Va 
n -~ 
TM э 
Уз muri Je- 
і=1 
Primele două ecuații, (37.17) şi (37.18), exprimă repartiţia statică a masei u f 
toate trei ecuaţiile, (87.17) — (37.19), exprimá repartifia dinamică a masei 
Fig. 37.4 
La alegerea punctelor de concentrare este comod ca acestea să fie pe axele articuia 
{ог si în centrul de greutate al elementelor respective 
În practică, masa unui element se înlocuieşte prin două mase concentrate (fig. 37.5 
punctele de 1 re 


concentrate (Ig 37.7), iu care caz unul dintre 


gi 37.6) sau prin trei mase 
al elementului 


este centrul de greutate 
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Să exan t 'azutile `j 
aminăm cazurile curente de concentrare masei unui element 
i) ( entvarea staticá à masey unui ele Ti ] ] П 1 1 1 
T" Sis 4 - i considerăm elementul O 
de masă m pe care s-o înlocuim cu două mase necunoscut | Şi plasat І | 
| cute | e în articu 
1s Ba A $ | ; i 
$ ale clementului О cui elementele vecine în lanţul cinematic (H } 
Peniru concentrarea statică a masei aveni 
Д а / 
Rezultă 
1 
adică masele concentrate sint invers proporționale cu liatantele lor la rul d 1 d 
by Concentrarea dinamica а maser Т lem id cl t inlocuim ma 
elementului Q prin două mase necunoscute, una ! д iplicatá în axa articulației A a el 
tului, situată la distanţa a de centrul de greutate C, iar ce ialtá masă mp, aplicat 


punct D. diferit de articulaţia B, situat pe direcția 1С la distanta necuno 


Pentru concentrarea dinamică a 


masei aplicăm formulele (37.17 


pd, maa трий? = fc 


ma-d-mp-m maa 
deducem valorile celor trei necuno cute ma, mp 


mjo т?а? p 
mA = тр= = т Tate d J . 7 
J y , ma 


ma? 
lc 


de unde 


„0 a 3 H . ^ + 
Punînd Jc=miġ în care ?c este raza de inerție în raport cu o axă 
obţinem 
‚2 
te 

ma4-—nm — 
" 
а? 


tr 


Se observá cá a treia dintre expresiile (37.22), care dá distanfa la care 
d masa concentrată mp este identică cu formula (37.11), deci punctul D e 
latie al elementului, considerat ca pendul fizic cu axa de suspensie în A. Conc 
mică a masei unui element în două mase concentrate se face cousiderind f 
centrare una dintre articulații şi centrul de oscilație al elementului considerat 
fizic cu axa de suspensie în articulația considerată. 
Un caz interesant de concentrare dinamică a masei unui element în d 


concentrare este acela cînd masele concentrate în aceste puncte sînt egale. În ac 
cular, masele concentrate sînt egale 


N masei elementului, iar punctele de cc 

БУЛТ? simetrice față de centrul de greutate 
b si situate la o distanfá egalá cu raza « 
elementului față de centrul lui de 


ca 


Fig. 37.7 


Să înlocuim masa m à 


element în trei punota, 
folosind ca рш 


mc necunoscute, 


c) Concentrarea dinamicd a masei unui 
ul lui de greutate C 


unui element О prin trei mase concentrate m4, "p, 
concentrare articulațiile A şi B ale elementului precum și centr 
Aplicăm formulele (87.17) — (37.19) 


ma-d- mph mom, maa= mpb, maa? pmgb?= Jes 


5 Determinarea renaetinnilor din euplele. cinematice 


~ / 
/ у 
x 2 
41 
а) 

Considerind un lanţ cinematic D 
de rotație B, C, D (fig. 37.9 cunoscin pr ntelor з 
respectiv Ру, SL. 

Grupa cinematicá form din elementele 2 si 3 se separă de « 


care este legatá in mecanism, iar in locul acestora s 


R, in D. 
4 


Această grupă cinematică fiind în echilibru avem 


R г; 
Rat Fo T 
Reac(iunile R, o si R, з, se descompun in componente care action Ir 
elementelor 2, respectiv 3 și perpendicular la acestea 
b T 5t D n р 
Ry o Rio Rio Rs] Ri 
Din ecuațiile de echilibru ale elementelor 2 şi 3 se obțin Rig 
articulația din C dau 


Momentele în raport cu 


Jutroducind reactiunik Y 


in care avem nei 
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Acestea se determină pe cale grafică (fig. 37.9, b 


Pentru determinarea reacţiunii Pag pe care ‹ lementul 3 o exercită asupra elementului 


se serie ecuația de echilibru а elementului 2 
Ry / R 0 


Heualia de echilibru a elementului 


ne dà reacţiunea 


Să examinàm, acum, cazul cind avem și o cuplă de translație (ti 17.10, а 


elementelot 2 si 3 acfionind 73, ily, respectiv l's /f 


Reaefiunea Ry g este perpendiculară la axa ^ a cuplei de translație d І 
i se cunoaște punctul de aplicație $i mărimea, iat react itii №, din D 
` n * 
în Ra ŞI Ri 

id) b. 

Ecuația de echilibru а grupei cinematice formată din elementele 2 7 € 


Ry pt F3 Ез + Regi R! 4—0. 


‚© 2 9 4,9 j 


Reacţiunea Ri з se determină din ecuaţia de momente în raport cu 


m pun i 


forijelor care acționează asupra elementului 3. 
Necunoscutele 4t, 9 si Рп. din ecuaţia (37.28) se determină pe cale grafică cu 
poligonului forțelor (fig. 37.10, 0). 


T 


Fig. 37.10 


Pentru a determina punctul L de aplicaţie a reacţiunii Ду о se consideră ecua 
momente în raport cu punctul C a tuturor forţelor care acționează asupra 
din care rezultă distanța d=LC 


775 2 ^ 
К, › 


Deoarece punetul L ве află în afara patinei, aceasta, sub acțiunea forței A 


(i solicitată йе un moment, care poate provoca intepenirea ei în ghidaj 
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a E 0t 
| 
| După cum se arat în îi 37.11 reacţiunea Ryg din E se poate inlocui cu reacţiunea 
| те ` R li б puncti , үз 4 ; А 
echivalentă Кү iplicatà în pun tul O (centrul patinei) gi eu motnetitul M R d, Putem 
serie К, R^ v, unde d’ este lungimea patinei, iar t, m este un cuplu de torţe 
aplicate iu puncti le К і H. extremitățile patinei 
jn concluzie, dacă re сомеа 7f, gnu trece prin centrul O al patinei jceasta si ză 
seste sub acţiunea ti ietiunii I4 iplicatá în О si sub acțiunea unui cuplu (Ria R'a) 
al cărui moment este а 4 
) 
д! = Rad. 7 5 
[i I EIC 
a | într-o astfel de cuplă de translație avem ў 
o forţă de frecare mare 91 se poate produce o £2 | V ‚2 
antolrinare a cuplei ANANS кыз: 
Р lA m 
iu x / j | 
de | == 
| D. TRANSMITEREA LUCIU LUI MECANIG | | 
ŞI A PUTERII MECANICE ÎN MAȘINI | 
| | 
— d - 
^ $ 6. Energia cinetică n maşinii. În timpul 
Y è waet . 3.2 pa 
Р funcţionării unei mașini fiecare element mobil Fic. 37 ЛІ 
al ei are o energie cineticá, care depinde de 
r viteza si de masa lui. 


latie este 


in care Jci 
prin centrul 


4 Considerind cazul general, e 
pune din energia cine 
a centrului lui de greu 

се de йш} de grentate. 
; 2 Conform teoriei Imi Koen 
şi moment de inerție Jc; faţă de o axă care 


Energia cine 
energiilor cinetice ale ace 


Elementele mecanismelor gi mașinilor in majoritatea 
de rotaţie, sau mişcări plan-paralele. Energia cinetică a 


în care m este masa elementului, iar v 

pentru toate punctele elementului. 
Energia cineticá a unui element in rotafie 

lui de greutate este 


ticá a unei maşini, constituită din n elemente mobil j g 
ster elemente adică 


a cazurilor an mi 
unui element ctu 


į ste viteza centrului lui de gr 


în jurul unei axe care 


- 1 2 
: EI c.i: 


al elementului fafá de o axá de rota 


este momentul de inerție de « 
te viteza unghiulară in jurul acestet 


lui de greutate Cj, iar oi es 
nergia cinetică 
de translatie a elementului, 
inetică în rotația eleme 


a unui element în mișcare 
ac 


ntului 


ticá in mișcare 
tate și din energia c 


) 


| un element oarecare 
trece prin centrul lui 


ig, pentru 


viteza unuhiulară о; în rotația sa în) 


viteza centrului de greutate ve, şi 

| greut gii ici ste 
(37229) | greutate, energia cinetică estu 

| 

t 1 2 I 4 

Ei ние, ЈС 
y» | , 

LL 
d 


vi 


trece pr 
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Energia cinetică a mașinii va avea expresia 


n n 


3 1 [^ | 2 
DEY 3 e, HY Joo. (37.31) 


i={ a Г 


Energia cinetică a mașinii este funcție de vitezele liniare 51 vitezele unghiulare ale 
elementelor ei, precum și de masele și momentele de inerție ale acestora. Deoarece vitezele 
elementelor variază їп decursul unui ciclu de funcționare a mașinii, rezultă că $i energia 
cinetică a mașinii variază ciclic în timpul funcționării ei, 

Energia cinetică a maşinii este egală cu lucrul mecanic al tuturor forțelor exterioare 
care acţionează asupra elementelor mobile ale ei. În intervalele de timp pentru c lucrul 
mecanic al tuturor forțelor exterioare este pozitiv, energia cinetică crește, iar în intervalele | 
de timp pentru care este negativ, energia cinetică descrește. 

Pentru intervalele de timp în care lucrul mecanic al forțelor exterioare este nul, 
energia cinetică a mașinii se menține constantă. Deoarece în acest timp energia cinetică 
a fiecărui element al mașinii variază ciclic, cresterile de energie cinetică ale unor elemen 
ale mașinii au loc pe seama micșorărilor de energie ale altor elemente. 


$ 7. Reducerea maselor si a iorfelor. Mașina avînd un singur grad de mobilitate, 
pentru studiul dinamic al ei este suficient să se cunoască legea de mișcare a unui singur 
element al ei. Acest element este de obicei elementul inițial al mașinii; el poate fi arborele 
condus al motoarelor sau arborele conducător al mașinilor de lucru, 

În practică este comod să se înlocuiască masa totală a mașinii printr-o masă con- 
vențională Mpeg a unui corp fictiv aplicat într-un anumit punct al mașinii, numit punct 
de reducere, sau printr-un corp fictiv, avînd un moment de inerție Jpeg, solidar cu un ele- 
ment al mașinii, numit element de reducere, care de obicei se consideră elementul initial, 
astfel încît energia cinetică a acestora, în orice moment din timpul funcționării mașinii, 
să fie egală cu energia cinetică a întregii maşini, 

Masa Mpeg se numește masă redusă a maşinii, momentul de inerție Jpeg se numeste f 
moment de inerție vedus al mașinii, iar operaţia de înlocuire a masei totale a maşinii printr-o 
masă convențională M,,; sau moment de inerție redus Jpeg se numește reducerea maselor 
maşinii la un punct de reducere, sau la un element de reducere. 

La înlocuirea mașinii prin acest sistem mecanic convențional trebuie ca legea de m 
care a punctului de reducere (sau a elementului de reducere) să rămînă aceeași са şi în 
cazul real, cînd acesta face parte din întreaga maşină. 

Condiţia de egalitate a energiilor cinetice permite să se determine Mpeg Și J,,;. 

Considerind masa redusă W,eg aplicată în punctul de reducere a cărui viteză este ту, 


energia ei cinetică este E=- Mreaq.ui $i avem 


п п 


1 RAN, пра 2 ( 
> Mea Sig Y mi vci Y Jc; of, (3 


ї=1 Eí 


- 
[^] 
RS 


unde, in membrul al doilea, este expresia (37.33) a energiei cinetice a maginii. 
Masa redusă a mașinii are expresia: 
качу, ES (37.33) 
Mya, [| луу || 37.33 
red e i |] = Ci v 


[5 


Masa redusă a mașinii este o mărime totdeauna pozitivă, care variază periodic în 
funcţie de vitezele liniare şi unghiulare ale elementelor ei, deci în funcţie de poziţia mașinii. 
Dacă se înlocuiește masa maşinii cu un corp solidar cu elementul de reducere şi 
avînd momentul de inerție Jpeg, faţă de axa acestuia, energia lui cinetică este E——-/r«g Ci 


unde o, este viteza unghiulară a elementului de reducere. Атеш: 


1 1 1 SI 
nea oie 57 Y m, vc B Y Je, ai. (37.3- Й 
T {=1 i 


| 
| 


mee p 
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de unde rezultă expresia momentului de inerție redus 


n ` å n А 
1 Vrn 
[точ Ot 
Tria $mi | - | «| í (37.35) 
iz < isi Vi 
Momentul de inerție redus al mașinii este o mărime totdeauna pozitivă, variind ciclic cu 


poziţia elementului de reducere, Intre Mpeg 


31 Jrea Există re latia 


red = Mea * Yo (37.36) 
unde », este lungimea elementului de 
reducere, 

Notind cu o unghiul de rotaţie 
al elementului de reducere avem 


Jrea— Леа (9), (87.37) 


expresie care permite să se traseze dia 
grama Jpeg în funcţie de unghiul de 


rotație ф. La fel se trasează și diagra рУ 
ma = Е(/,еа). 
În cazul mecanismului bielă-ma- 
nivelă din fig. (37.12, а) la care se 
cunoaşte viteza unghiulară o, a mani 
velei OA, se ia drept punct de redu- 
cere butonul 4 al manivelei 7, ín care 7 4 


se consideră aplicat corpul A de masă 
Ма (fig. 37.12, b(, sau se consideră so- 
lidar cu manivela 7 corpul D avînd mo- 
mentul de inerție redus Jpeg (fig.37.12, c) 
faţă de аха О. 


Conform formulelor (37.33) și 
(37.35) avem 


2 
vei)? 6 
Mea = ns | 7 | +a 
1 


2 ° ° 2 
vals va, |” Qo |” UB" 
SENI | a 2 | 
= Jc, +m Ет, |- + foc, -- nt , 
Jrea Jk tr 1 к= 2 к t Jos © КН) 7 


în care m4, Ma, mg sint masele elementelor 7, 2, 3, Jc,, Joa sint momentele de inerție 
ale elementelor 7 şi 2 în raport cu centrele lor de greutate C, si, respectiv Ca, v 1» 
VC, ов sînt vitezele pnctelor A, Су, Co, D, iar оу, Oa sint vitezele unghiulare ale elemen- 
telor 7 şi 2. * 

În același mod ca masele pot fi reduse și forţele sau momentele forțelor. Іп acest scop 
se înlocuiesc toate forțele care acționează asupra elementelor maşinii printr-o forță unică 
numită fovtă vedusă Frea aplicată la butonul manivelei conducătoare, ca punct de reducere. 
În mod similar se înlocuiesc toate momentele forţelor care acționează asupra elementelor 
mașinii printr-un singur moment, numit mument redus fM rca actionind asupra arborelui maşinii. 

Variația energiei cinetice a mașinii fiind egală cu lucrul mecanic al forţelor exterioare, 
va trebui ca suma lucrurilor mecanice ale forțelor și momentelor reale să fie egală cu lucrul 
mecanic al forței reduse sau al momentului redus. De asemenea va trebui ca puterea mașinii, 
produsă de forţele şi momentele care acţionează asupra elementelor ei să fie egală cu puterea 
redusă Pyea produsă de forţa redusă sau momentul redus. s 

Puterea produsá de forfele si momentele care acţionează asupra elementelor mașinii 
are expresia 


n n 
Р-У) Fu cos о Y Alio, (37.38) 
{=1 isl 
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EC А” Км ANICE 
" 
in care 
Fi este rezultanta forțelor care acționează asupra elementului Oy: ' 
vi viteza punctului de aplicație al forței 7j; j 
j ^ | 
Ж, momentul care acționează asupra elementului O 
w; viteza unghiulară a ace stni element; 
ai unghiul dintre F; si vr. 
| 
Puterea datorită forței reduse еа apli | 
cată în A sau momentului redus М еа actionind | 
? asupra arborelui mașinii proiectat în O (fig 
Frog / 37.9) este 
/ 
PI) Prea =T reat == едо, (37.39) 
4 
/ N Din egalitatea expresiilor (37.38) și (37.39) 
À -04 а, Меј rezultă 
D n n 
: Ui е [^n A 
y Feed у Г; „созо у гн (37.40) 
ке : [= 1 iz "i 
vred și 
3) à) n 4 n 
: ^t 6; 
» M rca у; Fi — cos di 5; Ms L. 
Fig. 37.13 id 91 fal ©, 
(37.41 
Între forța redusă şi momentul redus există relația 
M rea = Fea т. (37.42) 7 
Forţa redusă si momentul redus sînt mărimi variabile, depinzind de poziti: nis 
mului. Determinindu-se forța redusă F,,; si momentul redus rea pentru fiecare poziție 
a mecanismului, se pot trasa diagramele Frea = Е,еа(ф) şi Й еа Meal) pentru un ciclu de 
furicționare, în funcție de unghiul de rotație o al elementului conducător, diagrame care 


au o largă utilizare în problemele tehnice. 


Forța redusă F,,4 şi momentul redus M ea au o importantă interpretare practică. 
5 тей 9 / тей рогі EEN t 
Dacá la expresia din membrul al doilea al formulei (37.38) se adaugá si ferta de 


echilibrare Fe aplicată în butonul de manivelă A, perpendicular pe manivelă 04 (fig. 37.13, a 
se obține ecuaţia de echilibru dinamic al mașinii 


n n 
Fe DES Fir; cos at Y, Pie — 0, 
i-1 


de unde rezultă cá F,— —F,,a, adică forța redusă este egală si de sens contrar cu forța 
de echilibrare a mașinii. 
În mod similar se găsește i 


Me= Ру. M rea» 


adică, momentul redus al mașinii este egal si de sens contrar cu momentul de echilibrare „е 
aplicat la același element de reducere (fig. 37.13, b). 


C. ECHILIBRAREA MASELOR MORILE 


$ 8. Condiţiile generale de echilibrare a rotorilor. În cazul rotorilor defectuos centratis 
apar forțe de inerție neechilibrate sau momente neechilibrate ale forțelor Сер i саке 
produc solicitări dinamice suplimentare în cuplurile cinematice, Spunem despre astfel de roto ` 
că sînt dezechilibraţi, 
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Dezechilibrarea rotorilor poate proveni din diferite cauze: materialul nu este perfect 


omogen, piesele sint executate cu anumite tolerante, executarea neprecisă sau montajul 
| { | Sí а 


defectuos, 

Operația de îndepărtare a efectelor dăunătoare, datorite forțelor de inerție neechili- 
brate si momentelor neeehilibrate ale forţelor de inerție, se ботев sanu ЛУУ foviplor de 
inevție si revine la echilibrarea maselor în miscare. j 4 y ý 


scop, сопзі” 
« în jurul unei 


Să determinăm condiţiile de echilibrare a unei mase în rotație În aces 
derăm un corp Q de masă m, care se roteşte uniform cu viteza ТАЙ ^j 
axe A care nu trece prin centrul lui de greutate С. Ji 


КЕ H timpul rotației se produce o forță de inerție (centrifugă) neechilibrată F; aplicată | 
în C şi normală la axa A, precum şi un moment ncechilibrat al forțelor de inerție My tot 
normal la axa A, 
Dacă rotația ar fi fost variată, tar mai fi apărut în C şi o forţă de inerție tanventialá 
în planul de rotaţie al centrului de greutate, Raportăm mișcarea la un ictedzü ttlottovonal 
cu axa Oz pe direcţia axei de rotaţie A, iar cu planul хОу trecînd prin C. r oordonatele 


centrului de greutate sint E, m, O este originea axelor, iar excentricitatea OC —2-— V 5* 
Porta centritugă P; se află in planul хОу şi are componentele 


Хто? Ё, Yi—nmo?n, Z,-0. 
Momentul forţelor de inerție Al, este paralel cu planul х0у şi are componente le 
` ШЕ в? f yz, © li 0? Jazz Л. 0. 
Pentru echilibrarea completă а forțelor de inerție ale acestui rotor, trebuie са 
T—90, M=0, (37.43) 
care ne dau șase condiţii generale 
X=mo 0, 21=0, 
Miz =0°Jyz=0, Луо [22—0, = 0. 


ască 


Primele trei condiţii (37.44) exprimă că centrul de greutate C trebuie să se găsei 
pe axa de rotație (Ё=1=0), iar următoarele trei exprimă că axa de rotație A trebuie s 
axă principală de inerție. Concentrînd aceste rezultate putem exprima condiţia unică de 
librare: rotorul trebuie să se rotească în jurul unei axe principale a elipsoidului său c 
de inertie. Din acest motiv o astfel de axă se mai numește si ază liberă. 


Dacă Е;-20, dar JL, —0, actiunea fortelor de inertie se reduce la o forță centrifu: 
neechilibrată, al cărei suport trece prin centrul de greutate al corpului, situat excentric f 
de axa lui de rotaţie. 

Un astfel de caz, reprezintă o de 
chiar în repaus, rezemind corpul pe un 
paralele. Operația de înlăturare a acestei dez 

Dacă F;=0, dar M0, centrul de greutate al corpului se află pe axa lui de 
deci corpul în stare de repaus este echilibrat. În timpul rotației însă, apare momentul n 
librat al forțelor de inerție, care este un moment de deviajie a axului de rotaţie din poz 
lui, spre a-l aduce să se confunde cu una dintre axele centrale de inerție ale corpului. Un 
astfel de caz, reprezintă o dezechilibrare dinamică, care apare numai în timpul rotației ele- 
mentului și este direct proporțională cu pătratul turaţiei. Operația de înlăturare a acestei : 
dezechilibrári se numeşte echilibrare dinamică şi se realizează la un banc de balansare dinamică, 


montat pe arcuri. А - ү Че КТО m А 
Atât echilibrarea statică, cât și cea dinamică se realizează în practică, fie prin îndepăr- 


tarea unor anumite cantități de material din părţile mai grele ale corpului, fie prin adi 
unor mase suplimentare (contragreutăţi) în părţile lui mai ușoare, 

Dacă F#0 si 1.0, cum este cazul arătat in fig. 
generală (completă). " 


zechilibrare statică. Dezechilibrarea statică se const 
banc de balansare statică, constituit din donă 
echilibrări se numește echilibrare statică. 


37.14, corpul are o desec 
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Operația de înlăturare a acestei dezechilibrări se 1 


1umeste echilibrare generală (complet 
As & A > 2 ес A 7 pe ompleță 
şi constă din adăugarea unor mase de echilibrare ( frm 


contragreutáfi), de o anumită 
$i plasate în mod convenabil, astfel încât efectul lor să anuleze atit 


valoare 
pe Г; cît si pe Mi. 
& 9. Echilibrar solor | i i ili i 

$ 9. Echilibrarea maselor în rotaţie, Pentru a studia problema echilibrárii unui corr 


5 
а Теа ЕТ { x ? KY 3 ртр 
care se rotește cu 'viteza unghiulară constantă œ în jurul unei : z2’ (fig. 37.14), vom 


folosi metodele staticii. Forta de inerție a fiecărui element de masă dm al corpului 0 s 
la distanţa v de axa de rotaţie este dF—dmo*r. 


Se descompune dF în două componente dF} şi dF, paralele cu ea, situate în două 


e in 


plane IT, si П, normale in О, și О, la аха zz'. 
Descompunind în mod similar forțele de inerție ale tuturor elementelor de 


corpului Q, se obțin în O, și O, două sisteme de forte concurente, care ne dau 
rezultante 


&- {| dF, în planul П,, 


z-[ dF, în planul П,, 


normale 1а аха zz’. Acțiunea tuturor forțelor de inerție care iau naștere în rotația corpului Q 


în jurul axei zz’ se reduce la acțiunea pe care o au asupra lui forțele R, şi R,. Pot exi 
urmátoarele situatii: 

a) R, si R, sînt paralele, dar 2,5; in acest caz ele dau o rezultantă care produce 
dezechilibrarea statică; 

b) R, şi R, pot forma un cuplu, care produce dezechilibrarea dinamică; 

c) Р, 51 R, nu sînt în același plan. În acest caz, luînd spre exemplu în О, două forte 
opuse {= Ги =R, după o direcţie paralelă cu Еу, se obţine o forță rezultantă Ё=Ё|--В; 
în planul П, $i un moment N —0,0,x R, normal la аха zz’. Corpul are o dezechilibrare generală; 

d) ®ү=0 și R,=0; în acest caz zz’ este axă centrală de inerție a corpului О. 


Echilibrarea forței de inerție F; a unei mase m în rotaţie (fig. 37.15) se face cu 
torul forței de inerție F a unei mase de echilibrare mg plasată la distanța re de axa de 
rotație, astfel încît Fy=Fy, adică 


mo?r-myQo?r, Sau mr= moto: 


Pentru echilibrarea acțiunii forțelor de inerție ale corpului Q trebuie să se anua 
forțele R, şi T» În acest scop pe direcţia acestor forţe și in sens contrar, aplicăm masele 
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F pc \ 005 
suplimentare m, si my, respectiv la distanţele 7, şi vp, ale cáror forte de inerție Fj 91 Fa 
să fie egale şi opuse forțelor A, și Ra 

li nd К, Г = mp0? n (37.45) 


Planek П, i II, se numesc plane de echilil 


Hormulele (37.45) arată că se poate echilibra 7; i Mi prin plasarea convenabilă a 


, în două plane de echilibrate 
Considerăm un triedru Олл 11 cărui plan xOy trece prin centrul de greutate ( ıl 


corpului О şi notăm cu Alto yp 21) Și Aag Yo 7») punctele în cari plasăm masele d. 
echilibrare m, şi ma. Condiţiile de echilibrare 11 


maselor de echilibrate » şi » 


З temului de mase: m presupusă ш C, 9h 
în li si m, iu Ay sînt date de 
mo?£ | mo», 4-myo*y, = 0, mot tmo y то? Уд 0 
4 Е i 1 е 3 i (37.46) 
02] y z HMO“ Y H 1307 Vo? 0 o? f; M D 3174 T Pad Aa 0 
care reprezintă un sistem de patru ecuaţii cu opt necutioscite: 9, Pgs Xy, Yir Zi 42 Va; 
Beuatille (37.46) se simplifică cu 02 si devin 
PE max, tH maa 0, mr -- my, t MaYa 0 
: l (37.47 
Jys t mYr 28792 0, Ja туд FMga 0 


Din cele de mai înainte rezultă că: 
a) Poziţia şi mărimea maselor de echilibrare m, 91 m, nu depinde de 
unghiulare о, deci echilibrarea este valabilă pentru orice viteză 


unghiulară 
b) Planele de echilibrare se pot alege în mod arbitrar, astfel încît în ecuafiil 17.47) 
тү ȘI 5 sînt cunoscute. 
c) Dacă momentele statice ale maselor de echilibrare m, şi ma față de sistemul « 
axe ales sînt considerate ca necunoscute ale problemei, ele vor fi date de expresi 
2 [uz 1 
mix, == ; ys — — 
1— Za 1-78 Și 
7 7 7.48 
mnzs— J уг yz — MN 
туу; — туз 
isa ia 


Valoarea momentelor statice (37.48) este cu atît mai mică cu cît plan 
brare П, si II, sint mai depărtate unul de altul, adică cu cit distanța d—2; — 7» 

Alegindu-se márimea maselor n $i Ma rezultă din (37.48) coordonatele 
deci poziția punctelor 4; şi Aa. 

d) Rapoartele 


1 1 


vs Ду 


Jazz— mia 


reprezintá coeficientii unghiulari ai direcțiilor vectorilor 7, şi +. 
Din cele menţionate putem trage concluziile următoare asupra echilibrării maselor în 

rotaţie: 

a) Deoarece echilibrarea prin contragreutăți mărește masa maşinii, la echilibrare trebuie 
să se plaseze contragreutátile astfel încât masa lor să fie cît mai mică 

b) La executarea rotorilor trebuie să se т alizeze echilibrarea lor în întregime 
se face pentru piesele cu turație mică numai prin echilibrare statică, iar pentru rotorii impor 
tanţi $i cu turație mare (la avioane, automobile, turbine, maşini electrice, mașini unelte etc 
prin echilibrare generală. 

Observaţie. În cazul elementelor care au o mişcare de translație rectilinie alter 
nativă, nu se poate obţine o echilibrare completă a forțelor de inerție şi ne mulțumim numat 
cu o echilibrare parțială, obținută tot cu ajutorul unor mase în rotaţie! 


e 


1 Pentru detalii vezi: N. Manolescu şi D. Maros, » Teoria mecanismelor $i ma 
şinilor, Cinetostatica $1 Dinamica“, аага Tehnică, 1958 
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10. Echilibrarea mecanismelor plane. Torsorul forțelor de inerție ale unui mecanism 
Ri, IL, alegind ca punct de reducere un punct О pe axa de rotație a mecanis- 


‹ | 
m Raportăm mișcarea la un sistem de axe triortogonale, luînd axa de rotație ca axă О» 
și 1 хОу normal la axă. 
Notind cu m; masa punctului de ordinul cu Xi, Vi Zi ȘI Yi Vi, Zi coordonatele şi 
accelerației acestui punct, proiecţiile vectorului rezultant (2; şi ale momentului 
Il; vor fi 
Xi Simi ) >Р Zi Ут, 
Jil, — — у — у ll y Xni — xvi), ШР, Xomixiyi— yit). 
Dacă mecanismul este plan, considerind mișcarea într-un plan paralel cu xOy, expresiile 
de mai inainte devin 
Xi Ута, Ү;= —»nmiyr, 24730; (37.50) 
== У ^, V/ P JL Уту уа). 
Coordonatele x;—x;(9) si y:=y:(9), notînd cu o unghiul de rotaţie al elementului 
conducător, iar 9—9(!) 
Rezultă 1i dx; Ave dip Ty m ^ 
Yi c şi yi о? 2% (97.51 
do lo do 


unghiulară şi accelerația unghiulară a elementului conducător 


7.51) în (37.50) obținem 


5: 


12 


у o Y mizi 
о? | miy L 
T Ej Уну 


Pentru echilibrarea forțelor de inerție ale mecanismului plan trebuie ca toate expre 


(37.52) să fie egale cu zero. 
Deoarece acțiunea lui Jliz se înglobează în aceea а momentelor fortelor date 

52) ec ze 
mentelor forțelor rezistente, vom, analiza numai primele patru expresii (37.52) egalate cu zero 


d?z, dx; 
—o? Yum Уц =0, 
рэ do do 


n 
d? ^4 ау; 


І ота 14 Реут —— —0, — o? nn c Emezi de 


do 

ă ev B t avea 

Pentru ca expresiile (37.53) sá fie satisfácute, indiferent de valorile pe care le pot Au 
le de mai sus sá fie nule, iar pentru aceasta va tre 


о $i =, trebuie ca fiecare dintre sume 
sá avem numaí 
RET ан р (87.54) 


ах S. 
ym, i cele, Dmi dn :0, Ут T 0, У LT 
do 
[4 


f 


Vis 


anis. 
că 


О» 


М 
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Deoarece însă 
y nas TEE і УУ; Му 


unde s-a notat eu M masa totală a mecanismului şi си si n coordonatele centrului de greu 


tate C al mecanismului, din primele două expresii (37 34) rezultă 


eonat fj; con | (37.55) 

Notind cu Ja Жөн sb Jy You y, momentele de in rtie centrifuge ale mecani miu, 
din ultimele două expresii (37.54) rezultă 

fa const Jug const (37.90) 

Pentru echilibrarea forţelor de inerție ale unul mecanism plan tre buie să fi tisfăcute 


condiţiile (37.55) şi (37.56) 
Condiţiile (37,55) exprimă că pentru echilibrarea vectorului rezultant (2, al forțelor de 
inerție ale unui mecanism plan, trebuie ca masele mecanismului să fic astfel distribuite, inet 
centrul de greutate al mecanismului sò fie fia în tot timpul 
funcţionării, 
Condiţiile (37.56) exprimit cá pentru echilibrarea 


momentului rezultant Ml; al forțelor de inerție ale unui 
mecanism plan trebuie ca momentele de inerție centrifuge 
ale tuturor maselor me anismului, în raport cu planele nor 
male la planul mișcării, să fie nule, 

în funcţie de cerinţele impuse diferitelor mecanisme, 
în practică, condiţiile (37.55) şi (37.56) sînt rezolvate par 
tial. De obicei, momentele forţelor de inerție se neglijează, 
deoarece au valori mici; în acest caz, pentru echilibrarea 
mecanismului singura condiţie este ca centrului de greutate 
C să aibă o poziţie fixă. 

Ca o exemplificare a celor de mai sus, să considerăm 
patrulaterul articulat O,4 BO, din fig 37.16, format din 
barele a, b şi c, ale căror mase Ma, Mp si me se consideră 
plasate in. centrele lor de greutate Ca, Co, Ce 

Descompunem masele elementelor în mase concentrate 
în cuplele cinematice respective 


| | / [ 37.1 
ma Ma Ar Ma0 Mp = My Ar MB Moe Me Bor WM cOa+ : i 
Mărimile acestor mase, deduse cu ajutorul momentelor sint 
a—la ' la b— lo 
Mao Ma -› May дт , My =m , 
a01 а d a 7 b [и 
lp c— lec le 
тув , тов? 00070 
t b c Р, с 
în articulațiile А si В obţinem masele 
d la b— n ' ly, t 
т д = Ma Amp a= Ma Hmp ] mp тув Men >= Mov 1 т, 
а ) 


Deoarece О, şi O, sint centre de rotaţie fixe, masele mago, $i Pico: plasate în 
puncte sînt echilibrate. Masele ma $i ma nefiind echilibrate, se echilibrează respectiv cu 


masele m, $i m, plasate la distanțele arbitrare 7, şi va, ale căror valori sint 
тд а mg b 
HQm—— т =—— 
fi Ya 


în centrele de rotaţie fixe О, $i Оз se concentrează deci masele tuturor elementelor 
mecanismului, inclusiv masele de echilibrare 


Mo, = ao, ma Fn, M og Meoa t tn d ma 


Centrul de greutate C al intregului mecanism se và găsi deci pe direcţia 0,03, într-o 
poziţie fixă, la distanţa 
Moy 
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în C considerind concentrată întreaga masă M a mecanismului inclusiv contragreutátile de 


echilibrare, adică 
M = Mo, Moy mat mp Fine a E ms. 


D. FUNCȚIONAREA MAȘINILOR 


§ 11, Fazele tuneţionării maşinii. Durata de funcționare a unei maşini se compune 


în genere, din trei faze: 

a) faza de pornire (demarare) ; 

b) faza de regim; 

c) faza de oprire. 

Caracteristic pentru fiecare din aceste faze este modul de variație a vitezei elementului 
conducător. 

în faza de pornire, 
nării de regim. În faza de regim se 


viteza acestuia crește de la zero la ;aloarea vitezei medii a functio- 
consideră că viteza este constantă; în realitate, ea leazá 
de obicei în jurul valorii ei medii, repetîndu- 
se periodic. 

În faza de oprire, vit 
teza de regim la zero. 

Їп fig. 37.17 se arată tahograma masi- 
nii, adicá cutba 0=0(/) de variație а vitezei 
unghiulare œ în funcție de timp pe 
t durata (T total) de funcționare a unei mașini. 
i Se vede cá T= Trait este - 


a scade de 1а vi- 


7, 


ated] СЫА 


tr i T=tpt tr + top (37.57) 
Total unde 


ір este durata fazei de pornire; 
i, — durata fazei de regim; 
— durata fazei de oprir 


Fig. 37.17 
top 


viteza unghiulară о nu est 


De asemenea se vede că în funcționarea de regim, 
astfel încît valoar 


stantă, ci variază în mod continuu între două valori отат Şİ Omin» 


medie este 
Omaz Omin Ы 
р ур XE (97.98 


Miscarea de regim este o m compusá dintr-un număr oarecare R de 
cicluri de mișcare te, adică tL—ht, prin ciclu de miscare intelegindu-se durata te după care 
elementul conducător trece prin aceeași poziție, cu aceeași viteză şi accelerație. 
Oricare ar fi momentul din care se consideră în 
ciclului este egală cu aceea de la începutul lui. 
Pentru a studia funcționarea maşinii se va folosi teorema energiei cinetice. 
Energia cinetică a maşinii are una din expresiile (37.32) sau (87.34) 


іѕсате periodică, 


sfîr 


ceperea ciclului, viteza de la 


n 
1 1 1 è 
BSF Y gJo9i—3 Jrea91— о. Myeqvi- 
i=l 


ecanic total efectuat de toate forțele exterioare care 
a ei este 


Expresia generală a lucrului m 
pe toată durata de funcționare 


acționează asupra elementelor maşinii, 
(37.59) 


L=Lm—Lr 


iar L, este lucrul mecanic rezistent. 


în care Lm este lucrul mecanic motor, i 
aginii avem dE-dL sau 


Aplicînd teorema energiei asupra m 
dE-dLg-—dL,. 


(37.60) 


Din formula (37.60) rezultă următoarele: 
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1) Începiud de la un moment oarecare, energia cinetică a ma inii creste sau descrește 


după cum lucrul meeanie motor elementar este In exci faţă de lucrul rezistent elementar 


111 Movet 
by în momentele în care lucrul motor elementar este egal cu lucrul rezistent elementar 
energia cinetică a maginil trece printr-un maxim iur minini 
Aplieind. teo f 1 í / | | iei 
pli roma energiei intre două valori /y 81 / ale timpului ecuatia variației 
energici cinetice à masinii esti 
] EL, 37.61) 
сате poate fi seris ub forma 
| | 
) / ed 9t o frea io Ly Lr 37.62 
Sau 
| Р | 
\ › \ 7 17 
ЛАГ М! » M rod lo Ln Lar 22, 


Membrul intti al acestor două ecuaţii este lucrul mecanic L4 
| am 1 " 
Теа — зу еа 10 37.64) 


9 
L fiind considerat cu semnul plus cînd viteza unghiulară cre 


minus cînd viteza unghiulară scade (®у< 01) 
1 1 0 ^ ‹ 
Membrul al doilea L4 —L,—L reprezintă în ecuația 37.62) lucrul 


mecanic al шоп 


tului redus rea la elementul de reducere (fig. 37 12. b), iar în ecuația (37.63) lucrul m 
al forţei reduse (Fred) la butonul de manivelă (fig. 37.13, а) 

Să studiem funcţionarea mașinii în cele trei taze 

Faza de pornire este caracterizatá prin faptul cá in momentul inițial c 0, iar in 
momentul final w == cy, unde o, este viteza unghiulară de regim, avino mer Gm 

Pentru orice interval de timp din această fază, viteza finală ai п decit 
cea inițială, energia cinetică creşte, iar 

Lm > Lr 7.65 


timpului de pornire (£5); 
a maşinii, metodă rece 


În practică avem interesul să se reducă durata 
obţine prin decuplarea sarcinii utile, adică prin po? nirea în gol 
în cazul maşinilor cu porniri dese (ascensoare, automobile, tramvaie etc.). 

Faza de vegim se caracterizează prin faptul că viteza unghiulară a mași 
ciclic, avînd aceeași valoare la începutul şi sfîrșitul fiecărui ciclu, adică у= €, 


соп- 


loarea ei 


(37.58) ега velo ate сда 
În această fază a cărei ecuaţie este 
care R de Dye; 37.66 
întregul lucru mecanic motor din timpul unui ciclu se consumă în lucru mecanic T 


respectiv. 


Faza de oprire se caracterizează prin faptul că viteza unghiulară scade de 


€, la zero. 
în decursul acestei faze pentru orice interval de timp avem < o, 5! leci 
> UT 
Lg XL. 37.6 
În practică se decuplează sursa motoare (Lm=0). Pentru reducerea timpului de oprire 
(fop) se măreşte Г, prin irinare. Frinarea este o operaţie necesară deoarece altfel maşinile 
în special cele си Jpea mare, аг funcționa inutil un timp top considerabil. 
$ 12. Ecuația bilantului energetic al maşinii. Pentru studiul bilanţului general al 
pioase cas energici consumate în maşină, pentru învingerea diferitelor rezistențe, lucrul mecanic rezis- 
tent L, se scrie sub forma E 
Ly LutLpkla ех 


lor tehnologice 


( | unde Luy este lucru necant util consumat de mașină pentru шуш еге y rezistențe 
[ А 1 f = ЕЕЕ E c + s ya Fa 
Lp este lucrul mecanic pierdut, datorită forțelor de frecare, rezistenţei mediului ete iar Lg 
; este lucrul mecanic al forțelor de greutate ale elementelor maşinii, considerat cu semnul 
' sau după cum centrele de greutate ale elementelor coboară sau urci 


910 NOȚIUNI DE DINAMICA MAȘI 


NILOR ȘI EXPERIENTE MECANICE 


Iutrodueind expresiile (37.64) şi (37. 


Lg Ly Ld 


ecuație care exprimă echilibrul dintre lucrul mecanic 


mecanice consumate sau produse în timpul 
Aplicînd ecuația (37.69) pentru un 


ei capătă forma diferențială, devenind lucruri mecanice 


dLg = Lu 
Prin împărțirea cu d/ a acestei ect 


) ) 
I m 1 u 


în care Pm este puterea datorită forţelor motoare, 


puterea pierdută, Ре este puterea necesară 
trul de greutate al elementelor urcă) sau 
greutate al elementelor coboară); 
tice a maşinii sau puterea o 
sau negativ. 

Ecuația (37.70) este ecuația bilanju 
la determinarea puterii necesare mașinii, 

$ 13. Randamentul meeanie al masin 
randament mecanic 
şi” lucrul mecanic motor 


Deoarece în faza de regim, 
af maşinii este dat de formula (16.38) 


peer RE 
Deoarece —P-=—q este coefici 
-m 


Cu cit coeficientul de pierderi este ш 
de mașină, iar randamentul este mai mar 
funcționării mașinii, adic 

Din formula (16.38) se vede că rar 

Randamentul poate deveni zero 
În acest caz maşina funcționează fără a 
mers în gol. 

Pentru ca randamentul sá fie mai 
autofrînării masinii. Deo 

randamentul nu poa 

În. consecinţă, randamentul poate 


Deoarece puterea mașinii este P 


Orice maşină se compune din ma 


mentul lui, Pentru determina 


iar Р; este puterea necesară pen 
btinutá prin scáderea energiei cinetice, 


precum sí la aprecierea economică 


al unei maşini raportul dintre v 
în timpul mişcării de "regim 


în decursul unui ciclu avem Ima 


ă cît de rațional este folosită energ 


în cazul cînd L5— Lm, 


arece o astfel de maşină nu poate funcționa în re 
te fi mai mic ca Zero. 


rea randamentnu 


38) în ecuaţia (37.62) se obţine 


Lat Li (37.69) 


motor al maşinii si celelalte lucruri 
funcționării mașinii, 

interval foarte mic de timp d4-—/— to 
elementare 


termenii 


Бар Балаа; 


ia(ii se obţine 
+ Рр Pod Pu (37.70) 
P, este puterea utilă a maşinii, Рр este 
tru învingerea forțelor de greutate (cînd cen 
a produsă de aceste forte (cînd centrul de 
tru creşterea energiei cine- 
după cum P; este pozitiv 


pen 
putere 


Această ecuație serveşte 


lui energetic al mașinii. 
a acesteia. 


ii. Asa cum 5-а definit la cap. XVI, $ 9, se numeşte 
aloarea absolutá a lucrului mecanic util 


en 
Lm d 


randamentul mecanic 


éntul de pierderi în mașină, rezultă că 


1=1—9. 
sai mic, cu atit lucrul mecanic este mai bine folosit 


e. Randamentul mecanic caracterizeazá eficacitatea 
ia în mașină. 


idamentul este totdeauna subunitar. 
adică lucrul mecanic util Ly=0. 


produce lucru mecanic util, funcționare numită 


Acesta este ca 


mic ca zero, ar trebui ca Lp> Lm. 
gim, rezultă 


varia între zero și unu 
0<1<1. 


Т А 
=T во, putem scrie 


Pn 
à multe mecanisme, fiecare mecanism aviud rauda- 
mecanismele şi 


lul unei maşiui se consideră 
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— 


elementele ci componente, se determină mai întîi randamentele acestora şi apoi, tinind seama 


QY 

4 de modul lor de cuplare, se determină randamentul întregii maşini. 

ut Să examinüm randamentul mecanic al unei instalaţii constituită dintr-un ansamblu 
într-un singur lanţ са în fig, 37.18. 


de n mecanisme sau maşini, grupate in serie 
үче Lo lucrul mecanic, pe care | primeste 


luerul util pe care-l produce in talafia 1 


iceastá instalaţie prin primul ei mecanism 
rin ultimul ei mecanism (n). 


(1) sau maşină şi Lu 
Lm | L La | 11 zi" rq 
m і › La . 
s Ld | s й 
'it (2 73 70 
Fig. 97.18 
Considerind separat fiecare dintre cele n mecanisme sau man, 1 mdamentele lor 
mecanice parţiale sint 
Li i bg 
T, 1 › 113 клу 
р. Lm ; 1» т] n^ 
Füeind produsul tuturor acestor randamente parțiale: 
iese ES Танд da, 
111903 += An ET Zn 7 nin 
; Lm 14 Ly La—A Dm 


se obține tocmai randamentul întregii instalații. 

Rezultă deci că, în cazul unei instalații compusă din n mecanisme 
în serie, randamentul mecanic al instalaţiei este egal cu produsul randa: 
ale mecanismelor sau mașinilor care compun această instalație: 


sau mașinii cuplate 
nentelor mecanice 


Луп Qty e Tine 
Din expresia (37.73) rezultă următoarele deductii: 
a) Randamentul unei instalații compusă din mai multe mecanisme sau m 
în serie este mai mic decît fiecare dintre randamentele mecanismelor respective. 
b) Randamentul instalaţiei este cu sai complicată, adică cu 
cât este compusă din mai multe mecanisme sau mașini. 
c) Formula (37.73) exprimá imposibilitatea existenței 
talatii care sá functioneze fárá pierdere de energie, 


asini cuplate 


atit mai mic cu cît ea este n 


unui perpetuum-mobile, adicá 
avind randamentul 


a unei magini sau ins 


Tin—l. 
4 În manualele de specialitate se dau formulele cu ajutorul cărora se determină randa- 
ini sau mecanisme grupate în paralel sau 


mentul instalațiilor constituite din mai multe maş 
mixt (serie-paralel). 

Ca o concluzie generală rezultă că г 
nilor respective, 


alatii depinde de modul de 


andamentul unei inst 
de repartiție а fluxului 


adică de schema 


cuplare. a mecanismelor sau mași 
de energie. 


E. REGLAREA FUNCȚIONĂRII M: SINILOR' 


Seopul si metodele de reglare. Mișcarea 


în jurul unei axe fixe. 


5 14. Funcționarea neregulată а mașinilor. 
nu este constantă, ci variază 


cea mai folosită în tehnică este mișcarea de rotaţie a solidului 
Viteza unghiulară о а arborelui conducător al maşinii 


în tot timpul funcţionării ei. 

Variafiile vitezei in miscarea 
dice şi b) variaţii neperiodice. La majoritatea m 
ale vitezei. 

a) Vaviaţiile periodice ale vitezei. 
regim viteza unghiulară a elementului conducător 
perioada reprezentind ciclul de mişcare al maşinii. 

Variaţiile periodice ale vitezel unghiulare sint produ 
motoare sau a forfelor rezistente, 


de două feluri: a) variații perio- 


de regim a mașinii pot ti 
întîlnesc ambele teluri de variații 


aşinilor se 


37.17 s-a arătat că în faza de 


iu taliograma din Fig 
(arborele ei) variază periodic, 


al maşinii 


ise de acţionarea periodică a forțelor 
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AA 5 ; E A 
- SER viaa unghiulară € trece prin valorile extreme 0555 $1 Omin, acceleraţia unghiu- 
lará a mișcării e=c trece prin zero. 

Ecuația mișcării de rotație 

Jrea 8 Ж еа, (37.74) 
in сате Ml rea este momentul redus la arborele mașinii al tuturor forțelor motoare şi rezistente 
iar Jpeg este momentul de inerție redus al mașinii, ne arată că pozițiile pentru care viteza 
unghiulară trece prin valorile орат Și Omin sînt acelea pentru care lea 0, adică suma 
momentelor fortelor motoare este egală cu suma momentelor forțelor rezistente. 

b) Variajiile neperiodice ale vitezei. În mişcarea de regim a mașinii, pe lîngă variațiile 
periodice ale vitezei se produc si variații neperiodice ale vitezei, provocate de cauze diverse, 
cu o durată mai mult sau mai puţin îndelungată (cum аг fi cuplarea sau decuplarea unei 
Sarcini suplimentare, moditicarea bruscă a rezistentelor active sau pasive etc.), precum și de 
cauze exterioare maşinii, care pot interveni in mod accidental (variația nivelului apei în 
instalațiile hidraulice, variaţia presiunii aburului într-un cazan cu abur, 
sarcinii là o reţea de luminat sau de alimentare cu apă еќс.). 

Pentru ca o maşină să funcționeze în bune condiții trebuie ca, atit variațiile periodice 
cît şi cele neperiodice ale vitezei, să nu depășească anumite valori stabilite la proiectare 

Prin veglavea funcționării, maginilor se înțelege reglarea valorii variațiilor vitezei între 
anumite limite. 

Reglarea poate urmări următoarele scopuri: 

a) La majoritatea maşinilor se cere menținerea vitezei constante, astfel încît în orice 
moment să avem egalitate între energia mecanică primită şi energia consumată de mașină. 

b) În cazul mașinilor care servesc pentru deplasarea fluidelor (pompe, compresoare, 
ventilatoare etc.) se cere reglarea productivității mașinii, astfel încît să aibă un anumit 
debit şi uneori se cere, totodată, și reglarea presiunii fluidului. În acest caz reglarea functio- 
nürii se obține prin variaţia vitezei între anumite limite. 

Reglarea funcționării maşinilor se realizează practic prin două metode diferite, după 
cum viteza are variații periodice sau neperiodice. 

În cazul variațiilor periodice ale vitezei, scriind formula (37.74) sub forma 


variația orară a 


| 
| 

| 
©з 
М 
ы 
©! 


se vede că variațiile vitezei unghiulare o sint cu atit mai mici cu cit Mpeg si durata lor de 
sînt mai mici, iar momentul de inerție redus Jpeg al mașinii este mai mare. 

Mărirea considerabilă a momentului de inerție Jpeg al maşinii se obţine cu ajutorul 
unei roţi mari şi grele, numită volant, montat pe arborele maşinii. 

Putem deci scrie 


Jrea— Jm Jv (37.76) 


unde Jm este momentul de inerție redus al mașinii fără volant, iar Jy este momentul de 
inerție al volantului. E Tr 
Volantul reprezintă un acumulator de energie cinetică. Astfel, in decursul unui ciclu 
energetic al maşinii, pe timpul cît lucrul mecanic al forțelor motoare depăşeşte pe acela al 
forțelor rezistente, energia cinetică a maşinii crește și volantul acumulează. energie cinetică. 
În acest timp, excesul de lucru mecanic al forţelor motoare față de cel al forțelor rezistente 
fiind consumat pentru creşterea energiei cinetice a volantului, volantul micşorează ma 
vitezei maşinii peste valoarea ei medie. Din contra, pe timpul cît lucrul merania tone z 
rezistente depăşeşte pe acela al forțelor motoare, energia cinetică a затна е ас 
scade şi viteza mașinii. În acest timp volantul restituie mașinii, sub formă de ся meani 
motor, energia cinetică acumulată anterior. O parte din lucrul mecanic al forțeios ERE 
consumîndu-se pentru încetinirea volantului, rezultă că, în acest timp din че ч ze 
volantul micşorează scăderea vitezei sub valoarea ei medie. În consecință, în с dp ren 
ciclu energetic al maşinii, volantul acumulează energia cinetică îu exces pe URNA сы: d 
tinde să se ambalaze, pentru a o restitui cînd mașina încetinește mersul, muicşo as 


variațiile periodice ale vitezei mașinii, în jurul valorii vitezei medii (deseen 
Acţiunea volantului este insá ineficace asupra variațiilor дедш мес ч 

mișcarea de regim, în cazul cînd acestea ating valori inportan a к а 

determină pentru maşină o altă stare de regim şi deci o altă viteză шесе. 


ale vitezei din 


Volantul nu poate 


м O 
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altă stare, ci permite numai ca această 


id 


4) | jn scopul de a st 


isme speciale numite vegulatoave. 


impiedica trecerea masinii de la o stare de regim 1a 
tacă mai puţin brusc. 


trecere să se 1 
abili şi menţine valoarea vitezei medii a ша; 


jinii, se intrebuinfeazá 


| | mecan 
Sh | În general, regulatorul acționează asupra admisici energiei motoare (cantitatea de abur, 
3 | gaze sau apá admisă în maşină), mărind-o sau micşorind-o după cum lucrul mecanic al 
| forțelor rezistente creşte sau scade. 
à | Se poate spune deci că regulatorul Ä = 
stabilește și menţine valoarea vitezei medii 53 riu 
7 


a maginii, iar volantul micşorează varia- 
pille periodice ale vitezei în jurul acestei 
valori. A 

Regulatorul este foarte important 
la motoare, in special la motoarele cu 
abur, iar volantul este utilizat atît la 
motoare cit si la mașinile de lucru. 

$ 15. Volantul. Determinarea no- 
mentului de inerție şi a dimensiunilor 
volantului, Volantul este un element in Fig. 37.1 
rotaţie, avînd un moment de inerție mare an dilată 
Jv în raport cu axa sa. Teoretic, vo- 


lantul poate avea orice formă, practic însă, 


ajungînd pînă la un diametru de 7—10 m şi 
în cazul mașinilor rotative (motoare electrice, turbine etc.) momentul de inerție redus 
Jm al acestora fiind mare, se apropie de valoarea necesară a lui Jpeg, astfel încât importanța 
volantului scade intr-atit încât nici nu mai este folosit. în cazul maşinilor cu mişcare de 
translație, cum este in special acela al mașinilor cu piston, volantul are însă un rol considerabil, 
uneori neglijindu-se chiar Jm, astfel incit întregul moment de inerție al mașinii Jpeg S€ con- 
sideră numai momentul de inerție al volantului Јо. 

Să considerăm o mașină la care momentul redus m = hm (p) al forțelor motoare 
si momentul redus = ЛФ) al forțelor rezistente pentru un ciclu al mașinii sînt date de 
diagrama din fig. 37.19 in care, în abscisá s-a luat unghiul de rotaţie ọ al elementului 
de reducere a maşinii, în ordonată s-au luat momentele reduse m şi M, iar ge este unghiul 


corespunzător unui ciclu al maşinii. 
Cunoscând diagramele m = Jap) 51 Se lao), se poate determina variaţia ener 
giei cinetice pentru orice interval de timp din interiorul unui ciclu de funcționare a maşinii. 


Aria OA//lmBCO reprezintă lucrul mecanic al forțelor motoare în 


qoum 
Led Mm de, (37.77) 
0 


91 grele, 


se realizează sub forma unei roti mari 
o greutate de 20 000 kgf. 


decursul ciclului 


c al forțelor rezistente în decursul ciclului 


JL, BCO reprezintá lucrul mecani 


„=ў A, аф. 


iar aria ОА 
(37.78) 


Deoarece variația energiei cinetice a maşinii pentru un ciclu este nulă, aceste arii 


trebuie să fie egale. 

Rezultă deci, că în decursul unui ciclu suma ariilor haşurate c 
reprezentînd excesul de lucru mecanic al forţelor motoare față de lucrul mecanic al forţelor 
rezistente, trebuie să fie egală cu suma ariilor hagurate orizontal (notate cu semnul —), 
reprezentind excesu 1 forțelor rezistente faţă de acela al forțelor motoare. 

Viteza unghi gim Om (37.58) 


vertical (notate cu +), 


1 de lucru mecanic а 
ulará a mişcării de re 
Omaz min 

(ү к ттүү 
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ate valoarea 


оу a radjs, 


unde n este tura(ia, exprimată їп rotații pe minut. 

„Valorile extreme wmaa ŞI Omin între cure poate varia w ли sint cunoscute, însă ele nu 
trebuie să depăşească o anumită limită, în concordanță cu condițiile tehnologice de funcționare 
ale maşinii, Pentru fiecare categorie de maşini, în funcție de destinație $i precizie, se dá în 


formularele tehnice expresia 


a Oman Omin Й 
d (37.79) 
om 
| 
care reprezintă gradul de noregularitate al tuneţionării maşinii, | 
Din (37.58) şi (37.79) se determină valorile 05,44 91 Отит în functic de gradul de neregu 
laritate admis 
f 5 д 
Omax Om| 14 5 |! Omin = Om 1 о? 
de unde rezultă 
2 2 N 2 : 52 N 
Omar% eml! kò), Omin“ Әт 9); 
deoarece 8 are valori foarte mici 1. 
Să determinăm acum momentul de inerție al volantului, care să asigure maşinii, în 
timpul funcționării, gradul de neregularitate 5 admis în baza formulei (37.79). 
Aplicám cenația energiei cinetice 
[у=] Sa | 2 2.) 
и ут (mt Jo) (тах Emin) | 
2 
р 
unde L este valoarea maximă а excesului de lucru mecanic, pozitiv sau negativ, 
din diagrama (37.15). 
4 . : у 
Din (37.58) şi (37.79) rezultă 
о, 02 
тах min 2 3 ЈЕ. 2 S 
аа = stie = + fy) os 
2 —050 astfel încît L—(Jm E Jv) 02,9. 
Din aceastá expresie se scoate valoarea momentului de inerție Jo pe care trebuie să-l 
aibă volantul 
| (37.80) 
1) SLE Jo (37.80 
în cazurile in care Jm este mic față de Jv, se neglijează Jm $i avem formula aproxi- 
mativă 
pază L (37.81) 
E 2 
02,8 
Introducind in (37.81) valoarea vitezei unghiulare medii Om, rezultă 
789 
|| L 90 L 9255 
| DEI SITE 
T ES nd 
30 
Pata A A ASSAI 095— 
— 0,006, la maşimie din ateliere mecanice 820,072 à 


1 La generatori electrici 5 = 0,003 
— 0,03, la prese, foarfece 3==0,10—0,20, 


5 


5 
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Pentru a determina eutati #11 
r \ t reut G si diametrul D al volantului, intr-un í „eul preliminar 
) 1 1 tui M | Г) 
se consideră că masa hu este uniform reparti і pe circumferinta di rază IO 
1 a« | 
oD 
/ 
1 
de unde rezultă 
GD’ 1071 | 600 
Produsul GD? se numeste momentul volantulu T) 1 7 
proporțională cu momentul lui de inerție 
Vormula (37.84) permite determinarea greutăţii 51 diametr lant 
considerente constructive s admite diametrul D 11 volantului şi « / t 
greutatea G a lui 
Mai sus s-a arătat calculul preliminat al volantului t cale ) 
se țină seamă si de masa spifelor si a butucului 
| $ 16. Hegulatoare. Regulatorul Watt. Regulatorul Rankine, După í 
$ 12, reglarea variațiilor neperiodice ale vitezei arborelui conducător і 
regulatoarelor. 
Regulatorul este un mecanism care reglează in mod automat lucrul m 
motoare în funcţie şi în acelaşi sens cu variaţia lucrului mecanic al forțelor rezi 


rindu-l cînd viteza arborelui mașinii creşte ȘI mărindu-l cînd 
restabilească echilibrul relativ dintre cuplul motor şi cuplul reziste nt, ori de 


libru este deranjat. În acest scop regulatorul face 


să se obțină un reg 


(staționar) al arborelui mașinii, cu viteza de regim. 


Regulatoarele folosite în practică sînt de tipuri diferite 


tate de forța centrifugă), regulatoare de imerpe (influențate de 


s.a.m.d. 

Acestea pot fi cu acțiune diveci asupra 
agentului motor, sau cu acțiune indirectă, cînd fo- 
losesc un servomotor. 

Există şi regulatoare de putere, cum sînt cele 
pentru pompe elevatoare, la care, pentru acelaşi 
lucru mecanic al cursei pistonului, maşina trebuie 
să poată lucra cu viteze foarte variate. 

În cele ce urmează se Vor examina două 
dintre cele mai curente regulatoare centrifugale: 
al lui Watt şi al lui Rankine. 

a) Regulatorul Watt. în figura 37.20 se 
arată schema acestui regulator. El se compune 
dintr-un arbore vertical Oy care primeste mişca- 
rea de rotaţie Oreg de la arborele conducător al 
maşinii О’, cu ajutorul unui angrenaj сопіс &,— f. 
De arborele Oy sint articulate barele egale OA 
si OB, de lungime l, la capetele cărora în A şi 
B se găsesc două bile egale, de greutate P. in 
lungul arborelui Oy poate aluneca un manşon M, de 
greutate С, legat de barele OA şi OB prin barele 
CE=DE=a, astfel încît OC _0D=a. Prin inter- 
mediul unui sistem de pirghii MH, HI, mango- 


nul M acţionează asupra supapei 5 de admitere a aburului în cilind 
se 


lară o a arborelui conducător al mașinii creşte, bilele А şi 


regulatorului, datorită forţelor de inerție (centrifuge) Fi» 
S micşorează admiterea aburului în cilindru. Invers cînd o 


terea aburului. 


e 


B 


viteza 


manşonul 
» scade 


supapa 


ide ist 


culatoave € 
forţele de ш 


u. Cun 


yi 
W se ridit 


S măreşte 
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Viteza unghiulará a regulatorului eg este 
1 


Oreg = 0, 
: treg 
unde їед este raportul de transmitere al angrenajului 465— Ri. 
În functionarea de regim, беу este constantă gi îi corespunde în planul vertical mobil 
хОу o stare de echilibru relativ, determinat de unghiul q. Negljind greutatea putelor, d 
acțiunea forţelor date P şi G, 
) 


determinăm poziţia de echilibru relativ a regulatorului sub 


lor de inerție Fg ale bilelor, unde 7; P 197,5 Sin Фф, 


a reacţiunii Re din O si a forte 


Aplicăm principiul lucrului mecanic virtual 


3L= P8y4-- Р8ув+ G8yg  Fi8xA-— Гід p 0. (37.85) 
Coordonatele punctelor de aplicaţie ale forțelor sînt 
Хд=1 siu 9, ya-l cos Ф, хв= —l sin ф, yp 1 cos Ф, yp=2a cos Ф. 


Deplasările virtuale 
$хд=Їсозф8ф,  8y4=— Isi qăp, ТЫ ЗУ —1с05 фӧФ, 
$ув==—15їп pòp şi Oyg— —2 а sin 989, 


introduse în expresia (87.85) a lucrului mecanic virtual, ne dau 


5 РІ4-Сба dS 
эзеп = эз 5. 37.86 
Wreg РЇ? cos 5 37.86) 
Perioada mişcării de rotaţie este 
от РЇ? соѕф. е 
qq E T SH De td (37.87) 
Oreg (Pl+Ga)g 


Expresia (37.86) arată că pentru fiecare poziție a regulatorului, dată de unghiul о, 
corespunde о viteză unghiulară Oreg şi o perioadă Т diferită. Condiţia de echilibru relativ 
= este de forma f (9, о2ед) =0, valoarea lui oreg depinzind de un- 
ghiul Ф. Rezultá deci cá intr-o stare de regim, mașina їп 
tioneazá uniform, dar viteza unghiulará este diieritá 
stare de regim la alta. 

Pentru ca viteza unghiulară să fie aceeaşi în toate stă ile 
de regim trebuie ca condiţia de echilibru relativ să fie inde 
pendentá de Ф, adică să fie de forma f(eeg) = 9- 

Regulatoarele care satisfac această condiţie se numesc 


izocrone. 

Din expresia (37.86) rezultá cá regulatorul Watt nu 
izocron, deci nu permite obținerea unei anumite viteze ung 
lare pentru mașină. 

Avantajul lui constă în faptul că este stabil, adică un- 
ghiul ф devine constant într-un timp scurt si regulatorul rămîne 


apoi în repaus relativ. 
Într-un calcul 


masele tuturor elementelor lui. kin 
latorul Rankine. Acest regulator (fig. 37.2 


ama de 


i] 


precis al regulatorului se fine s 


1 
b) Regu 

un mecanism cu două articulaţii fixe pe arborele regulatoru 

О şi 0". Barele OA =0A4,=a, OB-O0B,-—b, 00'=0"'C=0 
=Ер=р0'=с. 3 а a 
Fig. 37.21 În punctele A şi 4, sint cite o bilă de greutate ^» 
58 iar în В:51 B, bile de greutate Q, astfel încît momentele lor 

în raport cu О sînt egale 

Ра= 00. 4 
în C şi D sint douá mangoane care alunecă în lungul barelor ОА şi Ody 187 în В 
ü în lungul arborelui regulatorului şt acționează 


este un manşon de greutate G, care alunec 
asupra supapei de admitere а aburului, 
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Regulatorul este în echilibru relativ sub acțiunea forțelor Уд= P Үд;=Р, Үв= 0, 


£ ET ey 1 { { , т Р { ‚ 
Y Bi Q, fn G, a reactiunilor Xo, Yo, Хо 91 Yo, din articulațiile fixe O gi O' şi a forţelor 
de inerție 
il 
SÀ Т p p | 
жг Weg а sin o n | 27; ja sin o 
ч A Cle O 
Уу == 19 о еу b SIN P Yn Ж боеп b SN ф. 
т b 
A MI 
| Coordonatele punctelor de aplicație ile forţelor sint 
хд= а sing, JA4- COS, VAL asino, y4,-4 c03 Ф 
хв= 0 sin ф, Ув b coso, Xm bsino, Ym b cos Ф 


Уӊ==б(1 H2 сов 20). 


Aplicăm principiul lucrului mecanic virtual 


SL= Pya + Pyat Q3 nd Q8ym -FG8yn HTA- Fisy A,--Fi9*B 


Determinim deplasările virtuale 8x4, draw: 
făcând calculele, cu observația că Pa—Qb, obținem 


Fiðxpı=0. (37.88) 


le introducem ín relatía (37.88) si 


4 Ggc 
о: (37.89) 
У Ра?--00° 
a unghiulară a regulatorului оер este constantă, 


Din formula (37.99) rezultă că vitez 
gulatorului. 


fiind independentă de ф, deci de pozitia re 
De asemenea $i perioada miscárii lui de rotaţie este constantă 
DOMO 
T-2-—— = const. 
Oreg 


2n ат ал 
(37.90) 


il Rankine este îzocron. 
nstabililatea lui, manșonul E  urcîn 
ntrul de greutate al regulatorului se 


Rezultă deci că regulator 


Dezavantajul acestui regulator constă în î 
din cauză că ce 


1l si 
află 


„stă d coborind mereu pe arborele OO", 
iom în articulaţia fixă O. 
numesc 
; nu esie 
DE LABORATOR 


XXXVII. EXPERIENȚE MECANICE 


de mecanică care se pot executa 


se dau cîteva experiențe în 


în cele ce urmează, 
teoretică. 


laboratoarele de Mecanică 


A. EXPERIENȚE DE STATICĂ 


$ 1, Compunerea forţelor concurente în plan şi în spaţiu. a) În plan se. toloseşte un 
dispozitiv compus dintr-un cadru vertical C, pe care se fixează doi scripefi А, şi da cu 
axele orizontale; în spatele acestui cadru se aşază o planşetă verticală, pe care se prinde 
i corpuri de greutate diferită Сү, Gy, Ca se leagă de 

intr-uu singur 


{е A, 
ut де Jot o foaie de hirtie (fig. 38.1, а). Trei co! difer 
ел сареїе1е a trei fire, care ве leagă la rîndul lor cu cele trei capete libere i 
trei fire, de car sînt legate greutăţile Су şi (ea, зе trec după seripeții 
: ndată de al treilea fir între cet doi 


nod, M, Două din cele 
A, 81. 45, în așa fel 
scripeti, După o serie 


imine suspe 


1 revine în poziţia de echilibru, Se notează pe 


încît greutatea Су ri 
de oscilaţii, sistemu 
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foaia de hîrtie de pe plansetà poziţia de echilibru a nodului M, respectiv punctul M. Se 


repetă experiența, sco(indu-se sistemul din poziția de echilibru; se constată că nodul M 
revine în poziția de echilibru în același punct M. : 
Prin punetul M, insemnat pe plangetá, se trasează după cele trei fire aflate în poziția 
de echilibru a sistemului, trei segmente de dreaptă în direcţia celor trei fire. Pe aceste 
trei drepte concurente se trasează trei segmente de dreaptă la o scară care reprezintă efortu 


vile în cele trei fire, care sint egale cu бү, б, 51 Ga. 


Аз 


0) 


Fig. 38.1 


Se constată că cele trei segmente reprezintă laturile si diagonala unui paralelogram. 


b) În spaţiu se procedează în felul următor: 
iar la capătul superior al 


atru montanti, 
4, Ag şi Ay rotindu-se în jurul axei orizo 


legate intr-un nod unic M, de care se suspendá 
atru montanti se suspendá greu- 
așază în poziția de 
fire trase în jos 


Pe o placă de bază, sint fixati p 
montanti se găseşte cite un scripete Aj, 
În jurul acestor scripeti se trec patru fire 
o greutate G, iar la capetele rămase libere în afara celor p 
tátile бү, Ga, Сз şi Gu (fig. 38.1, b). După cîteva oscilaţii, sistemul se 
echilibru. Se măsoară unghiurile o4, 05, ©з, “р Pe care le fac cele patru 
pînă la poziţia de echilibru. 

Тїпїпа seama de valoarea unghiurilor oj, €», 03, 04, aflată prin măsurători directe, 
se poate verifica analitic cá proiectiile rezultantei G, pe trei axe de coordonate, sint egale 


cu sumele proiectiilor celor patru componente, G4, pe aceleaşi axe. 
$ 2. Deseompunerea unei forțe după două 


direcţii concurente. Dispozitivul întrebuințat 
constă dintr-un cadru vertical, pe care se fixează 
doi cursori cu scripeti A şi B, prin chei filetate; 
în spatele cadrului se găsește o plangetá verti- 
cală, pe care se prinde o foaie de hîrtie. Atit plan- 
seta, cit si cadrul siut aşezate рео placă orizontală 
de bază (lig. 38.2). O serie de discuri metalice se 
pot asambla, formînd corpuri de greutăți diferite. 

Un corp de greutate G se introduce pe ghi- 
dajul său format dintr-o tijă verticală хаб în ca- 
аги, bine slefuità pentru ca acest corp să poată 
Se leagă corpul de greutate б cu 
un corp de greutate P printr-un fir ce se trece 
dupá scripetele 4. Se lasă liber sistemul celor 
două corpuri, pentru à lua poziţia de echilibru. 


Se leagă la corpul de greutate G al doilea fir 
se după seripetele £, asttel așezat incit 


de greutatea G, 


respectiv бү, Сз, Сз. 


aluneca Uşor. 


care se, trec 
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M 
і S n 1 7 П 4 
porţiunea Л M din fir să se găsească pe orizont 115, iar la extremitatea liberă a firului se 
Tm suspendá un corp de gteutate О care se alege în ада fel, încît, extrágind tíja-ghid CD din 
Ste locaşul său, corpul de greut te G să ráminá nemiscat în echilibru, În acest caz O reprezintă 
tu mărimea forței orizontale cu care apasă tija-ghid CD asupra corpului G, fi prezentînd 
reai t 1 П 
Se trasează pe foaia de hirtie trei gmente de dreaptă trecînd prin punc tul de сопси 


rentă M al firelor MA, MBD și 1 ghidajului CD dirijate respecti după directiile firelor 
poartă pe aceste trei direcţii trei comente măsurate din punct i М, 


si a ghidajului, Se 
O şi G 


reprezentind, la o anumită scară, greutățile P 
Se constată că cele trei segmente corti spund laturilor sí diagonalei unui dreptunghi 
\ Cu notatiile din fig. 38,2, se verifică relaţiile 
СР сози, Q-—P sino 
$ 3, Determinarea eoetielentului do frecare la alunecare. Se foloseşte un dispoziti 
isteme de bare articulate b 


1, dintr-un material A, sprijinită pe patru 

mişcări de translație orizontale; 
c dintr-un material 3, sprijinit pe p 
d. Placa a este legată printr-un resor 


compus dintr-o placă 
care permit ca placa să efectueze 

un corp paralelipipedice 
trecut peste un mic scripete 


laca a si care c 


printr-un fir è 
la un suport fix 
tensiunea din resortul e se 


format 


măsoară cw ajutorul unui dispozitii 


fir ș trecut peste un mic scripete si fixat de un re sort elicoidal f inserat pi 
arătător solidar legat de scripetele 2 care se rotește in fața unui € dran gradat № inr 
tensiunea din resortul e (fig. 38.3). 
Experien(a se realizeazá prin aplicarea asupra corpului prin intermediul 
a unei forte F a cărei valoare crește progresiv, începînd cu v Moarea zero. Atita 
cit valoarea fortei F rămîne mai mică decit valoarea maximă a forţei de trecare la alun 
acesta antrenează în mișcare de translație placa а 1 ră să 


dintre placa a și corpul с, 


placă. Din momentul în care valoarea forţei F a atins valoarea forței 


alunece pe 
frecare Ff, adică F 
valoarea forței F depăşeşte v 
producă această mişcare 
reprezintă totoda 


Е; placa va rămîne nemiscatá nemaifiind antrenată de către corp 
Dacă aloarea Fp corpul c începe să alunece pe plac 
În momentul în care începe să se de alunecare se citește pe 
cadranul gradat / valoarea tensiunii din resortul e care 1 maxi 
mă a forţei de frecare Еу. 

Dacă se continuă mișcarea corpului (c) pe 
са Еу, valoarea ei fiind indicată de cel de-al doilea ac, solidar cu scripetele 

Dacă notăm cu G greutatea cunoscută a corpului c, atunci coeficientul de frecar la 
alunecare y. dintre placă și corp se obţine din formula 


placa a, forța de frecare devine mai mică 


F 
u= io ` 
А G 


Dr. S. I. Artobolevschi în lucrar 
Maşinilor 


h 
i 
3 


Acest aparat este descris de cátre Prof. 
“Peoria Mecanismelor $i 


torul de studii pentru cursul de 


Vig. 38.3 


punet, O placă de lemu dreptunzhiulară 
are fixată la partea superioară 
| 


antul une] forţe în raport cu un 
stativ, ш cazut 


14 al cărei ax este incastrat intr-un stativ, 
care se mişcă în faţa unet rigle gradate fixate tot pe 


1 axului rolei, 


& 4. Mome 
montatá pe o ro 
un ac indicator, 
rotirii plăcii în jurn 


EEUU o Raetia ce панар И 
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De rolă se prinde un fir care se înfășoară pe rolă 51 al cărui capăt liber se leag? 
la un dinamometru cu resort elicoidal fixat cu cealaltă extremitate de stativ, astfel încât 
valoarea tensiunii din resort să se poată citi pe scara gradată a dinamometrului (fig, 38.4) 


De placa dreptunghiulară se suspendă o greutate G printr-un fir legat la un gurub 
care se poate fixa în diferite poziţii ре placă, in aga fel încît indicatorul plăcii să coincidă 
cu diviziunea zero a riglei gradate fixate pe stativ atunci cînd 
sistemul este lăsat liber (axele de simetrie ale plăcii dirijate res- 
pectiv pe orizontală $i pe verticală). 

Notind cu F tensiunea din resort, cu G valoarea greutății sus- 
pendate în punctul E (exprimate în kilograme-forfá), cu у raza 
rolei si cu a distanța (exprimate în metri) de la аха Р а rolei 
pînă la firul de suspensie a greutăţii C, se constată, că pentru po- 
zitia de echilibru a sistemului Fr=Ga, adică momentele celor 
două forțe în raport cu axul de rotație D sînt egale, 

Dacă punctul Æ se deplasează pe verticală, se con tată că 
distanţa a nu se modifică şi echilibrul stemului se menține. 

$ 5. Trasaren poligonului funicular, Pe o plangetá de lemn, 
dispusă orizontal, se fixează o foaie de hîrtie pe care se întinde 
un fir între două şuruburi а și f prinse pe plangetá. Tot pe 
plangetá se mai fixeazá patru suruburi В, C, D, E, de care 
se leagă patru fire Bb, Cc, Dd, Ee, prinse în patru puncte b, c, 
d, e de firul af (fig. 38.5). 

Asupra firului af se aplică patru forte Fi, Fa, Fa, F, (la 
care se adaugă reactiunile din a și f) care sint conținute în planul 
plansetei, prin intermediul firelor Bb, Cc, Dd, Ee gi care se má- 
soară cu ajutorul a patru dinamometre cu resort elicoidal. 

Sub acţiunea acestor patru forțe, reprezentînd tensiunile 
din firele Bb, Cc, Dd, Ee firul af capătă configurația unei linii 


——  —  — —M 


a 


PANOA = 


o M 


poligonale deschise abcdef cu cinci laturi, care se înscrie pe і 
Fic. 384 foaia de hîrtie fixată pe plangetá, reprezentînd poziţia de echi- 
o Ss libru a firului af. Pe o altă foaie de hirtie (de calc) se notează 


poziţiile suruburilor а si f şi se trasează patru vectori ca 
prezintă, la o anumită scară, са direcţie, sens si mărime cele patru forțe PUES ЕЗУ Ep 
căror valori au fost citite la cele patru dinamometre. | 


de Fig. 38.5 D 


Se construieşte, pentru cele patru forțe Ру, Fy Fẹ Fa poligonul forțelor şi poligonul I 


funicular care trece prin punctele a $i f şi are lungimea egală cu lungimea firului а/. 
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obținut pe cale experimentală. 

3 
se 
şi un sistem compus din: 

o bară omogenă în mij 
locul căreia este fixat un cap de 
sprijin terminat printr-un vîrf 
ascuţit; două tije identice ce pot 
aluneca în două orificii practi 
cate la capetele barei fixîndu-se 
apoi de bară prin două chei fi- 
letate, şi două bile, identice, 
grele (fig. 38.6). Se consideră 
greutatea proprie a sistemului 
bară-cap-tijă ca neglijabilă, 

Bilele sînt fixate la cape- 
tele inferioare ale tijelor, iat ti- 
jele se prind de bará, intr-o po- 
zitie oarecare, prin  stringerea 
cheilor filetate. 

| Se aşază sistemul bară-cap- 
| tijă-bile pe stativ, rezemarea fá- 
cîndu-se prin cap, astfel incit 
bara să ocupe o poziţie orizon- 
tali. Sistemul rămîne in echi- 
libru. Se imprimă sistemului o 
mică deplasare din poziția de 
echilibru. Se pot prezenta trei 


cazuri diferite. 

a) Sistemul revine după o 
serie de pendulări în poziția ini- 
tialà de echilibru. Echilibrul yy 
este stabil. 

B) Sistemul se prábuseste. 
Echilibrul este labil. 

y) Sistemul rămîne în echilibru în 

Fie: G(kgf] — greutatea fiecărei bile în parte, 

P[kgf] — greutatea sistemului bară-cap-t 

y, — distanţele de la centrele de greu 


ijă (foarte mică), 


Ye” 2G4-P 


о) Echilibrul este stabil cînd yc ^ 
B) Echilibrul este labil cînd Ye<h 
y) Echilibrul este indiferent cînd We=h. 

В. EXPERIENȚE DE CIN MATICĂ 
etilinie uniformi. Pentru a demonstra valoarea 
şi uniformă se foloseşte aparatul din fig. 38.7. 


$ 7. Mişcarea ге 
ind lungimea de 1,5 m, in lungul căreia se 


în mișcarea rectilinie 
din sina rectilinie 7 av 


poziţia finală. Echilibrul este indiferent. 


tate ale bilelor pînă la axa orizon 
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Se constată că ic in S Я 
1 tă că poligonul funicular construit este identic cu poligonul abcdef (deschis) 


56 teh t ahi 11 "T, 
T n piov enn un 81 indiferent, Pentru exe mplificarea cazurilor de echilibru, 
? : rminat la partea superioară printr-un lăcaș de formă conică, precum 


tală 


y» 
a barei adoptatá ca axá Ox (fig. 38.6), 
у — distanța de la centrul de greutate al sistemului bară-cap-tijă pînă 
la axa barei (axa Ox), 
yc — distanța de la centrul de greutate al sistemului bará-cap-tijá-bile 
piná la axa barei (axa Ох), e fi > 
h — distanța de la punctul de sprijin al capului în stativ pînă la axa barei 
(axa Ox). 
Se deduce imediat că 
G (y + 99) + PY Р 


constantă a vitezei 
Acesta este compus 
deplasează căruciorul 2, 
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tras de firul 3, la extremitatea cărui irná 

Ў 3, la. e3 atea căruia айгай greutatea 4 -ce fir I 

scripetele 5. | ‚ după ce firul 3 trece peste 
кө Montajul aparatului, De masa de lucru se fixează clema 6 it care este blocată tija 7 
astfel incit aceasta să aibă deasupra mesei o lungime de 25 em. ue 


iau a хк EI А | d "m 
Pe tija 7 se prind eu mulle scripetele 5 şi paleta 8, pentru oprirea greutăţii 4 


Fig. 38.7 


In suportul 76 se montează tija 77 avînd lungimea de 25 cm, iar pe aceasta magnetul 


de pornire 70. Pe tijele 7 şi 77 (ca suporţi) se montează sina de rulare 7, de care se fixează 
rigla gradată 78 si frina 79. 

Pentru măsurarea timpului se foloseşte cronometrul electric 9; în schema ele 
se folosesc următoarele accesorii: contact 


de montaj a acestuia, arătată în figu 
declansare 77, reostatul 72, redresorul 73, transformatorul 74 si manipulatorul 


Pentru compensarea frecárilor, la montaj este recomandabil ca șina să se încline 

, capătul ei fixat de tija 7 pînă ce cáruciorul alunecă uşor si cit mai uniform. 
| Experienţa se începe prin aducerea căruciorului 2 în partea din stînga a 
unde este reținut de magnetul 70 și prin amplasarea contactelor de declanșare 77 
riglei gradate 78, delimitindu-se un anumit spaţiu „s“ care se citește pe rigla 78. 
Cu ajutorul declansatorului Morse 75 se deschide circuitul  electromagnetului c 
va da drumul căruciorului 2 si închide circuitul de cuplaj electromagnetic al cronometru 


fără a-l pune însă în funcțiune. 
as de greutatea de tracțiune 4 pe 


Căruciorul 2 o dată eliberat de magnet este tr 
porţiune de cca 60 cm imprimindu-i-se astfel o viteză. Începînd din momentul in care | 
áruciorul se deplasează în lungul sinei cu vite f 


greutatea 4 este oprită de paleta 8, căruci 
constantă deoarece asupra căruciorului nu mai acționează nici-o forță exterioară. 

în drumul lui căruciorul deschide contactul. de declanșare de Ја intrarea în spajiul н 
contact . care pune în funcțiune cronometrul electric. În momentul în care căruciorul 
ajunge la cel de-al doilea contact care marchează ieşirea din spaţiul „s“, cronometrul se 
opreşte, iar căruciorul se va opri apoi datorită frinei 79. | 


iși cronometrarea timpului ,IU', din relația —— 


I 


Prin măsurarea spațiului „5 


$ 


* pe riglă, dar men- 
cu ajutorul 


obţine valoarea vitezei. OM 
Se repetă experiența schimbînd locul de amplasare а $ atiului , 
tinind valoarea 5=60 em precum si valoarea vitezei imprimate si se constată ( 
cronometrului) aceeaşi valoare pentru / şi deci rezultă aceeaşi valoare pentru "m. - 
Luind alte valori pentru „s“, se observă cá timpul / variază corespunzător 

încît valoarea vitezei tm este aceeași. 

Aparatul descris, completat cu o 

l dreapta a şinei, permite вй se demonstreze că 
este constantă $i indepen dentă de masa corpului, 


astiel 


jlasatá vertical la extremitatea din 


tijă gradată, tea 
m | | ре un plan inclinat | 


accelerația în mișcare: 


xp 


dreapta n s 


gina intt-t 


stantà m 


compune 


deasupra 
varten d 
În supor 


cronome 
puțin în 


ciorul 2 


S 
nate sp 
1 
N 
stative 


а cle 


pe şină se fixează rigla gri 


E 


e baza datelor obținute se calcule 
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orienta se face în acelaşi mod, după ee v coborit mal intti extremitatea din 


unei eu o anumiti distanţă, măsnrată pe tija gradată ve rticală, transform iînd astfel 


m plan inelinat 


Misenren. мее uniform vari 


(їй. Pentru a demonstra: că aceele ra(ia este con 


miscarea rectilinie uniform. variată se foloseşte арат tul din fig, 38.8, Acesta si 
T f j 4 
ш. ФМ 6 4 
; Mi ҳо» ad 
à 1) \ З “==, 
jn | | | 
у 
№ d // / ач 
0 7 
| Jet- 
gu) e 61^ 
A € '[ 


din sina rectilinie 7, în lungul 


sub acţiunea greutăţii 4. 
De masa de lucru se fixează elema 6 


mesei este de 25 em. Pe tijă este ti 
e jos a mesei este pusă o paletă 8 
tul 9 se montează tija 70, de 25 cm 


ig. 38.8 


căreia se deplasează căruciorul 2, tras de firul 3 


în care este blocată tija 7, a stfel încît înălțimea ei 
xat scripetele 5, peste care « te trecut firul 2, iar în 
(nu e arătată în figură), pentru oprirea greu Ati 4 
„care împreună cu tija 7 formează suportii sinei 7. 


lată 77 si îrîna 72. Pentru măsurarea timpului se foloseşte 


tml 74. În scopul compensării frecărilor căruciorului pe şină, aceasta sé montează 
clinată către dreapta, pină ce ciruciorul alunecă uşor și uniform. 


xperienfa se începe prin fixarea de 
la extremitatea 73 a șinei, şi dînd 


metronomului, eüruciorul se va deplasa spre dreapta. 
Timp de cîteva secunde, din secundă în secundă se înseamnă cu creta pe 
tiile parcurse de cărucior. 


cîrligul firului 3 a greutății 4, apoi se aduce cáru 
drumul cáruciorului, concomitent cu declanșarea 


e repetă experiența de cîteva ori pentru a verifica exactitatea cu care au fost insem 


atiile. 


$, 


Su 


ază acceleraţia si se verifică expresiile spaţiului și vi 
s 9. Determinarea vitezei unui glonţ Ja esiren din ţeava revolverului. Se folosesc trei 
Sa, О menghină M, un revolver №, un electromotor E, 
identice D, si D, și un tahometru (fig. 38.9). 


tezei. 


douá discuri de carton 


Se fixează discurile D, și Da coaxial ре axul «l 
nghina M astfel inei 


Se fixează revolverul Ji în me 


^41romotorulni £. 


Fig. 389 


al electromotorului, la distanța 4 


{Саха ţevii să fie paralelă cu axa-l 
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ermină cu tahometrul turatia (» rot/min). 


Se pune electromotorul în funcțiune și i se det 
hiul la centru б rad. care reprezintă 


Se trage cu revolverul și apoi se măsoară ung 
decalajul unghiular al celor două găuri produse de glonţ în cele două discuri. 

Viteza unghiulară de rotație a axului clectromotorului si deci și a discurilor de carton 
ate valoarea 


RR 
[0] [rad/s]. 
30 


Intervalul de timp / secunde în care glonful a străbătut distanța 7 metri dintre cele 
două discuri este 


Viteza glontului este dată de formula 


0=07 
0,25 m, 0—0,1 rad, se obtine 
0=250 m/s. 


- [m/s]. 
Dacă de exemplu w=100 rad/s, 7 


a se folosesc: uti stativ S, 
ormá de paralelipiped 


$ 10. Determinarea valorii accelerației gravitaţiei. Pentru aceast 
E, un tahometru, un vas cu duzá V și o bară in f 
B (fig. 38.10, a). 

Se suspendá bara B la partea superioară a stativului, 
Se fixează vasul V la partea superioară a axului electro 


motorului E. Se umple vasul V cu cerneală. Se pune în 
la 


3 
un electromotor 


funcţie electromotorul citindu-se пана sa п rot/min 


tahometru. 
Se lasă să cadă bara B în poziție verticală. 
Datorită rotației vasului, prin duza acestuia se 
iectează un fascicul orizontal de cerneală care înscrie a 
suprafața laterală a barei B în mișcare (fig. 38.10, b). 


x 
M 


U B " 
s | 
| \ а 
\ \ Š 


soară în metri distanțele /,, 15, 1... dintre două arce consecutive înscrise cu cerneală pe 
bară, Aceste distanțe crese progresiv. 


Turafia electromotorului ns, exprimatá in de relația 


rotații pe secundă, este dată 


n А 
Hs су (rot/a]. 
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M | 
uti | Intervalul de timp 7 în cari electromotorul efectuează o rotație completă este 
s 1 
tton 1 mA | 
Valorile vitezelor mijlocii ale Darei B cote punzátoarc patiilor Д, În, lapor HAE 
Lim on | В | 

jm 18], m |, Vom у M 

ха iat acceleraţiile mijlocii respective sint 
Vam "im 1.9 Uam — Vym 1.9 Uam Van 1.2 
аут 1 11/82, dam 7 1/82, azm ; ш/ 


Se calculează media aritmetică а valorilor obţinute pentru acceler iile mijlocii 


dim 05m Fanm 
а 
"n 


care trebuie să reprezinte valoarea accelerației gravitației a4=g. 
Pentru determinarea accelerației gravitației pot fi concepute diferite aparate, dit 
prezentăm un aparat proiectat de Prof. R. Woinarosky si L. Teodoriu. 
Aparatul constá dintr-o coroană cilindrică М (fig. 38.10, с) care se suspt ndă ver 
şi poate oscila în jurul generatoarei proiectate în G. 
а l^ a pendulului matematic sincron cu pendulul fi 


pe un cuțit G 
Lungime 
culeazà cu formula 
R2+ 372 


2 


= 


mînă se măsoară durata pr rioadei п 


a coroanei M se află o plăcuţ 


Cu ajutorul unui cronometru de 
ta, în dreptul părții inferioare 
torul C solidar cu M. 
aleagă pentru y valoarea cáreia 


pentru ace: 

fața căreia oscilează indica 
Se recomandă ca, pentru un R dat, sá se 

valoarea minimă a lui /'. 
Aparatul se gáseste la labor 


atorul Catedrei de Mecanicá al Univ ersitátii dir 


lt) 


| 
-) 
(0) 


Fig. 38.11 


& 11, Miscareu oscilutorie armonică. 5 foloseşte o culisă de tr 


t. Culisa este solidară с 


compusă din: 
— o culisă dreaptă C în care poate 


braţe B, si D, ce pot aluneca în lagărele 


reductor, 


aluneca un culisor 
L, $i La, o manivelă 0:1 şi un electror 
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Se pune eleetromotorul in funcţiune, manivela rotindu-se eu viteza unghiulară constantă 
o [rad/s]. 
Culisa C va efectua o mişcare de translație oscilatorie armonică, Tinind seama că 


legea spaţiilor (aferentă mişcării oscilatorii a culisei) este dată de formula 
s— R sin eol; 


viteza şi acceleraţia culisei vor rezulta diu formulele 


v=oh cos of, a o? I sin o o) 
Perioada mişcării oscilatorii armonice a culisei esti 
D 
І ! 
[0] 
iar amplitudinea mişcării este egală cu lungimea Л а manivelei, 
| | 
1 § 12. Misearen pe parabolă a punetului material, Pentru această experiență, арага 
tajul necesar se compune din: o planşetă verticală P din lemn, de marginea inferioară a | 
^ căreia este fixată o cutie de lemn C; un lansator L cu resort helicoidal a cărui țeavă se poate | 
roti în faţa unui cadran gradat, şi o bilă (fig. 38.12, а). 


unghiul de lansare ay care se citește pe cadranul gradat. 
Se încarcă lansatorul comprimind resortul elicoidal. | 


Pentru efectuarea experienţei se fixează pe plangeta P o foaie de hirtie milimetrică. : 
Apoi, se fixează lansatorul L la plansetü, astfel încît axa ţevii sale să formeze cu orizontala 1 
bii S 
Se introduce bila într-o vopsea subțire și apoi se plasează în țeava lansatorului, 
Se lansează bila astfel încît tot timpul mișcării aceasta să fie în contact cu foaia de : 
hîrtie milimetricà pe care va înscrie o curbă reprezentînd traiectoria sa. La capătul traiec- 
toriei sale bila cade în cutia C. 
Se trasează ре o hîrtie (de preferință de calc) uu reper cartezian xOy şi se construiește 
curba avînd ecuația 


g 
5 ° 


у= х tg 00 = х? 
. 91? ;? T 
20) соз? 00 


reprezentînd o parabolă, unde a, este unghiul de lansare adoptat, iar vy este viteza de lan- 
sare a bilei, adică viteza bilei la ieșirea din țeava lansatorului cunoscută prin construcția 
lansatorului. 


6) 


Fig. 38.12 


Comparind parabola construită ре hirtia de cale cu cea înscrisă de bilă pe hirtia 


milimetricá se constată că ele sînt identice, 
O oarecare diferență între cele două curbe v 


ra exista totuşi datorită frecării bilei de 
hirtia milimetrică şi rezistenţa aerului, | 


lan- 
uctia 


Л 


——— 


NOM EXPERIENTE MECANICI: DI LABOI 


Em ; JORATOR 


927 


: Coordonatele diferitelor puncte de pe traiectoria parabolică a bilei pot fi determinate 
$1 cu ajutorul aparatului din fig 38.12, b. 


g. 


$ 13. Compunerea oscilaţiilor armonico, Se foloseste un stativ pe care sînt fixate două 
iscuri D. si D. cara үлү | "m " 5 Pee, ; i P 
diseuri І 1 $91 Dg care antrenează două tije Гү şi T, în mișcare de rotaţie, un angrenaj cu roți 
conice © $1 o transmisie prin lant L pentru antrenarea discur ilor, un electromotor Æ cu reduc- 
tor, o lampă de proiecție și un ecran (fig. 38.13 a). 

lijele T, si T, se fixează pe discurile 
D, si Dy în poziţia relativă dorită, iar lampa 
de proiecție se aşază astfel încît fasciculul de 
lumină să proiecteze cele două tije, perpendi 
cular între ele, pe ecran, 


Se pune în funcțiune electromotorul Z. 

Proiecția pe ecran a fiecărei tije efec 
tueazà o mişcare oscilatorie armonică, amplitu- 
dinea mişcării fiind egală cu distanța de la 
axa discului la tija respectivă, iar pulsatia (sau 
frecvența circulară) mişcării fiind egală cu vi- 
teza unghiulară de rotaţie a discului respectiv. 

Variația amplitudinilor se realizează 
prin modificarea poziţiilor (excentricitátilor) 
tijelor față de axele discurilor respective. În 
acest scop cele două discuri sînt prevăzute 
cu locaşe permitind o ușoară modificare a po- 
zitiei tijelor. 


Variația pulsaţiilor se realizează cu aju- 
torul reductorului. 

Diferenta de fază a celor două mișcări 
se poate modifica prin schimbarea poziţiei 
iniţiale relative a celor două tije sau a discurilor respective, care sînt prevăzute în acest scop 
cu şuruburi cu rozete de fixare în ax. 

Mişcarea pe ecran a punctului de întretăiere a proiectiilor celor două tije mobile rezultă 
din compunerea mișcărilor oscilatorii armonice ale acestor proiecții. 

Se pot prezenta următoarele cazuri: 

a) Amplitudinile mișcărilor sînt egale între ele: 4,—4,—4 

Pulsatiile mișcărilor sînt egale între ele: оу =w= 0. К 7 

Diferența de fază a celor două mișcări este ф=0. In acest caz punctul de intersectie 
al proiectiilor tijelor se mişcă pe un segment de dreaptă (fig. 38.13 b). 


Fig. 38.13a 


9-40? 
4 TIE EI RIISUEN MINCE 
N 
=0° e 
4-0 ^ "4 N 
"E 

A / X 
7 | [ 
/ \ ! 
7 \ . 1 
N 24 

S m. 


Fig. 38.13 b Fig. 38.13c Е 


b) Amplitudinile sînt egale între ele: = 41 
Pulsaţiile sînt egale între ele: o= 04 €. 

iferenta de fază este ф=30°, : М AK IN. 
ec ies punctul de nisse in al ргоіес ог tijelor se mişcă pe o elipsă (Eig. 38.13 c). 
c) Amplitudinile sint egale între ele: Аү= Adm. 
Pulsafiile sînt egale între ele: o, == w= €. 


M. 


оо (УГ | N 
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T Ew ] 


Diferența de fază este ф= 90°, 

in acest caz punctul de intersecţie al proiccțiilor se mişcă pe uu cerc (fip.38.]3 

d) Amplitudinile sint egale tutre ele: A =A, =A., Viger | 
Pulsatiile sint egale tutre ele (4 50,7 0). i : | 
Diferența de fază Фф variază între 0° si 3609, 

Punctul de intersecție al proiectiilot "celor două tije se va deplasa: 


j 
| 
m 
= Р, 
94 A Р 1*1 y Л j ча д ? 
^ < Д à 
t i pi f h Tax * 
/ \ ( ; ү 1 | 
| | A ү | ] ) 
\ I N NC j 7 
Уд uot A ^ 


"o 
^ [] 
Ab | A ' pi, г с 2 кые 4 
S-A, N ух + | 
Ke, he % 


Fig. 38.13е Fig. 38.131 Fig. 38.13 g 


pentru 9=0 şi 9 — 180^— pe un segment de dreaptă inclinat cu 45? faţă de proiectiile tijelor; 


pentru 9—90? şi 9—270? — pe un cerc; 
pentru toate celelalte valori ale lui o cuprinse intre 0? si 360? pe curbe eliptice avînd toate 
axele de simetrie înclinate cu 45°. faţă de proiecţiile tijelor. 

Totalitatea acestor curbe-traiectorie se înscriu într-un patrat (fig. 38.13 e). 

е) Amplitudinile nu sînt egale între ele: 4, 4 4). 

Pulsafiile sînt egale între ele: оу = w= c. 

Diferența de fază este 9—90?. 

În acest caz punctul de intersecție al proiectiilor se mișcă pe o elipsă avînd axele de 
simetrie dirijate paralel cu proiecţiile tijelor (fig. 38.18 f) 

Fücind să varieze amplitudinile A, si А, se obțin elipsele din fig. 38.13 g. 


f) Amplitudinile nu sînt egale între ele: 4,3 4,. 

Pulsatiile sint egale între ele: o; — 05— 0. 

Diferența de fază o variază între 0° si 360°. 

În acest caz punctul de intersecţie al proiectiilor se deplasează pe curbe eliptice care se 
înscriu într-un dreptunghi (fig. 38.13 h). 

g) Amplitudinile sînt egale între ele: 4, —41,— A4. 


Fig. 38.13h Fig. 38.131 Fig. 38.13 j 


Pulsafiile nu sînt egale între ele o, + €. ў 9 
Їп acest caz punctul de intersecţie al proiecţiilor se deplasează pe o curbă Lissajous 
ap 


cărei formă depinde de valoarea raportului pulsafiilor co, оз şi de diferența de fază o cu 
a căre г 


care încep cele două mișcări (fază iniţială). 
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otal ( eli 
talitaton curbelor Lissajous cara ai pot obilne în acest caz se inseriu Într-un pătrat, 


In cole ee urmenzá aen notat eu o, pulsatia osellatiel verticali 


latiel orizontal ji eu o, pulsatia osci- 


? | 
AME w | jq se obtine curba din ЇЇ 35,19 i 
у 0 у 
"f "ag 
^а » "V, ed 
! f a IY 
" rd zl 
/ "^y ИГ 5 
JP ^ 
| L 
f L "c 
s 7 
aO E T ty n 
Viu. 38,131 ly. 38.13m lig. 38.12 Fig, 38.120 
› Q1 ET ‹ 7 i { , 
Pentru şi ф== 30° (mişcarea oscilutorie orizontală începe după cea verticală) 
Og 
se obţine curba din fig. 38,13 j. 
9 
Pentru T 45° (mişcarea oscilatorie orizontală începe după cea verticală) se 
Og 
obţine curba din fig. 38.13 k. 
01 3 К х 7 f T 4 4 
Pentru și Q0? se obţine curba din fig, 38.13 I. 
Oa 2 ү 4 
> o DR Ag Ў r j ^ 25 p 
Pentru — |y Şi 9-20 (mișcarea oscilatorie orizontală, începe înaintea celei verti 
Oa 2 
cale) se obține curba din fig. 38.18 m. 
Ф% e) n л ^ л : 2 T 
Pentru = = 5 Şi Ф :30° (mişcarea oscilatorie orizontală începe înaintea celei verti- 
Oa 2 


cale) se obţine curba din fig. 38,13 n. 


h) Amplitudinile nu sînt egale între ele: 4,754. 

Pulsaţiile nu sînt egale între ele; оу 6». 

Diferența de fază inițială o variază între 0° si 360^. 

în acest caz punctul de intersecție al proiecfiilor celor două tije se deplasează pe 
curbe Lissajous ce se înscriu într-un dreptunghi (fig. 38.13 о). 

Rezultatele experienţelor se interpretează astfel: 

a) Ticuaţiile parametrice ale traiectoriei punctului M sint 


A sinol, y=A sin of. 
Ecuafia traiectoriei este 
4—y-—0, 


care reprezintă o dreaptă înclinată cu 45? faţă de axele de coordonate, 
b) Ecuafiile parametrice ale traiectoriei punctului M sînt 
спа 


х=: А sinot; у==4 siu(o/--30*). 


Hliminînd parametrul / între aceste ecuații parametrice se obține ecuația traiectorie 


A? 


at yi—V 3 y 


'Trecind la axele carteziene v'Oy', înclinate cu 45 faţă de axele хОу, cu ajutorul for- 


Лог de transforma 
mulelor d мых 2 


үз, ' ү? 


x 
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ecuatia devine 


pa y"? 
| 1 
1% 1% 
(2—үз) (2-1 V 3) 


Vraieetoria punctului A este deci o elipsă cu semiax 


€) Heuatiile parametrice ай 


traiectoriei punctului M sint 4 I 
у==А sin (ot. 907) =A 


11 €5/ 
соѕ оѓ, iar ecuatia esti 


Traiectoria punctului M este un cerc cu centrul în О şi raza A. 
d) Vom considera că între fazele celor două mișcări există un decalaj о. 


Ecuațiile parametrice ale traiectoriei punctului M sint 
v=A sino, y=A sin(o/--9). 
Eliminind parametrul / se obține ecuaţia 
X2-+y2—24y cos o—4*? sin? 9. 


Trecind la axele carteziene x'Oy' rotite cu 45? față de axele хОу, cu ajutorul for 
de transformare 


tp 


e obține ecuația 


y'? N 
bay ar t N Esi 
24? 5 Ф МГЕ 9 ) 
cos" 3 sin* 5 


Traiectoria punctului M este o elipsă avînd semiaxele 


Ф Ф 
ү2 А соѕ ~ şi V24siny 


Pentru ф=90° sau ф= 270° se obține ecuația unui cerc 


з 42 


ca la cazul c. 


Pentru g—30? se obţine ecuația elipsei de la cazul b. — 
е) Ecuațiile parametrice ale traiectoriei punctului M sint 


а= А, sino, y—4; sin (o£4-90?) — Aa cos of, 


iar ecuația traiectoriei este 


Аї 


Traiectoria punetului M este o elipsă avînd semiaxele egale cu -ly si 
f) Ecuatiile parametrice ale traiectoriei punctului M sint 


a A sino, y Aa sin (otto) 
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Vlimninind parametrul £ se obține ecuația 


1d 21175219 27 
3^ ) Vy cos q — A5 sin? o 
1 li j 


Se observă că traiectoria punctului M este o elipsă 


Pentru a găsi i 

a găsi axele de simetrie x^ 4 

" 1 8 X'Oy' ale elipse › 

viene )v 1 : Fi { psei se va efectua o rotaţie а ах $ r 
tezicne a А, de un unghi % trecînd la sistemul cartezian x'Oy ED 


| à 
Vormulele de transformare sint 
! v=x’ cos y= y’ sing, у=" sin g-t y’ cos o 


Introduci seste c ii і і і 
end | odu ind ac este expresii ale lui x si y în ecuația elipsei raportată la axel 
scrisă anterior şi anulind cocticientul produsului s'y’, se obține 


: Heuafia elipsei, raportată la axele carteziene x'Oy', reprezentind axele sale de sime 
trie, este 


© 


in? Ф 


243 


43 4- 43 — VAF 41 + 24 


cos Q 


g) Ecuatiile parametrice ale traiectoriei punctului M sint 


x—A sino, y=4 sin (oat-+e). 


Eliminind parametrul / se obține ecuația 


ЖАГУ OS Y 
arcsin —- m arcsin —— 9 А 
A0, A 


sau, sub o altă formă, 


A . [95 2 X : о, Ea | 
= cos sin | — arcsin - -—sino cos = arcsin — 
У Ы o T ete m A 


1 < 1 


Traiectoria punctului M este o curbă Lissajous. 
h) Ecuațiile parametrice ale traiectoriei punctului M sînt 


ж== А sin ob, у= Ag sin (0+). 


Eliminind parametrul / se obfine ecuatia 


d ui 
arcsin —у— 


у 
5 arcsin 5 — e). 
xL 


sau, sub o altá formá, 


[9s i * si Sua resiu : | 
= E ~ 2 arcs — 5 cos | — ares = à 
y= А, cos 9 sin o resil 1 |- Sin Фф cos ©, c f, 


21 En 


wetului M este o curbă Lissajous. 


el. Se foloseşte о machetă 
mecanism patrulater (tig 


"'raiectoria pt 


à unui mecauisin 
38.14 b) 


5 14. Determinaren hnzel 51 rostogolitour 


biclá-ananivelá (fig. 38.14 a) şi o machetă а unui 


NOTH NI DE DINAMICA MAȘINILOR ȘI EXPI 
Se pun în rotaţie manivelele 04 
secție al tijelor care reprezintă normalele.la traiectoriile 
Dielelor (centrul instantaneu de rotație 7) trasează pe pl 
mobilă solidar legată de bielá, curba rostogolitoare, 


Curba rostopolitoare s 


se rostogolește fără să alunece pe 
al celor două curbe 


ale machetelor şi se 


UENTE MECANICI 


constată că punctul 7 de 
sunetelor plasate în extremit ítil 


Inter 


аса fixă curba bază, iar 1 | 


pe plac 


curba bază, punctul de tangent 


reprezentind în orice moment centru 


instantaneu de rot itie 7 


| 
[ 
| 


[ + 
а - y MW 
\ 
L E 
Ü 
Fig. 38.14 a Fig. 38.14 b 
In cazul mecanismului bielá-manivelá ecuațiile parametrice ale bazei, faţă d 
cartezian fix xOy, sînt 
=} cos ф-- у= sino+V 7? otgo 
Ecuațiile parametrice ale rostogolitoarei, față de sistemul cartezian mobil By” soli- 
dar legat de bielă, sînt 
гр) 1 \ 
7 sin? ọ КР 1 FREE 
27 74 e: sin? 9, у= — |7ү 12—72 sin? 9 sin 9 
1 cos Ф 1 


In cazul mecanismului patrulater ecuaţia polară a b: 


lară 00, este 


Ecuația polară a rostogolitoarei față de polul A si аха 


2ac 
EP (c—a cos фу). 


Figura 38.14 c reprezintă macheta unui mecanism patrulater lu care s-a scos 


deniá baza şi rostogolitoar mișcării, Ae е 

Figura 38.14 d reprezintă macheta mișcării cardanice. 
litoarea mișcării sînt reprezentate prin cercuri cu diametrul 27 
barei mobile AB, 


zei faţă de polul О şi аха po- 


< 


4 B este 


iu ev 


rostogzo 


În acest caz baza si 
şi 7, unde 2 reprezintă lungimea 


Figurile 38,14 e şi 38.14 f reprezintă machetele mecanismului antiparalelogram 
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А е ! ; , 

În fig. 38.14 e mecanismul are ea element fix una din laturile mici ile antiparalelo 
gramului; in acest caz baza şi tostogolitoarea sînt reprezentate prin două elipse identice, avînd 
focarele respectiv in articulațiile fixe $i mobile ale mecanismului | fig. 15,33, с) 
ln fig. 38.14 £ mecanismul ate са element fix una din laturile mari ale ntiparalelo- 
gramului; în acest caz baza si tostopolitoarea sînt re p 


rezentate prin două hiperbole identice avînd 
focarele respectiv în atticulațiile fixe şi mobile ale 


mecanismului (v. fig, 15.33 b 
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$ EEE T IAN A 
$ 15. Acceleraţia Coriolis. Se foloseşte un aparataj compus dintr-un scaun 


cu un lagăr cu bile care permite o mişcare de rotație 
tical, o planşetă orizontală B solidară cu 


| plans scaunul, pe care sînt fixate un supor 
verticală V si un revolver 


de rotaţie al scaunului sub un unghi de 90? fiind în acelaşi timp perpendicular 


t 


N е je 
ticală care serveşte drept ţintă (fig. 38.15, a) 
(t) 
(+0) 
N 
\ 
№, 
Li 
н \ &AL-o 1 
a) «At 
) J 
ч. ~ 
^ 3 
Ü =) І 
5 
b) : ж, 
qu s - 
(t) 
Fig. 38.15 
Sistemul scaun-plangetá se găsește initial in repaus. 
Un om se asazá pe scaun in fata revolverului. 
Pozitia revolverului fatá de tintá este caracterizatá prin distanta de la 


la ţintă. Distanţa de la gura țevii la axa de rotație a scaunului este s,. Distanţa int 
rotaţie a scaunului şi ţintă este s (fig. 38.15, b). 


| prevăzut 
а scaunului în jurul axului sáu ver 


$1 o placă 


1 fixat pe un suport astfel încît axul ţevii sale intercepteazá axul 


placa ver 


(t« A0) 


Omul trage in tintá un glont care intersecteazá normal placa V în punctul P,. 


Se imprimá scaunului o miscare de rotatie in jurul axului său vertical cu viteza ung 


lară constantă c [rad/s]. 


Omul trage din nou în țintă nemodificind poziţia revolverului fatá de plansetá 
Glontul loveşte tinta in punctul Р,. 


Se constată deci cá al doilea glonţ nu lovește tinta în punctul in care а lovit-o pr 


Fie: 
At' secunde intervalul de timp in care primul glont parcurge distanţa A P}. 


At secunde intervalul de timp în care al doilea glonț parcurge distanța A P,. 


P, — poziția punctului în care primul glonț a lovit ținta înregistrată la momentul 


cînd se lansează din A al doilea glonț. 


P; — poziţia punctului P, la momentul (/-- At) cînd al doilea glonț a lovit ţinta in P;. 


Se consideră că între punctele Р; si Pa, plasate în acelaşi plan orizontal, există un 


decalaj x 


PLP,— 


În intervalul de timp Aż scaunul s-a rotit cu unghiul ол, iar tinta a trecut din poziţia 
(t) în poziţia (+A!) (fig. 38.15, b). Notind cu va, v, respectiv viteza absolută si relativă 


a glonfuluí și eu v, viteza de transport, vom avea 


Оа Up tY ts 
Din fig, 38,15, b se observă că 


I5 à 
va Vol vă. 


“d 


— 


c a EXPERIENTE MECANICE DE FL. AROR ATOR ar 


| D i 
eoarece diferența di i 
| : Li intre intervi i € ! si 1 
urmeazá vom considera că valele de timp Ar si At^ este foarte mică, în cele ce 
м= А! 
| Avem 0, AL: "o t 
M \!' t "n1, 
Rezultă că 
| | 
| а VÀ Í Pw (At 

| - 

| | P va ДГ 50 - To? (A0)?, 

| sin а JUL UNE cos qe. 

| ба Vei sfo*(A0? Va ү2-4-5703(Д/ 


sin (o ÀL— o) -sin oA cos &— cos wAt sin ж 


Bin (o Atata) Sp sin OAL—sywAÂt cos oM 40 4 


Deealajul x din fig. 38.15, b are valoarea 4=— x;-- X4 


s зіп QAL | x4—4 P, sin (oAt—a), 


sau tinind seama de (38.1) si (38.2) 


ху 5 sin oAM— s, Af cos олг. { 


Din (38.3), (38.4) si (38.5) se obtine 


x—5s, sin oAt-r- sə sin ОЛ? — 50 А? cos GA. 


Intervalul de timp At fiind foarte mic vom considera că 


a ai sin оЛі= олг, соз @А?=1. 3 
Se obtine x—s,9A, A 1 
‚ se poate deduce utilizînd accelerația Coriol 


5 


Această expresie a decalajului 4 is 


4,220 X Vp 


avind, in cazul nostru valoarea 
— 929 
a, —2ov,. 1 


este perpendicular pe planul determinat de vectorii o şi vy 


Vectorul de 
în funcție de accelerația Coriolis este 


Expresia decalajului 4 


A x= as (A. 


Dar 
ap=20vp şi At At, 


в ^ 
уз prin urmare 
х= $40 AM. 


Pormulele (38.6) si (38,7) sint identice, 


— 
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$ 16, Verilienren principiului inerţiei 
seşte aparatul din fip, 38.8, 

Se aduce căruciorul 2 în partea stingă a sinei 7 si la ext 
о greutate de 2—5 pf, Se dă drumul cáruciorului, concomitent cu punerea în funcții 
tronomului şi se măsoară 
insemnindu-se cu cretă 


„ Pentru verificarea principiului inerţiei 


me a n 
spaţiile parcurse de cărucior din secundă în secundă, timp de 6 
aceste spaţii. 

$e repetă de cîteva ori această experiență 


remitatea firului 3 se leacă 


| 


pentru а se verifica exactitatea spațiilor 
dusemnate cu cretă pentru fiecare din cele 68 După aceea se aduce căruciorul în dreptu 
Spaţiului parcurs după prima secundă 9i se fixează paleta de « 


prire 8, în lungul tijei 7, în 
poziţia corespunzătoare, 
We porneşte apoi căruciorul tot din poziţia inițială 


şi după o secundă, greutatea 
oprindu-se de paleta 8 


„ forţa de tracţiune încetează să mai acționeze asupra căruciorului 
iar acesta se va deplasa mai departe cu viteză constantă, egală cu acee і 
momentul încetării acţiunii forței. 


Se măsoară spațiile parcurse pentru fiecare din cele 5 s următoare, Se re pétă experiența 
oprind acțiunea greutății 4 după 2, 3, 4 s 51 de fiecare dată se măsoară spațiile parcurse 
în fiecare din secundele scurse după încetarea acțiunii forței, 


$ 17. Forţa de inerție în cazul unei mișcări de rotaţie în jurul unui ax fix. Se foloseşti 
un aparataj compus dintr-un scaun prevăzut cu un lagăr cu bile astfel încît scaunul se poate 
roti în jurul axului său vertical, o planșetă fixată de scaun în poziție orizontală si un stativ 
fixat de plansetá, de care este suspendată o bilă printr-un fir inextensibil formînd un pendul 
matematic (fig. 38.16, а); sistemul scaun-planșetă-pendul se găsește initial în repaus. Firul 
pendulului este perpendicular pe planșetă, dupá verticala punctului de suspensie la stativ. 

Pe scaun se așază un om si se imprimă scaunului o mișcare de rotație în jurul axei 
sale verticale cu viteza unghiulară constantă o. 


Se constată că tirul pendulului se înclină cu un unghi x în planul vertical radial care 
trece prin bilă. 

Fie v distanța de la poziţia de echilibru relativ a bilei la axa verticală de rota 
scaunului. Bila mișcîndu-se pe un cerc de rază у cu viteza unghiulară constantă о 


va avea accelerația 4=ay=r2[m/s2] dirijată după raza traiectoriei circulare a bilei cu ser 
către axa de rotaţie. 


Asupra bilei va acţiona forța G reprezentînd greutatea sa proprie si forța T' req 


pr 


tînd acțiunea firului de suspensie asupra bilei. Aceste două forte împreună cu forța de in 


— n - t = 


а) Fig. 38.16 b) 


= ma, 


t 
trebuie să formeze un sistem de forte în echilibru (fig. 38.16, 
Valoarea forței de inerție este 


Fi=mro?, 
unde m este masa bilei, 


a pe care o avea in 


1 Y 


4 


Iseuatia do eel libri dinami fictiv) al bilei i 
( ( 
NOL ul oe | component 
| { 
crie că 
0 ( I 0 

Unghiul pe care-l fng ul în pozit d je Р 

echilibru relativ cu verticala, rezultă din т "T т 
TN 
ig a s deci- t 
( 

LU cit viteza unghiulară Q và fi mai mare cu atit 
mai mare va fi si unghiul o 

$ 18, Roata Maxwell, Pentru a arăta tran 
tormarea enereiei potentiale în energie cinetică Г 

t ее 2 
se foloseşte aparatul din бо, 38.17 Acesta se i. 
: Z 

compune dintr-un cadru vertical constituit din “> 
doi montanți si o bază orizontală, montantii 
Hind fixati de masa de lueru. O roatá est 
suspendată eu ajutorul a două fire inextensibile, A 
legate cu cîte un capăt de axul roții, iar cu S 
celălalt de baza orizontală a cadrului, astfel Sz 
încìt axul roții să fie orizontal. !Se înfășoară TEI E — il 
firele de sustinere pe axul roții, astfel incit să se PAR ZI 
aşeze spiră lingă spiri, pînă cînd roata ajunge în É ] ET, 
vecinătatea bazei orizontale a cadrului. poziție în 74 / 
care este legată de aceasta cu un tir de aţă. / / 


După ce sistemul este în repaus, se taie 
aţa, iar roata coboară pînă la completa desfásu- 
rare a firelor ei de sustinere, după care din nou Bi 38.17 
începe să se urce, firele întășurîndu-se pe axul 
roții, datorită energiei cinetice. А 

Acest aparat poate servi şi pentru demonstrarea forțelor de inertie. În 
montanti ai cadrului se montează pe talerul unei balante sensibile cu 
măsoară greutatea roții in timpul coboririi si urcării ei. Se ob 
în cele două mişcări, datorită forţei de inerție. 


$ 
N — 
i 
Fig. 38.18 
$ 19. Demonstrarea influenței momentului de inerție. Exp nta est i 


sindu-se aparatul din fig. 38.18, compus dintr-un plan ШОНДА: şi ag Sing г 
diametru, aceenși înălțime si aceeași greutate (deci aceeași pes Ez Find - 
celálalt din metal, reprezentind o portiune dintr-o feav С Spurl se aşază coa 
în partea de sus a planului înclinat li se dă drumul în acelaş oment 

Se observă că cilindrul de lemn se rostogolește pe eae 
cel metalic, care rămîne în urma primului, din cauza momentului 
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$ 20. Determinarea momentului de inerție axial al unui corp rigid în raport cu o axă | 
саге (тесе prin centrul său de greutate, prin metoda oscilaţiilor pendulului fizie. Se foloseste 
un aparataj compus dintr-o bară metalică de formă prismatică cu muchia superioară 


ascuţită, 
хаба în poziţie orizontală, sí un cronometru, 


Dacă trebuie să se determine momentul de inerție al unei biele în raport cu o axă car 
trece prin centrul ei de greutate si este paralelă cu axele cuzinctilor acesteia, se cîutăreste 
biela si se suspendă prin cuzinetul mie A pe muc hia 
ascuțită a barei prismatice (fig. 38.19) Apoi se măsoară 
distanța de la centrul de greutate C al bielei pînă la 


muchia de suspensie O 


Se imprimă după aceea bielei o mişcare oscilato 


rie, de mică amplitudine unghiulară, în jurul muchiei [ 
de suspensie О, functionind ca axă de rotație şi se mă 
soată în secunde perioada 7 a unei oscilaţii complete 
Pentru aceasta se măsoară intervalul de timp în care an 
loc 20 de oscilaţii complete şi se împarte acest inter 
val la numărul oscilaţiilor, 

Fie G [kgf] greutatea bielei, 
de la centrul de greutate C al bielei pînă la muchia di 
suspensie a barci prismatice (аха de rotație 


Momentul de inerție mecanic Jẹ, [kgfm 
tat va rezulta din formula 


A d 
38.19 Je са 2) 


$ 21. Exemplificarea teoremei impulsului. Dispozitivul folosit se compune din două 
vagonete V; si V, avînd respectiv greutățile G, si б=т 6 plasate pe două șine orizontal 
şi rectilinii, un resort elicoidal 7, un mecanism sincronizator și un cronometru. 


Se prinde liber resortul elicoidal y la cele două vagonete (fig. 38.20). Se apropie 
două vagonete comprimind resortul. La un moment dat, bruse Si fără șoc, se eliberează 
douá vagonete cu ajutorul mecanismului sincronizator. În același moment începe î s- 
trarea timpului la cronometru. Resortul elicoidal śe destinde punînd în mişcare cele ; 
vagonete care rulează pe şine în sensuri contrarii. Se lasă să se scurgă un interval de tim 


TES MET. ESI E fol E sd 
á | 
| 
| 


6 6, 
1 2 yi 
Fig. 38.20 
şi se măsoară spaţiile s, și sa parcurse de vagonetele V, în acest interval de timp. 
Se constată că 
LOT 
Aplieînd teorema impulsului asupra sistemului material format de cele două vagonete, 
și proiectind formula vectorială 
aH 
N 


d 


| 
| EXPERIENTE MECANICE DE LABORATOR 


pe o axă orizontală Ox, paralelă cu sinele, se obtine 


39 


n 
dH; `I 

| 0 38.8 
| п "As (28.8) 
| Jat 
| 
| deoarece forțele exterioare l4( 1, 2, ,?) сате acţionează asupra vagonetelor sint toate 
p dirijate vertical, perpendicular pe axa orizontală Ox. 


Forțele elastice de repulsie, cu care acționează resortul a 
forțe interioare pentru 
Notăm eu оу si 
vagonetelor V, si V 


sistemul celor două vagonete, 


9s 


Dirijînd axa Ox în sensul vitezei v, Şi avînd în vedere că sistemul celor două 


1gonete 
se găsea initial în repaus (la momentul /—0), din relația (38.8) se obține 
| G (ra 
I Hy A yo (38.9) 
| g А 
| Dar 
I 
| ба=- 6i 8.10) 


Din (38.9) si (38.10) rezultă că 


U4—40, вап 


şi cum s, —0,! Şi s,—v,! se obţine s,—4s,. 


$ 22. Exemplitiearea teoremei momentului cinetic. Aparatajul folosit este compus 
dintr-un cadru dreptunghiular A, construit din metal, care se poate roti foarte 
jurul uneia dintre laturile sale verticale Oz, susținută prin două lagăre cu bile £, £. 

Prin intermediul altui grup de două lagăre cu bile Z4, L, cadrul sustine un 
tical Cz' pe care este fixat un volant V plasat în mijlocul cadrului. Mişcarea 
rotaţie a volantului V, în jurul axului Cz’, față de cadrul A, este produsă de un reso 
Declanșarea resortului se face în mod automat printr-un mecanism de ceasornic (fig. 
Pe figură nu este indicat resortul și nici mecanismul de ceasornic. 

Sistemul cadru-volant se găseşte inițial în repaus. 

La un moment dat, fără a interveni vre-o forță exterioară sistemului, m 
de ceasornic declanșează resortul care destinzindu-se imprimă volantului o miscar 
de rotație în jurul axei Cz’, cu viteza unghiulară constantă о, față de cadru. 


® 


дь 


o 


СТ ШШШ 


a b) 
a) Fig. 38.21 : 
е, Să presupunem că pentru un observator care priveşte de sus, rotația relativă cu viteza 
unghiulară o este dirijată în sens contrar acelor ceasornieului, 
s > 1 n t tati - 2A : încene să 
T Se constată cá din momentul în care а început rotația volantului, cadrul începe 5 


execute o mígeare de rotaţie eu viteza unghiulară o, în jurul axului său € 


supra vagonetelor, reprezintă 


» valorile vitezelor, presupuse constante în intervalul de timp /, ale 
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* 
: Rotaţia eu v iteza unghiulară e, este dirijată, pentru observatorul care priveste de su 
în sens orar, adică în sens contrar rotației relative cu viteza unghiulară ia, 
Aplicînd teorema momentului cinetic în raport eu аха Os asupra sistemului cadru 
volant, se obține 
n 
dK “M 
(0 
dt 24 ^ 
]-1 
căci toate forțele exterioare V) care acţionează asupra sistemului material endru-volant sini 
dirijate vertical, adică para'el cu axa Oz şi deci momentele lor în raport cu această axă 
sînt nule, Prin urmare 
К„== С (constant), | 


Inainte de declanșarea resortului, sistemul cadru-volant se găsea în repaus, astfel că 
K,20. 


Ulterior sistemul se pune în mişcare fără ca să intervină vre-o fort exterioară a upra 
sistemului asa că 


G=0 
şi permanent 1 
ÎN 0. (38.11 
Fie: J,[kgim:s?] momentul de inerție al cadrului în raport си axa de rotație O 
Ja [kgt-m:s2] — momentul de inerție al volantului în raport cu axa sa de rotație C;' 


unde C reprezintă centrul de greutate al volantului; 


kgf:s? А 
ЛІ masa volantului; 
m 
c[m] — distanța între cele două axe de rotaţie Oz şi Cz; 
€, [rad/s] — viteza unghiulară a mișcării de rotaţie a cadrului în jurul axei Oz 
€, [rad/s] — viteza unghiulară a mișcării de rotaţie relative a volantului în 


axei Cz’. 
Se obţine foarte uşor expresia momentului cinetic K a sistemului cadi 
raport cu axa Oz 
Kz= (JA Ja Mc?) wrt 7,05. 1 
Din ecuaţiile (38.11) și (38.12) se obține 


3099 


Л. Jal Mc? 


[E [rad/s]. 33.1 

Din formula (38.13) rezultă imediat că rotafiile cu vitezele unghiulare €), $i respectiv о 
au sensuri contrarii. 

Cu cît frecările în lagărele cu bile vor fi mai mici cu atit mai exact va fi satis 
relația (38.13) de valorile măsurate ale vitezelor unghiulare o, $i oa 

O experiență similară se poate face utilizînd două volante ca în fig. b. Їп acest | 
caz viteza unghiulară о; [rad/s] cu care se va roti cadrul în jurul axului Ox va fi dată de formu 

27% 
Jv 2Jo- Me 


o=- [rad/s], 


utilizînd aceleaşi notații ca în cazul precedent cînd s-a lucrat cu un singur volant 
5 23, Verificarea mișcării de precesio. Se foloseşte un dispozitiv compus Фан эй 
stativ care susține, printr-un vîrf ascuţit О, un ax care se sprijină pe stativ în contrat . В 
de greutate, iar axul susține un disc aşezat perpendicular pe ax; о greutate mobilă poate 
suspendată de ax în diferite poziţii (lig. 38.22, a). | 
Iniţial, axul $i discul să găsese în echilibru, axul fiind asezat orizontal, 
tícal, O contragreutate fixă echilibrează discul, 


iar discul vet ^ 


E MMA cae аа a 
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Se imprimi discului o miscare de rot 
dirijată in sens trigonometrie 

Se suspendă de ax greut 
de partea opusă discului, 


atie cu viteza unghiulară о) foarte mare şi constantă, 
pentru un observator care priveşte discul din faţă, 
atea mobilă plasind-o 1a о distanță / de punctul de suspensie O, 
. Se constată că axul impreun suspendată încep să se rotească 
în plan orizontal în jurul punctului de suspensie O cu viteza unghiulară cons 
jată, pentru un observator care priveşte de sus, în sens orar, 

TEN Җ * 

Tücind să crească distanța / se constată că viteza 
unghiulară c, creşte, 


ă cu discul si greutatea 


{аша e diri- 


Yie: G [kg] 


valoarea greutăţii mobile, 
Jlkgfmes?] - 


momentul de inerție mecanic al dis 

cului în raport cu axa sa de simetrie 

(axa mișcării de rotație proprie). 
Momentul cinetic al discului in raport cu punctul 

de suspeusie O are valoarea 

К= Јо == const. 


Notind cu Vl “suma momentelor tuturor forţelor 
exterioare care acționează asupra discului şi axului in 
raport cu punctul de suspensie О, conform teoremei mo- 
mentului cinetic se va putea scrie 

@«_ 77 (38.14) 
dż 


În cazul nostru valoarea momentului M este 


=ске]. (38.15) 
Fie A extremitatea vectorului К avînd punctul de aplicaţie în O, și suportul repre- 
zentat prin axa de rotație proprie a discului. Modulul vectorului K fiind constant, rezultă 
că punctul A este fix pe axul de rotație proprie si deci din studiul mișcării punctului 7 
deduce mișcarea axului în jurul punctului fix O. d: 
Notînd cu u viteza punctului A şi considerînd pe K drept vector de poziție al punc- 
tului A în raport cu punctul O se obține 


1 se poate 


Cauciuc 
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Din formulele (38.14), (38.15) si (38.16) rezultă 


u ff] şi u=G1. 


(38.17) 


Transportind printr-o mişcare de translație vectorul M astfel ca punctul sän di 


сае să treacă din O in A, acest veetor va reprezenta viteza punctului A în 
considerat, 


apli 


momentul 


Pentru ca punctul A, apartinind axei, să posede o astfel de viteză va trebui ca axul 
să se rotească în plan orizontal în jurul punctului de suspensie О cu o viteză unghiulară Oi 
avînd valoarea 


i CI 
O1 вап о, 
În [0] 
Aceasta este mişcarea de precesie, 
Se observă că c, variază direct proporţional cu / 
Studiul mişcării giroscopului mai poate fi făcut şi cu ajutorul aparatelor reprezentate 
în fig. 38.22 b şi 38.22 c. 
$ 24. Determinarea momentului giroseopie. Se foloseşte un aparataj compus dintr-un 
care susţine o axă verticală de rotaţie, la al cărei capăt este fixată o tijă orizontală, 
pe care se află montată o roată care se poate roti foarte uşor în jurul tijei. 


Cu ajutorul unei manivele se poate roti sistemul ax vertical-tijá orizontalá-roatá (f 
38.23, a şi b). 


stativ 


Initial sistemul se găsește in repaus. Sub acțiunea greutăţii proprii a roții, tija orizon- 
tală de sustinere se încovoaie in jos (fig. 38.23, a). 

Se imprimă roții o mișcare de rotaţie în jurul tijei cu o viteză unghiulară о foarte 
mare, dirijată, pentru un observator care priveşte roata din față, în sens antiorar. 

Se imprimă tijei orizontale, prin intermediul manivelei, o mișcare de rotație în pl 


orizontal cu viteza unghiulară o, dirijată pentru un observator care priveşte de sus, 
sens antiorar. 


Se constată că flexiunea în jos a tijei orizontale începe să scadă. Mărind progresiv za 
unghiulară о; se constată o scădere progresivă a flexiunii şi pentru o anumită valoare a lui 2 


Fig. 38.23 


flexiunea dispare complet, tija fiind perfect dreaptă şi orizontală, Dacă œ, creşte peste aceast 
valoare se constată că flexiunea tijei începe să se producă în seus contrar, adică în sus 

Mişcarea de rotaţie, efectuată prin intermediul mauivelei, cu viteza unghiulară o, 
constituie mişcarea de precesie, 


4 i ii în e с sării 
Vie J |kgf-m-s?] momentul de inerție mecanic al roții în raport cu axa sa (аха шу 
de rotaţie proprie). 


——^ 
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Momentul giro copic /M a este dat de relația 
f 
Д = Јох o 
$1 are, m cazul nostru valoarea 
Ily Гоо ku (38.18) 


Veetorul 


lig. 38.23, b 


lg ' te perpendicular pe planul vectorilor de rotatie o 3E e inteind în planul 


ҮҮ — 
| 


Se observă că sub acțiunea ac lui 
moment giroscopie tija orizontală di 
tinere a roții este redresată 

Din formula (38.18) reiese că cu cit B 
viteza unghiulară 6, a mişcării de precesit | 
este mai mare, cu atit mai mare este si va 
loarea momentului giroscopic. 


" 


$ 25. Demonstrarea teoremei impul 
sului in ciocnirea centrică, Aparatul din fig 
38.24 servește pentru demonstrarea primei 
teoreme generale din studiul ciocnirii, con 
form căreia variaţia impulsului total în 
timpul ciocnirii centrice este egalá cu suma 
percusiunilor exterioare, date şi de legătură. 

Aparatul este constituit dintr-un 
cadru, de a cărui bară superioară sînt sus- 
pendate, la acelaşi nivel si în contact una 
cu alta, şase bile din același material, iden- 
tice ca mărime si greutate și cu același 
coeficient de elasticitate K=1. 

Una din bilele extreme (1) se îndepăr- 
tează la o distanţă oarecare şi apoi i se dă 
drumul. În cădere, ea loveşte bila 2, care aparent rămîne nemișcată, ca $i bilele 3, 4, 5 
însă bila G se depărtează, deplasarea ei începînd cu viteza vg, egală cu viteza 1 1 
їп momentul cînd 
cu bila 2. 

Avem formula 


3.24 


Fig. : 


P —mu- 6 : j 
si 
ECCE 

Rezultă P=0. 

Bila 6 in c Ф 
bila 5, саге rămine : 
imobilá, ca si bilele 
bila 1 se va depă E 

Fenomenul se repetă 
fiecare dată distanța la « 1 
se deplasează bilele extreme j 
fiind din ce în cer 

b) cauza pierderii de 
se transformă în с - 
Fig. 38.25 nic de deplasare lo t : 
energie caloricá et : 
i i indeplini olul de 15 
31е1е intermediare (2, 3, 4, 5) rămîn nemiscate îndeplinind numai т 
2116 L i 2, 9,5, 
mitere »erenţiei. М ; ; ES Р 
J ра se poate exeeuta şi cu ajutorul unui plan înclinat са în Lig 
este Îutr- VII a ieșirea din 
£ 26, Determinarea vitezei unei bilo care se rostogoleste într ха «алал, la de elle 
x а хя «nir "й. Un canal înclinat iu care сиса 
acesta, ca exemplificare а ienomenului de ciocnire olastică £ " 
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o bilă, şi un pendul matematic format dintr-o bilă suspendată printr-un fir de lungime foart 


mare, împreună eu un indicator de masă neglijabilă « 


we poate culisa foarte usor în lungul 
unei rigle gradate, perfect slefuite (fig 38.26), formi 174 aparatajul folosit la « pet it după 
R. W. Pohl) 

Se plasează pendulul în poziţia de echilibru cu firul de suspensie dirijat rtícal, bi 
pendulului fiind în acest caz în contact cu indicatorul. În această poziţie iniţială indicatorul 
trebuie să se scă în dreptul diviziunii zero de pe rigla gradată 

e plasează bila, a cărei viteză se alizează 
la capătul superior al canalului unde este lăsată 
liberă, fără a i se imprima vre-o ‹ inițială 
Bila se rostogoleste în canal nind 1 Se 
cilocneascá de bila pendulului, car \ imp 10 ; 
indicatorul pină într-o poziție limită ire defi | 
neşte amplitudinea liniară Ag a oscilaţiilor bil 
pendulului. Valoarea amplitudinii А „зе cit 
rigla gradată 
Lungimea firului de suspensie a 1 - 
— lului trebuie să fie destul de 1nat ) 1 
considera amplitudinea unghiulará a oscil 
l 999 ca fiind mică și deci oscilaţiile ca fiind izo 
іс. 38.26 F J : 
Totodatá, pentru a putea considera 
rea oscilatorie armonică a bilei pendul 
fata riglei gradate ca efectuiudu-se după o traiectorie rectilinie, trebuie ca lu r 
pendulului si fie mare. 
Pie: Mj(kgf:s?/m] masa bilei care se rostogoleste in canal; 
Ms[kgf-s?/m] — masa bilei pendulului; 
i[m] — lungimea firului de suspensie a bilei pendulului; 
A [m] amplitudinea liniará a oscilatiilor bilei pendulului 
Pulsatia micilor oscilații izocrone ale pendulului este dată de form > 
e > [rad/s]. 
{ 
Fie viteza bilei din canal înainte de ciocnire; 
viteza bilei pendulului înainte de ciocnire; 
viteza bilei din canal după ciocnire 
75 m/s viteza bilei pendulului după ciocnire. 
Pendulul găsindu-se inițial în repaus evident că 
©=0. 
Avem 
v4=049 > 
exprimâînd viteza maximă a bilei pendulului care execută o mişcare oscilate 
De la studiul ciocnirilor se stie că valoarea vitezei finale и, este dată de s 
Us —u--k(u—v;), 
unde coeficientul de restituire k este cunoscut, fiind in funcţie de materialul diu c 1 
confectionate cele două bile, iar viteza и este dată de formula 
7 XS 
u , Miti Мур - 
M, +M, 
Cum în cazul de faţă v,--0, rezultă că 
14] M, 
, | t 
vire ul WEM, 1 
de unde, tinind seamă de (30,1), se obţine 
1 \/ M. 
[ i * 1, [m ^ 
vi 0 
L4 M, 
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CALCULUL TENSORIAL 


ANEXA II 
TABELE CU CENTRE DE GREUTATE ȘI MOMENTE DE INERTIE 
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Analog vom avea 


S 4X0 “ехе 
Co к^) Ca (2) 
(C483) (2 
ьа а 
TO ille (9) sie қ š ; A 
Relaţiile (2) şi cu precedenta ne dau vectorii €,, бу, ер reciproci vectorilor ер, ej, ел. 
* * ЕД x! E i. ^ 
Pornind de la vectorii е v 65, 51 eg, vectorii lor reciproci vor fi chiar vectorii ер, Ca Şi ca, 
: { , TEE S LS : 
deoarece relațiile de legătură dintre Cis б), б, ŞI бү, Cg, eg rămîn neschimbate dacă permutăm 
bs * * Li 3 E 
vectorii e Si ер, fa Şi Cy, б, şi ep între ei, 
Rezultă deci, 
* * " " " " 
е Ca ез €1 ĉi Co 
( — = í ч Ëa = (3 
1 CR 2 "ru ) "u^ ) 
(бу 25 03) (е1 буе) (е Ca 03) 
* 
Ca urmare, relația еүеу==1 devine 
" * 3 
€9 X ез У е X A 
+ ++ F едр D i 


(& Ca ез) (212223) 


«а 
Dar potrivit primei formule (1.36) putem serie 
* S * * * 
CY ёз) = (£g e) (ез ез): — (ea ea) (ёз б) — 1 
Rezultă 
Si feries eer 
(& € ёз) (еу 62 63) = 1, 
adică produsul volumelor celor două paralelipipede construite pe vectorii єр, ez, ey si pe veci 
A Rr e : A Mens E Е 
lor reciproci ер, ез, ёз este egal си unitatea; produsul lor fiind pozitiv, scalari £5, е.) 
К и Б — —% 
(e, ез ез) trebuie să fie de același semn, deci triedrele de referință е, ез, e3 Şi еу, e, e, sînt d 
același fel, sau drepte sau stîngi. 
Cu ajutorul vectorilor reciproci se poate rezolva imediat problema descompun 
ad, vector dat, x, după un triedru de referință oblic oarecare reprezentat prin vectorii ey, es, e 
сарт) 
Problema se reduce la determinarea scalariilor x, X3, X3 din relaţia 
X161 FH 4g63 F ga. 
a H = t : 
Inmulfind scalar această relație cu e, vectorul reciproc si {іпіпа seama de relațiile 
pa *- EEUU 
ёрёр = 1, 6169 — 0, 81630; 
se obține 
| Analog vom avea 
| 
| " 
Deci 
(4) 
relație care rezolvă problema de descompunere a vectorului x după direcțiile e, es, ёз. 
H Reciproca relaţiei (4), 
= at . 729 Р 
(9) 


d Ай. (e, x) бү (oa v) eg -l- (Cg ) es. 


este de "asemenea valabilă și rezolvă problema de descompunere а vectorului x după 


о e RN 
direcţiile lj, Ca, б, 


ic - 
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Ve 
Oricare 
nentele s 


ectorii &, e Dê atore алй o bază faţă de care vectorul x are componentele scalare ду, y, А 


alti vectori ej, eş, ез necoplanari pot servi dre pt bază pentru acelaşi vector л, Compo- 
sale scalare xj, Xs, Xa vor fi calculate cu ajutorul unor formule analoge celor cn care 
au fost calculate componentele scalare Vis Xas dg în baza е, e, су. Vom avea 

* * " 


хү= бүл, Xy = e 


unde am notat cu e; vectorii reciproci vectorilor e 


Rezultă deci, o relaţie analogă relaţiei (4), 
Фл * : 


x == (e, x) eq -l- (e x) e$ + (04 4) с (6) 


relație care implică si reciproca 


= (ei x) e, + (es x) eg + (e x) ёз. (7) 
În cazul particular cînd vectorii ер, ез, ез sint versorii 7, j, А ai unui sistem ortogonal 


Te * 


de axe Oxyz, vectorii reciproci corespunzători ej, ез, ез vor fi tot vectorii i, j, ^ în aceeași 
ordine, deoarece avem 


ix — АХЇ -= 
] 


9 
3 


- Уне, 


i=1 
3 
£5 = Oa lF og ea F Cag Eg = Y Qaili , (8) 
i—1 
3 


ёз = 031 l1 ga 621-033 € = У 03104, 


dacă se notează cu «4, 0, 03 componentele scalare ale vectorului е; (t= 1,2,3) în baza е, e, 
Formulele (8) se mai pot scrie concentrat 


ei— - m Y 9jej - (3) 


1 


3 


Indici de sumare. În formulele (9) se poate suprima semnul È sau У. fácindu-se con- 


venția ca indicele 7, care apare de două ori, să indice o sumare, "E 1 р oartă. numele în acest 
, 
caz de indice de sumare. În consecință, relația (9) se va ser ie 


Е Олс (10) 


; PPS хоїа în (4) succesiv ле), X68, Xe, obținem 
Determinarea coeficienţilor олу. Fücind în (4) succesiv е е ез, obţine 
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Comparind acest tablou cu (8) respectiv cu (9), se deduce 


Y 041] 92 ^f (11) 
sau cu formulele (2), 
/ \ X | 
UT 03) CETA (cities) 
Em | Oa ТОСТ — , (12) 

(e. e ед) CD CUT 7) | 

Determinantul coeficienţilor vij, pe care-l vom însemna pe scurt cu simbolul A, 
A — det (21), 


este diferit de zero, În adevăr, dacă l-am presupune egal cu zero, atunci ar « 
A Aa Ay, nu toate nule, așa fel ca relaţiile 


sta trei numere 


— 


043 № 0, 


pentru у = 1, 2, 3, să fie satisfăcute. Multiplicînd prima relaţie din (8) cu №, pe a doua cu 
dp pe a treia cu № si adunindu-le, s-ar obține 


^ Y ^ 154 f 
№е Aga + Agey=0 , | 
adică vectorii e; ar fi coplanari, deci nu ar putea forma o bază, 
Relaţiile (8) pot fi rezolvate în raport cu e;, deoarece determinantul соеѓісіє п{ от, A, 
este diferit de zero. Se уа obţine astfel 


= 


epu, (13) 


unde s-a notat 


ininor oj; 


Pe tpm 


„minor a; însemnînd minorul elementului жу in determinantul A. Mărimea Pij se mai numește 
„minorul normat“ al elementului оу; în determinantul det (0:3). Din proprietățile dete 
minantilor se scot relațiile următoare între mărimile c şi p: 


А = 
«tj Вур 84ке. 15 
În mod similar vom putea scrie 
` : 
Qij Dri jx. 16 
Analog celor stabilite pentru оу, vom putea scrie 


Bij>e e; E (17 


Il 
bo 
29 


8 2, Componente eontravariante si componente covariante. Să notăm cu u; (i 


componentele scalare ale vectorului и în baza e; . Vom avea deci 


uiti uir. Y 
Ínlocuind pe e; prin expresiile (9), se obține 
ui e = Mij Uj еј, 


de unde, permutînd in dreapta indicii i şi j între ei (i«--» 7), se scoate 


Q1 gis » (15) 

Formulele (18) ne dau componentele scalare ale vectorului и în baza ej, în funcţie de 

componentele scalare ale aceluiaşi vector în baza ej. Determinantul coeficienţilor fiind diferit 
de zero, se vor putea deduce şi relaţiile inverse, + 

(19) 


= и). 
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Comparind formulele (10) cu formulele (19) se constată cá pe cînd baza e; se exprimă 
Li 


în funcție de bază e; cu ajutorul coeficienţilor о;у, componentele corespunzătoare и, se exprimă 
a , ; 
în funetie de componentele u; cu ajutorul coeficientilor fu. 
Din această cauză, componentele u; se numesc contravariante, 
" 
: i ale aceluiaşi vector u în baza e; (reciproc: 
portă în mod diferit, In adevăr, să multiplicăm identitatea 


Componentele scalare v 


bazei ej) se com- 


Vilt U ej (20) 
de ambele părți cu eg. Vom obţine astfel 
vi “Buv, (21) 
şi deci P 
vi TATIE (22) 


Aceste formule se potrivesc cu formulele (10), adică nu se mai observă aici structura 
contrară pe care am constatat-o la componentele uz, în (19). Din aceste moti componentele 
scalare v; se numesc covariante. 


Se obișnuiește a se nota ambele feluri de componente cu aceleaşi litere, ри 
» cele sus la componentele contravariante si jos la componentele covariante. 


Așadar, componentele contravaridnie ale vectorului и se vor nola cu wt, už, 
ponentele sale covariante, cu иу, Us, из. 


Adoptind acest fel de a scrie vom reprezenta in consecință mărimea 


minor aşi 


şi mărimea fij; (==) prin 


În (ee) (и адо 
Bi (=, е) (i, j=T, 2, 3). 
Prin urmare, formulele (18, (19) se vor scrie 


i j i TS, 
11—054, и^ = 87 w, 


7 


iar în locul formulelor (21) și (22), fiind vorba de componentele covariante ale ace 
tor u, vom scrie 2 


(ex us Biu, 
ui uj u > A 2 


Ne-propunem acum să determinăm relațiile dintre componentele covaria 
variante ale aceluiași vector. 
În acest scop, identitatea 


cs zs 
ule;—1ui ei—u 


o vom pune sub forma 


—— pn (ёх ез) te (exe) (nx е„)] 


ul ey FU? es HU? eg — 
(a £a êg 


cu ajutorul relațiilor (2). 


Multiplicînd scalar, cu p ambii membri ai acestei egalitüti, obținem 


L Uaa = 
w! gy tH gn T Ea 10, 
unde am notat 


1999); (25) 


gne (3 


ANEXE 


elatia (2 Nr Y XN nue ‚ à Kou" y П 
Relaţia (24) și alte două analoge пе dau expresia lui u; în funcție de ui 


ui gt u? 
Printr-un proced iV i i 
procedeu analog vom obține relaţia 


1 
ul pu 
| j 


unde am notat 


*—* 


ёре), (28) 


În particular, tinind seama de (2) şi de prima identitate (1.36), vom avea 


дзе бахор а [eax (вах 01)] _ (cata) (баеп) — (ез) (вв) 
(exe 263) 


): 
ёз 


sau, cu (25) 


Asa dar, gi? este minorul normot al elementului g,, în determinantul 


811 812 d 
det (gij) = gor 822 83 |» 
Sar $32 533 | 
dat fiind că det (с) este un determinant Gram ($ 9 formula (1.33):) 


1 Cu Ey Eau faca 


det (213) — exe, ese £365 |. 
сып Ge Ces 
Vom putea deci scrie formula, generalá 
ij Я 29) 
g! = minor normat (gji). => 


B. VECTORI $1 TENSORI ÎNTR-UN SPAȚIU EUCLIDIAN 7, 


5 3. Veetorii consideraţi ea tensori in £,. Vom începe prin a raporta spațiul E, la un 
triedru 7: format de trei axe ortogonale O41, Ox?, Ox?. Proiectiile vectorului v pe axele О 
(i—1,2,3), (proiecţii pe care le vom presupune întotdeauna ortogonale, în afară de cazurile 
cînd se fac mențiuni speciale) le vom însemna cu 01, v3 respectiv. AN 

Am văzut (1) că vectorii reciproci ai triedrului 4, j, А sînt identici cu 7, J, kh, in aceeaşi 
ordine. Rezultă cá componentele contravariante ale vectorului v vor fi identice cu componen- 

mM АНН A E ESTE P Re MR e 
tele sale covariante, În consecință, và fi indiferent din acest punct de vedere dacă ч om азе 
indicii 1, 2, 3 sus sau jos. Vom prefera, totuși, să scriem indicii sus, adică v^, v", v". 


Schimbarea de axe Oz!-Ox' va fi determinată de cunoaşterea cantităților 


EET fer А 30) 
ui — cos (at, ad), 7$, 3221, 2, 3, vw 


Or! 


unde (x, zi) înseamnă unghiul format de axa Ox'*, Ox. 


(x, iJ) =unghi (0x4, Ол!). 


[}\ айд) it ama itte 
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Sä notăm en e; versorul (vectorul unitate) al axei Ох si cu v; acela al axei Ox! 
; i x ; 


б Ug ] 
(7 vers Oy, ejes veta Ox", (31) 
Să nnnaldgar? MT n 1 T | і 
i Să considerăm vectorul v avind proiecţiile y! pe axele Oa! gi v pe axele Ox't 
(15:1, 2, 3), Vom avea Э 
7] vie, v'ho’. (32) 
Prin multiplicare eu e; vom obţine 
1 VC, =з) v'e e. (33) 
Notind eu aj produsul scalar 040, 
j 
v 0], (34) 


саге înseamnă proiecția versorului e; ре аха Ox! saw acceca a versorului c, pe 


axa Ost, 
vom extrage din (33) relaţia 


v! ot. (35) 
Prin multiplicarea relatiei (32) cu ej se obtine 
FFY 177 jJ 
VE =V 040: — 0^. 
= J vh 
Vom nota 
-- yj 
ере; = j 
astfel încît relații precedentă devine 
vi=pivi 
Permutind între ei indicii 7 si j, vom avea 
0 tjv! A (36) 


De altfel, е 
TU 2 07 TE 
aj gie: -cos (47, 4). 

În particular, vectorul de poziţie x al punctului P, avînd componentele х^ relativ 
la triedrul T (coordonatele punctului P in raport cu T) şi componentele x^ relativ la trie- 
drul 7” (coordonatele aceluiași punct P în raport cu triedrul T’), va fi supus aceloraşi re- 
guli; avem deci, 


xa; ial x! (i, j=1, 2, 3). (37) 


Formulele (37), care dau componentele aceluiași vector v raportat la două triedre T 
si Т’, pot servi ca definiție a vectorului (v. cap. I, formulele (1.10): 

Dacă trei mărimi, vi (i=1, 2, 3) se comportă conform transformării (36) la o schimbare 

^ D c n o i 

de axe (30), ele reprezintă proiecţiile vectorului v pe axele Ох. — CAE PRINS vt 

СИ privire la orientare, am presupus cà cele două triedre T şi T' sint drepte, ceea 
ce vom face de altfel cu toate triedrele similare pentru a evita o complicatie inutilă. 

Vom numi tensorială reprezentarea (37), a vectorului v legat de sistemul de axe, pentru 
a o distinge de cealaltă, geometrică, numită intrinsecă şi folosită mai E în calculul vec- 
torial. Sub acest nou aspect, vectorul ne apare са пп tensor de primul ordin. | 

O reprezentare mixtă а vectorului v, participînd în același timp la cele două repre- 
zentări, este forma sa hipercomplexd 


о vie vei, Өз) 


care pune în evidenţă și aspectul vectorial al acestei mărimi şi aspectul tensorial prin apa- 
rifía componentelor i. Vom utiliza-o cîteodată $i pe ас easta. 
y 


n ANEXI 
Ca aplicaţie imediat "и A : 

Баа | imediata să caleulám pătratul modulului lui norma vectorului 
VOI aA exc . 
Uu 

01240) 
1, pentru că A 
| , 
ceea ce se mai pune sub forma concentrată 
tat 
E 
In particular, norma vectorului infinitezimal dr, avînd componentele dx', esti 


(dr)? da! ах 
{ ә b " " T 
Dar (dr)* este identic cu ds?, ds fiind cleme ntu) de linie. Vom avea, de ci, 


(ds)? ds2=daidai, 1 


Formula (40) care exprimă ре ds? în funcţie de йл” determină metrica spațiului e 
dian E}. Ea caracterizează acest spaţiu, 


$ 4. Tensori de ordin superior. Reprezentarea tensorială a vectorului ne 
extindere a acestei noțiuni la mărimi determinate de un număr de E potent 


decit trei. Să considerăm, de exemplu, cele două cantități zii (2, 72162519) 


că o schimbare de axe Ox/—Ox" impune „componentelor: Hi formulele de 
vii =gi Bj pi, 


{17 fiind ceea ce devin componentele cînd sînt raportate la axele Ох”, Vom а 
nouă cantități 7 reprezintă o unitate tensorială de ordin superior, sau mai prec 
de ordinul al doilea ale cărui componente sînt 17. Am plasat indicii sus marcînd prin 
caracterul „contravariant“ al tensorului #7. 

E clar că pentru ca operaţia (41) să aibă un sens trebuie si este suficient ca 
fie reflexivă; aceasta înseamnă că, pornind de la componentele £% Д raportate la 


schimbarea de axe 04'i->0xi trebuie să conducă la gomponentele #7 cu ajutoru 
formule de transformare. Dar, multiplicînd formulele (41) prin e a, obținem 


„m m .n gi pjkl 
Li i F Pr P1 t 
sau, pentru că 
ai Bi — èk si o pj =8ү, 8j şi ôF reprezintă numărul lui Kronecker, 
т п LU - ўт an "nsi 
тру kso Н 
deducem 2 
т.п ij _ mn 42 ] 
«i c =, 4 J 


| adică, o relație (41) pentru a trece de la componentele ¿”7 la componentele 
Această proprietate de „reflexivitate“ a formulelor (41) consacră о? 

blului celor nouă componente Hi] adică tensorului de ordinul al doilea; este adevărat că aceast 
individualitate nu are darul de a se manifesta cu o evidență geometrică comparabilă cu aceea 

a vectorului, totuşi datorită proprietății de ,reflexivitate", vom putea să-i regăsim aceleași 


| componente revenind la același triedru Ox', pe orice cale, 
Am întrebuințat coeficienţii e pentru a defini teusorul contravariant de ordinul al 
ij A 1 A 1 j j ё Е er Я H ка оте я 
doilea 1^, Cu ajutorul coeficienţilor ai ( 04) vom putea serie formula de transformare 


tensorului ,covariant" tyz, 43) 
(43 


D 
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aici am folosit indicii in „partea de jos“ pentru a ne conforma regulii stabilite la $ 3 de a 
păstra poziţia indicilor principali, 7, 7, in formula de transformare; de altfel, în sistemul 
cartezian ortogonal nu există nici o deosebite între componentele covariante şi cele 
contravariante , 
it (44) 
Am putea înlocui numai unul dintre coeficienţii [) din (41) prin c.eficientul cores- 
punzátor x; în acest caz, ar fi convenabil de a înlocui t; prin {# pentru а păstra regula 
Y $24: Í / 
indicilor, 


Tensorul i; se numește mixt din cauza poziţiei indicilor, 

tat, un b 4 1 1 1 t 1 
A Este evident că se poate continua extinderea care conduce de 1а tensorul de primul 

ordin, la tensorul de ordinul al doilea, trecînd la tensori de ordine mai ridicate. 
În general, vom spune că cele 3" cantităţi tti s ip VOF fi componentele unui tensor 
de ordinul » dacă schimbarea de bază е; ->2'; supune componentele 1а relațiile de transformare 
, phos ly ph... g^ £e n. (46 

TA dps 

în această formulă s-ar putea înlocui un număr oarecare de coeficienţi 6 prin coefi 
corespunzători о, ceea ce ne va conduce la a pune indicii respectivi sus, pentru a пе 
forma regulii de la $ 3, poziţia indicilor fiind de altfel, complet indiferentă. f 


Fei GU H : . . 
Matricea cu 3" componente a tensorului de ordin n este matricea іепѕоғиіи:. 
'Tensorul care are toti termenii nuli este /emsorul zero. Ordinul sáu este nedete 
Simbolul sáu este „0“. 


Altfel, orice tensor diferit de tensorul zero are un ordin bine definit. Tensorul 
nul întîi este un vector, acela de ordinul zero va fi o cantitate scalară. 

Doi tensori £ şi т sint egali între ei numai dacă au acelaşi ordin şi dacă fermez 
logi sînt identici; se spune cá doi termeni sînt omologi dacă ocupă acelaşi loc în m 
respective. 

Multiplicind toti termenii unui tensor / cu un factor >, se obfine un nou tensor 
cum se verificá cu ajutorul formulei (46); ordinul acestuia va fi acelasi cu al prim 
Vom scrie 


Dacă în particular A— — 1, vom avea T—-—1; termenii tensorului T vor coincide eu 
ai tensorului 7 luaţi cu semn schimbat. 

Cu ajutorul formulelor (41), (43), (45), se poate constata că numărul lui Kronecker 
sub oricare din cele trei forme 3;;, 37, 8/7 reprezintă un tensor de ordinul al doilea. 

Operatii. 1. Adunare și multiplicare. Doi tensori de același ordin, / si т, de 
plu doi tensori de ordinul al doilea, tij şi Tij, pot da naştere unui al treilea tensor de ace 
ordin avínd drept componente sumele termenilor omologi — in exemplul citat, 43-76: 
Operatia corespunzátoare este adunarea ínive cei doi lensori. 

Dacá, ín particular, suma termenilor omologi este nulá pentru toate valorile i 
se obtine ca sumá tensorul zero. Vom avea, deci, 


exe 


t+r=0, 
și prin urmare А 
{=—т, t= 
Adunarea a trei tensori, 
ио, 


se reduce la adunarea а doi tensori, eu ajutorul definiției 


I uve (thu) v, 


si, prin recurenţă, a unui număr oarecare de tensor 


956 
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Adunarea se bucură de următoarele 
1°, м4|-0 = 04-0 (comnutativitate) 
2°, (thu) 5004 (ov) (asociativitate) 
39, Existenţa unei soluţii unice în u 
v, fiind tensori dati. 
a) In cazul particular /— o, soluţia corespunzătoare м va fi tensorul 

pe care-l vom nota totdeauna cu „0 şi numărul „zero 

: b) In eazul particular v=0, soluția corespunzătoare и se va nota cu 
putiud fi însemnat de asemenea cu A 

Multiplicarea între doi tensori i şi т de 


proprietăţi: 


а ecuației ио 


Zero", sait „nul 


tensorul £, 


ordine oarecare este operaţia care dă naster 
M i a T " А " d 
tens rului produs T, ale cărui componente sint produsele componentelor lui £ şi 
Г “map... Hj mg В...А. Í 


збе uşor de arătat că mărimile T îndeplinesc condițiile (46) şi că în consecință 
sînt componentele unui nou tensor. Ordinul său va fi P+d, daci ordinul lui £ este р şi acela 
al lui т este g. 

De exemplu, prin înmulţirea dintre tensorii ay , by se obţine un tensor de ordinul al 
treilea, а; br. | 

Operația este evident comulalivd. | 

In cazul particular cînd unul dintre tensori se reduce la un s 
vor fi evident egali cu termenii teusorului, multiplicati cu scalarul f 
îi egal cu ordiuul tensorului. 

Produsul a trei sau mai multi tensori se defineşte cu o regulă de asociativitate, ca 
la adunare. 

Simetria si antisimetria lens 
al doilea se bucurá de proprietate 


at, termenii 1 
actor, iar ordinul să 


rilor. Dacă componentele у ale unui tensor d 


tji=tij 


el este un iensor simetric. Se recunoaşte uşor un astfel de tensor, datorită simetriei 
corespunzătoare relativ la diagonala principală. 


Dacă componentele /;; îndeplinesc! condiția 


tji — tij, 48 


tensorul se numește anlisimelric sau simetric strîmb. Rezultă că în acest c 
avînd poziţii simetrice în raport cu diagonala principală au semne contrare s 
cular, componentele diagonalei principale sînt nule, după cum se constată din (48) 7 

Proprietatea generală а iensorului de ordinul al doilea. Orice tensor li; poate fi pus s 
forma unei sume а doi tensori: unul simetric si celălalt antisimetric. Într-adevăr, put 


lij 


pie L5 in 
Ji 17 24 
= Рај : 


= 
ї П 49 
2 ; 253г 


aceasta fiind singura descompunere posibilă în suma unui tensor simetric cu unul ant 
Vectorul asociat unui tensor antisimetric. Observăm că relaţiile (43) dintre compor 


d z EXER cerita По eoord 
иу Si 1j; ale aceluiași tensor antisimetric, raportate la două sisteme diferite de coorc 


1 
Y 
capătă un aspect simplificat dacă se tine seama de relaţiile (48). 
Vom avea, de exemplu, 
la = (0308—0303) -+ HT 
sau 
Ia 7 91 tas Ha] f DTE 
Obtinem, de asemenea, două alte relații similare, astfel că vom putea serie 
sl ^ 50 
(),7 00] , 
[9377 Өзү, Igi O8, (ia > Oa | (31) - 


| 
| 
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TENES 1152 519570 POE 957 


dal: iile 5 "r 1 ` Р, і H Li r Й ^v 

Relaţiile (50) arată că mărimile w;(i=1, 2, 3) vor fi componentele unui vector, 94-1 
denumim vectorul asociat al tensorului antisimetrice tij: 

Vom vedea mai departe (§§18-20) că există o anumită diferență îutre un vector în 
general și vectorul w; asociat unui tensor antisimetrice, Vectorul (0; este ип pseudo-veclor, Dar 
pentru moment se poate face abstracţie ce această diferenţă, 


СА ` “ " inn " M Г 12.3 1 "ar 1 
$ 5. Generarea tensorilor prin derivare, Derivind relatia (46) în raport cu s'i, vom avea 


OREL ] 
ditn jte 
9t Bi p'a pin gl A ; 
- BB i gi 
i i 9 
д5 Ji Ja Jn 027 i 
4 QUA In 
annual Л "o ie лї М A o ah i i $ : 
Această relaţie arată că cele 37 cantități sînt componentele unui tensor de or 
Cc 


dinul 54-1. 


De exemplu, f(4!, x?, 4?) fiind o funcţie derivabilă de argumentele indicate, deriva- 


tele E (i—1, 2, 3) vor fi componentele unui vector — gradientul lui f — pe care îl notăm 
Qu А 
cu grad f. O simplă operaţie de recurenţă пе arată că derivatele 
ANI 


= = 5 cu m-4-n-J-p:-—N, vor fi componentele unui tensor de ordinul JN 
im În Lp? Y + 
(4) (am) (947 


$ 6. Contraetare. Dacă se identifică doi dintre indicii unui tensor de ordinul 2(2>2 
transtormindu-i astfel într-un indice de sumare, numărul componentelor scade cu două uni 
deoarece indicii egalati între ei fiind de sumare nu se mai socotesc la numărarea componentelor. 
Tensorul se transformă în unul de un ordin mai mic cu două unități. Această operație se numes- 
te contractare. 


De exemplu, tensorul de ordinul al doilea 4; va deveni prin contractare scalarul 


=з: (53) 
- aL Ойу Sa 5. Ош, 
Tensorul de ordinul al treilea F va deveni prin contractarea i=j vectorul — p avînd com- 
A ox^ | 
р | 
ponentele 
дн. Ou Qu у 
у (54) 
Е , Qi s. 
sau prin contractarea ў=Ё, vectorul a avînd componentele 
0% 
Oa d- is E 
Qa ox? 
^ 
On EIS P3 де 55) 
д д? i | 
Ata i O Lao x | 
"m Г 
д^ї OEA | 
А : Bum n > expresii c 
Prin contractarea i=} se obţine vectorul ~ i avînd drept componente expresii care 
y ox 


se pot forma fárá nici o dificultate in mod analog 
DUT 
val 
Dia 
oa! 
01g 


д^ 1 


(56) 
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Aplicaţii, Sà lui di i i ў 
ЕМ I "i tii. Să luăm tensorii аң) $1 by Şi să formăm tensorul de ordinul al 
са арор. Prin contractarea у = лд se otine vectorul ауу b 
vom avea pentru cele trei componente ale 


: trei 
j. Dacă tensorul аң este antisimetrice 
vectorului аЬ) 

(04555), ligb ligb 
(04555), = a4 b, F togba, 


(94703) 5 4310, F 3505, | 


sau, utilizînd vectorul asociat €, äl tensorului antisimetri aj, 


(01505), = bye — боз, | 
(&4555)s = bae, boy (57) 
(04303) bo, bs, | 


Aceasta dovedeşte că vectorul ау este identic, în acest caz, cu produsul vectorial bixo | 
vectorilor b; si oj. Acesta este de altfel un paeudo-vector (v. & 18). | 

$ 7. Un nou mijloe de a recunoaște un tensor, Să prestipunem că un număr N у? | 
p intreg— 0, de exemplu p=3 pentru a fixa ideile) de mărimi, Ik (irj, &—1, 2, 3), dau cu | 


k 
tensorul т" un imvariant 
ік; : 
lijk Tj invariant. 
Atunci mărimile /;jjj vor fi componentele unui tensor i. 


Această proprietate rezultă ca aplicație imediată a formulei (46). În virtutea inv 
tei se poate scrie 


А ае ~ ik 
tir jik T —lijk ó 
Dar pe de altá parte avem 
EINE “К e fest f 
VIE vu Bp ту 


k 


asa incit, dupá suprimarea factorului comun т) „ relația precedentă devine 


r ЧҮ ЫКП УЛО 
tijk т Ои P7 lijk» 
ceea ce demonstrează proprietatea enunțată. { 
În mod analog se poate demonstra proprietatea generală, înlocuind pe un 
tensor oarecare cu tot atitia indici ca si /. 
С. SPAȚIUL RIEMANNIAN. COORDONATE CURBILINII 
. у 
; $ 8. Tensor fundamental. Să considerăm suprafața S cutundată în spațiul euc 
E, şi avînd ecuaţia vectorială Ж 
E oS 
r=r (0, Ф), | 
7 fiind vectorul de poziţie în spaţiul E, al unui punct oarecare m al suprafefei 5, raportat 
2 Tariabilele q! 2 reprezintă coord 
la un triedru ortogonal de axe Ox^ (x—1, 2, 3). Variabilele q!, q? reprezintă co 
A x 54 cei ; “a varlahilele a^ 2. 3) хе 
cm bilinii ale unui punct M ре suprafața S, în timp се variabilele a*(x- 1, 3) rer 
А 2524 я «AE "ledr * Pástri argume 
coordonatele carteziene ale aceluiași punct M, relativ la triedrul Ox : I сима e 
4? constant, ecuația vectorială (59) va reprezenta o curbă constituită emet e RM 
f Fi ia ` $. ire > q* wo 
punzátoare tuturor valorilor acdeptabile pentru qt; dînd diverse valori lui 4 
familie de astfel de curbe, ас 
Dacă, dimpotrivă, ţinem argumentul q! constant, lăsiud celuilalt argument, q 
libertatea de variaţie, vom obţine o altă familie de curbe. SNNT ^ 
i Fi 1 az {ог 1tuat. ре 
Cele două familii de curbe care iau naștere în acest mod formeazà o М» să. | 
aceasta va fi reţeaua corespunzătoure coordonatelor curbilinii aleasă | 


suprafafa 5; 


ANEXA | 


959 
Menționăm de asemenea că ecu ifin (59) este echivalentă cu ecuatiile 
1 (9, 9°) (a1, 2, 3) (60) 
Fie AM un punet vecin lui M pu iy d I» 
si oq | da ) coordonatele sale curbilinii, 
Dacă notăm eu dr vectorul MM’, voni avea 
0? | 
d; g dy (i 1, 2) (61) 
04 
si, de asemenea 
1 DĂ 
da du (о j | ( 
dq! 
unde cu da? (a — 1, 3) am notat proicetiile vectorului dy pe cele trei axe Oa 


Pentru scurtarea scrierii, vom folosi notații le 


precum şi altele analoge. Astfel, ultimele două formule se vor scrie 


dr- ri dq! (i 


a a 


da m1 ад! (41,2, 353-1,.2); | 


Toate deplasările dr posibile pe S, vor fi situate pe planul tangent in JM la 
considera acest plan ca un spaţiu euclidian cu două dimensiuni, Z 
S în M. Acest spaţiu va fi întins de vectorii 


tangent la 


ESP g=, 64 

astfel că orice vector и al acestui plan va putea fi pus sub forma 

u — ule, + uae 65 
"sr ү i 


Cantitátile ui (i=1, 2) vor fi componenlele contravariante ale vectorului 
Elementul de arc ds in spaţiul E, va fi dat de relația 


dr dr (0—1, 2, 3). 36 


Dacă, în particular, ds aparține unui arc situat pe suprafața S, vom putea s: 
cantităților dr si dx expresiile (61) si (62), astfel că formula de mai sus va deveni 


ds?— g;dq'dg/ (i, j=1, 2) 32 
cu notaíia я 
P RES aa a 9 a. o 68) 
E1177 ду — T AT j= Eie (x1, 2, 3; i—1, 2). (6 
i "are introdus-o la $ 7 pen 
Vom extinde — deocamdată formal — noţiunea de tensor pg care аш introdus-o 1 pentru 


spaţiul euclidian Æ; la spafiul bidimensional S, pe care-l vom numi sions ча Xan арса 
ín particular, toate operaţiile introduse la 88 4- 7 unor ей care își au e ența 1 
spaţiul riemannian 5, Adaptarea se va face fără nici o ditieu tate. : _ 
Cum dq! este un vector contravariunt pe 5 şi eum ds? este о айша | We X NEC ee ucen 
din expresia (67) a Ini ds? că gij reprezintă componentele ДИ! Mor о ar ы ; de dà 
ul doilea, în spatiul 5, avind in vedere mijlocul de aregon gain- ter A n e pus In S 
(Tensorul giz joacă un rol important în spațiul 5, Шр te i 
lungimea unuj arc în acest spaţiu: il vom numi 4 usoru pun! pie M s 
^ бе spune cá expresia (67) cure dà valoarea lui ds? definește m " Ix 
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Dacă spaţiul 5 ar 


li fost euclidian (plan) şi d 
donatele carteziene orto; 


acá variabilele g! 


i ] (^71, 2) at fi fost соо 
zonale în acest plan ale punctului і 
A : 5 an ғ Hui considerat, atu "x 7 
ar fi devenit ‹ o ус) 
ds? dq'dg! (2 1, 2) (69 
şi tensorul gi; ^d 
Jd 
1791. (70) 
vex i s M Tiu Ї і 
і observăm, totuși, că chiar in cazul particular cînd spaţiul S и reduce la un 
plan, deci ar fi euclidian, metrica sa nu ai avea forma simplă (69) dacă coordonatele și nu 
at їі carteziene ortogonale: de exemplu, dacă q^, q?, ar fi coordonate raportate la axe oblice 
sau dacă ar fi coordonate polare în plan, atunci metrica core punzătoare ar avea forma (67) cu 
BF 8 
Ҹә Dar în toate aceste cazuri putem ajunge la metrica simplă (69) cu ajutorul unei sehim 
bări de variabile, trecînd la coordonatele carteziene (ortogonale). 
Tensorul fundamental £1j, care defineste metrica unei suprafete S oarecare, este 1 
tensor simetric, cáci putem scrie 
=Bij, 
tinind seama de expresiile (69) ale componentelor gij. „Norma“ ds? a arcului se « 3231 
deci, printr-o formă pătratică în dq! , ai cărei coeficienți sînt componentele unui tensor simetr 
această formă este pozitivă, căci valoarea sa va fi întotdeauna pozitivă, 
Vom presupune componentele &ij nişte funcții uniforme de 41, q?, de două оті deri- 
vabile în raport cu aceste variabile. 
Din (68) vom deduce 
71 
sau, mai dezvoltat, 
72 
Márimile pozitive H,, H, poartă numele de coeficienții lui Lamé. 
Să considerăm expresiile 
Pute Lo pe di 712 S12 - 
5 » 5 , J 
unde am uotat 
Su 512 2 7 
g= | > 81822 — (£13) "- У 
18ә1 822| 
Уот ауеа > 
77 EN 75 
8 “Eki р 


Cum 8j. este un tensor rezultá in virtutea teoremei de la $ 7 cá mărimile g™ repr 
k 


un tensor coniravariant. 11 vom numi tensorul fundamental contravariant, asociatul tenson 


1 Я a 125 : CIC Е. 

Tensorul fundamental g;;, precum si asociatul său g / joacă un rol import 
cerea de la componentele contravariante la cele covariante ale unui vector (şi ale 
în general) şi viceversa, 


Dacă presupunem că deplasarea dr a avut loc în intervalul de timp dé, atunci pe 
viteza u de deplasare a punctului P pe suprafaţa S, vom avea expresia 
— dr 6 
К de? 
deci, cu (61), "m 
t eq q*. 


Mărimea absolută | «| а vitezei va fi dută de expresia 


Tu pug (78 
509 4° 


(и) 
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Vom spune că mărimile gt, q? siut componentele scalare ale vitezei и în coordonale curbilinii, 


SES să observă insă că privind viteza u ca un tensor de ordinul întîi, putem deosebi 
două feluri de componente pentru acest tensor gi anume; componentele conlravarianle, defi- 
nite mai înainte, pe care le vom nota 


şi componentele covariante u; deduse din acestea prin mijlocirea relaţiilor 


щ= уш, (79) 


aşa cum am stabilit prin formula (26), gi; fiind dat de formula (25). Cu ajutorul relației (79) 
vom putea serie 


(м) = ulu, душі). (80) 


Semnificația geometrică а componentelor vitezei и. Dacă теп пет constant parametrul 4? 
în deplasarea dr a punetului P pe suprafaţa S, atunci vectorul corespunzător dr, pe care-l 


vom nota cu ds™!, va fi tangent la curba q2=const și va avea expresia 
ds! — rdg! — e,dq!. (81) 
Lungimea ds! a acestui vector se va obfine din (67) făcînd dq2=0; vom avea 
(ds1)2= g,,(dg!)? x 
ds! — H,dgl. 


si deci 


in mod analog, pentru vectorul elementar ds? tangent la curba 4!—const, vom avea 
q » 
32) 


452 ғ,,14%= 14°, ds?— H,dq?. (8 


Notind cu v! viteza de deplasare a punctului P pe arcul dst, 


şi cu v? viteza de deplasare pe arcul ds? 


ds? 
w= , 


mu 


vom avea 


5) іН:  (i—1, 2 fără sumare) (S3) 
sau íncá 
z Y А 
tă y —H,gluj, v?=H,g uy, (84) 
d т 
e- finind seama de relațiile (27). | 
1 i 1 "^ - H te ut 1 
ої Pormula (83) пе dă о interpretare cinematică a componentelor contravariante и ale 
vitezei и privită ca tensor si anume, u! (=!) este raportul dintre viteza pe curba q3— сопзі 
і Ч q? i rite `> C 3 = const si 
10 și coeficientul H, al lui Lamé; u? (=?) este raportul dintre viteza pe curba 4 const $ 
coeficientul H}. Rezultă că viteza и în punctul P este rezultanta a doi vectori, ie egal 
cu Нуи! şi așezat pe curba q? = const în sensul dat de variația dq}, şi celălalt egal cu 
așezat pe curba 4! = const în sensul dat de variația dq”. 
76) Ne propunem acum să calculăm proiecția ortogonală а у itezei u a punctului : pe сиђе 
4% = const trecînd prin P, Este evident că această proiecţie se va a ftne suma Dida 
1 (ini ai îuai a D (nta vi з xoiecteaz 
iecţiilor celor două componente v! şi v? definite mai înainte, Сол eh \ Ы -— bes x 
77) pe curba g? = const în adevărata mărime, iar componenta vi va avea pro a 
v* cos 0, 
(75) 
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notînd cu Ө unghiul dintre curbele gi 


$ é м ^ const si g? const ce trac { › 
proiecția căutată va avea expresia сй ec prin F 


, 
Prin urmar« 


(85) 
Însă produsul scalar ds!ds? ne dă, cu formulele (81) (82) 
), (82 
ds!ds? cos () £107 dg? 
sau încă, divizind prin (91)? 
viy? cos 0 £1) u?, 
de unde, tinind seama de (83), obținem 
í 
E19 | 
соз 0 ы (8 
H,H, X 


Substituind aceastá valoare 


in expresia (85) a proiecției căutate si tinind 
(83), rezultă m 


seama de 


РА 


Ез a 
Hu 4| 12 n2 


1, 
sau 
1 { i 
Zuu +-219и° |, 
А 11 12 
adică proiecția ortogonală a vectorului и pe curba g? — const este 
ia 
H, 


dacă ţinem seama de (79) pentru î=1. În mod analog, pentru proiecția ortogonală a 
rului 4 pe curba q!— const vom obține expresia 


и» 


H, 


; < X. А ui T 2 A А х 
Avem astfel о interpretare geometrică а mărimilor d (fără sumare) şi deci a mări 
t 
u; (i=l, 2): componenta covariantă u, reprezintă proiecția ortogonală a vectorului vitezi 
curba q? = const trecînd prin P, multiplicată cu H,, iar componenta covariantă и, rep 
proiecția ortogonală a aceluiași vector pe curba фі = const trecînd prin P, multiplicată 
8 9. Diferenfiala unui vector în coordonate curbilinii. Derivata covariantă. 


menţinem în cazul particular al spațiului riemannian format de suprafața S cuf 
în E 
з, 


r—v(q^, 4). (87 
Vom presupune că и este un vector oarecare al spațiului riemannian avînd componentele sca- 
lare ui(i=1, 2) în baza ei(r,) 


u=uie, (55 
în punctul P al suprafeţei S. În punctul vecin P’ al acestei suprafeţe vectorul ы de t 
u'—u" ei, (S9 


A 


notínd си е, baza în P' şi cu и” componentele scalare ale vectorului м' îu această bază. Vom 


iniar 


nota cu 7 planul tangent la suprafața S în punctul P de coordonate gi, adică spaţiul 1 
tangent la S în P, întins de baza e; (i=1, 2); vom nota cu т’ planul tangent la 5 în punctul 
vecin P' de coordonate qi 4- a4! , întins de baza ej. Vectorul и avînd expresia (SS) se айа 
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| j " 
5) situat în planul т, iar vectorul w’ cu c xpresia (89) se află în planul 7’ Diferenţa du dintre 


acești doi vectori, consideraţi în spaţiul euclidian J y va fi dată de 


А duu’ e—u'e, 
Însă avem 
{ 
u u' (4 d4 ии da 
j 7] 
ei eilg 4- dg) = tit 64,44l, 


așa incit expresia diferenţei du va lua forma 

| аи = | í н 1 j (9 

86) ujet ue, e 

| dacă se neglijează mărimi infinitezimale de ordin superior pr imului. Proiectind relația pre- 
cedentă pe planul т, se obţine 


(аи); [uljet Iu! (o,,)) 144), (91) 


unde am marcat cu indicele „=“ proiecția pe planul т a vectorului respectiv, 
Mărimea (du), poartă numele de di/erențiala vectorului u'e; în spațiul riemannian 5. 
t f í ра; 
О vom desemna prin simbolul 


Dule,, 


^ i 1 А 17 
notind cu Du! componentele sale scalare (contravariante) in baza ец. Von 
notația 
K (e) 92 


Tj fiind componentele scalare ale vectorului (64,4) în baza eg. Pentru a le determina 


porni de la relaţia (25) 


Ce; Eu, 
din care, prin derivare în raport cu gk vom obţine 
Ci ej teie k — Bids k 
si apoi, prin permutári circulare între indicii 7, 7, А, 
Cp se kt Ejek, t= Eiki 


еке еке, Eu]: 


Multiplicind aceste trei relaţii în ordinea in care ele sînt scrise, cu —1, +1, +1, respectiv 
şi adunindu-le se obține 
De pet,j = — £i, kt E] ei EEG 93 
dacă se ține seama de identitățile evidente 
2024,3. 
Vom serie această relație sub forma =: „d 
И 94) 
= 0] 
cu notația | 
= [0]: 95) 
(= шкы T Ep) = [R] ( 
Mărimea [1] poartă numele de „simbolul lui Christoffel“ da speja inta Е" 


5 5, v tea deduce din 
Tinind seama de proprietatea semnalată la $ 7 punctul 5, vom putea leduce ( | 


rü х 
exe = LK | ' X 
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deoarece planul т trece prin vectorul б. 


Pe de altă parte, multiplicind relația (92) cu ej, avem 


k 
610043) = 1 UE 
A А " T i 
Comparind cele două relații astfel obținute, vom putea scrie 


y sh ij 
gali l 


A a rezultă că mărimi 7 ‹ intă 
de unde rezultă că mărimile | [| (== 1, 2) reprezintă componentele covariante Гру ale 


torului (еф, у) în baza ej. 
Vom avea deci 


precum si 
m Im т 
1 g J ШЕ (96) 


Relaţiile (94) şi (95) ne dau valorile componentelor scalare r^, în funcție de гү; si de deri- 


vatele acestora. Expresia ri poartă numele de „simbolul lui Christoffel 


[ 


Folosind formula (92) diferenţiala (dw). se va putea scrie 


(du), — («4 и! T5, e xdg! : 


Prin urmare, vectorul (du)., adică diferenţiala vectorului иѓе; va avea componentele 


contravariante 


ри ( uk, + ui T$) аді { 


97) 
k [rk Qu^ 
in baza ey. Factorul uj Lu! Гү) ţine locul derivatei parțiale AT (79) din spațiul eucli- 
, j А i 
: Sri 
dian. Vom scrie, pentru a o deosebi de aceasta, 
k 
Ои“ З У ха > 
sau uk =, tT i 98 
Dg! , j 


Ea se numește derivata covariantă a vectorului ul. 


$ 10. Transport paralel. Vectorul и transportat în spațiul euclidian oriunde, p 
cu el însuşi, își păstrează aceleași componente; în consecință, diferenţiala du a ve 
ui e; va fi nulă. Vom lua această proprietate drept definiție a transportului parale 


in Р’ pentru vectorul и din S: așadar, vom defini transportul paralel din P in P" prin 
relația 


(uud TE) dg/—0, 
adicá r : А 
ику dq! = — и! TE dg! . 99 


nos A СА S UNE k j Uer жасы PEE 
Această condiție trebuie concepută în felul următor. Mărimea и mu reprezintá formal varia 
; T ^ ; Pi ARA x k 
{іа funcfiunii u! de qi, 4° cînd se trece din P in P’. О vom însemna cu ds 
du — u* ад/ ^ 
D 


Ea уа fi nulă în cazul transportului paralel in spaţiul euclidian, Însă, în spaţiul rie. 
mannian ea nu va mai fi nulă în general, ci va avea valoarea dată de (99) 


du = —ul г ag (100) 


vec. 
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și va reprezente ivimea ce tre ў ) i u“ di 
5 ра măvimea се trebuie adăugată componentei uk din P pentru a se obține com- 
ponenia w^ din P’. 


N i $ 
Formula (100) caracterizează transportul paralel prin variaţia componentelor contra- 
variante ui, 


є ч í 
$ 11. Curbe nutoparalole, Curbe geodeziee, Dacă curba C, situată pe suprafața S 
are proprietatea că tangenta la C 


Rola aa în punctul P^ are direcţia tangentei la C în punctul P, 
unde P si P’ înseamnă două puncte vecine ale curbei € 


A : atunci curba С se numește auto- 
pavalelă, 


: Se demonstreazá că o curbă autoparalelá în spaţiul riemannian este în acelaşi timp și 
geodezică în acel spaţiu, adică reprezintă drumul cel mai scurt dintre două puncte oarecare 


ale eit, 
$ 12. Aeeelera(ia în spaţiul rlemannian, Dacă presupunem că и reprezintă viteza 
unui punct in spaţiul riemannian, atunci componentele contravariante a! ale accelerației 


vor fi date de mărimile Du din (97), raportate la timp. Deci, pentru aceste componente 
vom avea 


ak= uk н /4 uL ul rf ) 
adică 
IET Er Et К 
a —u 1 "m ( 
Huw ij (101) 


Componentele covariante 2; ale accelerației vor fi, deci, 


- E ESSI 

a; aj 4^ = 61) (w^ ww Tj). (102) 
$ 13. Coordonate eurbilinii in spatiu. Vom presupune că într-un anumit domeniu D 

al spaţiului euclidian tridimensional E, coordonatele carteziene xl, 2, x? ale unui punct 


oarecare P care aparține domeniului D se pot exprima în funcție de trei parametri 41, 
3 (3З 
954; 


iai (1,4,1) (103) 
cu ajutorul unor functii uniforme, continue si derivabile, care pot fi rezolvate 
în raport cu gl, q?, q? ca funcţii de х1, 2°, x3. Vom spune că parametrii qi (i=1, 2, 3) sint 
coordonatele curbilinii spatiale ale punctului P, iar cele trei curbe obținute prin variația numai 
a cîte unuia din parametrii gi se numesc curbe de coordonate sau axe de coordonate. Pentru 
a le distinge între ele le vom numi: curba gl, curba 4°, curba q?. 

Formulele (66), (67), (68), (75) pe care le-am stabilit în cazul coordonatelor curbilin 
pe suprafata S vor fi valabile si in cazul coordonatelor curbilinii spaţiale, cu condiţia ca 


indicii i, j să ia valorile 1, 2, 3. În particular, pentru expresia elementului de arc, ds, cores- 


E 

"UH 
9 
А. 

>] 

В 
B. 
4 
9 
© 


punzător deplasării vectoriale dr a punctului P, vom avea 
(ds)?=gyägdq] (i, j— 1, 2, 3), 104) 
cu notația i 


э. 105) 
Eee, erat es 


Márimile gı; sint componentele covariante ale tensorului fundamental al spatiuiui. 


Vom avea, deci, ca și in cazul a douá dimensiuni, ў 
gum x a («o1 2, 3; i, 21,2, 3) (106) 
„io 


1 A se vedea, de exemplu M. A.Lavre nt iev А А Ls Hs u а nik 
i i 5 а! те să ucuresti, 55. 
yariațional (traducere din limba rusă, Editura Tehnică, 3 
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sau mai dezvoltat, 
£u A JA М, 
822 xL 0 H; 


o o 
Esa 7 94 3 На; 


By, (ij). (107 

Prin analogie vom numi mărimile pozitive H,, Н», Н, coeficienții lui Тат. 

Componentele contravariante gi ale tensorului fundamental vor fi date de 

рр t 
g At g = det (gu), 
Gyj= minor de gą în det (24). 
Avind iu vedere proprietatea cunoscută, det(G;j)—g?, se deduce imediat 
z å 
det(g7) =- ; (108) 
5 
deci 
det(g;j)det(g) = 1. (109) 
Trecerea de la coordonatele qi la coordonatele şi se va face cu formulele 
4—84, dg, 110 
unde am notat 
i j i Jj 
minor o4 . minor [7 Р Р 
1 РНЕ 1 j " $. ДЕЗ i 
8; Д = р, А=4 (aj), A'—det (B). 
Vom avea, evident, 
AA'—1. (111 
Din (103) vom deduce pe gi în funcție de al, z2, 43, 
=, x2, 43), (i—1,2, 3). 112) 


Rezultă cá vectorii „grad т“ au componentele 


9d ә oj 
дж“ д4? ETE 


(2=1, 2, 3) 
în Е,. Vom nota cu h; modulul vectorului „grad qs, 


îs aa (aa Va foc V (113) 
L Va) We РУУДА 


Mărimile h; (/—1, 2, 3) sînt denumite parametri diferențiali de ordinul intii. Ei satisf 
relațiile 


grad qir,4= èl, 
care se deduc din identitatea Р 

a4! = grad gidr 
înlocuind, în dreapta, pe dr prin 


7 ТА 


M) 
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Potrivit celor stabilite la & 1 vectorii „grad qi" aleätulesc un triedru reciproc tric- 


drului format de vectorii ә, у? 


) Pig Pai dacă unul dintre cele două trledre este ortogonal, 
; ЕЕ куак Г iia al Р 5 i ni ^ 
atunci ele coincid Miürimile q^ sint în acest caz particular coordonatele curbilinii ortogonale. 


TU I 
Vectorul grad ф este normal la suprafaţa |! const, versorul acestei normale va fi 
vectorul 


| 
ni i prd qi! (Lăcă asumare), 
1 


Ре de altă parte, versorul n; al vectorului е, у va fi dat de 
um (fără sumare) 


în cazul particular cînd triedrul mp (i=1, 2, 3) este ortogonal, vom avea 


ny nj 81, 
adică 


/ 


ига dn, (fără sumare) =ô; 


H; H; 
Comparind această relație cu (114) deducem 


hiHq4—1 (fără sumare), 
adică 


hi H h, ЛУК hs TIS (115) 
1 2 3 


Ele sînt valabile, deci, în cazul coordonatelor curbilinii ortogonale, 
d: 


sor de ordinul întîi, va avea drept coordonate curbilinii generale componentele contra- 
variante 


5 14. Componentele vitezei în spaţiu. Viteza и ( -$) a puuctului P, privitá ca ten- 


ui= qi (i21, 2, 3), (116) 
componentele sale covariante v; fiind date de relațiile 
щ= у. : 117) 
Rezultă cá la $ 8 (formula 80) 
ului— (wu) = gii. 


Să facem în (104) dg?—dq?—0 si să notăm cu ds! elementul de arc ds corespunzător. Vo 


rea, astfel, | 
ауеа, а5 (ds)? = (dq), 4 


așa încît vom putea scrie 
ds!— H,dg!, ds*— H,dq?, ds?- H3dq?, (118) 


1 - | ama p 3 ^ 
notínd cu ds? si ds? elementul de arc ds corespunzütor deplasărilor pe curbele 4°, respectiv $. t 
Dac t vom re. 
ă vi înseamnă, ca la 5 8, viteza de deplasare a punctului P pe arcul ds*, vom avea 


ui нч“ (î=1,2, 3, fără sumare), (119) 


ei ш (privată б 


^ i д 

Deducem următoarea proprietate: componenta contravariantd w^ а t 
j ^ m stoth ( 

este egală cu raportul dintre viteza pe curba obținută prin variația numai а 


baramet 
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și coeficientului H4. Rezultă că viteza în punctul P este rezultanta a trei veci 


în lungul curbelor de coordonate g! şi egali în valoare scalară cu 


Hu, Hyu’, Hyu? 


Vom calcula acum, ca la § 8, proiecția ortogonală pe curba gi, V 


v! -- v? cos (9142) +v? cos (114%), 


t + А, : ' d 
notind cu (9 q’) unghiul dintre curbele de coordonate şi si q Гот păstra notația ds! d 
cazul coordonatelor curbilinii pe o suprafață ($ 8) pentru 
curbei g'; vom avea, astfel, 

dsl y, dai - e4d4* 
şi deci 


la] гч la] 
ds' ds = 42317 d A 
de unde 2 : 


dsids! cos (414 Î) =gyàq dq! 
sau, cu (118) 


cos (gg) = —  — (fără sumare), 


Cu aceste formule, proiecția ortogonală a vitezei и pe curba 4! devine 


8i ys EB 


оо? -+y Is 
H,H,.'^ H,H, 
sau 
1 1 ГИР з 
SE (£3 + su? - £331), 
1 
adică, {іпіпа seama de (117), 
^. 
4 H, 


Tot astfel vom obține expresiile proiectiilor ortogonale ale vitezei и pe curbele 42, 43 


prin urmare: componenta covariantă u; a vitezei u, considerată ca tensor, este egală cu pro 


ortogonală a vitezei и pe curba q' multiplicată cu H; (fără sumare). 
Am obținut astfel interpretări concrete pentru cele două feluri de compone 
torului viteză considerat ca tensor de ordinul întîi. 


- =н дү | ; 
În concluzie, vectorul viteză и [= 17 este rezultanta а trei vectori de ш? 
ағ 


y—H,w, 02=Н,и?, v3- Hye, 121 


dirijați respectiv în lungul curbelor 0, g?, 4%, mărimile ul sînt componentele con 
ale aceluiași vector privit ca tensor. Pentru a lega, deci, formulele calculului 
cele corespunzătoare din calculul tensorial, va trebui să ținem seama de relaţiile (1 


riante 


componentele vectoriale v! ale vectorului и, şi componentele tensoriale cont 
luiași vector considerat ca tensor. Relaţiile (121) sint echivalente cu următoarele 


(122) 


y! — Hglu, v* — Hg luy, v3 Hyg, 


in care apar componentele covariante и; ale vectorului м considerat са tensor, în locul ce 


i t 
contravariante и, 


021 
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Relațiile (121) ne dau posibilitatea să exprimăm componentele ul în funcţie de v. 
Vom avea н 
pov y? р 
1 t $ u? u’ 23 
H, H,' H, (148) 
şi, deci, tinind seama de formula | 
: up gu 
n şi de (119), vom deduce iu 
Ц | 
| ul v? y? 
R u= gi | Sia F£is , 
H, Н, Н, | 
D y? y? | 
TE (124) 


£n FE FE , 
gg, раа ЗА 
ul v? y? 


"з= £31 H, l-82 H. T £33 H.' 
2 3 


Aceste consideraţii pot fi extinse la orice vector a care, ca tensor, are componentele 
contrav ariante a şi componentele covariante a;, iar ca vector are componentele w! în lungul 
< УЗЫ 9 « А 
curbelor 9° (i—1, 2, 3). Vom putea scrie 

Sp 
a=a €i, 
vectorii e; (î=1, 2, 3) formînd baza. Dacă admitem o metrică riemanniană, cu ajutorul căreia 
să putem exprima lungimile, vom putea defini versorii e; ai bazelor. Prin urmare, vom avea 


aie;=uley. 
De aici deducem 


1 ААДА 9 2 
ale, =ul,  ag?e,— w?,  a3&,—u?, 


insemnind cu e; valoar»a scalară a vectorului ej. Pentru a determina mărimile scalare e; 


vom observa cá estorn de componente contravariante dg! este identic cu vectorul d 
ponente vectoriale ds , asa încît vom avea 


dsi=e,dgl,  ds?—e,dg?, — ds?—e4dq?. 1 


Comparînd aceste relații cu (118), deducem 


е=Ну, е6=Н,, е=Н;; 
relaţiile (125) devin, deci, 
y—H;a!,  v3—H,a?, v3— H3a?, 126 


identice cu relaţiile (121). Aşadar, relaţiile de legătură (121) dintre component 
variante ui ale unui vector и considerat ca tensor, si componentele sale vector 
lungul curbelor gi sînt valabile pentru orice vector и, nu numai pentru viteze. | 


$ 15. Componentele accelerației. Vectorul acceleraţie a se deduce din vecto 
prin derivare în raport cu timpul /. Vom avea 
— а, "i de; 
а= (ие) =u ettim > 
E ) cui di 
Vectorul e, depinde de timpul / prin intermediul coordonatelor q, aşa iucit vom putea serie 
с So 
а= ule | uleq pti ~ 
Vom pune Д 
; de : 
cul {к°з a 
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9 


notând cu Гі, с entele scalar i i j 

deul ік componentele scalare ale vectorului её, in baza e; (—1, 2, 3). Analog cu notația 
: i , \ ‚ 4, 9). Ane окай 
de la $ 9 vom obţine, astfel, + | 


is ud 
а= и et iau и 127) 
şi deci, cu schimbarea de indici ї <-> ј în ultimul termen din dreapta, 
к I, 
a (ui pul ilet (128) 


Atunci, pentru componentele contravariante at ale vectorului accelerație a, considerat ca 
tensor de ordinul întîi, rezultă 
alui uut] fne 29 


ale vectorului a se v’ г deduce din formula (126), adică 


Componentele vectoriale 
j i nx. 
w'—Hi;a' (fără numere) (130) 


sau, mai explicit, 


га К A L T2? * 
шЗ=Н.(и*--и7и Ж) (131) 
w=H (w4 “Г. 

Componentele covariante a; se vor deduce cu ajutorul formulelor 


" 7 ял RSI. 
ауа =eslu аи г). 


ocmai ca la $ 9, cu deosebirea că proiecția (ei 


Determinarea mărimilor l^; se face int 


este inlocuitá prin epj- Formulele (95) si (96) rámin valabile. 
$ 16. Divergenta. Să ne inchipuim un cîmp vectorial и exprimat in coordonate 
În coordonate carte 


Р) linii 4. Ne propunem să determinăm expresia scalarului div ий. 
divergenfa apare са un tensor de ordinul zero, rezultînd din contractarea tensorului de or 


l 
al doilea — , ui fiind componentele contravariante sau covariante (indiferent, deoarece în 
òx A 
le două feluri de componente). În 


coordonate carteziene nu există nici o diferență între ce 
coordonate curbilinii, mărimile ui, si u;, j mu vor mai fi tensori, aga încît pentru a а 

div" va trebui sá urmárim mai deaproape procesul geometric care-i dá na 
le (97) si (98) care dau diferenţiala şi derivata covar 
t la $ 9 că rolul derivatei parţiale il 


[=| 
[=] 
са 
(m 


la scalarul „ 
Va trebui sá ne referim la formule 
a vectorului w/ într-un spațiu rie 
preia în acest caz derivata covariantă 
{ Du kpi = 

Vp x TM 132 

ut [j——,;-—w jut (132 

рді Ј J 


mannian. Am văzu 


În consecință, divergența va trebui să se obțină printr-o contractare a tensorului mist 


| р ‚ айїса 
div didi Pet, (133) 
Se observă, însă, că potrivit formulelor (95) si (96) avem 
rj гуие ti, j—8 ji) 


33) 
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Dar 
il il 
8 811—8 Eijl 


du > DS К 1 c ] ^ 1 "T j 
pă cum se vede prin permutarea i«--»/ între indicii 7 si /; in consecinfá, Г» se reduce la 
1 


МЕР Р 
dina oaa i БЕЛ 
Dj758 8,738 81): 


DIE EL _—— 


Pe de altá parte derivata parfialá a deter i i t k 
a parţială a determinantul ;[—det(g а . 
' pune sub forma t ilui g(=det(g4)] în raport cu { se poate 


x 60,088". (134) 
Deducem 
ЇЕ, | TT 
g” вр (ln ge o, (135) 
2 : Vigi 
Substituind în (133), obținem 
PAR 1 dion iaa 
div w=u'; + SNENA 
s V lel 
sau încă 
"UNS 1 — 
div w= (Үе hil) н. (136) 


Y lel 


ontravariante и‘ in funcție de com- 


Nu mai rămîne decît să exprimăm componentele c 
„pentru a se obţine forma defi- 


ponentele vectoriale ale vectorului vi, folosind formulele (123) 


nitivă а divergenței 
; 1 200 
div = Ur ) 
Vel Нај, а 
sau dezvoltat, 


; 1 1 2 3 
div w————- TET +( ытта | 137 
AP neri). vig), (rs). (137) 


Pe o cale similará se poate obține expresia divergentei unui vector covariant şi, în 


general, a unui tensor oarecare. 
8 17. Gradient. Operatorul lui Laplaee. 
va obţine cu ajutorul scalarului dU, 


în coordonate curbilinii vectorul grad U se 


dU=U, dd, (138) 


ME! vectorul contravariant dg. 


adică cu ajutorul produsului scalar dintre vectorul covariant U l t 
ponentele covariante U,; şi 


Rezultă că vectorul grad U considerat ca tensor are com 


deci componentele contravariante 
gU, (139) 
ru componentele vectoriale vi ale vectorului U,i 


aga încît folosind formulele (123) deducem pent 


| după curbele 4, expresiile 
9 — Hg Us, ›®=Н„?! Un, =H" Он. (140) 
În coordonate carteziene am obţinut operatorul lui Laplace, A, luînd divergenja unui 


; gradient (cap. I, § 37) 
, U —div ui, ui=grad U. 
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Nu avem, deci, decît să inlocuim în formula (136) pe ul prin grad U pentru a obține expresi 
i-r " 1 7 eorva înc AA 1 { A Hj 1 4 2 i 
operatorului Д. Vom observa însă că în această formulă vectorul apare în dreapta prin com 
ponentele sale contravariante ul. Va trebui deci 


să înlocuim pe ul prin « 


sînt componentele vectorului grad U 


c«presiile (139) care 
obtine astfel 


contravariante ale considerat ca tensor 


Vom 
t 1 / dU 
div grad U Vig Tg = (141) 
Vie] O] m 


Expresia din partea dreaptă a relației (141) reprezintă ceea ce devine operatorul Іші Laplace A 
în coordonate curbilinii, 


$ 18. Operatorul rotor, Produsul vectorial, În cap. I, $ 37 am introdus vectorul rof и! 
dat de relaţia 


DU, QU ) U ) U, U. U 
-/QUz 00 ( QUz д ( 
rot ui—i 9 4j JE "T Z =, 
Ay Qz 0# DE DEJ DE 
În limbaj tensorial, rotorul apare ca un vector „asociat“ unui tensor antísimetric de ordinul 


al doilea. În cazul de faţă, tensorul antisimetrice corespunzător rotorului v 
Qu; du 


avea c omponentele 


i ; folosind notația cu indici numerici și pentru coordonatele carteziene. În coordonate 
S 
Ar Ar 


3 ) dul i 
ТУТ! 1. ^ > s " Qu ои, ом ои 
curbilinii, va trebui să considerăm mărimile | 0t sau - 2204 pentru a vedea dac: 
Li 

od 94) od д 
ele pot fi considerate ca alcátuind un tensor; indoiala este justificatá, deoarece márimile 
Qu; .Qw с с FE, 
şi nu pot fi luate drept componentele unor tensori, așa cum se întîmplă în coordo- 
d 9 
oq 09 


nate carteziene. 
Vom începe prin a observa că mărimile 
u4,4—u04,j—1, 2, 3) 


sint componentele unui tensor covariant, de ordinul al doilea. În adevăr, aplicind fe 
a derivatei covariante vom avea 


р? рді 


Du; Du 
W4,4—9134— о 


doilea 


Cum mărimile din dreapta sînt componentele unui tensor о;у covariant de ordinul al 
cele din stînga vor reprezenta același tensor wij, 


011 Uji — Ut]. 142 


Tensorul c; este, evident, antisimetric, el posedá deci un vector asociat 


avind com- 
ponentele o: 


A 
al=0 o?—03, 08—015. (143 


Árimi і Á ca ens ix e ordinu 
La o transformare (д, 9) mărimile ul — ul, se comportá ca un tensor mixt de ordinul 


i ără nici ifi însă vec J it de 
al doilea, ceea ce se poate verifica direct fárá nici o dificultate. Însă vectorul o, dat се 
expresiile (143) se comportă la o transformare (q, q’) după formula 


A Pew) (144 
o — Аво”, (4 
unde am notat 


od i. = 9q ' 


Д = det nap; rem 
£ ( Ј 947 Ј dq! 


ў i ică i i fac soartă 
Un astfel de vector, a cărui formulă de transformare implică apariţia unui factor A, рс 
numele de pseudovector , 


aie 
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8 19. Pseudotensorl, Să examiná 
KO 8 19. ) "n ‚ Să examinám transformarea pe care o încearcă v ater- 
ininantului gg’ I cearcá valoarea deter 


&£:det(gu), g' det(g;) (4, 7 17 27 д), (145) 

la o schimbare de variabile qi! 
q =al”, gqi=piq (i, j—1, 2, 3), 6 
) ) (146) 


nde înse t d 7! ^ i 
unde am însemnat cu g';; componentele tensorului fundamental după transformarea (146) 
Vom avea | 


, КК 
Bi 040 4E pp 
aba DU ^"*J54 
£' —det(ofolgy). 
Avînd in vedere regula de multiplicare a determinanfilor, vom putea scrie 
= А? 
cu 
1 
A=det(c). (147) 
Deducem 
V le'1- AVTgT. (148) 


Aceasta înseamnă cá ү |g | nu este un invariant al transformării (146), deci nu este un 
scalar adevărat. 


Orice tensor care, ca si V | |, se reproduce multiplicat cu A, în urma unei transformări 
(146) se numește densitate. 


Cantitatea ——— va avea formula de transformare 
Viel 
1 Le 1 1 
Viei A Viel 
sau 
1 1 
———A' I. 149 
Viei Уі Met 
1 
Deci TI va fi un pseudoscalar care se reproduce multiplicat cu А”, in urma unei 
Vile! 


transformări (146). Orice cantitate scalară care admite o astfel de formulă de transformare se 
numește o capacitate. 
Densităţile şi capacitățile astfel definite se numesc pseudotensori. În particular, Y Tel 


51 


va fi un pseudotensor de ordinul zero, şi anume o densitate. Mărimea va fi tot un psendo- 
Vlel 


tensor de ordinul zero, $i anume o capacitate. 


Pseudoscalarii Vel şi pot servi la transformarea unui pseudotensor in 


tensor. Spre exemplu pseudotensorul і presupus а fi o densitate se va transforma in tensor 


„De asemenea, capacitatea tensorialá т se transformá intr-un 


prin multiplicarea lui cu — — 
Vle| : 

tensor prin multiplicarea cu V 21. Aşadar mărimile Vie ; тү | а | vor fi tensori. 
8 


$ 20. Transformarea in tensor a rotorului si n produsului veetorinl. Am văzut că 
mărimile o! date de (146) reprezintă un pseudovector, anume o densitate. Putem realiza 


un vector prin împărțirea lul cu ҮЛ. Așadar, 
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va fi un tensor de ordinul întîi, În cazul coordonatelor carteziene drepte el este egal cu rot ul, 


deoarece |g | devine egal cu unitatea. Prin urmare, vom putea scrie 
oi 
rot u Г j 
V lg | 
öl 
oricare ar fi coordonatele д . Deducem pentru componentele contravariante ale acestui vector, 
privit ca tensor, mărimile 
1 | | 
(Usa ана), 27 (Из Из), yiz] (из — asa), 


V lel V lg 


iar componentele vectoriale ale vectorului rot и vor fi 


(150) 


in virtutea formulelor (121). înlocuind apoi componentele covariante и; ale vectorului и 
considerat ca tensor, prin expresiile 


Ui=Bij, “7, 


vom obţine formula definitivă a vectorului rot 4 


(rot и)1= [leas ua — (£147 ),3], 


i v хох 
4 ——— (fără sumare). 
zm ) 


de obicei, cu v! componentele vectoriale ale vectorului и . 
onentele în coordonate 


Am notat, ca 
Produsul vectorial ax b între vectorii a gi b îşi va avea comp 
curbilinii i determinate printr-un raționament similar aplicat tensorului covariant ajb;—ajbi, 
as $i b, fiind componentele covariante ale vectorilor a şi b priviţi ca tensori. Pseudovectorul 
oi asociat tensorului a4b/—aşbi, adică avînd componentele 


1 a a x 

оі= а,б — agba, O —agQb,—ajby, cab a35,, 

este o densitate tensorială, deoarece la o schimbare de variabile (q^, q) se comportă iu con- 
formitate cu formula (148), cum se constată direct printr-un с mări- 


unui tensor propriu zis (de ordinul întîi 


alcul simplu. Rezultă că 


). Cum 


У) 
mile —— sint componentele contravariante ale 


g| 
acest tensor se reduce la produsul vectorial 


a i i sînt carte- 
axb în cazul cînd coordonatele g siut carte 


— 


-— 


А 


ziene (g— 1), 
contravariante ale acestui tensor vor fi 
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el poate fi luat drept expresia tensorială a produsului vectorial, Componentele 


1 1 | 
(agba = agbo), (agb, = ауу), (aiba = 2,0). 


ү |8 Vlel Vigi 


A е Е: m 0 4 ; i í 
în virtutea formulei (121), deducem componentele vectoriale dupä axele q ale vectorului 


axb, anume 


H H 
iN 2 H 
7- (agba — agba), *— (agb, — duba), z (a,b, ару). (152) 
Vel V 141 Vil 
Pentru a le exprima în funcţie de componentele vectoriale y gi w! ale vectorilor a 
а TO ү ч" : ; А 7 1 
şi respectiv b, vom înlocui în (152) pe а; prin gy, al gi apoi pe а prin У (fără sumare); 
з \ 4 
41 КК, i ttt U rU { П 
la fel pe b; prin g;; b, iar ре b prin T (fără sumare); am notat cu d! şi b componentele 
{ 


contravariante ale vectorilor а, și respectiv b priviţi ca tensori, 
Dacă am fi pornit de la tensorul contravariant alu! —alvi am fi obținut vectorul aso- 


cît mărimile V|g|, о! vor fi în acest caz componentele 


ciat coș, o capacitate tensorialá, așa în 
produsului vecto- 


covariante ale unui tensor propriu-zis. Luindu-l ca expresie tensorială a 


rial axb, vom putea pune componentele covariante ale acestui tensor sub forma V|£| ol, 


dacă notăm 
Q4—a?0? — a b?, op — a3 51 — atb? 053 = alb? — a?b!, 


Componentele sale vectoriale, care se obţin din componentele contravariante ale tensorului 


ET c, vor lua forma 
s MA —QQDOT 9i 
н, Viei eton Ha Viel ou — Bs Viel e or 
(152) de componente curbilinii ale pro 


(153) 
Un calcul simplu ne arată că șirul dusului a x b 
este identic cu şirul (153). 


$ 21. Cazuri particulare de coordonate curbilinii. Clasele mai importante de coordo- 


nate curbilinii sînt: 
a) Coordonatele curbilinii ortogonale. 
indici diferiți între ei, ale tensorului fundamental ij 
g=? pentru î£j, 


în acest caz particular toate componentele cu doi 
vor fi nule 


după cum reiese din formula (105). Rezultă de asemenea, 
gil=0 pentru 1-5], 


Vom avea apoi T 
E—E1 5283 = (Hi Ha H3? d 
şi deci 
naal = c g22= 1 = ын g= 1. = «18 (155) 
Eu Hi E22 Hà £33 Hi 


Dacă ui sînt componentele contravariante ale unui tensor de ordinul intii, componentele 
sale covariante, 44, date de (79) vor avea expresiile 
3 156) 
иү=& И, ма= 8330, — Mam Ee \ 
{ i curbe a с onate 
le vectoriale vi ale vectorului corespunzător, în lungul curbelor de coordonate 


Componente t 
curbilinii gi (/—1, 2, 3), vor fi date de formula (119), deci vom avea 
p=H u, оН, =H u’ (157) 
sau, în funcție de componentele covariante, 
ut 4 и з u’ (158) 
1 Amt Vi 
Carr aa H H, 
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Accelerația a va avea componentele contravariante date de formula (129). Un calcul 
simplu ne dă 


4 ті AM Y , 
Dire aS SE biw Tilk gE 8226 
T onm 1 99 
Vy k3 9 56 ) 598 (1, 2, 3 
(159) 
г! ЖА, Г! D AUS г? i dM, 
22 2 899,17 33 9 8 )3,1 T 2 511,2 
4 
Ti a-l E г? PETS. 1 „99, { 
$ 5 517.9, 5 6 7, 59 ^ 
33 7 a» oiu 2 11,3 22 2 22 


Substituind aceste valori in (129) vom avea componentele contravariante al ale accelerației, 


a eu! | Ti (ut) | Г! 


99 


(a) | Tau) --2T' tu'u? + 21] u'u? 


4 


а LT С 2x + T2 (: “+ B(w) 2Г?үн® ul + 21? ju 2y? (160) 
а= E Th (P r$ (2) ! (y e 273 u! | 212 uu? | 


Componentele ei vectoriale wi vor fi date de 


wi=Hyai (fără sumare). 


Gradientul unei funcţii scalare U, adică vectorul grad U va avea componentele 
riale vi, în lungul curbelor gi (i=1, 2, 3), date de relaţiile (140), 


1 < 1 1£3 
verge eee UI 03=—— U,s. 161 


Il 
" 
‹ 


Divergenfa unui vector и de componente vectoriale vi, în lungul curbelor g' 


va avea, potrivit formulei (137), expresia 


1 Я is 
div ui TH, [(Н»Н 1), 1+ (H3Hqv?), „+ (Н.Н л), з). 162 


Operatorul lui Laplace, А, va deveni, potrivit formulei (141), aplicat scalar 


1 [( H,H4 QU H4H, 5] НН, uA : 
HHH | Нуса, E E | Pls 


U-—div = - 
A iv grad О Н. d 


Rotorul unui vector и de сошропеще уесїогїа1е vi, în ee curbelor qi (î=1,2,3 
va avea componentele vectoriale (rot u)! în lungul acelorași curbe qi, date de formulele 15 
care devin 
1 
rot м) ——— [(Ну®), a— (Hav? 
(rot u) ji, s ), Js). 
1 : PR 
(rot u)? TATA [(Нүй\), з (Ни) 4], (164 
(rot и) = = Uno, 1 (H,v') 4]. 1 


ЖН 


P 


D 
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b) Coordonate cilindrice + 
oord nate cilindrico v, O, vinul legiturlle jr cos 0, yr oln 6 7 eu eoordo 
natele carteziene, у, y, Coordonatele cilindrice Hind un caz partleular de coordonate orto 


gonale, vom folosi formulele din cazul n). Din expresia 


ds? = dr? 4. 9? 10 159, 
a elementului de are ds, se deduce imediat 
À Guil Boa? Mol, 44:50 pentru 13 
ŞI deci 
| j 
nu ‚99% i | ; , 
& ШЕЕ 3. gsm, 071-0 pentru 12727, 
, / 
Vom aplica formulele de ln punctul a) vectorului viteză ul: aceasta va avea compo 
i ; y f 
nentele contravariante (tensoriale) 
up, u=), Ms 


şi componentele covariante 


My, thart Щщ 
Componentele vectoriale vi ale vectorului ul vor fi date de 


yr, v=), vez. (165 


Accelera]ia а, va avea componentele contravariante а! calculate cu ajutorul formulelor 
(160) care devin 


Ti, =0 (421, 2,9), | Ph Tia=0, 
2 0 T? p 1 ; Г? 12 Г? 0 
ТЕ Lip, 29 =TasT'as 


Vom obţine, astfel, 5 


al = r —r0?, а= 04-2 zi а= z, 


aga incit componentele vectoriale wi ale vectorului a vor fi date de 


w= Нал 
13 — Ha" = 166) 
w= Ha 
Divergen[a vitezei и (de componente vectoriale v') va fi scalarul 
liv & Qv! ul Qv | Qv (167) 
vus=— 4 | 5 Т . 
div u ЭЎ 2 730 3: 
5 i i ` ‘ntele vecto: e (rot u`) 
Rotorul vitezei u (de componente vectoriale vi) va avea compone ntele vectoriale (rot и 
date de (164): К 
t - du  Qv* 
rot u : т 
(го ) 80 3: 
k du! Qvi 168) 
rot ш)? = ' (168 
(re ) д4 or 
aud T 1 dul 
{ SaD! ; ыша 
(rot u) uy ч r Q0 
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Gradientul unui scalar U va ауса componentele vectoriale 


1 QU б QU 9t 
| V pev . (169) 
Qi "00 


Operatorul À (Laplace) aplicat scalarului U va lua forma 


MU | U | 2r] 27] 
0 j 0) )"U " 
M — | = р — ДЕМЕ (170) 
Qo? ' 9 » 00 ) 
с) Coordonate polare (sferice) v, 0, p avind legăturile x віп 0 cos ф, y=r sin O sin o 
ғ cos 0 cu coordonatele carteziene л, y, 
Wxpresia 
ds3 24-7? d0?--7? sin? 0 аф" 
a pătratului elementului de arc ds? ne dă imediat 
` d Sul, gm r3, Ba v? sin? 0, gyy=0 pentru 1227 
$i deci 
: yero tl " | ; 
ple], д%% = P=, I= pentru 1567. 
a ?? sin? 0 

Coordonatele polare fiind un caz particular al coordonatelor curbilinii ortogonale vom folosi 
formulele de la punctul a). 

Viteza и và avea componentele contravariante (tensoriale) 

ul=7, u2=0, wig, 
iar componentele vectoriale v' vor avea expresiile 
vl=7, v?—y0ü, w=rsin l'o 171 


Divergenja vitezei u va fi dată de 


A gl л 202 v? 1 
quss ш абы rali зы сы сад : 
or Y o0 Y Y sin 0 de 


le] 
е 
[2 


Accelevația а va avea componentele contravariante ai date de (129) in care Го. 
valorile 


TI, =0 (0-1, 2, 3), Tl; —r, Tis = —r sin?6, 
2 2 2 ph DT СЕД 
Ti, -I$,— Го; =; 1% 7x: T'35— —sin Ө cos 6, 


3 3 3 3 3 
Iu Tao T33=0, Гуз zi Tag =cotg Ө. 
Obtinem astfel " Е 2 
al=y —y0? —ro? sin? 0, 
a2=6 —g2 sin 0 cos 0 +576, 


m 2 .. S 
а3=ф + r9-209cotg 0, 
de unde scoatem componentele vectoriale 
ил = y —rĝ?— ro? sin? 0 
w*—r0--2r 0 — rg? sin 0 cos 0 
1 d 


mace rr P COE PR аа (173) 
ut = 2r ọsin 0--2r Оф cos 0 -+ зщ 0= ~o ar (rp sin? 0). (1 


- 


-> 
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Rotorul vitezei 
му? 1 , 
(rot u)! cotg ! 
)0 nO гє , ~ 
‹ 1 1 
(rot u je a 
rsin n] 7 , і 
Р [ d I 
i (rot u p 
, , ) 0 
grad U va avea componentele vectoriale 
„_dU FOU ^ 1 [ Pur 
Y UM rsinÜ Oo 


Operatorul A (Laplace) aplicat scalarului U va lua forma 


1 9 („dU be ( A SU. 
AUS [»»——). 5 / 
? l 6 sin 0 39 


r? Qr Qr r sin0 д 


$ 22. Coordonate curbilinii determinate prin trei familii de ѕиргаѓе(е, date. Tensorul 


3 44, 


tundamental metrie. Sá presupunem cá se dau trei familii uni ‹ upraf 
ecuațiile lor faţă de trei axe ortogonale, carteziene: 


GEL, 2, 3), 


riga, 7 


ж 8-1,;2;3 


funcţiile F! posedind derivatele de ordinul întîi și al doilea în raport cu 
anumit domeniu D din E,. Márimile qt reprezintă parametrii familiilor de 
mai presupune că relaţiile (177) se pot rezolva în raport cu 21, 42, 2° în d 


xi sl gt, 4°, Ф) 


a, derivabile în raport cu @' 
ului fundam 


funcțiile д1, 42, 3? de q! fiind, de asemene 
punem să determinăm expresiile componentelor gij ale tensor 


punzător spațiului (4). Avem 


=e; (î,j=1, 2, 


fiind vectorul de poziție al punctului considerat. 


Vom nota pentru a scurta scrierea 
a; =grad Fi. IS 
Din relatiile (177) vom scoate prin derivări in raport cu g 
air, j= 1) 
sau încă 
ase 0. ISI 


Vom deduce, potrivit relaţiei (1) că vectorii a; sînt reciproci vectorilor ej. 


cu (3) P 


i i 4 i ici ii aceea 4 |i per ări Р. între numerele 
ordinea i, j, ka indicilor fiind aceea a unet permutări pare între e 
1S3 


А = (а, а», аз). 


Substituind în (179) valorile (182) ale vectorilor ej, se obţine 
184) 
(aj ак) (x nn i 


201) 


Р 


079 
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indicii 7, j, k fiind numerele 1, 2, 3 după o permutare pară; în cazul particular i=j, for- 
mula trebuie înlocuită prin Е 
A? шц = (аух ay)? (fără sumare). (185) 


Vom avea, explicit, următoarele expresii pentru componentele {у ale tensorului fundamental 


Аз = (02% аз)?, А% „= (03X 4,)*, Л? (4X аз) | 


А? (ах a) (a,x а), A35, — (4, X аз) (aX а) (186) 
А? „= (23X аз) (ах а). | 
Coeficientii lui Lamé, Hj, se vor deduce cu formula (107) 
н? | ах аз j њ-| ва) H2 | ах а» la (187) 
A ы А iis. A 


Cu ajutorul primei formule (1.36) vom putea pune formula (185) sub forma 


A?gij= (азал) (акаң) — (алај) аў, (188) 


de unde rezultă cá ру este minorul normat al elementului a; aj în determinantul Gramm 
D —det (a; aj). (189) 


Cum însă componenta contravariantă g” a tensorului fundamental este egală cu minorul 
normat al elementului g;; in det (g;;), rezultă că g'/ este însuși elementul ajaj, 


6 = аа. (190) 
O verificare a acestei relaţii о vom obține prin aplicarea formulei (1.33) în virtutea căreia 


vom avea 
i 1 
i \ 
.det(g?) — D—A*, detsu) = т=з" (191) 
8 23. Cazuri partieulare. Dacá unul dintre vectorii un de pildá, vectorul аз, este normal 


pe ceilalți doi, ау, şi aa, atunci vom avea 


Rezultă, în acest caz, 
gi3—g?? —0. (192) 


De altfel, cum g;; este minorul normat al elementului gii în determinantul det(gi?), 


vom deduce 
813 8290. (193) 


Expresiile (187) ale coeficienţilor lui Lamé vor putea fi simplificate, dacă se observă 


că vectorii ау si а, fiind normali pe аз avem 
(a2X аз)2= 08-05, (аха) 


precum și 


вй e LC ARI i (194) 


an 
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Pentru 512 Vom avea din (186) 
ауа \ 
Eia - 2 (195) 
(ах а)? 
Dacă toti vectorii ау, аз, аз, sînt ortogonali între ei, doi cite doi, vom avea 
aia; —0 pentru 1527 
si deci 
8]—0,  g"—0 pentru ij. (196) 
Pentru celelalte componente ale tensorului fundamental vom avea 
1 1 
: gei (19 
fuc £22 ai' E33 z /) 
şi ; 
биа, "=, gna. (198) 
Coeficientii lui Lamé vor lua in acest caz forma 
1 à : 
H,—— (2=1, 2, 38). (199) 


TABELE CU CENTRE DE GREUTATE ȘI MOMENTE DE INERTIE 


“ete ce y 
| Linia dreaptă 
l | 
| 
| Conturul triun- 
| ghiului 
| 
| 
| Conturul рага1е- 
logramului (drept- 
unghiului, rom- 
bului) 
3] 
| 
4 ү 
E 
.| Contur poligonal 
= | regulat 


|. Centre de greutate 


| Gorpul, figura şi sistemul de coordonate 


| Arc de cerc 


| Semicere 


Coordonatele 
centrului de greutate 


Intersecţia bisectoarelor 


triunghiului median 


.  4(a--25)-F-x(c—b 
RESET UTER 
h b+c 
S a+b+e 


La intersecția diagona- 
lelor 


E 
7 OG—r 


a=apotema ОА 
] — proiectia conturului 
poligonal pe axa Ox 


L — jungimea conturului 
уб sin « 
£—06G-—23 

a 


(c in radiani) 


0,6366 ; 


E 


Ti 


| 
| 
Г 
| 
i 


- 


А | 


Corpul, figura si sistemul dec 


Sfert de cerc 


Cardioida 
r-2a(1--cos 0) 


Cicloida 


Dreptunghi 


Trapez 


Sector de cerc 


ANEXA JI 


oordonate 


ANEXA II (continuare) 


Coordonatele 
centrului de greutate 


2ү 2 
7) = Y 
| 
| 
| 
| 
| 
, 8a 
5 = 
= 
T 4 
б=т, =>” 


у raza cercului 


1 
y—— AB 
2 


rx b КЕ. 
=. Че, 
p Ft hat as 
“Утын 9 

4 Л 

= 


La intersecția medianelor 


563 L 
G se găseşte pe segmentul 
AC, A şi C fiind mijloa- 


cele bazelor 


(x in radiani) 
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ANEXA II (continuare) 


Coordonatele 
centrului de greutate 


| 
| 
| 
Semicere 1 
| DU сес i 7 0.4244 » 
| Lai 
| 
| | 
| | 
| 
| 
| | | 
A fy | 
Sfert de cere Л 
| 3- ) E 
| 7 
| | 
| 
| 
| | 
| | | 
9 4 узіп? и 
3 7— a PE гт 
+- | Segment de cere | 3 20—5іп x 
| | 
EI | | (x in radiani) 
wa | 
| | 
a | | 
i © e | 
| 
| 
I ы | 
| 
= | | 
Ра | 
Р | T. 
i = | Portiune de co- | А 2 R3 $ 
| | roană circulară ЕФТ) 
Ф | 
| 
| 
| | 
z | 
| ex 
| 
| 
TRA | а td 
Semielipsá | $—3— 
| | 
! 
| 
| 
| 
| la л 
Sfert de elipsă | M Зл 


є. 


4 


SW 
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ANEXA II (continuare) 


Corpul, figura si « 


istemul de coordonate Coordonatele 


centrului de greutate 


Segment de elipsă Р 24 2b | 
5 - 7 | 
I (r—2)' * 3(n—2) | 
| 
| 
Parabola 
3 
A, y2 
Je 7 a=0,6 а 
А 1 j 
АБ 5 
| 
| 
| Jumătate de para- | 3 
bolá "2 < 
bolă E-— 1-3 b 
Parabola semicu- | 
bică ау?=^% до, 
Aria suprafeţei $—5 
OAB 
po 9 
E£——a 
Cisoida | | 3 
22 | С este centrul de grenta- 
ge te al ariei suprafeţei li- 
20-3 mitată de ramurile şi 
asimptota ei (A) 
| 
T ^ = 
Sinusoida <=. = 
y=sin 4 | 
| 
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Cardioida 


| r-2a(1l-4-cos 0) 


w | Aria suprafeței 


OAMN а lănţişo 


y9 


ANEXA II (continuare) 


Coordonatele 
centrului de greutate 


| 5 
GT, у=— У 
| E MG | 
| 
| 
| | 
| 
x 
(= 
anm 


А tului 
= v v 
в | / 
| 
Ф | 
| 
| 
| 
Cicloida 
Con și piramidă 
| 
| 
o 
E 
= 
т : : 
Trunchi de pira- 
2 | midă 
= 
o 
E 
ha j ^ 
Trunchi de con cir- 
| cular 
| 


h Sg--2V 5в5ь-+ 35% _ 


|y 
|S 


S 
Sp — suprafața bazei 
| mari 
| Sp — suprafața bazei mici 
| h — înălțimea trunchiu-| 
lui de piramidă | 


Corpul, Figura si sistemul de coordonate 


Obelise 


Paná 


Calotă sferică 


Emisferá 


Emisferá goalá 


Sector sferic 


| Xlipsoid octant 
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ANEXA II (continuare 


Coordonatele 
centrului de greutate 


h a(b+b)-ka(b 
2 b(2a--a,) 0, (а 


X 
Ei na 


sx 


3 (2v—2)? 


(= a5 
ЕА 3r—h 


Formula valabilă $i pen- 

tru elipsoidul de revo- | 
lutie de axá egalá cu 

diametrul sferei 


3 
==" 
$ 8 
_3 RpA—13 
б=т R3—y3 


|2 
с 


Figura 


2. Momentele de inerție 


Profilul 


ANEXE 


ANEXA II (continuare) 
ale dileritelor figuri geometrice 


Momentul de inerție 


Axa 
geometric mecanic 
| 
| | | 
Axa A | p T l | 
L | j 
| pp | 
| | 
| 14 | 
Аха А l и. 
\ l 12 12 
| A 
| | 
| 
| Linii 
| | | 
| | 18 | Ел, Ж 
| | Аха А | sin2g | M—-sin* a 
| | 
| 
| 
| | a - 
| | | 
| 
| белш > | pa 
Axa A —(34? + 3dl +1?) M |4°--а41-- = 
3 t 3 
| p | | ES 
g | | Axa сеп- E bh? | EL МА? 
| trală Ox 2 | 12, 
| | 
| fecum AA э rom E ES Jie: 88 » 
| Axa cen- 1 Me 
| 3 —' Mb 
| trală Oy о” 12 pi 
| Dreptunghi PO A > PUES cas АЛ == 
| E 
| iJ Axa Ox 1 bh? — MA: 
| 3 3 
| * = 
| т 1 1 мъ? 
| 0 Axa Oy —-b3h gs Mo 
| 5 9 
| 
| 
| Аха Ох А | Ма? 
Аха Оу 12“ 2 
| Pătrat 
| 1 1 
Latura a à ai 3 Ma? 
| 


Figura 


Triunghi 


Шар. aa IPOD QI IA 05 ae UT AR m PACA ur 


Profilul 


ANEXA TI 


Patrulater "np 


Paralelo- 
gram 


Trapez 
isoscel 


Cerc 
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ANEXA II (continuare 
Momentul de inerție | 
A xn 
geometric | mecanic 
) Îi SA ўе 
ала b bh? — Mh? 
12 | 6 I 
| | 
Axa Ox - bh? | MA? 
| у | 18 | 
| 
Axa Ox, bh? 1 Mh 
2 
Înălţi- j^ 1 ЖОР 
mea Л 1251 +05) ap M i +55) 
1 з 3 
Axa A 0008-23) li, hith 
12 6 ha + ha 
1 £ 
Аха А ча sina 22 М sin? q 
Baza a on B43b 1 y, 28 t3 
mare B jas (39) 6^ Bib 
1 38+ 
Ваза 1 (38-45 Ma 
mică b 127 9B b) B4 
‚|1 ja Draperii | 1,5, В'+4Вь+ 5° 
Axa Ox 3e" Bib IB. (84-5)? | Ё 
1, Bi—bi L pi 
Axa Оу | ag" B b g, VBD’) 
n + | } 
Polul O py gMr? | | 
| b 
1 l | | 
Аха Ох mpi Mr | 
Axa Oy 4 | 


Sfert de cerc 


Elipsa 


Sector 


circular 


ANEXI 


Axa Oa 
Axa O41 


Axa Ол 
Axa Oy 


Axa бл, 


Axa бх 
Axa Су, 


Axa micá 
Oy 


Axa Ox 


Axa Oy 


IN 


Momentul de inertie 


geometrii 


pi ZE с | 
16 9x 


nab? 


| пазь 
| —ÓMÁ 
ab3 
d-ra 
— a3b 
| 7 
| 
| 
| 1 У 
| ri (2x — sin 2%) 
| 8 


| 1 (2n Hsin 2a) 


EXA II (continuare) 
mecanic 
1 
71 
[ 1 
M? = | 
4 922 
1 Nf 
f on 
1 64 | 
М» ! 1 
Ы " 
| 
| 
| 4 
| 1 
4 
| 
| 
| 1 
TT 
| 3 M 
ET ao 2529] 
l \ 2x 
sin = 
ми. 9 - 
4 2% 
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Anexa II (continuare) 


ТТР Profilul Asa Momentul de inerție 
== 88 geometric mecanic 
| pi M ya 
sin 2« m [ 
Axa Ox А 4 
LU 1 1 2 sin 24 —sin 4a | 
T = (sin 2a.-|- 2 sin 4a) |; 2 — — — — 4 
Segment sí ^ боа 2) 6  2x-—sin2« Ji 
b de cere Бату У 
Му? 
| | Zr lui | 
Аха Оу pă [22 = sin 4a) ма, 
| 8 2 т 12 sin 20 —sin 40 || 
| — 2; Зава За | 
Аха Ox | 1 1 2 
| xa Ох 127^ (5* +62) 12 M (52 -- c?) 
Paraleli- Lex 0) 1 
piped халы gatte oa?) — M(c?--a?) 
1 
Аса О 109+ b?) — M (a? 4- 5?) 
| 1 1 
EA Му? | 
Ага Ог 2 vo^ лу" | 
| = 
Cilindru 
| - Axa Ox 1 1 
Axa Oy | —mr?h(3r?--A?) —M (3r? - 5?) 
EAS 12 12 | 
1 4. uA 1 23 pe 
Axa Oz 347 —r) MUR 
Cilindru 
T E а, | 
Axa Ox 4 1 MSR? 3r? A9) | 
Axa Oy h2 так OSEE 
Сш” 
анч 3 | 
Е o d 
1 
Axa O — 24 53 —. M (a3 -- 53 
xa Oz gg ^^ (a 28) gg M(e** ) 
Piramidă 
| dreptun- T A i 
| ghiulară 
| ~y 3A? 1 
Axa A 1 E эм) 453-343 
| ty xa ano E 4 50 м(452--3Лл?) 


| 
1 
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| Figura 


| Con 
| circular 
drept 


| Trunchi 
| de con 


| Sferă goală 


Semisferă 


Profilul 


8N 
o N 
ч 


ANEXE 
Imnexa ІІ (continuare) 
Momentul de ілес 
Axa 
geometric mecanic 
Axa () | yt] П 
10 10 
Axa A TAI h? › Y В? | 
ES | 20) 4% 9) 
| 
| ] Е5—7% 3,485224 
Axa z l0 ES 10 RIE 
| 
| 
4 5 - 
Polul O БЛ МЕ? 
| шы 
| 8 = 
Iz;—-Iy-lz 15 TR? 
| 28523 
Tangenta| 15^^ 
| 4 n e 
Polul O —n(R*—r95) 
| 5 
a la — ъ 
| i 
Axa х. | 8 - 2 E 
> n R5 —y5 м—— 
Аха у 157 n) 5 R3i—pÓ 
| 
Axa Ox 4 2 E 
Axa Oy z TR? МЕ 
Axa Oz H 
| 
_| 


= 
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Anexa II (continuare 


П de inerție 


63 — Mecanica teoretică 


Figura | Protilul Axa an 
| | | geometric mecanic 
| | | Polul O | mabe(a?--3-.c9)] LM (at b pe 
— abc(a* = “)! 1 2 aie d iai 
olu 15 T С ) FC) 5 (424 Fc?) 
4 | 
| Аха Ox 15 т abc (b2-+c2) | M (b? 4-с?) 
| Rlipsoid to. 
4 
Axa Oy is 7° (a? -- c?) | M (a? -- c?) | 
| 
— ÉL k g 
| 4 „ uu 
Axa O ig 740 (a -- b?) 3 M (a? -- b?) 
5 ! 
— - w 
Sector 1 | 
еа Axa Oz | —nr2h2(3r—h) 5 Mh(3r—h) | 
Mh 
1 ^ А 10 
Segment Tw O7 TB (2072— 
"чета 2 20r3— 15% + 3h? 
— 15,2 322) х oy 
1 2 2 2 1 21243 
[Axa Oy -T RÓÜ(4R*E3S)| -z MOR +3”) 
ї 2 
Y Тот circular 5 
1 "ups | ZE арк сез 
Аха Ox | 47 RP (4R* 5n) | -- M(R:+5r2) 
E 
1 twr 3 сз | 
Аха Oy | 5 r3 Rab(4R2-+3a2) 4 M(4R?--3a?) | 
| — ш 
Tor eliptie ac Cm i E 
l2 ^ | 
2 Rab (4R 1 NEP on 
| Axa Ox | 4 RA RAD ARI 5 M (4 R3--3a* -F ш 
á | |-3a3- 203) | 


BIBLIOGRAFIE 


р, edit de Mécanique rationelle, I si II Paris, 1926 
I. I. Artobolevski, Teoria mecani * $i z TT in li 
s Thoi ола E şi a maşinilor (traducere din limba rusă), București, 
A. Beleg Şi $t. Bălan, Mecanica teoretică si aplicată, Bucureşti, 1942, 
G. D. Birkboff, Dynamical Systems, New-York, 1927. 
С. Brubat, Mécanique, Paris, 1940, 
Sz. Burileanu, Curs de mecanică raţională (2 vol.), Bucureşti, 1942—1944, 
И. M. Воронков, Курс теоретической механики, 4-а, Москва, 1953, 
N 


„ Ciorănescu, Ecuațiile mecanicii analitice, Bucureşti, 1938. 
O. Dragnea, Momente de inerție, Edit. Tehnică, 1956. 

M 
Я 
Fo 


. Drăganu, Introducere. matematică în fizica teoretică modernă I, Bucureşti, 1957. 
C. Дубнов, Основы векторного исчисления, Москва, 1952. 
n Engels, Dialectica naturii, Bucureşti, Edit. de Stat pentru Literatură Politică, 1954. 


Gb. Em. Filipescu, Statica construcţiilor şi Rezistenţa materialelor, Bucureşti, Edit. Gazeta 
Matematică, 1937. 


B. A. Фок, Теория пространства, времени и тяготения, Москва, 1955 
A. Fóppl, Vorlesungen über technische Mechanik, Bd. IV, Leipzig, 1909. 


S. E. Friș. şi A. V. Timoreva, Curs de fizică generală (traducere din limba rusă), vol. I, 
Bucureşti, Edit. Tehnică, 1954. 


G. Hamel, Die Axiomen der Mechanik, Hdb. d. Phys., Berlin, Geiger u. Scheel, 1927. 
G. Hamel, Elementare Mechanik, Berlin-Leipzig, 1912. 

G. Hamel, Theoretische Mechanik, Berlin, 1949. 

A. G. Ioachimescu, Mecanica raţională, Bucureşti, 1947. 


D. Ivanenko şi A. Sokolov, Teoria clasică a cimpului (traducere din limba rusă), Bucureşti, 
1955. 


Н. E. Жуковский, Теоретическая механика, Москва, 1952. 
Л. И. Седов, Методы подобия и размерности в механике, Москва, 1954. 
Яг. Й Москва, 1955. 
И. Г. Қемаев, Устойчивость движения, , | T 
С. Kirchhoff, Vorlesungen über Mathematyk, Physik, Mechanik, Leipzig, 1897. 
B. JI. Кирпичев,, Беседы o механике, Москва, 1951. 
A. C. Компанеец, Теоретическая физика, Москва, 1955. : а 
A УД, Космодемианский, Курс теоретической механики, Москва, Кез icd 
V. 1 En in, Materialism şi Empiriocriticism (traducere din limba rusă), Bucureşti, Edit. Par 
‚ 1. Lenin, 1 
dului Muncitoresc Romin, 1948. d 
écani is, 1918. 
ё , La Mécanique, Paris, } 
e co e U, Amaldi, Lezioni di Meccanica razionale 


JI [6 A йи А L К с теорет ской механики Москва, 1954. 
1 pbe, I y eop „тическон Mex А А 4 
. Г, Л. u^ HCKU , И. Лур D Mirta: Ay 


(3 vol) Bologna, 1923. 


И, Г. Малкин, Теория устойчивости движения, EA 
n. Marcolongo Meccanica razionale (2 vol.) Milano, 1223. 
: ii resti c 1 
P. Mazilu, Statica construcţiilor, Bucureşti, 1955 
3 and 


63 


BIBLIOGRA TID 


» 7 . i ‚ 

А. I. Nekrasov, Curs de mecanică teoretică (traducere din limba rusă), Bucureşti, Edit 
Tehnică, 1955, 

Isaac Newton, Principiile matematice ale 


filosofiei naturale (traducere), Bucureşti, Edit. Aca 
demiei R.P.R., 1956, 


E. M. Никитин n Д. M. Kanaun, Теоретическая механика, Москва, 1957, 
E. Jl. Николай, Теоретическая механика, I, II, Москва, 1957. 
V. Novacu, Introducere în electrodinamică (2 vol.) 


, Bucureşti, 1955, 

1. Peres, Mécanique générale, Paris, 1953, 

Max Planck, Einführung in die allgemeine Mechanik, Leipzig, 1919. 

R. W. Pobl, Einführung in die Mechanik und Akustik, Berlin, 1931. 

К. A. Путилов, Курс физики I, Москва, 1956. 

E. 1. Routb, Dynamics of a system of rigid bodies (2 vol. London, 1930. 

E. I. Routh, Dynamics of Particles, Cambridge, 1898. 

S. Sanielevici, Curs de mecanică raţională (2 vol.), Bucureşti, 1929, 

M. Sarian, Mecanica şi rezistența materialelor vol. L, Bucureşti, Edit. Didactică si 
gicà, 1962. 

Al. Stoenescu şi Gh. Silas, Curs de Mecanică teoretică, Bucureşti, Edit. Tehnică, 1957 

T. П. Стрелков, Механика, Москва, 1956. 

С. К. Suslov, Mecanica raţională (2 vol.), (traducere din limba rusă), Bucureşti, 1950. 

V. Válcovici, Curs de Mecanică (vol. 1), Ministerul Învățămîntului, Bucureşti, 1958. 

T. T. Vescan, Fizica teoretică I, Bucureşti, 1957. 


R. Voinea, Distribuţia acceleraţiilor în mişcarea relativă 
Mecanică aplicată, nr. 4, 1957. 


A. G. Webster, The Dynamics, Leipzig, 1925. 
Н. Weyl, Raum. Zeit. Materie. Berlin, 1923. 1 
E. T. Wbittacker, A Treatise on the Analytical Dynamics, Univ. Press, Cambridge, 1927. | 


Pedago 


a rigidului, Studii şi Cercetări de 


+ 


Abel N. G. 487 

d'Alembert Jean le 
791, 763 

Ampere A, 88 

Appell Р, 830 

Arhimede 6, 11, 109, 338, 763 

Arhitas din Trent 6, 11 

Aristotel 6, 11, 338 

Artobolevski S. І, 344, 919 

Assur I. V. 344 

Atwood 532 


Babakov I. M. 819 

Beles A.A. 292 

Bernoulli Daniel 13 
Bernoulli Jean 13, 730, 763 
Binet 420 

Bobilev 658 

Bogoliubov N. R..472, 475 
Bradistilov 805 

Brennan 667 

Bresse 314 

de Broglie, Louis 14 
Buchholtz N. N. 513 


Capelli 204 

Caratheodory C. 875 
Carnot Sadi 724 

Cauchy O. 100, 397, 762, 807, 847 
Cayley 698 

Ceaplighin A. 657, 730 
Cebísev P. L. 344 

Chazy J. 399 

Christoffel 790, 869 
Copernic N. 12 

Coriolis 325, 334, 351, 557 
Coulomb C. A. 13, 126 
Cremona 252 

Culmann 238 


Darkov A. V. 213 
Descartes R. 12, 384 
Democrit 11 

Dirichlet P. 18, 794, 806 
Dobrovolski V. У, 344 
Dragnea O. 569 


Einstein A, 14, 429, 434 
Engels Fr, 7, 375 


Rond 13, 388, 730 


INDEX AUTORI 


Eó6tvós 434, 508 

Epicur 11 

Euler Leonhard 13, 338, 627, 631, 652, 669 
687, 730, 763, 867, 871 ; 

Euclid 6 


Fokk 14 

Filipescu Gh. Em. 14 
Foucault L. 13, 669 
Fóppl A. 542 

Frenet 64, 290 
Froude 100 


Galilei Galileo 6, 12, 109, 338, 375, 502 
730, 763 

Gauss Karl Friedrich 730, 774, 777 

Gibbs 837 

Goreacev 657 

Green 557 

Guldin 159, 509 

Guriev S. E. 12 


Hamilton R. W. 13, 557, 730, 833, 845 
864, 871 

Haret Spiru 14 

Helmholtz, H. v. 557 

Hertz H. 772 

Hess 656 

Hooke R. 12, 442, 471 

Husson Ed. 656 

Huygens Cr. 12, 338, 559 


Ioachimescu Andrei 14 
Ionescu Ion 14 


Jacobi K. G. 13, 730, 845, 850, 867, 871 
Joule James Prescott 556 
Jukovski N. E. 14, 338, 730, 867 


Kater 600 Sie 

Keppler Johann 12, 431, 436, 518 

Koenig 543 

Kotelnikov S. K. 12 А 

Kovalevskaia S. V. 13, 338, 397, 645, 762, 
807 

Krílov А. N. 14, 811 

Krilov N. M. 472, 475 

Kronecker 204, 947 


998 INDEX AUTORI 


Kuros A, G, 204 
Kuzneţov У, I. 213 


Lagrange Joseph Louis 13, 338, 493, 557, 642, 
648, 652, 676, 730, 760, 765, 783. 794 
S06, 847, 867, 871, 877 gie 

Lamé С, 18 

Lanchester 619 

Laplace Р, S. 13, 389, 393, 557 

Lavrentiev M. А, 863, 

I egendre 487 

Leibnitz 384, 556, 871 

Leverrier 522 

Levi-Civita 875 

Teapunov A. M. 13, 455, 472, 

Liouville 885 

Lissajous 455, 929 

Liusternik L. A. 863 

Lomonosov V. M. 13, 556 

Lorentz 503 

Lucrețiu 11 


730, 806 


Mach 102 

Maggi 829 

Maievski N. V. 13, 102 

Malisev 343 

Malkin N. 476 

Mandelstam L. I. 14, 472 

Manolescu N. 205 

Mar otte E. 12 

Maros D. 905 

Maxwell 252 

Mayer I. R. 556 

Maupertuis Pierre L. M. 13 
871 

Mendeleev V. D. 87 

Mescerski V. I. 14, 527, 697 

Minakov A. I. 513 

Minorsky N. 476 

Moebius 742 

Monge 344 


Navier L. H. M. 13 
Newton I. 6, 9, 12, 104, 338, 399, 423 
502, 730 


Ostrogradski M. V. 13, 472, 730, 864, 871 


Papalexi N. D. 14, 472 
Pappus 109, 159 


Pfaff 847 

Planck Max 14 

Plücker 49 

Poincaré IT, 875 

Poinsot 12, 109, 631, 636, 652, 687 

Poisson б. 13, 328, 398, 642, 648, 676, 841 
847 


Prony 557 


Rankine W. Thomson 384, 556 
Reynolds 100, 106 

Riccati 655 

Ritter 210 

Roberval G. 12,. 338 


Routh Б. 14, 821 
Saint-Venant, B, de — 13 
Saligny Anghel 14 

Scherl 665 

Schlick 665, 666 
Schilovski 666 

Sorokin L. V. 599 
Steiner 574 

Steklov 658 

Stepanov V. V. 14 
Stevin Simon 12, 109, 763 
Stoenescu Al. 669 


Teodoriu L. 598, 925 

Toricelli E. 12, 294 

Tycho-Brache 430 

J:olkovski K. С. 14, 527, 529, 697 
Tifeica S. 669 


Umov 556 


Van der Pol 475 

Varignon P. 12, 109, 140, 145, 763 
Vavilov 14 

Válcovici V. 503, 527, 687, 782 
da Vinci, Leonardo 11, 338, 375 
Vitruvius 6 

Voronkov M. I. 513 

Vránceanu Gh. 752 


Wallis 12 

Watt 915 

Wegener 683 

Weierstrass 645 

Willis 344 Ш 


Woinaroski R. 598, 925 


F 


INDEX ALFABETIC 


Veceleraţia gravitației, măsurarea ~ 924 
рашїп{еазса 508 
, unități de măsură ~ 284 
\ccelerație 284 
absolută 326 
complimentară 325 
de transport 325 
normală 291 
- relativă 325 
— tangentialà 291 
Acceleratii, distribuția — 301, 305 
Afeliu 431 
d'Alembert, forța lui ~ 733 
—  , principiul lui ~ 731 
Algebra vectorilor 28 
Alunecare 180 
—, frecarea de ~ 617 
Amplitudine 487 
Amplitudinea miscárii 449 
Analizà armonicà 465 
— vectorială 61 
Angrenaje 364 
— cilindrice 365 
= conice 366 
— cu cremalierá 366 
— elicoidale 369 
— melc-roatá melcatá 369 
Apogeu 431 
Appell, ecuatiile lui — 832 
Armonice 465 
Articulatie 171 
— cilindricá 172 
— sfericá 171 
Atwood, masina — 532 
Autofrinarea masinii 910 
Automobilul giroscopic 667 
Axa barei 195 
— mișcării elicoidale 306 d 
Axá centralá a sistemului 57, 135 л 
— —, ecuatiile carteziene ale — 58 
— de oscilatie 597 
—  — rotaţie 303 
—  — suspensie 597 
— instantanee a mișcării elicoidale 318 
= de rotaţie 309, 315 
— liberă 581 
— permanentă de rotaţie 595, 600 
— spontană de rotaţie 595 


Axă stabilă de rotație 661 
Axioma legăturilor 114, 480 
— eliberării 480, 731 
Axoidá fixă 312 
— 1106114 312 
Azimutul giroscopic 667 


Balansier 357 
Balantá cu braţe egale 267 
Balistică, efect giroscopic în = 663 
exterioară 413 

= interioară 413 
Bare 3 
Bază 310 
Bătăi 470 
Bertrand, ecuaţia caracteristică = 105 
Binet, formula lui — 420 
Bobilev-Steklov, cazul ~ 658 
Bresse, cercurile lui — 314 
Busola giroscopicá 666 


Cabestan 268 
Calculul tensorial 947 
— vectorial 21 
Came 370 
Cantitate de mișcare 375 
Carnot, teorema lui — 724 
Cauchy, legea de similitudine — 106 
Cauchy-Kovalevskaia, teorema — 397, 762 
Cayley, problema — 698 
Cáderea punctului greu 509 
Cebisev, formula lui — 344 
Centru de atractie 441 
— — curbură 65 
— — greutate 154, 256, 557 
— —  — geometric 155 
— — oscilație 597, 893 
— — percuție 721 
— — simetrie 15 
— — suspensie 597 
— instantaneu de rotaţie 309 
Centrul acceleratiilor 314, 355 
— de greutate al unui sistem de puncte 
materiale 148 
— forțelor paralele 143 
— maselor 148, 256 
Cerc de frecare 183 
—  — rebrusment 814 


1000 INDEX ALFABETIC 


Cercul inflexiunilor 314 
Christoffel, simbolul = 790, 869 
Cinematica 5, 281, 338 
Cioenire naturalá 717 
— oblică 719 
718 
Cintarul roman 267 
zecimal 267 
Coeficient de aderentá 126 
- - elasticitate 442 
— - la ciocnire 717 
— — frecare de alunecare 180 
— — = pivotare 180 
-— —  — tostopolire 181 
E = - în lagăr 182 
€ — pierdere in mașină 384, 
— — restituire 717 
Compas giroscopic 666 
Componente contravariante 950 
- covariante 951 
Compunerea vectorilor 30 


Compunere a mişcărilor, cazul general ~ 332 


— de rotatii concurente 329 
paralele 331 
Compuneri de translatii 329 
Con de frecare 129 
— herpolodic 315, 641 
= — , ecuațiile ~ 629 
— polodic 315, 629 
Conditie de olonomie 747 
Conservarea energiei 552 
Constanta ariilor 539 
— de atracție universală 423 
Conul precesiei 675 
Coordonate canonice 833 
— carteziene 753 
— ciclice 820, 845 
— conjugate 837 
— normale 798 
== Pliicker 49 
— principale 798 
— sferice 289 
Coriolis, acceleraţia — 325, 334 
— , forța ~ 509 
Corp deformabil 560 
— material 3 
— nedeformabil 560 
— rigid 3, 281, 757 
— solid 3, 757 
Coulomb, legile lui — 126 
Cromoplasticitate 103 
Cruce cardanicá 36] 
Cuplá cilindricá 341 
— de rotaţie 341 
— translafie 341 
inelară 340 
planá 341 
plan cilindru 340 


, teoremele generale din studiul = 


Cuplă plan-sferá 339 
sfericá 340 
uluc-sferá 340 
Cuple cinematice 339 
Culmann, dreapta lui = 238 
Culisa de translație 361 
Cuplaj cardanic 36] 
dublu cardanic 362 
universal 361 
Cuplu 141 
de frecare de pivotare 180 
- rostogolire 181, 607 
gitoscopic 661 
Curbă funiculară 215 
herpolodică 639 
polodică 637 
Curbe brachistocrone 491 
tautocrone 490 
Curbura curbei 64 


Decrement logaritmic 461 
Demararea (pornirea) autovehiculelor 611 
Densitate 560 
— medie 154 
— superficială 154 
Deplasare elicoidală 622 
infinitezimală . 746 
— reală 746, 773 
— virtuală 746 
— — compatibilă cu legătura 749 
Derivatá absolută 323 
— localá 323 
— relativá 323 
Desmodrom, lant cinematic — 
Determinarea eforturilor din 
— grafică a reactiunilo 
Deviatie 285 
Diagrama acceleratiilor 355 
— mișcării 293 
-- vitezelor 355 
Diferenţă de fază 452 
Dimensiuni 90, 91 
Dinamă. 137 
Dinamica 5, 375 
— punctului material cu masá va- 
riabilá 14 
— mașinilor 889 
— sistemelor de puncte mater 
513 
— solidului rigid 559 
Dirichlet, condițiile lui ~ 464 
— , teorema lui ~ 794 
Divergentá 77 


Echilibrare dinamicá 903 
— generală (completă) 904 
statică 903 
Echilibrarea forţelor de inerție 903 
maselor în rotaţie 904 
- ~ mobile 902 


Dom 


INDEX AI FABETIC 


Coo з E = — e 1001 
1 CP 
Echilibrarea mecanismelor plane 906 Forţă táietoare 196 
Echilibru nestabil 453 2 E SET 
relativ 503, 734 Е sour 
echilibrul labil 453, 921 оге 8 
| sistemelor de puncte 190 complementare de transport 733 
Ecuația bilanţului energetic total al ma 1 la suprafața pămîntului 505 
i sinii 909 concentrate 10 
fundamentală a mișcării relative concurente 139 
500 in plan, 23] 
Beuatii de mişcare în coordonate polare 420 in spaţiu, compunerea ~ 259 
Ecuatiile canonice 833 conservative 73, 379, 549, 788 
generale de mișcare 687, 70] cuasi-conservative 862 


о: de frecare de alunecare 124. 180 
xr sirósCoDiC 68 ZE or йды! —- 
Efect giroscopic 661 — gravitație 106 


Eforturi 198 


3 $ RON — — legătură 169, 189, 480, 683, 731 
în bare 202 — elastice 106 Ё 
Einstein, teoria forței gravitaționale — 549 — exterioare 188, 191, 515 
„mecanica relativistă generaliza- - — date 10 
tá — 429 er de legáturá 10 
Vlasticitate 5, 441 = impulsive 706 
Elipsoid central de inerție 581 — mertiale 503 
— de inertie 579 — interioare 10,-188, 191, 515 
x m iscării 449 —  masice 10 
Elongaţia Rcs =  meconservative 72 
Energie caloricá 576 —  paralele 142, 165 
— cinetică 384, 542, 562, 783 —  percutante 715 
— de mişcare 384 — plane 165 
—  — pozitie 385, 551 — reactive 706 
—  mecanicá 383, 406 —  repartizate 10 
—  potentialá 385, 548, 553 —  rezistente 263 
Р Euler, ecuaţiile lui. — 630, 652 Foucault, experiențele — 669 
Euler-Poinsot, cazul — 631, 652, 659 — , pendulul — 511 
Euler, teorema lui — 793 Frecare de alunecare 124, 778 
—, unghiurile lui ~ 13, 627 == = —, coeficient de ~ 125 
| ‚социа 13598 am — in articulații 181 
xtensiunea în fază E XE lagáre 181 
Fascicul de traiectorii 410 Frecvența circulară -— 
Fază de oprire 908 Frenet, formulele lui — 64 
—  — pornire (demarare) 908 Frenet, triedrul lui a A a 
—  — regim 908 Funcţia de forță 73, e 557, 788 
AD —  generatoare 875 ve 
2 curbe ~ 621 — potențială 380, 557 
stia Gy, DI J 
^ — , acţionare de forte concentrate 226 Lee Р m 
—, ecuaţiile Ln deechilibru — 219 Gauss, principilului — 672, 774 
Forţă atractivă 418 Geodezică 496 : 
— centrală 418 : Giroclinometre 666, 66$ 
—  centrifugá (propriu-zisă) 506 Giroscop 658 ARY 
і — de acţionare 263 — cu acțiune directă 664 
—  — ascensiune 617 — -— -— indirectă 661 
—  — atracţie universală 422 —  direcfional 663 
—  — transport 505 — — automat 664 


— elastică 71, 418 TA pilot 665 у 
— motoare 263 . — stabilizator 6 


— normală 196 — — antiruliu 664 


'eaplighi а ~ 657 
— nulă 494 Goreacev-Ceaplighin, cazul m 
— pierdutá 733 Grad de libertate 110, 205, 474 
— redusă 901 —- mobilitate 205 


— repuleivá 418, 492 


1002 


Grad de neregularitate 914 
Gradient 73 

Greutatea corpurilor 148, 433 
Grinzi cu zübrele 206 

Grup aditiv abelian 30 
Guldin-Pappus, teoremele = 159 


Hamilton, ecuațiile canonice = 847 
, forma canonică a ecuațiilor = 837 
— 5; funcţia = 836 
Hamilton-Jacobi, teorema = 845 
Hamilton, operatorul lui = 73 
—  Ostrogradski, principiul = sub forma 
canonică 871 
—  , sistemul canonic = 883 
—  , transformarea ~ 833 
Helmholtz, principiul conservării energiei 
~ 556 
Herpolodie 637 
Hess, cazul — 656 
Hidrodinamica 13 
Hodograful vitezei 285 
Hooke, legea — 442 
Huygens, teorema — 599 


Impuls 375 

— total 523, 561 
Integrala energiei 547 
Interferentá 469 
Invarianti 28, 111 

— absoluti 319 

—  integrali 882 

—  —  aisistemului canonic 883 
Invarianfii migcárii 282 

— momentelor de inerție 578 
Inversoare 361 


Încastrare 172 


Jacobi, identitatea — 851 
—  ,multiplicatorul 850 
—  , principiul ~ 867 
Jacobianul transformárii 877 


Kater, pendulul lui — 600 
Kepler, legile lui — 430 
Kovalevskaia, cazul — 648 
—  , integrala ~ 648 
Krílov-Bogoliubov, metoda — 475 
Kronecker-Capelli, teorema ~ 204 
— ,simbolul lui ~ 790 


Lagár nestrins 181 
— strîns 182 
Lagrange, coordonate (generalizate) ~ 782 
— „, ecuaţiile ~ 782, 785 
— , funcția ~ 788 
— , multiplicatori ~ 758, 759, 765 
, parantezele ~ 877 LM 
Lagrange-Poisson, cazul = 642, 655, 676 


INDEX ALFABETIC 


Lagrange, spaţiul = 783, 868 
Lagrange, teorema lui — 840, 


Lagrange, transformarea = 873 
Lang cinematic 342 
, gtad de mobilitate 34: 


Lántisorul 221 
Legáturi 189, 515 


bilaterale 122, 477, 748 


fárá frecare 480 
ideale 117 
neolonome 478, 821 
olonome 745, 75 
reonome 477, 752 
rigide 724 
scleronome 477, 752 


- unilaterale 122, 477, 748 


Legea ariilor 431 
— де atracție newtonianá 


422 


—  — atractie universalá 423 
— gravitației universale 423 


Linia nodurilor 628 
Linii de forță 71 

— vectori 71 

—  geodezice 494, 495 
Liouville, teorema — 885 
Lissajous, curbele — 455 


Lomonosov, teorema conservárii energiei 


~ 556 
Lorentz, forța ~ 792 
— , grupul ~ 503 
Lucru mecanic 68, 377, 542, 562 


— — virtual al reacfiunilor de legă- 


tură 755 


Macara diferențială 273 
Manivele 357 
Maree 506 
Masă 8 
Masă convențională 900 
— grea 434, 504 
— inertă 434, 504 
—  redusá 900 
—  — medie 154 
—  — specificá 154 
— superficială 154 
— variabilă 527 
Maşină 889 | 
— , grad de neregularitate 
lüi — 914 : 
Maginii, funcţionarea — 908. 
Maupertuis, principiul ~ 866 — 
Maxwell-Cremona, metoda ~ 297 
Mărime fizică 86 
Mărimi, 89 
Mecanica | ex 
— analitică 13, 729, 730 
aplicată $ 
cerească 13, 517 
clasică 5, 6, 12 


corpurilor deformabile : 


al mersu 


27 


cuantică 5 
fizică 729 
fluidelor 5, 100 
generală 1 
„ diviziunile = 4 
, noţiuni fundamentale 
ondulatorie 6 
principiile fundamentale = 8 
rațională 1, 729 
relativistă 5, 6, 14 
relativităţii restrinse 503 
statisticá 5, 6 
tehaicà 729 
teoreticá 1, 
Mecanisme 344 
cu articulaţie cardanică 36] 
- cabluri 371 
— came 370 
— deschise 371 
închise 371 
— culisă 360 
oscilantă 361 
— rotativă 361 
curele 371 
elemente flexibile 371 
lanțuri 371 
— roti 362 
— diferențiale 367 
— directoare 361 - 
— “plane 344 
— planetare 367 
— spațiale 344 
Mediu material continuu 153, 559, 570 
Membrană 4 
Mescerski-Tiolkovski, ecuația ~ 527, 697 
Metoda asemănării 350 
— izolării nodurilor 207 
— înlocuirii barelor 211 
— mişcării relative 349 
— poligonului acceleratiilor 3, 53 
vitezelor 350 
—  sectiunilor 210 
Miscare ab:olutá 281, 321 
—  acceleratá 291 
—  aperiodicá 463 
—  asimptoticá 488 
—  circulará 295 таа 
— curbilinie sub acţiunea gravitaţiei 
universale 426 
— де rotaţie 302 
accelerată da 
rziată 
SE acceleratá 305 
—  4ntírziatá 305 
И E — cepi avs 
— — surub 306 
translație 302 
— rectilinie 911 


=y decelerată 291 
TEE generale de — 685, 701 


Mecanica 


~ 6 


4, 729 


niformă 503 


, 


. INDE X ALFABETIC 


Mişcare 


c 


— —Ó — 


1003 
figoidă 619 
labilă 640 
nestabilă 640 
pe cicloidá 297 
periodicá 461 
puternic amortizată 463 
rectilinie 449 
sub acțiunea gravitației üni- 
versale 425 
şi uniformă 286, 293 
uniform variată 286, 294 
923 У 
stabilă 640 
uniform accelerată 291 
intirziatá 291 
—  variatá 292 
uniformá 305 
uniformá pe elice 299 


Mişcarea barei grele în vid 537 


Moment 


de transport a punctului 321 
elicoidală 306 
generală a solidului 621, 683 
incipientă a unui sistem 882 
kepleriană 429 
mecanică 1 
plan-paralelă (plană) 309 
plană a rigidului 601 

—, distribuția accelerațiilor 

~ 313 

—  , teorema ariilor în ~ 538 

punctului 281 

—  greu in aer 411 

— material greu în vid 407 
sub acțiunea fcrte- 
lor elastice 441 
supus la legături 477 
— ре o curbă, fără frecare 481 
o suprafață 492 
relativă 281, 321 

—  a'punctului 321 

— -—  — material 500 

—, compunerea vitezelor — 323 

— — acceleratiilor — 324 

—, ecuația fundamentală ~ 500 

solidului cr un punct fix 621 

— —" masă variabilă 697 

—  înjurul unei axe fixe 543, 


centrifug 592 
cinetic 376, E 
viatie 
Se m axialá (ecuatorial) 566 
—  centrifug 566, 569 
— geometric 571 
—  mecanic 566 
— planar 566 
— polar 567, 571 
— redus 900 
— transversal 586 
— parțial 586 
—  rüsucire 197 


592 


1004 


INDEX ALFABETIC 


Moment încovoietor 197 
—  redus 901 
Momente 44, 565 
de inerție 565, 566, 572 
— - principale 577, 581 
„ relații între = 568 
statice 152, 567 
calculul grafic 256 
Momentul cantității de mișcare 376 
unei forte, în raport cu un punct 
135,.919 
unui vector in raport cu o axá 46 
— | - - — — un punct 44 
— reciproc a doi vectori 50 
rezultant al sistemului 55 
Motor 889 
Multiplieator 850 
Mulţimi de drepte 83 


Nabla 73 
Nedesmodrom, lanț cinematic ~ 343 
Neolonomă, legătură — 478 
Nestabilitate 640 
Newton, ecuaţia — 763 
— „ formula fundamentală — 713 
—  , legea generală de similitudine 104 


Newtonul 96 
Noduri 200 
Normala principală a curbei 65 
Nutatia pámintului 676 
Nutatie 628, 669 : 

— , constrinsá 676 

= liberă 675, 676, 680 


Olonomă, legătură ~ 477 


Omogenitate 86 
— mecanică 92 


Orizonturile artificiale giroscopice 669 
Oscilator circular 451 
— . eliptic 451 
E liniar 449 
Oscilatii proprii 466 
— amortizate 457 
— -— cu frecare constantá 456 
— armonice 449, 485, 927 
— constrînse 463 
— foarte mici 498 
— forțate 466 
— izocrone 485 
— libere 483 
— шісі 453, 485, 798 
— neliníare 471, 472 


Palan 272 
diferenţial 273 
dublu 274 
exponențial 272 


Pana 276 


Paralelogram articulat 358 
Particulá materialá 3 
Patrulatere articulate 357 
Patrulaterul frecárilor 184 
Pendul cicloidal 491 
compus 596 
dublu 804 
fizic 596 
matematic 484 
reversibil 599 
sferic 497 
simplu 484 
sincron 597 
Percutie 400, 713 
Perigeu 43] 
Periheliu 431 
Perioada mișcării 445 
Perpetuum-mobile 554 
Pfaff, formele — 746 
Pivotare 180 
Pirghia 264 
Pirghii articulaté 265 
Placá 4, 157 
Plan de simetrie 150 
— — rostogolire 602 
— înclinat 274 
—  osculator al curbei 64 
Plane de echilibrare 905 
— principale centrale de inertie 581 
= — е inerție 580 
Planul ariilor maxime 540 
Pol 215, 234 
Poligon articulat 214 
- de sustentatie 176 
— —  viteze rotit 351 
—  funicular 215 
— — ,- proprietăți ~ 237 
Poligonul acceleratiilor 354 
— forțelor 111 
— polar al vitezelor 350 
— vitezelor 350 
Polodie 637 
Polul acceleratiilor 319 
—  poligonului acceleratiilor 320 
= — vitezelor 350 
Poinsot, elipsoidul ~ 636 
Poisson, formulele ~ 323 
Poisson-Jacobi, identitatea ~ 842 
Poisson, paranteze ~ 878 
— , teorema ~ 843 
Potential 73, 387 
— cinetic 788 
- — al mişcării 833 
—  generalizat 791, 839 
Precesie 628, 669 
Principiul acţiunii și reacţiunii 10 ^ч 
celei mai mici acțiuni 775, 506 
= constringeri 774 


conservării energiei 996 


———— ÁN 


Principiul conservării impulsului 556 
deplasărilor virtuale 761 
egalităţii acțiunii ewreactiunea 9 
foi, 'or de legătură 115 


inde; tei actiunii fortelor 9 
ne 
lucru: ie virtual 759, 761 
778 


paralelogramului forțelor 10, 111 
traiectoriei celei mai drepte 777 
vitezelor virtuale 761 
Principii diferențiale 729 
variationale 859, 863 
Principiile variationale izoperimetrice 859 
Probema celor două corpuri 517 
n corpuri 517 
trei corpuri 517, 521 
Produs dublu vectorial 40 
mixt de vectori 38 
scalar a doi vectori 32 
vectorial, a doi vectori 34 
; —  , valoare absolută ~ 36 
Proprietáti de invariantá 853 
Prototipuri 101 
Pseudo-scalari 27 
Pulsatia miscárii 447 
Punct material 3 
Putere mecanică 382 


Racheta 706 
Randament mecanic 383, 910 
Rankine, regulatorul — 916 
Rază de curbură 64 
—, determinarea = 298 
= —  giratie 573 
== — inerție 573 
= — torsiune a curbei 66 
— luminoasă, devierea ~ 428 
Raze polare 215, 234 
Reactiune 189 
— а legăturii 480 
— normală 180 
Reactiuni 198 
— de legătură 683 
— — — de contact 754 
— — — la distanță 75 
== dinamice 734 Y 
— statice 734 
Reazem mobil 169 
— simplu 169 
Reducerea unui sistem de forte 136 
Regula paralelogramului 29, 111 
Regulator centrifug 915 
— де inerție 915 
— — putere 915 
— izocron 916 Д Tog 
Relații diferențiale între eforturi 1 
Repaus 2 
Reper 282 
— mobil 66 
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Reper natural 66 
Reynolds, legea de similitudine = 106 
Rezonanță 467, 468 
Rezultanta unui sistem de forțe 111 
Rigid cu un punct fix,-distribn^ia viteze- 
lor = 317 
: — i Сӣ 
геа = 817 i 
distribuția vitezelor în mişcarea 
relativă ~ 327 
mişcarea generală ~ 317 
, mişcarea relativă ~ 327, 333 
Ritter, metoda ~ 210 
Rostogolire 181 
= , cete de ~ 364 
— , coeficient de frecare la ~ 605 
—  , condiția de ~ 606 
- си alunecare 609 
, cuplu de frecare la = 606 
fără alunecare 607 
— . , frecare de 605 
— ре un plan orizontal 607 
— pură 609 
—  , rezistenfa la ~ 605 
Rostogolitoare 310 
Rotatia unui solid 735 
Rotatia neuniformă 738 
— proprie 628 
—  uniformá 735 
Roti de frictiune 363 
— dințate 364 
— intermediare 365 
Rotor 78 
Ruliu 664 


Satelit 367 
Satelitul artificial al Pámintului 438 
Scalari 21 
Scalarul reacţiunii 169 
Schlick, procedeul — 542 
Schimbátori de viteză în trepte 371 
Scleronomá, legáturá — 477 
Scripete 269 
Similitudine, 102 
Sistem articulat plan 201 
— conservativ 549 
— — închis 552 
— de forțe 133 
— —  — concurente 139 
—  —  — paralele 142 
— — puncte libere 189 
—  — materiale 3, 188 
— — referință 1, 2 
drept 23, 39, 
fizic de măsură 90 
fundamental de măsură 89 
nedeformabil 560 
static determinat 190, 204 
— nedeterminat 204 


23, 39 


sting 23, 
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Sisteme artienlate 


, © "ul 202 
tacteristică neliniară 472 
puri ас 191 


cupluri 162 
unitati 89 
echívalente- 89 
чегиле 503 
partieulare de forte 139 
omul tehnic de măsură 90 
Solid eu masă variabilă 697 
Solid cu o axă fixă 173 
liber 161, 167 
- rigid 133, 559 
- — supus la legături 168 
cu frecare 179 
- fără frecare 168 
Solide de rot atie, momente de inerție ~ 702 
elastice 560 
» plastice 560 
Somov-Malisev, formula structurală a lan- 
furilor cinematice ~ 343 
Stabilitate 806 
Stabilitatea echilibrului 788, 794 
Statica 4, 11, 110 
— gratică 231 
— punctului material 110 
— — — liber 110 
sistemelor 188 
Steiner, formula — 573 
— , teorema — 574 
Suprafatá de unde 847 
Suprafete de nivel 76 
—  echipotențiale 75 


Şurub 80, 277 


Tautocronism 451, 490 
Tensiunea firului 773 
Tensor de ordinul al doilea 954 
întîi 953 
Tensorul moment de inerție axial 586 
Teorema ariilor 403, 419, 447, 538 
— celor trei centre instantanee de 
rotație 345 
— conservării energiei 405, 552 
— de conservare a extensiunii în 
fazá 885 
— — echivalență a două sisteme de 
forțe 135 
— echilibrului părților 190 
— energiei 404, 432, 447, 542, 544 
= — față de centrul maselor 557 
— forței (forțelor) vii 556 
— impulsului 399, 523, 558, 770 
— mișcării centrului de greutate 525 
ex — maselor 528 
momentului cinetic 400, 407, 523, 
536, 558, 770 
solidificárii 190 


Teorema proiecții 
torsorul 
vari M 
Teoremele universale 
Teoria cuantelor 730 
Teoria relativită! 3 
Timpul 7 
Toricelli, formula = 294 
l'orsor 47 
minim = 57, 135 
Torsorul forțelor de inerție 891 
frecărilor 616 
istemului de forte 134 
l'orsiunea curbei 66 
[raiectorie 282 
curbă închisă 455 
geodezică 869 
Transformare punctuală 876 
Transformarea energiilor 552 
Transformări canonice 873, 874 
— - infinitezimale & 
Translatii 303 
Transmisii directe 371 
— inverse 371 
Troliu diferential 269 
—  , mişcarea ~ 699 
— regulator 268 


Unghi de contingență 64 
—  — frecare 129 
—  — planare 619 
Unitáti 89 
— de másurá cu denumir 
— —  — în afara sistem 
- ştiinţifice 99 
— derivate 89 
— fundamentale 89, 95 
— , schimbarea — 93 
— vechi de măsură 100 


Variatie seculară 671 
Variatii neperiodice ale vitezei 912 
— periodice ale vitezei 911 
Varignon, teorema — 141 
Vector, forma hipercomplexá — 23, 28 
— , moment rezultant — 135 
— , rezultant al forțelor 135 
— , —  — sistemului 55 
Vectori 21 
— alunecători 25 
= , cîmp de ~ 70 
— de poziție 21 
— legati 25 
— liberi 25 
, linia de acțiune ~ 24 
—. ,modulul ~ 21 
— reciproci 947 
, sisteme de ~ 51 
, suportul ~ 24 
variabili 61 
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